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zarwenici Mateji, mami Slavici i sestri Nadi
Si consistant adversum me castra, non timebit cor meunks. 27,3
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Uvod

Jas od antike su geometrijske konstrukcije bile priviacne matematcarima. Konstruk-
cije gura i dwina bile su ograncene instrumentima. Zahtijevalo se da konstrukcije
budu izvodene iskljcivo ravnalom isestarom na nain da ravnalo bude jednobridno
bez mjernih oznaka. Zasestar secak zahtijevalo da se ne smije koristiti za oznacavanja
udaljenosti, odnosno prencsenje dwzina, vec se pretpostavljalo da se mora sklopiti kada
nije u procesu crtanja krwznice. Platon je zahtijevao upotrebu iskljcivo sestara pri
konstrukcijama. Metode konstrukcija pravilnih n-terokuta dao je Euklid ali samo za
n = 2;3;5, te za udvostriceni broj stranica konstruiranogn-terokuta. Prvi mate-
matcar koji je napravio znaajan pomak pri konstrukciji pravilnih n-terokuta bio je
Carl Friedrich Gauss koji je pokazao za koje sve vrijednosti prirodnog broigje pravilni
n-terokut konstruktibilan.

U prvom poglavlju dana je kraca Gaussova biograja i znacajnija dostignica na
podriwcju matematike iako ih ima jes mnogo koja su mada i znaajnija.

Drugo poglavlje donosi kratak pregled konstrukcija - elementarnih i algebarskih
onako kako su poznate js od antike. Dani su aksiomi konstruktivne geometrije te
iskaz teorema o konstruktibilnosti algebarskih izraza.

Trece poglavlje donosi poveznicu kompleksnih brojeva i konstrukcije pravilniim-
terokuta preko n-tih korijena iz jedinice. Pokazuje se kako je za konstrukciju pravilnog

n-terokuta dovoljno maci konstruirati cosWsto je povezano s rjesavanjem jednadzbe

oblika x" 1 =0. Opisuje se kako je Gauss dsao do konstrukcije pravilnog sedamna-
esterokuta i do konstrukcije pravilnihn-terokuta opgcenito te kako je iskoristio prijasnje
poznate rezultate na vrlo lukav necin.

Zadnje,cetvrto poglavlje povezuje Gaussov teorem o konstrukciji pravilnih-terokuta
s algebarskim strukturama i Fermatovim brojevima. Daje se kako iskaz tako i dokaz
teorema koji odgovara na pitanje za koji prirodni brojn je pravilni n-terokut kons-
truktibilan.



1 Carl Friedrich Gauss

Potkraj 18: stoljeca Njemacka je preuzela vodstvo
kao sredste matematckih zbivanja. Najveci ma-
tematcar modernog doba, Carl Friedrich Gauss
(777 - 1855), je bio toliki veliki Nijemac da
Njemacku nije napwstao nikada u svom zivotu.
Gauss je raen u siromasnoj obitelji i roditelji
su mu bili nepismeni. Otac ih je uspio izviei iz
siromastva napornim poslovima klesara, vrtlara,
kopanjem kanala te nadzornika u jednoj zidarskoj
tvrtki u rodnom Braunschweigu. Da je bilo po
aevoj volji, Gauss bi slijedio obiteljske poslove i
postao vrtlar ili zidar. Protiv svoje volje i nakon
MNogo nagovaranja otac ga daje uskolu jer je bio
vrlo nadaren. Vrlo brzo se Gauss paeo isticati u
skoli i njegova nadarenost za matematiku je do-
lazila na vidjelo. Njegove aritmettke sposobnosti
su toliko prerasle njegove skolske kolege da su u
dobi od 9 godina nastavnici priznali kako ga ne-
maju visecemt_J poq:avati. Govorl se__da je vec N gjika 1: Carl Friedrich Gauss
prvom satu aritmetike Gauss zapanjio nastavnika

gotovo odmah zbrojiwsi sve brojeve od 1 do 100sto secinilo kao mukotrpan i dugacak
posao. Sam Gauss kasnije je priznao da je uaio uzorak:

1+100=101; 2+99=101;, 3+98=101; :::; 50+51=10%

Jer je ukupno 50 parova brojeva od kojih svaki par daje sumu 101, suma svih brojeva
mora biti 50 101 =5 050. Ovim principom dolazimo i do ogenite formule za sumu

X
prvh n prirodnih brojeva: i = w

Njegova briljantnost je Iprivukla panju uglednih ljudi, osobito Ferdinanda vojvode
od Braunschweiga koji je bio Gaussov zastitnik i mecena kroz dugi niz godina. Voj-
vodina velikodwsnost je omogucila Gaussu pohdanje najboljih skola te na kraju i
svetcilsta u Gettingenu gdje se zadrzao samo tri godine te otsao bez diplome po koju
se vratio nakon godinu dana. Kada je dessao na svelcilste, j& uvijek je bio neodlwcan
- postati matematcar ili loviti karijeru s klastnim jezicima. 30 : @ujak 1796. oznecio
je prekretnicu u izboru studija. Toga dana, kad je nije napunio ni 20 godina, Gauss
je desao do zapanjujiceg rezultata koji ga je obiljezio kao matematcara.

Problem konstrukcija pravilnih poligona koristeci iskljwcivo ravnalo isestar je u
svijetu matematike dugo lezao po strani. Naime, vjerovalo se da su antcki mate-
matcari iscrpili sve moglcnosti i da se vec sve zna o konstrukcijama pravilnih poligona.
Medutim, Gauss je pokazao da je moglce konstruirati pravilni poligon sa 17 stranasto
je bio prvi takav rezultat js od Euklida. Gauss je bio toliko ponosan na to otkrce
da jezelio da mu se na nadgrobni spomenik uklese pravilni sedamnaesterokut. lako
mu nisu ispunilizelju, ipak su uklesali zvijezdu sa sedamnaest krakova na spomeniku
podignutom njemu ucast u njegovom rodnom mjestu. Navodno je klesar odbio uk-
lesati pravilni sedamnaesterokut jer se bojao da se ta gura nece puno razlikovati od
krwznice.



Kasnije, u svojoj impresivnoj knjizi Disquisi-
tiones Arithmeticae, koju je izdao 1801 Gauss
daje dokaz da se pravilni poligon sg strana
(gdje je p neparan prost broj) mae konstru-
irati ravnalom i sestarom ako je broj p oblika
22 +1. Za k = 0;1;2:3: 4 dobivamo redomp =
3;5;17,257,65 537 sto su sve prosti brojevi. Za

DISQUISITIONES

ARITHMETICAE

k =5 Euler je pokazao da broj 2° + 1 nije prost i
da sadri faktor 641. Matematcari danas vjeruju
D. CAROLO FRIDERICO GAUSS, da je 2 +1 slaen broj zak 5 iako za to ne

postoji formalni dokaz.
U Gettingenu je Gauss studirao matema-
tiku pod vodstvom profesora Abrahama Kastnera.
———— Budwi da Kastner nije pokazivao zanimanje za
LIPSTAR Gaussova istrazivanja, Gauss je radio samostalno i
[ CONAIREIR ATUR GERTL FLRIRCHER fox neovisno o profesorima. Postoji prca koja kaze da
je Gauss pokisao zainteresirati Kastnera za kons-
trukciju pravilnog sedamnaesterokuta istcici da
je do konstrukcije desao tako sto je rijesio alge-
barsku jednadzbu sedamnaestog stupnja. Profesor
je, traeci nain da se rijesi Gaussa, jednostavno
rekao da je takvo sto nemoglce. Vratisi se sa
svetcilsta u rodni grad, Gauss je pokwsavao davati privatne poduke iz matematike ali
to mu nije slo za rukom. Stoga mu je vojvoda Ferdinand dao mirovinu kako bi se
posvetio istraivackom radu. U tom vremenu Gauss je napisao svoju doktorsku diser-
taciju na temelju koje mu je dan doktorat bez ikakvog dodatnog ispitivanja koje je
bilo uobcajeno. Disertacija naslova:"Novi dokaz teorema da svaka integrabilna raci-
onalna funkcija jedne varijable mae biti rastavljena na realne faktore prvog ili drugog
stupnja" daje prvi znacajan dokaz fundamentalnog teorema algebre, iako nije zapi-
san danasnjim matematckim jezikom. Fundamentalni teorem algebre kaze da svaka
algebarska jednadzban-tog stupnja ima barem jedno kompleksno rjesenje. Nakon di-
sertacije Gaussovi uspjesi su se nizali jedan za drugim. Ideje iz teorije brojeva js od
studentskih dana skupio je i objavio u knjizi Disquisitiones Arithmeticae u kojoj se,
izmedu ostalog, nalaze i riesenja jednadzbe sedamnaestog stupnja kojima je moglce
konstruirati pravilni sedamnaesterokut. Ova knjiga dala mu je neoborivu titulu mate-
matckog genija.

Do sredine 19st. matematika je bila uvelike razvijena i podijeljena u vse podricja
za koje su se pojedini matematcari specijalizirali. Gauss je bio zadnji potpuni mate-
matcar i nije pretjerano reci da je imao udjela u gotovo svim podricjima matematike.
Njegova predanost matematici dala mu je tituluprinc matematike rame uz rame s
Arhimedom i Isaacom Newtonom. lako je volio svu matematiku, Gaussu je najvece
polje interesa bila teorija brojeva. U svojoj knjizi Disquisitiones Arithmeticae prvi je
uveo pojam kongruencije i uveo simbol "". U znak zahvalnosti vojvodi Ferdinandu za
svesto mu je omoglcio, Gauss je knjigu Disquisitiones Arithmeticae posvetio upravo
njemu. U svojoj posveti Gauss je iznau ostalog napisao: Da nije bilo Vase nesebtne
potpore mojim studijima, ne bih se mogao posvetiti svojoj strasnoj ljubavi - prowcavanju
matematike''.

1801.

Slika 2: Pacetna stranica Gaussove
knjige



2 Euklidske konstrukcije

J& od samih paetaka matematike, ravnalo isestar su korsteni kao geometrijski ins-
trumenti. Pod pojmom ravnalo podrazumijevamo da se radi o jednobridnom ravnalu
bez mjernih oznaka. Platon (429 347 pr. Kr.) je pri rjesavanju konstruktivnih
zadaca koristio iskljwcivo ravnalo isestar. Nakon njega je Euklid (300 pr. Kr.) izdao
zbirku od 13 knjiga pod nazivomElementi u kojima je sustavno obraena sva do tada
poznata geometrija, osim krivulja drugog reda. U Elementima Euklid daje aksiome
kojima opisuje moglcnosti izvadenja konstrukcija ravnalom isestarom. Ti aksiomi su
poznati kao aksiomi ravnala isestara.

Euklidskim konstrukcijama nazivatcemo one konstrukcije koje su izvodive iskljcivo
sestarom i ravnhalom bez mjernih oznaka. Takder, za neku gurucemo reci da je
konstruktibilna ako ju se mae konstruirati pomacu konacnog broja fundamentalnih
konstrukcija.

Aksiomi konstruktivne geometrije

AKSIOM 1. Svaka zadana gura je konstruirana.

AKSIOM 2. Ako su konstruirane dvije ili vee gura, tada je konstruirana i njihova
unija.

AKSIOM 3. Ako su konstruirane dvije gure, tada se mae ustanoviti je li njihova

razlika prazan skup ili ne i u slicaju da ta razlika nije prazan skup ta razlika je kons-
truirana.

AKSIOM 4. Ako su konstruirane dvije ili vée gura tada se mae ustanoviti je li
njihov presjek prazan skup ili ne i u slcaju da taj presjek nije prazan skup taj presjek
je konstruiran.

AKSIOM 5. Ako je dana neprazna gura tada je mogwe konstruirati tacku koja
pripada toj guri.

Aksiomi ravnala
Ravnalom se mogu vsiti ove konstrukcije:

AKSIOM 6 (R1). Ravnalom maemo konstruirati dwinu ako su dani krajevi te
dwine.

AKSIOM 7 (R2). Ravnalom maemo konstruirati polupravac s danom paetnom
tackom koji prolazi kroz drugu danu taku.

AKSIOM 8 (R3). Ravnalom maemo konstruirati pravac koji prolazi kroz dvije dane
tacke.

Aksiomisestara

Sestarom se mogu vsiti ove konstrukcije:

AKSIOM 9 (S1). Sestarom maemo konstruirati kriznicu ako je dano njeno sredste
I polumjer.

AKSIOM 10 (S2). Sestarom maemo konstruirati bilo koji od dva luka krwnice
odreden s dvije take krwznice ako je dano sredste krwenice i krajnje tacke tog luka.
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Fundamentalne konstrukcije

Pod fundamentalne konstrukcije ubrajamo aksiome ravnalaR{l, R2, R3), aksiome
setara (S1, S2) i dodatno

konstrukciju konanog broja zajednckih tacaka dvaju danih likova

konstrukciju tacke koja pripada danom liku.

Elementarne konstrukcije
1. simetrala dwzine
simetrala kuta
prenasenje dwine
prencenje kuta
paralela s danim pravcem povicena kroz danu taku
okomica povicena iz dane take na dani pravac

dijeljenje dwine u zadanom omjeru

© N o o b~ WD

konstrukcija trokuta korstenjem poicaka o sukladnosti trokuta
(S S S,S K S K S K,S S K)

Kaosto ma@emo vidjeti, ravnalom isestarom smo vrlo ogranceni i m@emo izvsiti
samo neke konstrukcije. Pretpostavimo stoga da su nam zadane dwine aifge du-
ljinama a;b;c;:::;k Treba konstruirati dwinu duljine x dane algebarskim izrazom
x = f(a;b;c;:::;K. U ovom slcaju (uz odredene uvjete) keemo da smo konstruirali
dani izraz x. Varijable u ovom izrazu su duljine dwina, a kako su to uvijek pozitivhe
vrijednosti to i izraz x ima smisla samo ako poprima pozitivne vrijednosti.

De nicija 2.1. Zaizrazf (d;;d,;ds;:::;d,) ka&emo da je homogen izraz dimenzije
ako za svakk 2 N vrijedi

Za konstruiranje homogenih izraza dimenzije 1 nemamo problema, dutéim ako
je homogeni izraz dimenzije razicite od 1 ili je nehomogen, tada je potrebno uvesti
dwinu jedincne duljine e = 1. Svaki zadani algebarski izraz najprije je potrebno
rastaviti na najjednostavnije algebarske izraze koristeci konacan broj zbrajanja, odu-
zimanja, mnazenja i dijeljenja te odredivanja drugih korijena. Bitno je da rastav bude
takav da svaki pojediniclan znamo konstruirati (konstrukcije cemo navesti kasnije).
Prirodno je postaviti pitanje kada se pomau ravnala isestara mae konstruirati izraz

mnaenje, dijeljenje) i odredivanjem drugih korijena mae se konstruirati ravnalom i
sestarom.

Uvodeci ovu, takozvanu algebarsku metodu konstruiranja, dobivamo malo veci op-
seg mogtcih konstrukcija ravnalom isestarom.
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2.1 Najjednostavnije algebarske konstrukcije

Medu najjednostavnije algebarske konstrukcije ubrajamo konstrukcije zbroja, razlike,
dijelienje dwzine na n jednakih dijelova te odradivanje drugog korijena. Ostale alge-

barske konstrukcije se svode na ove (ukljwcujici i konstrukcije izraza za koje uvodimo
2

L . . I a :
dwinu jedincne duljine). Napomenimo samo da se konstrukcija izraza = < svodi

na konstrukciju sapSIike 6zab= a, x = P a2 P? zaa > b se svodi na konstrukciju

sa Slike 7, tex =~ n a se svodi na konstrukciju sa Slike 8. Treba imati na umu da
konstergije u kojima se pojavljuje drugi korijen nisu jedinstvene. Na primjer, izraz
X = a 5 maemo Kkonstruirati kao sto je prikazano na Slici 8 zaa = te b= g,

ali m@emo napraviti i rastav prema Pitagorinom powcku (2a)2 + a? = (| 5a)?sto se
konstruira kaosto je prikazano na Slici 7.

e

a+b _____ a—b
Slika3: x=a+b Slikan4:x=a b

Slika 5: x = %;nZ N

Slika 6: x =

c SIika?:x:IOa2+b2 Slika8:x:pﬂ

Konstruktivha zadaa

Pri izvodenju geometrijskih konstrukcija nezaobilazan pojam su konstruktivne zadace.
Konstruktivha zadaca sastoji se u konstrukciji neke gure s danim instrumentima ako
su dane druge gure i opisani odnosi izntl elemenata trazene gure i danih gura.

Rjesenje konstruktivne zadace je svaka gura koja zadovoljava sve uvjete koje mora
zadovoljavati trazena gura. Neai rjesenje konstruktivne zadace znai svesti danu
zadacu na konacan niz fundamentalnih konstrukcija danih instrumenata nakon cega
smatramo da je tr&ena gura i sama konstruirana. Konstruktivna zadaca opcenito
ima vbe rjesenja.

Pri rjesavanju konstruktivne zadae slijedimo odredeni niz rjesavanja:

analiza! konstrukcija ! dokaz! rasprava



U analizi tr&Zimo neain rjesavanja zadace. Ispitujemo vezu dane i trazene gure
uz poma pomanih gura koje se najprije konstruiraju. U analizi se koriste ranije
poznati teoremi i konstrukcije te se obtno radi skica.

Konstrukcija se radi na temelju analize. Istakne se niz osnovnih i fundamentalnih
konstrukcija ili poznatih konstrukcija i ranije rijesenih zadaca. Taj niz daje trazenu
guru.

Dokazom pokazujemo da dobivena gura zadovoljava sve uvjete zadae i da je svaki
korak u konstrukciji mogLc.

Rasprava obtno odgovara na pitanja je li uvijek mogtce izvsiti konstrukciju, koliko
Ima rjesenja uz svaki moguci izbor danih elemenata, : Takoder ispitujemo sve moglce
polaaje danih elemenata koji mogu dai u obzir.

2.2 Pravilni poligoni

Jas od Euklidovog doba poznato je koji mnogokuti su konstruktibilni. Zasigurno svatko
tko je zavsio barem osnovnaskolsko obrazovanje vidio je (ako ne i upamtio) konstrukcije
pravilnog trokuta, cetverokuta i peterokuta.

Kako bi konstruirali pravilni 2 n-terokut iz pravilnog n-terkuta potrebno je povLci
simetrale svih stranica pravilnogn-terokuta. One ce sijeci kriznicu opisanu pravil-
nom n-terokutu u tackama koje odreduju pravilni 2n-terokut. Dakle, ako krenemo od
pravilnih trokuta, cetverokuta i peterokuta maemo konstruirati poligone s 3 6;12;:::
strana, 4 8;16;::: strana, 510; 20; ::: strana.

Medutim, sto ako zelimo konstruirati pravilni petnaesterokut? | to je mogwe |
takoder poznato j& od antike.

Zadatak. Zadan je pravilni peterokutABCDE upisan krwnici k(S;jSAj). Konstru-
irati pravilni petnaesterokut koji je upisan danoj krwnici.

Analiza: Sredsnji kut pravilnog peterokuta iz-
nosi = 72 . Ako bi u istoj krunici kons-
truirali pravilne (jednakostrancne) trokute
(na poseban nain) koji svaki sa danim pe-
terokutom dijele po jedan vrh, dobili bi tri-
sekciju sredsnjeg kuta pravilnog peterokuta.
Odnosno, dobili bi sredsnji kut pravilnog n-
terokuta od ©° = 24 sto u konanici daje
pravilni petnaesterokut.

Slika 9: Skica



Konstrukcija:  Prema analizi i skici radimo konstrukciju:

Koraci konstrukcije:

1. AS
2. M 2k,\ ASM =120
3. s, s simetrala kuta\ ESM
4. s\ k=N
5. MN je stranica petnaestero-
kuta
Slika 10: Pravilni petnaesterokut
: . . 36
Dokaz: Ako uzmemo u obzir formulu za sredsnji kut pravilnogn-terokuta = o

: 360 o :
onda je kut\ ASE = - =72 . Prema konstrukciji je\ ASM =120, ato je

sredsnji kut jednakostrancnog trokuta. Tada je
\ ESM =\ ASM \ ASE =120 72 =48

Kako simetrala kuta\ ESM dijeli taj kut na dva sukladna kuta, to je \ ESN =

\NSM =24 . Prema = @jen:@:w.
n 24

Jer suSM i SN polumijeri iste krznice te \ NSM = \ ESN prema potcku
o sukladnosti trokutaS K S je MN = NE. Analogno vrijedi i za ostale
stranice petnaesterokuta. O

Rasprava: Rjesenje zadae je jedinstveno.

Sada iz petnaesterokuta ma@emo konstruirati mnogokut s 180; 60: :: strana.

Ovoj listi konstruktibilnih pravilnih poligona koja se nije mijenjala gotovo 2000
godina, Gauss je nadodao pravilni sedamnaesterokut. | ne samo nadodao sedamna-
esterokut vec odgovorio na pitanje: Za koje vrijednostin 2 N je pravilni n-terokut
konstruktibilan?".
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3 Konstrukcija pravilnih n-terokuta

Skup C = fa+ bija;b2 Rg, gdje i ima svojstvoi? = 1 se zove skup kompleksnih
brojeva. Ako jez = a+ bi, onda a nazivamo realni dio kompleksnog broja te b
nazivamo imaginarni dio kompleksnog broja. Broj i nazivamo imaginarna jedinica.

Svaki kompleksni broj je potpuno zadan s dva realna broja i pri tome je vano koji
je prvi (realni) a koji drugi (imaginarni). Obratno, svakom uredenom paru realnih
brojeva (a; b maemo pridrwziti kompleksni broj z = a+ bi. Tako je dano obostrano
jednoznacno pridrzivanje izmedu skupovaC i R2. To pridrwzivanje nam omogicava
da se kompleksni brojevi crtaju u ravnini kao tacke. Razlika je u tomesto u ravnini
u kojoj crtamo kompleksne brojeve tacke ma@emo zbrajati i mnaiti. Ta ravnina ima
posebno ime: kompleksna ili Gaussova ravnina.

Neka je u Gaussovoj ravnini na jedincnoj krwznici dana tacka . Neka zatvara
kut ' sa pozitivnim dijelom realne osi. Tada ma@emo pisati: =cos' + isin' . Ako

: 2k . : . . .
je' = — za nekek;n 2 Z prema pravilima za mnaenje kompleksnih brojeva je

n
" =1. Drugim rijecima,  je kompleksno rjesenje (korijen) jednadzbex” 1=0. Za
k=0;1,2:::;n 1 dobivamon razlcitih rjesenja (korijena) te jednadzbe.

De nicija 3.1. Kaemo da je 2 C n-ti korijen iz jedinice ako je " =1.
Ako je n-ti korijen iz jedinice onda je red od najmanji k 2 N takav da je k=1 i
oznaavamo ga ord( ) = k.

Geometrijski gledano,n-ti korijeni iz jedinice su zapravo take jednako rasporgene
na trigonometrijskoj krwznici; svake dvije susjedne take sa sredstem zatvaraju jednaki
sredsnji kut kruznice.

Kako bi konstruirali pravilni n-terokut dovoljno je konstruirati cosF, odnosno

2 . : . : 2 .2 e
smF. Budwi da je kompleksni broj = cosF + |S|nF n-ti korijen iz jedinice,
konstrukcija pravilnog n-terokuta u Gaussovoj ravnini povezana je s rjesavanjem jed-

nadzbe x" 1 =0 u kompleksnim brojevima i prikazu rjesenja u obliku konacnog broja
racionalnih operacija i odréivanja drugih korijena.

Primjer za n =5 (pravilni peterokut)

Uzmimo da jen = 5. Neka je' = 2 te = cosz— + isinz— kompleksni broj koji

predstavlja prvi vrh peterokuta nakon vrha 1. Pet vrhova peterokuta bitce u tackama
1; : 2. 3. 4.

Primijetimo daje 4= 1, odnosno, 4 je kompleksno-konjugirani par od . Zato
je:

2
+ *=2cos—:
5

S druge strane, je korijen jednadzbe x> 1 =10. Izraz x> 1 maemo faktorizirati
kao
x> 1=(x 1X*+x3+x%+x+1):

Budwi da 6 1, on ne ponstava prvi faktorsto znaci da ponstava drugi faktor, tj.
4+ 3+ 2+ +1=0stonamdaje *+ 3+ 2+ = 1. Nekaje = + 4
Uzimajici u obzir daje °=1 slijedidaje 2= 2+2+ 3 Sada zbrojimo i 2te
dobivamo:

2+ = 4+ 34+ 24+ +2=1:

11



Sada magemo zakljciti da je  korijen jednadzbe x? + x Jp:_O koja ima rjesenja

1 . " . " 1
X1 = TS Kako je pozitivan realan broj, mora biti = 52 . Sada m@emo
zakljiciti da je p_
c052 51
5 4

a to prema Teoremu 2.1 maemo konstruirati.

Slika 11: Pet korijena iz jedinice kojicine petrokut

3.1 Gaussov sedamnaesterokut

Povijesne knjige svjedae da se mladi 19-godsnji Gauss probudio u rano jutro :30
@ujka 1796. jer mu je na pamet pala nevjerojatna metoda kako konstruirati pravilni
sedamnaesterokut.

Ako bi samo trebalo pokazati da je pravilni sedamnaesterokut mogwce konstruirati,
rjesenje je vrlo jasno i jednostavno. Uzmimo da je 2 = 17' . Kada bi se cos
mogao izraziti konacnim brojem racionalnih operacija i odrdivanja drugih korijena,
tada je moglce konstruirati dwinu te duljine. Kako smo vec rekli, cos' predstavilja
x koordinatu tacke na jedincnoj krwznici. Gauss je pronasao nain kako cos' izraziti
konacnim brojem racionalnih operacija i odrdivanja drugih korijena. To je Lcinio
rjesavajlci jednadzbu sedamnaestog stupnjax!’ 1 = 0 trazeci rjesenja na poseban
nain.

De nirajmo:

= cos' +cos4

= cosZ2 +cos8
= cos3 +cos5
= C0S6 +cosT:

o o o 9
|

Ovakve jednakosti nisu postavljene slwcajno, i imaju veze s Gaussovom teorijom o
rjesavanju jednadzbi oblika x" 1 =0 o kojojce biti vse u idicem poglavlju.
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Nadalje, zbrojimo i oznaimo ovako:

e a+b
f = c+d

te zbrojimo i e+ f. Rezultat zbrajanja bitce
e+ f =cos' +cosZ2 + :::+cos8:

Kako bi nasli rezultat ovog zbrajanja, oznacimo e+ f = Sg te lijevu i desnu stranu

pomna@imo s Zsinz. Slijedi:

in— = ' sin— + in—+ :::+ in—:
ngsm2 2 CcoS sm2 2cos?2 sm2 2cos8 sm2

X+y . X :
> y sin > y na svaki odclanova
. . .2 . :
desne strane, formula se znatno pojednostavi. Uvistavajlti = —— u pojednostavljenu

: 17
jednadzbu

Primjenom adicijske formule sirx siny = 2 cos

17 s

S, = sin=5- sin

8~ T oo
25|n5

dobijemo

1
e+f288= E:

Sada ma@emo racunati produkte oda; b; c;dsvaki sa svakim. Kracim racunom i
uzimajici u obzir da vrijedi cosn' =cos(17 n)' ,sto se mae provjeriti raspisivanjem
desne strane, imamo slijedece:

2ab = e+ f = %
2ac = 2a+ b+d
2ad = b+ c+2d

2bc = a+2c+d
2bd = a+2b+c

1
2cd = +f = =
C e 5

Pokazatcemo samo jedno mnaenje. Ostala se mogu izvesti analogno.

2ab

2(cos' +cos4 )(cos2 +cos8)
2cos' cos2 +2cos' cos8 +2cos4 cos2 +2cos4 cos8
(cos3 +cos')+(cos9 +cos7 )+ (cos6 +cosZ )+ (cosl2 +cos4):

Zbog con' =cos(17 n)' maemo uvesti supstituciju cos9 = cos8 te cos12
cos 5 . Preslagivanjemclanova i uvistavanjem supstitucije imamo:

2ab (cos' +cos4 )+ (cos2' +cos8 )+ (cos3 +cos5 )+(cos6 +cos7 )

a+ b+c+d

1
+f = -
© Z

13



Jas nas zanima koliko jeef. Uvstavajlci izraze za ei f imamo:

2ef = 2(a+ b(c+ d)
= 2ac+2ad+ 2bc+ 2bd
= 2a+ b+d+ b+ c+2d+a+2c+d+ a+2b+c
= 4a+4b+4c+4d
= 4(e+f)= 2
odakle slijedi da jeef = 1. Sada kada imamaea+ f = %te ef = 1, zbog Veteovih
formula mazemo zakljiciti da su e i f korijeni kvadratne jednadzbe
1
24 = -0
X 2x 1=0:
1 P17

Rjesenja ove jednadzbe sux;., = 7. Koje rjesenje je e a kojef procijenit

cemo numercki. Jer je

4

2
e= a+ b=cos' +cos4 +cos?2 +cos8 ' 07807764
P_— p_—
. ) 1+ 17 . 1 17 )
maemo zakljciti da je e= — 0:7807764, te da j& = — Valja

napomenuti da numercka procjena nije sredstvo dokaza, ali je dobro aile i u ovom
slicaju maze posluwiti pri zakljcivanju.

. + f 1 . . .
Jerjea+ b= ete ab= © > = 7 a i b su rjesenja jednadzbe
1
2 =0
X ex 2 0:
1 r 1 1
Prema formuli za rjesenja kvadratne jednadzbe imamox., = Ee 2 + Zez. Uvstavanjem
vrijednosti od e slijedi da je
q
1 1P—- 1 P—
X122 = é + é 17 é 34 2 17

Ovdjecemo se opet poslwiti numerckom procjenom kako bi odredili koje rjesenje je
a te koje rjesenje jeh. Jer je

‘ N

a=cos' +cos4 ' 1:.024741
maemo zakljiciti da je
q —p—
a= .31 a P
8 8 8q
1 1P 1 P—
= -+ - 17 - 34 2 17
b 8 8 8 3
Na potpuno analogan nain je
q —p—
c= 1 WP 1l P
8 8 8q
d = é :—ép1_7 % 34+2" 17



o 1 .
Konano, jer je produkt! cos' cos4 = QC te cos +cos4 = a, cos icos4 su
rjesenja jednadzbe

1
2 - N-
X ax+ -c=0:
2
Stoga je
r
cos = 1a+ 1a2 1c
2 4 2
1 1 1
4 = Z a2 Zc
cos 2a 4a 20
Nadalje je
2a> = 2cos’' +4cos' cos4d +2cosd
1+ 2 1+
= 2%+20053 +2cos5 +2%S8
= 2+cos2 +cos8 +2(cos4 +cos5)
= 2+ b+2c:
. . . 2 .
Budwi da od samog paetka trazimo vrijednost cos , odnosno cosl—7, sada imamo:
r— r
0032 = 1a+ 1a2 1c:— 1a+1 1+1b C:
17 2 4 27 2 2 2°

Nakon uvstavanja i sredivanja, za cosl—7 se dobije vrijednost

r |
9 —p— q q '
1—16 1+p1_7+ 34 2 17+2 17+3p1_7 34 2p1_7 2 34+2p1_7

koja je zapisana konacnim brojem racionalnih operacija i oddivanja drugih korijena,
te je prema Teoremu 2.1 ovaj izraz konstruktibilan ravnalom isestarom. Takav rezultat
je dobio Gauss.

3.2 Konstrukcija pravilnog sedamnaesterokuta ravnalom isestarom

Analiza: analizu smo proveli u prethodnom potpoglaviju, te ju s toga ne treba po-

navljati. Konstruiratcemo dobiveni izraz za cosl—7 kojice ujedno dati i stranicu
pravilnog sedamnaesterokuta.

12cos cos4 =cos(' 4 )+cos(' +4')=cos3 +cos5 =c
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Konstrukcija:

najprijecemo navesti korake konstrukcije a zatim sliku koja slijedi ko-

rake. Konstrukcija izraza za co% slijedi nakon dokaza.

N

. ki(O;jOAj)

AB promjer kriznice k;

.C2ky; OC? AB

. D 2 OC; jODj = 4OC;]

. E 2 OA; \ODE:%\ODA
.F 2 AB; \ FDE =45

. Z polovste AF

8. ko(Z; jAZ]); k,\ OC =G
9. k3(E; JEG]J); ks\ AB = H;K

100 m:n: H2m; K 2 n;
m:n ? AB

11. m\ k1: L; n\ k1:M

12. g simetrala kuta\ LOM
C]\ kl =N

13. JLN j je stranica pravilnog sedam-
naesterokuta

Slika 12: Konstrukcija pravilnog sedamnaesterokuta

D N . 4 .
Dokaz: Treba pokazati da je konstrukcijom dobiven kut LOM = 17 Simetralom se
taj kut raspolovi i dobije se trazeni unutrasnji kut pravilnog sedamnaesterokuta
2

17
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. . 4 .
Zapravo, treba pokazati da je \ HOL \ MOK = 17 ili da je
arccosj% arccostO—KJ.: 4—

Bez smanjenja oprenitosti, neka je konstrukcija rdena na jedincnoj krunici.
Tada je JMOj = jLOj =1 jer su to polumjeri. Sada je j& potrebno naci duljine
JOKj i JOHj. Tocemo ciniti primjenom trigonometrije pravokutnog trokuta.

Svi razmatrani trokuti su pravokutni prema konstrukciji.

Iz 4 AOD slijedi \ ODA = arctg 4.

Prema konstrukciji je \ ODE = arctg 4

. Oznaximo taj kut s . 1z 4 ODE imamo

da jejOE]j = %tg\ ODE. Oznaimo tu dwinu sa b.

Prema konstrukciji je\ ODF =45 . 1z 4 ODF slijedi da jejOFj = %tg (45 ).
Oznaimo tu duljinu s c.

Prema konstrukciji jejFA] = ¢+ jJOAj = ¢+ 1. Ovu duljinu oznacimo s d.

Prema konstrukciji je JEG] = JEK j jer su to radijusi iste kruznice k3. Stoga je dovoljno
naci jedan od njih, npr. jJEG].
d

Primijetimo da je jJOZ]j = EJAFJ ] OF)= > c. Oznaimo ovaj izraz se. Takoder

je jZGj radijus kruznice k;, pa jejZGj = g Oznacimo ovaj izraz sf .
. . d
S c
Iz 4 ZOG maemo zakljwiti da je cos\ GZO = jg—g = 2 — =1 2—; Oznaimo
2
cos\ GZO sg. Sada je\ GZO = arccosg. Taj kut oznacimo s h.

Sada maemo zakljiiti da je JOGj = f sinh. Oznacimo tu duljinu s .

Iz 4 OGE je tg\ OGE = JOJ(C;)J—E_Jb Odavdje je\ OGE = arctg I:—) Ovu vrijednost
0zn&imo sj . |
Sada jeJEGj = OB _ b = JEKj. Ovu vrijednost oznaimo sk.

sin\ OGE ~ sinj
Crito je JOK|j = JOEj + JEK ] = b+ k. Ovu duljinu oznacimo s I.

Primjetimo da je jJHKj = 2k jer je to promjer kriznice kojoj je JEK| = k polu-
mjer. To nam dajejOHj = jHKj I.

Sada je iz trokuta4 MOK i 4 OLH lako neci vrijednosti kuteva \ MOK i\ HOL.

. JOH | JOKj 4 ) . ..
K = k k
onano je arccosjm arccost—Oj 17 pa se bisekcijom tog kuta dobije
trazeni kut. O]

Rasprava: Rjesenje je jedinstveno.
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Slijedeca konstzrukcija napravljena je direktno konstruiranjem dobivenog algebar-
kog i :
skog izraza za c:o&i—7

Analiza:
1. jAA =1 6. JEE4j =
2.jBByj= #+12= P17 17+3jBB4j j DD1j 2CCyj
3. jCCi = a5 7 iFFij= " JEE4
4p—_ _ ) —p—_Z
p34r2 7= 34+ 211 g |GGy = BB, 1+]DD yj+2jFF)]
4. 34= 82+52 1
5.jDD,j= 34 T 9.1GG2) = 7IGGu

Konstrukcija:  prema osnovnim algebarskim konstrukcijama iz poglavlja 2 slijedi kons-
trukcija:

18



Kako bi konstrukcija sedamnaesterokuta bila preglednija, povecajmo cetiri puta
duljinu jedintne dwine. Tada se i dobivena trazena duljina JGG,j povecacetiri puta.

Dokaz: Dokaz slijedi iz analize i konstrukcije te Teorema 2.1.

Rasprava: Rjesenje je jedinstveno.

3.3 Gaussova teorija

Prije Gaussa su problem konstrukcija pravilnim-terokuta razmatrali Vandermonde i
Lagrange. Oni su nezavisno jedan od drugog predstavili zasto postoje opa riesenja
jednadzbi treceg icetvrtog stupnja. Zakljcili su da je moglcnost pronalaska riesenja
jednadzbe jednaka pronalasku vrijednosti odréenih izraza vezanih za rjesenja i to bez
poznavanja samih rjesenja.

Njihovu metodu pokisatcemo objasniti na osnovu jednadzbex? px+ g = 0.
Neka su toj jednadzbi rjesenjax; = ai X, = b Sada ma@emo reci da jep= a+ b
te g = ab Sada uzmimo neku funkciju koja ovisi @ i b. Neke funkcije, kaosto je
f(ry;r2) = ry+ rp imaju istu vrijednost bez obzira koju varijablu oznacimo sr; a koje
sr,. Neka je zatof (a;b = f(b;d = p.

S druge strane, funkcije oblikay(r,;r2) = r1  r, imaju razlcite vrijednosti obzirom
na tosto je proglaseno zar, asto za r,. Zato funkcija g mae poprimiti jednu ili dvije
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mogtce vrijednosti: a bili a+ b. Kako bi se nasle tane vrijednosti, Lagrange je
dozvolio dak razlcitih vrijednosti budu korijeni jednadzbe k-tog stupnja. Odnosno, u
naem primjeru, dvije vrijednosti za g bitce korijeni jednadzbe

(y (@ by (b a)=y* (a b=

Qitoje (a b)?=(a+b)? 4ah Budwi da znamo vrijednosti oda+ bi abmaemo
odrediti da je
(a b?=p* 4q

| to bez poznavanja rjesenjaa i b.

Dakle, ma@emo zakljiciti da ce dvije razlyzlte vrijednosti od B b biti rjesenja
jednadzbey? (p?> 4q) =0. Odatlejea b= p? 4qgilia b= p? Onosto
odaberemo nece praviti nikakvu razliku. Na primjer, mogli bi uzetia b= p?> 4q
Da bi nasli ai btreba nam j& jedna jednadzba koju maemo dobiti kaoa + b= psto
nam daje sustav

a+b=B
a b P> 4q

P——+ P——+—
2
izcega slijedi da jea = P+ P 4q b= P P 4q

Obojica, Vandermonde i Lagrange razmatrali su problem pronalaskatih korijena
iz jedinice, odnosno rjesavanje jednadzbi oblikax” 1 = 0. Lagrange je spoznao da
ako je n prost, sva rjesenja jednadzbe mogu se izgenerirati sukcesivnim potenciranjem
svakog korijena jednadzbe osinx = 1. Tako je Lagrange ovu metodu upotrijebio kako
bi nasao korijene iz jedinice zan = 3; 4; 5; 6 dok je Vandermonde koristeci slcne metode
dsao don =11,

Kako smo vec pokazali i konstruirali, ma@emo naslutiti kako je Gauss koristio slche
metode kao i Vandermonde i Lagrange. Gaussovo otkrce bilo je bez presedana. On je
izravno ali pametno upotrijebio Vandermondeove i Lagrangeove ideje.

Kako smo ranije naveli,n-ti korijeni iz jedinice su rjesenja jednadzbex" 1 =0.
Crito je da svaki korijen r te jednadzbe mora zadovoljavatir™ = 1. Ako je n najmanji
takav da jer" =1, onda kazemo da jer primitivni n-ti korijen iz jedinice. Na primjer,
korijeni jednadztbe x* 1=0su 1; i. Budwidajel'=1te( 1?=1onda 1
nisu primitivni. S druge strane, najmanja potencija od i i koja daje 1 je 4, pa su

i primitivni Korijeni iz jedinice i njihove potencije generiraju sva rjesenja:

i it= 1 %= 0 if=1:

Openito, Lagrange je napomenuo da ako ja prost tada jednadzba iman 1 primi-
tivnih korijena iz jedinice.

Takoder, ranije smo istaknuli da konstrukcija pravilnogn-terokuta odgovara kons-
trukciji korijena jednadzbe x" 1 =0. Zbog jednostavnosti, pristupitcemo problemu
trazeci rjesenja jednadzbe x® 1 = 0. Ova jednadzba ima jedan neprimitivni korijen
x = 1. Dijeleci jednadzbu s x 1 dobijemo jednadzbu

XA+ x3+ X2+ x+1=0

koju nazivamo ciklotomska jednadzba. Svi primitivni peti korijeni moraju zadovoljavati
ovu jednadzbu.
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Gauss je za razmatranje uzeo nizciji je prviclan primitivni korijen, a svaki idiciclan
je neka potencija prethodnog. Na primjer, ako uzmemp i kubiramo ga sukcesivno,
dobivamo niz

Budici da je r korijen jednadzbe x®> 1 = 0, tada je r®> = 1. Dakle, prethodni niz
potencija ma@emo zapisati kao

I u tom nizu se pojavljuju svi korijeni. S druge strane, pretpostavimo da smo uzeli
r i sukcesivno ga potencirali potencijom 4. Opet, budci da je korijen jednadzbe
x®> 1=0, tada je r® = 1. Dakle, dobijemo niz

nrér
U ovome slicaju jedini razlciti brojevi u nizu su r i r4. Primijetimo da su ostala dva
korijena r? i r® kvadrati dvaju razltitihclanova prethodnog niza

(nN?=r2  (@H?=1r8=r3

Openitije, pretpostavimo da je n prost broj te r primitivni n-ti korijen iz jedinice.
Gauss je pokazao dace niz potencija imak razlcitin elemenata, gdje je k djelitelj od

n 1. Stovse, preostali korijeni (ako jek 6 n 1) mogu se separirati u dva skupa od
po k razlcitih elemenata od kojih je svaki potencija korijena originalnog skupa.

Na primjer, neka jen = 7 te p primitivni korijen. Niz p; ®; p%¢; p?'5; ::: sadzi samo
dva razltita korijena: pi p°. Njihovi kvadrati su p?;p'? = p® a kubovi p?; p*. Dakle,
6 korijena smo particionirali u tri skupa: fp; g, fp?;p°g i fp°; p*g. Primijetimo da
ovo particioniranje nije jedinstveno. Mogli smo uzeti nip; p%; p*; p8;:::. On sadgi tri
razltita korijena p; p?; p* a ostali korijeni su kubovi ovih korijena. Tako smo 6 korijena
particionirali u dva skupa: f p; i?; p*g i f p; p°; p°g.

Vratimo se sada nasem problemu zan = 5. Skup korijena smo patrticionirali na
dva dijela: fr;r#gi fr2?;r3g. Gauss je zatim razmatrao zbroj korijena u svakom skupu
(oznacavajlwci sume kao "periodi”) te je stavio te sume kao korijene jednadzbe. U
nasem slwcaju to izgleda ovako:

(v )y @2+rd) = y* @+ 3+ 2+ ny+(r+ri)(r?+rd)
=y (rHrrfan)y+ (Pt rlar’)
=y (Rt )y +(rt+ 3+ r?4)
= ¥ty 1

gdje smo uzeli u obzircinjenicu dar zadovoljava jednadzbux® + x3+ x2+ x +1 = 0.
Sada maemo zakljwiti da izrazir + r* i r2 + r3 odgovaraju korjenima kvadratne

: : 1 5 .
jednadzbe y?+y 1 =0. Lako se izracuna da su toy;, = — Jedan od tih
korijena odgovara izrazur + r* a drugi izrazur? + r3. U principu nema razlike koji
cemo dodijeliti kojem, medutim u praksi je zgodnije kada bir bio vodeci peti korijen
iz jedinice cosg + isin = Gauss je napomenuo kako bi se taj korijen mogao n&i

numercki, odnosno priblzno, te tako vidjeti koji od dva korijena jednadzbe y?+y 1=
0 je jednakr + r4. Alternativna sol!ygija bi bila primijetiti kako r + r* ima pozitivan
1+ 5

realni dio pace biti r + r* = 5
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Za pronalazak korijenar maemo konstruirati kvadratnu jednadzbu kojoj su r i r#
korijeni:

1+ P E!

(z r)(z =2z (r+rYz+r>=2? —— z+1

i koe cijenti ove jednadzbe se mogu konstruirati. Stogace i korijeni jednadzbe biti
konstruktibilni. Korijeni jednadzbe su:

r—....B.nB
_ - 2
p DS

1+ 5 1+ _ P _
z 2 4 1.5 10423
Zy.p = > = 2 | 4 .

Jedno od tih rjesenja bitce vodeci peti korijen iz jedinice a drugo rjesenjezbitcecetvga

potencija prvog riesenja. Budici da je vodeci peti korijen iz jedinice cosg + isin =

maemo (kako je Gauss sugerirao) aproksimirati sinus i kosinus te odrediti koji od

dva korijena oggovara vodecem kijenu. ada provedemo racun dobitcemo da je
o . G

1 o 10+2" 5 : , :
cos— = ———— te daje sSin— = ——— . Obzirom da su ove vrijednosti kons-

truktibilne, to je i pravilni peterokut konstruktibilan. To smo, naravno, znali i ranije,
ali cilj je bio na jednostavnijem primjeru pokazatisto je zapravo Gauss radio i kako je
desao do pravilnog sedamnaesterokuta.

Pogledajmo jes jedan primjer. Neka je to pravilni sedmerokut. Kao i ranije mazemo
separirati korijene jednadzbex’ 1 =0 u dva skupa: f p; p?; p*g te fp3; p°; p°g. Neka
su sume elemenata iz pojedinog skupa korijeni kvadratne jednadzbe. Sada kao i ranije
imamo

(v (+p+py (@E+p+p)=y*+y+2:
1 _
2

tada p + p? + p* ima pozitivni imaginarni dio pa je
1 _

Korijeni jednadzbe y> + y+2 = 0 SU Yy;p = Ako je p vodei korijen,
1+
2

= p*+ p°+ p°. Idwi korak bi bio postavijanje p;p%; p* za korijene kubne

=p+p+pte

jednadbe z p)(z p?)(z p* =0. Ovu jednadzbu ma@emo rijesiti i znamo joj neci
rjesenja ali problem nam stvara odrélivanje treceg korijena koje je neizbjezno. Stoga
je jasno da pravilni sedmerokut nije konstruktibilan.

Ovaj primjer nam je pokazao puno toga. Pretpostavimo da zelimo konstruirati
pravilni n-terokut za n prost broj. Ako n 1 ima prostih faktora razlcitih od 2 tada
cemo u nekom koraku separiranja korijena morati rijesiti jednadzbu stupnja veceg od 2.
Stoga konstrukcija pravilnogn-terokuta pokazanom metodom zahtjeva da j@ oblika
n=2K+1. M@emo otti i korak dalje. Ako k ima barem jedan neparan faktor tada
je 2 1 slaen broj. To vrijedi, jer ako je k = pqi, bez smanjenja ogenitosti,q
je neparan, tadaxP? + 1 sadei faktor xP + 1. Maemo zakljwiti da je pravilni n-
terokut, za n prost, mogice konstruirati ako je n posebnog oblika. Taj posebni oblik
su zapravo Fermatovi brojeviF, = 22" +1, n 2 No. Poznati Fermatovi brojevi su
3;5; 17, 257,65 537.

U svakom slwcaju, zan = 17 odgovarajwca ciklotomska jednadzba ima 16 korijena.
Budwi da u procesu niti jednom nije morao rijesiti jednadzbu stupnja veceg od 2,
Gauss je dobio da se korijeni mogu konstruirati. Raspodjela u skupove bila je prema
opisanim koracima i zbog preglednosti prikazana je na Slici 13.
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Gauss je uze@ kao primitivni korijen ciklotomske jednadzbe sesnaestog stupnja
x®+ x>+ 1+ x+1 =0. Pri prvoj podjeli je p sukcesivno potencirao na devetu

potenciju i dobio niz R
te, jer je pt’ = 1, dobio ponavljanja. Slijedi prvi skup
fp; % 0% % p%; p™%; P 00
Kubiranjemclanova tog skupa dobije se skup preostalih rjesenja
fp% p% p% % % Pt P Pt

Nastavak raspodjele maze se pratiti na Slici 13.

Slika 13: Particioniranje skupa korijena jednadzbex® + x°*+ + x+1=0

Jerje' = 2—vrijedi: cos' =cos16 ,cos4 =cosl3 ,cos2 =cosl5 ,cos8 =
cos9,cos3 =cosl1l4 ,cos5 =cosl2,cos6 =cosll , cos7 = cosl0 sto se
lako provjeri oduzimanjem i primjenom trigonometrijskih identiteta.

Dakle, sada je jasno odakle Gaussu izbor zab; c; diz potpoglavlja 3.1.
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4 Gaussov teorem i algebra

Jas nam je ostalo otvoreno pitanje za kojen 2 N se mae konstruirati pravilni n-
terokut. Odgovor na ovo pitanje datce nam Gaussov teorem, no najprijecemo iskazati
osnovnu teoriju koja nam je potrebna za razumijevanje dokaza teorema.
4.1 Grupe i polja
De nicija 4.1. SkupG s binarnom operacijom se zove grupa ako vrijedi

1. asocijativnost: za svea;b;c2 G: a (b ¢g=(a b c

2: postojie2 G takav dajee a=a e= a, zasvakia2 G

3: zasvakia2 G postojia 12 Gtakavdajea al=a?! a=e¢e
Grupu nazivamo komutativna ili Abelova ako za svakib2 G vrijedi a b=b a.

De nicija 4.2. Red grupeG, u oznaciGj je broj elemenata grupeG. Ako je broj
elemenata grupe konacan tada je i grupa konanog reda. U suprotnom je grupa be-
skonacnog reda.

De nicija 4.3. Neka jeG grupa i H G. H se zove podgrupa grupé ako je H
grupa obzirom na istu operaciju kao G.

De nicija 4.4. Neka jep prost broj. Za grupucemo reci da je p-grupa ako je ona
konacna grupaciji red je potencija broja p.

De nicija 4.5. Komutativni prsten s jedinicom je skupR na kojem su de nirane dvije
binrne opracije, + i takve da vrijedi:

1. R je Abelova grupa obzirom na opracij¢

2. komutativhost:a b= b a, za svea;b2 R

3. asocijativnost:a (b ¢)=(a b) c, zasvea;b;c2 R

4. postojil2 R takav da jel a= a zasvea2 R

5. distributivhost: a (b+ ¢)= a b+ a c, za svea;b;c2 R

De nicija 4.6.  Polje je komutativni prsten s jedinicom u kojem svaki ne-nul element
ima multiplikativni inverz, tj.tj. za svaki a2 Rnf0g, gdje je0 neutralni element grupe
R postoji x 2 R takav da jea x = x a=1.

4.2 Prairenje polja

Ideja o ireducibilnosti polinoma nad poljem racionalnih brojeva dovela je do pitanja o
tome koje je najmanje polje nad kojim je dani polinom reducibilan. Osnovni teorem
algebre kaze da su svi polinomi reducibilni nad poljem kompleksnih brojeva, ali zadani
polinom je mada potpuno reducibilan i nad nekim manjim poljem. To je razvilo
koncepte prairenja polja.

De nicija 4.7. Neka suK i L polja. Ako jeK L, L se naziva prcirenje poljaK .
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Kaemo da je L jednostavno preirenje poljaK ako je L prairenje polja K te
postojiaiz L takav da jeL najmanje polje koje sadrei iK i a. Posebno, u polje ma@emo
dodati korijene polinoma i tako napraviti vece polje nad kojim je polinom reducibilan.
U 5I5caju poIinBrQa, na primjer x> 2, vece polje nad kojim je on reducibilan je
Q( 2)=fa+b 2a;b2 Qg.

De nicija 4.8. Ako je L prasirenje polja K, L m@emo promatrati kao vektorski pros-
tor nad pollemK te ako je taj vektorski prostor konacnodimenzionalan ka&emo da je
L konano preirenje polja K. Prirodni broj dimg L zovemo stupanj preirenja polja
K i oznacavamo s[L : K].

Stupanj presirenja, dakle, m@emo nai traeci dimenziju vektorskog prostora L
nad poljemK.

Dokaz idwceg rezultata nije nam toliko bitan, ali mae ga se naci u knjizi [5, str.
85]

Teorem 4.1. NekasuK L M polja. Tadaje[M :K]=[M :L][L : K], pricemu
smatramodajel n=n 1 =11 =1.

De nicija 4.9. Neka suG; i G, grupe. Preslikavanje' : G; ! G, naziva se
homomor zam grupa ako je' (ab) = ' (a)' (b) za svakia;b2 G;. I1zomor zam grupa
je homomor zam koji je bijekcija.

De nicija 4.10. Neka jeK polje. Automor zam polja K je svaki izomor zam polja
K na samog sebe. Skup svih automor zama poka oznacavamo sAut (K ).

De nicija 4.11. Neka jeL prairenje polja K (K L). K-automor zam polja L je
automor zam 2 Aut(L) za koji vrijedi (x) = X, za svakix 2 K.

De nicija 4.12. Oznaimo s Aut (L) skup svihK -automor zama polja L. Autg (L)
je potpolje od Aut(L) i Autk (L) naziva se Galoisova grupa preirenjal polja K.
Oznacavamo ju sGal(L;K).

4.3 Polinomi

Jedan od vanijih rezultata algebre je da ako j&R komutativni prsten s jedinicom tada
je R[x], skup polinoma u jednoj varijabli s koe cijentima izR, komutativni prsten s
jedinicom. U algebri secesto govori o ireducibilnim polinomima. Ireducibilan polinom
je takav polinom kod kojeg ne postoji polinom manjeg stupnja od njega koji ga dijeli
u istom prstenu polinoma. Drugim rijecima, ako je polinomp(x) ireducibilan tada ne
postoje netrivijalni polinomi manjeg stupnja takvi da je p(x) = a(x)b(x). Takoder,
postoji jedinstvena faktorizacija svih polinoma u produkt ireducibilnih polinoma.

De nicija 4.13. Neka jeK polje i P 2 K [x] nekonstantan polinom. Ka&emo da se
polinom P cijepa nad prasirenjem L polja K ako postojia2 K te 4;:::; , 2 L takvi
da je

P(x) = a(x 1) (x n);
odnosno ako polinonP maemo faktorizirati kao produkt linearnih faktora.

De nicija 4.14. Neka jeK polje i P 2 K [x] nekonstantan polinom. Ako sé cijepa
nadL, tj. akojeP(x)=a(x 1) (XX ,),a2K, g3;:::; 2L teakojektome
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4.4 Ciklotomsko polje

Kako bi preveli ideju o n tacaka jednako rasporeenih po trigonometrijskoj kruwznici
iz euklidske konstrukcije u nesto scime maemo raditi algebarski potrebno nam je
ciklotomsko polje . Navesticemo je jednom de nicije vezane za ciklotomska polja.

De nicija 4.15. Neka jen 2 N. Polje Q( ») koje se dobije preirenjem polja raci-
onalnih brojeva primitivnim n-tim korijenima iz jedinice ,, naziva se ciklotomsko polje
redan.

Ciklotomsko polje Q( ) je polje korijena polinomax" 1. Zaista, svaki korijen od
x" 1 je potencija primitivnog korijena |, i te potencije generirajuQ( ,). Odatle je
Q( ) Galoisova grupa prairenja poljaQ.

Mae se pokazati([6, lema 6.1.]) da jeQ( ,): Q] = ' (n), gdje je' (n) Eulerova
funkcija koja daje broj elemenata skupa;;:::;n koji su relativnho prosti sn.

De nicija 4.16.  Polinom oblika
Y
()= (x )

21,

gdje je! , skup primitivnih n-tih korijena iz jedinice, naziva se ciklotomski polinom.
Ciklotomski polinom je normirani polinom najmanjeg stupnjaciji su svi korijeni pri-
mitivni n-ti korijeni iz jedinice.

4.5 Konstruktibilni brojevi

Kako smo ranije rekli, duljinu neke dwzine, tj. neki broj, ma@emo konstruirati ravnalom
isestarom ako ju ma@emo dobiti konanim brojem racionalnih operacija i odrdivanja
drugih korijena. Ma@emo reci: broj je konstruktibilan ako ga se mae dobiti konanim
brojem presjeka pravaca i krienica. Primijetimo, ako krwnice i pravce prebacimo u
koordinatni sustav i radimo s njihovim jednadzbama, svaki presjek pravca i kriznicece
imati jednadzbu stupnja dva ili manje. Dakle, sve te jednadzbe mogu se rijesiti samo
racionalnim operacijama i uzimanjem drugih korijena. Takder, algebarski to ma@emo
reci ovako: kompleksni broj je konstruktibilan ako i samo ako postoji niz prcsirenja
polla Q = Ko Kj Kn = Q(z) takav da je svako prasirenje K Kis
kvadratno, odnosno Ki.; : Ki] = 2.

Ovi iskazi Sl.b ekvivalentni jer je prasirenje ISJOUaF K kvadratno ako i samo
ako jeK = F(' a) zanekia 2 F takav da a 2 F. Dakle, konstruirati drugi
korijen ekvivalentno je najvse kvadratnom prasirenju polja, dok zbrajanje, oduzimanje,
mnaenje i dijeljenje polju ne doprinose ni na koji ncin.

4.6 Fermatovi brojevi

Brojevi oblika F, = 22" +1 gdje je n 2 N, zovu se Fermatovi brojevi. Poznato je da
su prvih pet Fermatovih brojeva prosti. Ti brojevi su 3, 5, 17, 257 i 65 537. Idwi
Fermatov broj je Fs = 4 294 967 297 i za njega ni sam Fermat nije mogao dokazati da
je prost. Tek 80 godina nakon Fermatove smrti Euler je pokazao da je taj broj zapravo
slaen te da su mu djelitelji 641 i 6 700 417. Petnaestak godina kasnije Euler je objavio
I dokaz idwceg teorema, koji je zapravo poopcenje malog Fermatovog teorema, koji kaze
da ako cijeli broj a nije djeljiv prostim brojem p onda jea® * 1 djeljivs p,:
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Teorem 4.2. Ako brojevia i b nisu djeljivi prostim brojem p tada je svaki broj oblika
a*t 1 !djeljivsp.

Euler je to iskoristio kako bi dokazao da svaki djelitelj broja oblika®™ + B*™ (medu
kojima su i Fermatovi brojevi) mora biti oblika k2™** +1, gdje je k 0. Lucas je
ovo presirio na brojeve oblika k2™ + 1sto mu je dalo paetnu tacku za testiranje
vrijednosti n koje daju proste brojeve te ih testirao jesu li djelitelji odFs. Bilo mu
je potrebno samosest pokisaja da nde prikladni n. Ovakvim istraivanjem dcalo se
do zakljicka da su brojevi od Fg do Fy; slaeni. Nije poznato postoje li veci prosti
Fermatovi brojevi.

4.7 Gaussov teorem

Teorem 4.3 (Gauss) Pravilni n-terokut maze se konstruirati ravnalom isestarom ako
I samo ako jen broj oblika

n=2%ppps P

Dokaz. Najprije primijetimo da je konstrukcija pravilnog n-terokuta ekvivalentna kons-
trukciji n-tih korijena iz jedinice u kompleksnoj ravnini.

Pogledajmo primitivni n-ti korijen iz jedinice ,, = COSZF +isin 27 Sada su svn-
ti korijeni iz jedinice 1; ,;:::; N 1. Budwi da je skup konstruktibilnih brojeva polje,
ti brojevice biti konstruktibilni ako i samo ako je | konstruktibilan. Dakle, pravilni
n-terokut je konstruktibilan ako i samo ako je ,, konstruktibilan.

Prema karakterizaciji konstruktibilnih brojeva iz potpoglavlja 4.5, , ce biti kons-
truktibilan ako i samo ako postoji niz prasirenja poljaQ = Ko K; Kn=
Q(z) takav da je svako prasirenjeK;  Kj;; kvadratno, odnosno K. : Ki] = 2. Jer
je Q( n) ciklotomsko polje, ranije smo naveli da jeQ( »): Q] =" (n).

Pretpostavimo sada da niz presirenjaQ = Ko K; Kn = Q(z) postoji.
Prema Teoremu 4.1 slijedi:

T =1Qn) Q1= [Km K a]Km 1:Km 2] [K1:Ko]=2_ 2, 2=27

m puta

sto smo i trazili.

Pretpostavimo sada da je' (n) = 2™ za nekim. Polje Q( ,) je polje cijepanja
ciklotomskog polinoma ,(x) te je Q( ,) Galoisova grupa prairenja poljaQ. Red
Galoisove grupeGal(Q( ,); Q) je jednak [Q( ) : Q] =2™. Stoga jeG = Gal(Q( »); Q)
2-grupa te mora postojati niz podgrupa

G=G,>Gp 1> >Go=feg

takav da je [Gj+1 : Gi] = 2 za svei. Fundamentalni teorem Galoisove teorije kaze
da postoji bijekcija izmedu podgrupa od Gal(Q( ); Q) i niza prairenja polja Kj:
Q= Kn Km 1 Ko = Q( »); takvih da je stupanj svakog prcsirenja 2,
odnosno da jeK; : Ki+1] =[Gi+1 : Gi] = 2. Stoga je , konstruktibilan.

Sada smo pokazali da je pravilmn-terokut konstruktibilan ako i samo ako je' (n) =
2. Jes treba pokazati da su brojevi koji to zadovoljavaju u tacnom obliku, tj. oblika
n=2%ppps P gdiejea Otepy;pe;:i:;p raziciti Fermatovi brojevi.
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Neka je n faktoriziran na nain da je n = 22pfp3?p?  p¥, gdje sups;pe;:i:;
razlciti neparni prosti brojevi, ¢ 1 za svek, te a 0. Prema de niciji od ' (n)
imamo:

tny=22 1 T e gt e L(p2 1) (pe 1)

ili
=Pt e et oA (e D 1) (pn 1) akojea=0:

Pretpostavimo da je' (n) = 2™. Potencija broja 2 ne mae biti djeljiva neparnim
prostim brojem pa ne mae bitie, > 1 ni za koji k jer bi inace py dijelio 2™. Stoga je
e =6e= = g = 1. Takoder, bilo koji djelitelj potencije broja 2 mora biti potencija
broja 2 te je takopyx 1 potencija broja 2 za svakik. Sada je jasno da je svakpy
Fermatov broj. Dakle, n je trazenog oblika.

Obratno, pretpostavimo da jen = 22pipps  pi, gdje supq;pe;:::;p razlciti
Fermatovi brojevi p, = 22* + 1. Tada je

‘(=2 pm (. 1) (pn 1=2° 1227227 22
ili
"(n=(pr p2 1) (pn 1)=22"'22°" 2*' akojea=0:
U oba slicaja to su potencije broja 2 kako se i zahtijevalo. ]

U knijizi Disquisitiones Arithmeticae na kraju sedmog poglavljé&Sectio septima de
aequationibus circuli sectiones de nientibugo jednadzbama koje de niraju odjeljke
kruga), Gauss navodi slijedece: Openito, dakle, kako bi mogli podijeliti kriznicu
geometrijski naN dijelova, N mora biti 2 ili neka veca potencija od2, ili prost broj
oblika2™+1, ili produkt nekoliko prostih brojeva tog oblika, ili jednog ili nekoliko takvih
prostih brojeva s2 ili nekom veeom potencijom od2. Ukratko, potrebno je daN ne
sadei neparni prosti faktor koji nije oblika 2™ + 1 niti prosti faktor oblika 2™ +1 vse
od jednom. Ovdje su naveden®8 vrijednosti broja N ispod 300
2,3 4,5 6,8, 10 12 15, 16, 17, 20, 24, 30, 32 34, 40, 48 51, 60, 64, 68 80, 85,
96, 102 128 136 16Q 170 192 204 24Q 255 256 257, 272"[2, str. 463]
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Saetak

Geometrijske ili euklidske konstrukcije, kako im samo ime kae, poznate su je od
antcke Grcke. Smatralo se da se sve zna i da su iscrpljene sve moglcnosti. ddgim,
Carl Friedrich Gauss nije smatrao tako. On je uspio pokazati da uz konstrukcije poz-
natih pravilnin n-terokuta kaosto su trokut, cetverokut i peterokut, postoje jes neki
koji su konstruktibilni. Gauss je smjestio pravilnen-terokute u kompleksnu ravninu.
Vrhove pravilnih n-terokuta shvatio je kao koordinate tacaka u kompleksnoj ravnini.
Obzirom da se tako svaki vrh mae prikazati kao kompleksni brog = x + yi, odnosno
u trigonometrijskom obliku z = cos' + isin' , za konstrukciju pravilnog n-terokuta

dovoljno je maci konstruirati dwinu duljine cos ZF ili sin 2— To je mogice ukoliko se
rijesenja jednadzbe n-tog stupnjax” 1 =0 mogu zapisati konacnim brojem racional-
nih operacija i odradivanja drugih korijena. Rjesenja takve jednadzbe nazivaju sen-ti
korijeni iz jedinice.

Koristeci se Vandermondeovim i Lagrangeovim prijasnjim rezultatima, Gauss je
vrlo vjesto rijesio jednadzbu sedamnaestog stupnjax!’ 1 =0 i jedno njeno rjesenje
prikazao konacnim brojem racionalnih operacija i odrdivanja drugih korijena te tako
pokazao da je moglce konstruirati pravilni sedamnaesterokut. Rjesavanje jednadzbe
x” 1 =0 sveo je na trazenje korijena ciklotomskog polinoma®+ x®+ +x+1 =0.
Ne znajwci unaprijed rjesenja, korijene polinoma je separirao u osam skupova po dva
korijena i tako trazenje korijena polinomasesnaestog stupnja sveo na traenje korijena
polinoma drugog stupnja. Svoje ideje i detaljne raspise postupka objavio je u knjizi
Disquisitiones Arithmeticae sa nepune 24 godine.

Opzenitije, Gauss je dao tacan opis brojevan za koje je pravilni n-terokut kons-
truktibilan. Ti n-ovi su usko povezani s Fermatovim brojevima i potencijama broja
dva. Formalno govoreci, Gauss je pokazao da se pravilniterokut maze konstruirati
ravnalom isestarom ako jen oblika 22p;pps pi gdje jea > 0 te py;p2;Ps;ii: P
razlciti Fermatovi brojevi.

Kljicne rijesi: Gauss, Disquisitiones Arithmeticae, pravilni sedamnaesterokut,
pravilni poligoni, ciklotomski polinom, korijen iz jedinice, ciklotomsko polje, Gaussov
teorem
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Title and summary

Regular heptadecagon

Geometric or Euclidean constructions, as their name suggest, are known from antic
Greece. It was considered that all is known and all possibilities are exhausted. But,
Carl Friedrich Gauss didn't thought so. He managed to prove that along constructions
of regularn-gons like triangle, square and pentagon, there are more of them which are
constructible. Gauss settled regulan-gons in complex plane. He imagined vertices
of regular n-gons as coordinates of points in complex plane. Considering that every
vertex can be written as complex number = x + yi, that is in trigonometric form
z=cos' +isin', for construction of regularn-gon it is enough to be able to construct

: 2 .2 . o .
segment with length of cos— or sin—. That is possible if roots of equation oh-th

degreex" 1 =0 can be written Withnnite number of rational operations and taking
of square roots. Roots of such equation are calledth roots of unity.

Using Vandermonde and Lagrange earlier results, Gauss was very cleverly solved
equation of 17th degreex!’ 1 = 0 and one of their roots wrote using nite number
of rational operations and taking of square roots and by doing so showed that it is
possible to construct regular heptadecagon. Solving of equatis’ 1 = 0 he reduced
on nding roots of cyclotomic polynomial x® + x>+  + x +1 = 0. Not knowing
solutions in advance, he separated roots of polynomial in eight sets by two roots and
by doing so he reduced nding roots of polynomial of 16th degree into nding roots of
polynomial of 2nd degree. His ideas and detailed descriptions Gauss published in book
Disquisitiones Arithmeticae not even being 24 years old.

Generally, Gauss gave exact description of numbersfor which regular n-gon is
constructible. Thosen-s are closely related to Fermat numbers and powers of number
two. Formally speaking, Gauss showed that regular-gon can be constructed with ruler
and compass ifn has form Zp;p,ps P wherea > 0 and py;po; ps;:::;p dierent
Fermat numbers.

Key words: Gauss, Disquisitiones Arithmeticae, regular heptadecagon, regular
polygon, cyclotomic polynomial, root of unity, cyclotomic eld, Gauss theorem
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