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1 Uvod

Grupiranje ili klasteriranje je postupak podjele nekog skupa podataka na najcesce
unaprijed zadan broj grupa ili klastera tako da su podatci koji se nalaze unutar
slicni. Mozemo reéi i da se podatci grupiraju tako da su unutar pojedine grupe
podatci minimalno medusobno udaljeni, dok je udaljenost podataka koji se nalaze
u razli¢itim grupama $to je moguce vec¢a. Nacin na koji rac¢unamo sli¢nost, odnosno
udaljenost medu podatcima ovisi o vrsti podataka, odnosno o problemu kojeg rje-
Savamo.

Problem grupiranja podataka prisutan je u gotovo svakoj znanstvenoj disciplini pri-
likom analize eksperimentalnih podataka ¢ija nam struktura u pocetku nije poznata.
Upravo zbog toga postoje brojni algoritmi koji problem grupiranja nastoje rijesiti
Sto ucinkovitije.

U opcenitom smislu, algoritme za grupiranje podataka mozemo podijeliti u dvije
skupine: hijerarhijske i particijske |9]. Hijerarhijski algoritmi rekurzivno pronalaze
grupe i to ili u aglomerativnom, odnosno sakupljackom smislu, gdje se u pocetku
svaki podatak smjesti u jednu grupu, a onda se na temelju izmjerenih sli¢cnosti medu
podatcima, manje grupe spajaju u vece, ili pak u razdvajajuéem smislu, gdje se naj-
prije svi podatci smjeste u jednu grupu, a onda se oni dalje rekurzivno dijele u manje
grupe.

Za razliku od hijerarhijskih algoritama, particijski algoritmi istovremeno pronalaze
odgovarajuce grupe zadanog skupa podataka.

Najpoznatiji hijerarhijski algoritmi su single-link, complete-link, average-link i War-
dov algoritam [7].

Particijske metode mozemo podijeliti u dvije skupine: hard grupiranje, gdje svaki
podatak moze pripadati jednoj i samo jednoj grupi, te soft grupiranje gdje svaki

podatak pripada svakoj grupi 'do odredene mjere’.

Najpoznatiji algoritmi za soft grupiranje podataka su fuzzy k-means |[l|, zatim
FEzxpectation Mazimization algoritam [3], smooth k-means algoritam koji se bazira
na Euklidskoj lo—normi [12] ili na {;—normi [19] itd.

Najpoznatiji i zbog jednostavnosti najpopularniji particijski algoritam je k-means
algoritam.
U ovom radu ¢emo predstaviti spektralno grupiranje podataka. Ono podrazumijeva

siroku klasu metoda za grupiranje koje koriste pazljivo izabrane objekte spektralne



teorije grafova. Spektralno grupiranje omogucuje identifikaciju grupa pomocu spek-
tralnih svojstava grafova, a klju¢na ideja lezi u promjeni reprezentacije originalnih
podataka. Nova reprezentacija podataka je takva da i najjednostavniji algoritmi,
poput npr. k-means algoritma, mogu bez poteskoca pravilno identificirati odredene
grupe podataka.

Ideja spektralnog grupiranja se prvi put pojavila sedamdesetih godina proslog sto-
lje¢a, ali je vrlo brzo pala u zaborav. Tek 2000-ih godina spektralne metode se
pocinju razvijati i sve ¢eS¢e primjenjivati u praksi. Njihova popularnost lezi u ¢inje-
nici da uz pazljivu primjenju daju jako dobre rezultate. Premda je teorijski apsekt
spektralnog grupiranja dosta kompliciran, sama implementacija metode je vrlo jed-
nostavna.

Ovaj rad je ve¢inskim dijelom baziran na literaturi o spektralnom grupiranju ¢ija je
autorica Ulrike von Luxburg [11]. Rad po¢inje terminologijom vezanom za grafove,
a posebno se obraduju i usporeduju grafovi slicnosti. Zatim se definira pojam reza
grafa te se precizno definiraju i opisuju tipovi Laplaceove matrice koji su klju¢ni
matematicki objekti za spektralno grupiranje podataka. Detaljno su objasnjenje
metode spektralnog grupiranja, a njihova uc¢inkovitost je pokazana na raznim sinte-

tickim i realnim primjerima, uklju¢ujuéi primjenu na problem segmentacije slike.



2 Grafovi

Uz pretpostavku da imamo skup sastavljen od odredenog broja podataka o kojima
znamo malo ili gotovo nista, prvi korak u analizi je proucavanje njihovih medusob-
nih odnosa, tj. slicnosti. Podatci ne moraju biti numericki, oni mogu biti objekti
bilo kojeg tipa. Pretpostavimo da znamo nacin na koji ¢emo utvrditi odnose iz-
medu svaka dva podatka danog skupa. U tom sluc¢aju podatcima mozemo pridruziti
specijalan graf koji se zove graf slicnosti, a uz pomo¢ kojeg ¢emo grupirati podatke
u izvjestan broj grupa. Konstrukcija grafa je takva da svaki podatak predstavlja
jedan njegov vrh, a ako su dva podatka na neki nacin sli¢na, pridruzene vrhove
¢emo spojiti bridom koji ¢e nositi informaciju o mjeri njihove sli¢nosti. Cak i kad se
radi o isklju¢ivo numerickim podatcima, taj nac¢in razmisljanja nam bitno olakSava

shvacanje problema i pomaze u analizi.

Najprije ¢emo definirati neke pojmove iz teorije grafova, a zatim ¢emo definirati
Laplaceovu matricu grafa te navesti njena svojstva koja su kljuéna za spektralno
grupiranje. Vise o grafovima ¢itatelj moze pogledati u [2].

2.1 Osnovni pojmovi i notacija iz teorije grafova

Definicija 2.1.1 (Graf). Graf G je uredena trojka G = (V(G), E(G),vq) koja se
sastogi od nepraznog skupa V =V (G), cije elemente zovemo vrhovima od G, skupa
E = E(G) disjunktnog sa V(G), ¢ije elemente zovemo bridovima od G i funkcije

incidencije Vg koja svakom bridu od G pridruzuje neuredeni par (ne nuzno razlicitih)
vrhova od G.

Vrhove grafa najcesée oznacavamo s u, v, w itd., a bridove grafa s e, f, g itd. Ako
brid e spaja vrhove u i v, onda piSemo e = uv ili e = vu. Za graf G kazemo da je
konacan ako su V(G) i E(G) kona¢ni skupovi. Ako su neka dva vrha u i v grafa
GG spojena s dva ili viSe bridova, onda kazemo da postoji visestruks brid izmedu tih
vrhova, a graf G' zovemo multigrafom. Brid koji spaja vrh sa samim sobom zove se
petlja. Graf u kojemu nema ni petlji ni visestrukih bridova zove se jednostavan graf.
Podgraf grafa G je graf nastao uklanjanjem odredenih bridova ili vrhova iz G. Ra-
zapinjujuci podgraf H grafa G je onaj podgraf od G za koji vrijedi V(G) = V(H).

Definicija 2.1.2 (Potpun graf). Potpun graf je jednostavan graf u kojemu je svaki
par vrhova spojen bridom.



Ciklus C' duljine k u grafu G je netrivijalan konacan niz C' = vgejvies . . . €, 1Uk_1€50%
u kojemu se naizmjeni¢no pojavljuju medusobno razli¢iti vrhovi i medusobno razli-

¢iti bridovi i pritom vrijedi ¢; = v;_1v;,, 1 =1,...,k, 1 vg = vg.

Definicija 2.1.3 (Usmjereni graf). Usmjereni graf ili digraf D je uredena trojka
(V(D), A(D),vp) koja se sastoji od nepraznog skupa V(D) vrhova, skupa A(D) lu-
kova (ili usmjerenih bridova) i funkcije incidencije 1p koja svakom luku a pridruZuje
uredeni par (ne nuzno razlicitih) vrhova u,v spojenih sa a. Vrh u je pocetni, a v

kragngi vrh luka a.

Definicija 2.1.4 (Tezinski graf). TeZinski graf G je graf ¢ijim su bridovima pridru-
Zeni neki realni brojevi, tj. postoji teZinska funkcija w : E(G) — R pri éemu broj

w(e) zovemo teZinom brida e € E(Q).

Uglavnom se u primjenama koriste nenegativne tezinske funkcije, tj. one funkcije w
za koje vrijedi w : E — Ry .

U nastavku ¢emo vrhove nekog grafa G oznacavati s vy, vs,...,v,, pri Cemu je n
broj vrhova u G, brid izmedu vrhova v; i v; ¢emo oznacavati s e;;, a tezinu brida

v;v; ¢emo oznacavati s ws;, 1,j = 1,...,n.

Definicija 2.1.5 (Tezinska matrica susjedstva). TeZinska matrica susjedstva W =
(Wij)ij=1,..n grafa G je kvadratna matrica reda n koja na (i,7)-om mjestu sadrzi

tezinu w;; brida e;; grafa G.

Ako vrhovi vy 1 v; nisu spojeni bridom, onda stavljamo wy; = 0. Za neusmjerene
grafove matrica W je simetri¢na, tj. vrijedi W™ = W.

U ovome radu ¢emo koristiti isklju¢ivo neusmjerene tezinske grafove s nenegativnim
tezinama pa Ce se u daljnjem tekstu sve definicije i tvrdnje odnositi na takve tipove
grafova.

Definicija 2.1.6 (Stupanj vrha). Neka je v;, i € {1,...,n}, vrh grafa G. Sumu

tezina svih bridova koji izlaze 1z vrha v; nazivamo stupnjem vrha v; i oznacavamo s

n
di = E Wy -
j=1

Definicija 2.1.7 (Matrica stupnjeva). Dijagonalnu matricu D = diag(dy, ..., d,)

d;. Pisemo

koja na dijagonali sadrzi stupnjeve dy, ..., d, vrhova, redom vy, ..., v, grafa G, na-

zivamo matricom stupnjeva grafa G.



Da pojednostavnimo notaciju, u nastavku ¢emo umjesto {v;|v; € A}, gdje je A neki
podskup skupa vrhova V', pisati: ¢ € A. Komplement skupa A, A° = V\A éemo
oznacavati s A.

Neka je A C V neki podskup skupa vrhova V' grafa G. Sa |A| ¢emo oznaditi broj
vrhova u skupu A, a sa vol(A) sumu stupnjeva svih vrhova koji pripadaju skupu A,

odnosno

vol(A) = Z d;.

€A

U grafu G mogu postojati neki disjunktni podskupovi A i B skupa vrhova V' izmedu
kojih ne postoji niti jedan brid. Za takav graf kazemo da je nepovezan, a njegove
dijelove sa skupovima vrhova A i B zovemo komponentama povezanosti grafa G.
Nepovezani grafovi su posebno zanimljivi kod problema grupiranja jer intuitivno, bas
ti nepovezani dijelovi grafa, odnosno komponente povezanosti predstavljaju grupe
podataka.

Za graf kazemo da je povezan ako nije nepovezan.

Definicija 2.1.8 (Indikator vektor). Neka je A C V' podskup skupa vrhova grafa G
i neka je A njegov komplement. Vektor sq = (s1,...,5,)7 € R" definiran s:

1, akojev, € A
S; — ) _
0, akojev;, €A

nazivamo indikator vektor skupa A.

2.2 Grafovi sliénosti

Pojam susjedstva obi¢no koristimo kada govorimo o vrhovima nekog grafa, dok se
pojam sli¢nosti odnosi na podatke. Obzirom da ¢emo podatke poistovjetiti sa vrho-
vima grafa, a njihovu sli¢nost sa tezinama bridovima izmedu vrhova, ta dva pojma
smatrati ¢emo ekvivalentnima. U nastavku ¢emo definirati razne tipove grafa slic¢-
nosti, tj. grafa koji sluzi za reprezentaciju skupa podataka, a ima glavnu ulogu u
metodi spektralnog grupiranja.

Definicija 2.2.1 (Graf sli¢nosti skupa podataka). Neka je D = {z1,...,x,} zadani

skup podataka i neka su sa s, i,7 = {1,...,n} dane slicnosti medu podatcima x; i



Konstruiramo tezinski graf G sa skupom vrhova V = {vy,va,...,v,} tako da svaki
vrh predstavilja jedan podatak, tj. v; = x;, i = 1,...,n, a slicnosti s;; medu podatcima

x; 1 x; su predstavljene teZinama bridova koji ih povezuju, odnosno w;; = s;; Vi,j =
1,...,n.

Graf G nazivamo grafom slicnosti danog skupa podataka.

Postoji vise razli¢itih grafova sli¢nosti, a svaki od njih sadrzi odredene parametre
koji odlucuju o tome koji ée vrhovi biti spojeni bridom, a koji ne, odnosno hoce li
rezultirajucéi graf biti povezan i koliko jako. Mi ¢emo se usredotociti samo na one

tipove koji se najcesée koriste u primjenama.

U opcenitom slucaju, konstruiranje grafa slicnosti nije nimalo trivijalan zadatak.
Eksperimenti pokazuju da je spektralno grupiranje vrlo osjetljivo na izbor grafa
sli¢nosti i njegovih parametara pa tu trebamo biti vrlo oprezni.

Graf sli¢nosti nije moguce konstruirati ako nemamo jasno definiranu funkciju koja
svakom paru podataka rac¢una slicnost. Zato ¢emo najprije re¢i nesto o funkcijama

sli¢nosti.

2.2.1 Funkcija sli¢nosti

Literatura o grupiranju podataka nudi mnogo razli¢itih funkcija sli¢nosti, a njihov
izbor ovisi o vrsti podataka koje zelimo usporedivati. Mi ¢emo sli¢nost medu podat-
cima uglavnom povezivati sa njihovom medusobnom udaljenoséu obzirom da ¢emo
raditi sa numerickim podatcima. tj. podatcima iz Euklidskog prostora R?. Funkcija
slicnosti i funkcija udaljenosti su u odredenom smislu u inverznom odnosu. Ako
su podatci jako sli¢ni, to znac¢i da im je vrijednost funkcije sli¢nosti velika, ali to
onda znaci da su ti podatci ujedno i blizi pa im je medusobna udaljenost mala. Ako
je udaljenost medu podatcima velika, onda je slicnost izmedu njih svakako manja.
Zato kao funkciju sli¢nosti mozemo uzeti, primjerice, recipro¢nu vrijednost kvadrata
udaljenosti. Medutim, kada su podatci jako blizu jedan drugome, takva funkcija pos-
taje problematicna. Gaussova funkcija slicnosti se pokazala kao vrlo dobar izbor u

modeliranju lokalnog susjedstva podataka iz R?. Definirana je s

7d(wi’w‘j)2
S’L] = e 202

pri ¢emu je d(x;,x;) udaljenost medu podatcima z; i x;. Obi¢no za d uzimamo

Euklidsku udaljenost. Parametar o odreduje veli¢inu lokalnog susjedstva i mora biti



pazljivo izabran.

2.2.2 Graf e-susjedstva

Graf e-susjedstva konstruiramo tako da spojimo bridom one vrhove v; i v; ¢ija je
medusobna udaljenost manja od €, odnosno za koje vrijedi: d(v;,v;) < €, gdje € > 0.
Udaljenosti spojenih vrhova u grafu e-susjedstva su uglavnom numericki vrlo sli¢ne
za veéinu € parametara pa dodjeljivanje tezina postojeé¢im bridovima neée pruziti
dodatne informacije o odnosima izmedu podataka. Iz tog razloga graf e-susjedstva
obi¢no nema definirane tezine bridova, tj. tezina svakog brida jednaka je jedan.
Optimalan parametar e nije lako izabrati. Ako Zelimo da graf bude povezan, onda
biramo najmanji € tako da odgovara duljini najduljeg brida u minimalnom razapinju-
juéem stablu potpunog grafa, tj. u onom razapinjuju¢em podgrafu koji je povezan
i ne sadrzi cikluse, a ima svojstvo da mu je suma tezina svih bridova najmanja mo-
guca. Problem sa ovakvim pristupom nastaje kada postoje takozvani strsec¢i podatci
(eng. outliers), tj. oni podatci koji su jako udaljeni od veéine preostalih podataka i
uglavnom se ne uzimaju u obzir. U tom slucaju ée € biti jako velik pa ¢e se dogoditi
da su i strseé¢i podatci povezani sa preostalim podatcima. Jo$ jedan problem moze
nastati ako se podatci nalaze u nekoliko gustih podrucja ¢ija je udaljenost vrlo velika.
I tada ¢e € biti prevelik da bi dao uvid u najznacajnije dijelove skupa podataka. Ako
bismo pak smanjili €, onda dobiveni graf ne bi bio povezan. Mozemo zakljuciti da
se upotreba ovog grafa ne preporucuje u situacijama kada se udaljenosti medu ne-
kim podatcima bitno razlikuju od udaljenosti medu nekim drugim podatcima danog
skupa.

2.2.3 Graf k-najblizih susjeda

Kod konstrukcije grafa k-najblizih susjeda spajamo bridom vrhove v; i v; ako je vrh
v; jedan od k najblizih susjeda vrha v;, pri ¢emu je k unaprijed zadan prirodan broj.
Ovakva konstrukcija daje usmjereni graf obzirom da u tom sluc¢aju v; opéenito ne
mora biti jedan od k-najblizih susjeda vrha v;.

To nam ne predstavlja problem jer graf mozemo vrlo lako pretvoriti u neusmjereni

i to na dva nacina:

1. spojimo bridom vrhove v; i v; ako je v; jedan od % najblizih susjeda vrha v; ili

je v; jedan od k najblizih susjeda vrha v;;



2. spojimo vrhove v; i v; ako je v; jedan od k najblizih susjeda vrha v; i ako je
v; jedan od k najblizih susjeda vrha v;.

U prvom slucaju govorimo o grafu k-najblizih susjeda, a u drugom slucaju govorimo
o grafu uzajamnih k-najblizih susjeda. U oba slucaja grafovi su tezinski, a tezine
bridova su jednake sli¢nostima podataka-vrhova spojenih tim bridovima. I ovdje
je priliéno tesko odrediti optimalan k. On se obi¢no bira tako da rezultirajuéi graf
bude povezan ili da sadrzi znatno manje komponenata povezanosti od broja grupa
u koje zelimo podijeliti zadani skup podataka.

Graf k-najblizih susjeda bez poteskoca povezuje podatke koji imaju razli¢it raspon
udaljenosti, Sto moze biti vrlo korisno. Moze biti nepovezan i to u sluc¢aju kada pos-
toje izrazito gusta podrucja podataka ¢ija je medusobna udaljenost znatno velika.
Graf uzajamnih k-najblizih susjeda ne povezuje podatke koji se nalaze u podrucjima
razli¢itih gustoca. To je dobro jedino ako takva podruc¢ja upucuju na trazene grupe
podataka. Za fiksan k, ovaj graf ima puno manje bridova nego graf k-najblizih
susjeda pa bi optimalan £ morao biti znatno veéi od onog k kojeg bi imao graf
k-najblizih susjeda. Graf uzajamnih k-najblizih susjeda je najpogodniji za identifi-
kaciju grupa podataka koji imaju razli¢itu gustocu.

2.2.4 Potpun graf sli¢nosti

Potpun graf sli¢nosti konstruiramo tako da spojimo sve vrhove v; i v; koji imaju po-
zitivnu sliénost, odnosno za koje vrijedi: s;; > 0. I ovdje se radi o tezinskom grafu.
Tezine bridova su jednake vrijednostima sli¢nosti medu podatcima, tj. w;; = s;;.
Ovakav graf je dobar izbor jedino ako sama funkcija sli¢nosti dobro modelira lokalno
susjedstvo medu podatcima. Ako je tako, onda su podatci iz lokalnog susjedstva po-
vezani bridovima relativno velikih tezina, dok bridovi izmedu udaljenijih podataka
imaju pozitivne, ali zanemarive tezine.

Obic¢no se u slucaju ovakvog grafa koristi ve¢ spomenuta Gaussova funkcija sli¢nosti,
a njen parametar o kontrolira Sirinu susjedstva, odnosno, ima sli¢nu ulogu kao pa-
rametar € kod grafa e-susjedstva.

Glavni nedostatak ovog tipa grafa je u tome $to odgovarajuca matrica susjedstva

nije rijetka. Ne preporucuje se njegova upotreba ako je skup podataka jako velik.



2.3 Rez grafa

U prethodnom odjeljku smo objasnili kako pomoc¢u grafa slicnosti mozemo repre-
zentirati podatke i, Sto je joS vaznije, reprezentirati njihove medusobne odnose.
Vidjeli smo da odabir grafa sli¢nosti i pripadnog parametra nije trivijalan posao,
prvenstveno jer je moguce da za konkretan graf slicnosti jedna vrijednost parame-
tra rezultira povezanim grafom, a neka druga vrijednost parametra moze rezultirati
nepovezanim grafom.

Kada bi graf slicnosti imao vise komponenata povezanosti od zadanog broja grupa,
onda bi metode spektralnog grupiranja na trivijalan nacin identificirale grupe: one
bi odgovarale komponentama povezanosti grafa. To ima smisla jedino kada znamo
da su to one grupe koje zelimo identificirati. Obzirom da spektralne metode rade sa
opéenitim skupovima podataka o kojima u pocetku ne znamo puno, ne mozemo biti
sigurni da su komponente povezanosti koje ovise o tipu grafa sli¢nosti i njegovim
parametrima to¢no one grupe koje trazimo. Zato obi¢no tezimo konstrukciji grafa
sliénosti koji ¢e biti povezan ili koji ¢e imati vrlo malen broj komponenata poveza-
nosti.

Problem particioniranja grafa star je vise od 60 godina, a glavna ideja je podijeliti
vrhove grafa u neprazne i medusobno disjunktne grupe tako da su tezine bridova
koji spajaju vrhove razli¢itih grupa najmanje moguce, odnosno tezine bridova iz-
medu vrhova koji se nalaze u istoj grupi su Sto je mogucée vece. Dakle, osnovna
ideja particioniranja grafa lezi u tome da zelimo izdvojiti grupe u kojima se nalaze

vrlo sli¢ni vrhovi.

Definicija 2.3.1 (Rez). Rez R = (S,T) grafa G je particija skupa vrhova V(G) u
dva podskupa S i T'.

Ova se definicija moze poop¢iti pa imamo:

Definicija 2.3.2 (Rez). K-rez (A4, ..., Ax), k > 2, grafa G je particija skupa vrhova
V(G) u podskupove Ay, ..., Ag.

Svaki k-rez definira skup svih bridova koji imaju jedan kraj u jednom podskupu, a
drugi kraj u drugom podskupu k-particije. U literaturi se osnovni problem partici-
oniranja grafa zove MIN-CUT problem, a ideja je pronaéi onaj rez u danom grafu
¢ija je suma tezina bridova najmanja mogucéa. Analogno se definira MIN k-CUT
problem gdje je cilj particionirati skup vrhova grafa u k-podskupova tako da za

svaki par takvih podskupova odgovarajuéi rez ima najmanju mogucu sumu tezina
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bridova. Ovakav pristup koriste i metode spektralnog grupiranja. Sada ¢emo uvesti

neke osnovne definicije vezane za problem minimalnog k-reza.

Definicija 2.3.3. Neka je zadan graf G sa skupom vrhova V. Za dva ne nuzno
disjunktna skupa A, B C'V' definiramo broj:

E Wyj.
i€A,jeB

Definicija 2.3.4 (Minimalan rez). Neka je W matrica susjedstva pridruZena grafu
slicnosti G i neka je {Aq, ..., Ay}, k € IN, particija skupa vrhova V(G). Optimiza-
cijski problem minimizacije broja

k
1 —
CUt(Ala R 7Ak> = 5 Zl W<A17 A’L)?
po Ay, ..., Ay CV, zovemo problem minimalnog k-reza (eng. min k-cut).

Koeficijent 1/2 je nuzan jer bismo inace tezinu svakog brida racunali dva puta. Za
slucaj £ = 2 problem se moze jednostavno i u¢inkovito rijesiti primjerice Stoer-
Wagner algoritmom [22]. Ipak, u praksi se najces¢e dogodi da je rjeSenje min-cut
problema particija u kojoj jedna grupa sadrzi samo jedan vrh, a druga grupa sadrzi
sve preostale vrhove. To nije zadovoljavajuéi rezultat pa é¢emo zato eksplicitno
zahtijevati da skupovi Aq,..., A, budu 'razumno’ veliki.

Uveli smo dva nacina na koja mozemo mjeriti veli¢inu skupova A;, i = 1,...,n, pa

¢emo min k-cut problem reformulirati tako da ukljucuje te mjere.

Definicija 2.3.5 (RatioCut). Neka je W matrica susjedstva grafa slicnosti G i neka
ke N, k> 2. Problem minimizacije velicine

k JR—
, 1 W(A;, A;)
A, AR) == —_— 1
RatioCut(Ay, ..., Ax) 5 ;:1 A, (1)
po svim k-particijama (A, ..., Ax) skupa V(G) zovemo problem minimalnog raz-

mgernog reza (eng. RatioCut).

Definicija 2.3.6 (Ncut). Neka je W matrica susjedstva grafa slicnosti G i k € N,
k > 2. Problem minimizacije velicine

\)

vol (

Ncut(Ay,..., A EZW( ? (2)
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po svim k-particijama (Aq, ..., Ag) skupa V(G) zovemo problem minimalnog nor-

maliziranog reza (Ncut skraceno od eng. normalized cut).

Oba problema balansiraju grupe tako da prilikom trazenja minimalnog reza uzimaju
u obzir i veli¢inu skupova Ay, ..., A;. RatioCut mjeri veli¢inu skupa pomocu broja
vrhova u njemu, dok Ncut mjeri veli¢inu preko sume tezina svih bridova koji imaju

barem jedan kraj u tom skupu.

Rjesenja ovih problema svakako daju 'bolje’ grupe od onih koje daje obi¢ni min k-
cut problem. Ipak, ovakvi problemi balansiranog particioniranja grafa su NP-teski
(vidi: [L1]). Radi se o problemima diskretne optimizacije po svim k-particijama
konac¢nog skupa.

Sjetimo se da je broj svih k-particija nekog n-¢lanog skupa jednak Stirlingovom
broju druge vrste {Z} kojeg ra¢unamo po formuli

(=i ()

Metode spektralnog grupiranja sluze za rjesavanje relaksiranih RatioCut i Ncut
problema, §to ¢emo objasniti nesto kasnije. U sljede¢em pododjeljku é¢emo defini-
rati Laplaceovu matricu i njene varijante. Te matrice imaju glavnu ulogu u metodi

spektralnog grupiranja.

2.4 Laplaceova matrica i njena svojstva

Svakom grafu moZemo pridruziti neku matricu'. Primjerice, matrica susjedstva sa-
drzi informacije o tome koliki je broj vrhova u grafu, koji su vrhovi spojeni bridom, a
koji ne, kolike su tezine bridova izmedu pojedinih vrhova, a lako mozemo izracunati
i stupanj svakog vrha. Potencije matrice susjedstva daju informacije o broju Setnji
izmedu svih parova vrhova. Matrica udaljenosti daje informaciju o tome kolika je

tezinska udaljenost izmedu svaka dva vrha u grafu itd.

Laplaceova matrica se prirodno pojavljuje u formulaciji min-cut problema. Ona ta-
koder sadrzi osnovne informacije o grafu, tj. daje uvid u njegovu strukturu. Vidjeti

1Postoji posebno podruéje teorije grafova koje proudava matrice pridruzene grafovima, a zove
se spektralna teorija grafova.
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¢emo da je ova matrica kljuc¢an matematicki objekt kod spektralnog grupiranja. Mi
¢emo proucavati tri tipa Laplaceovih matrica: nenormaliziranu Laplaceovu matricu,
zatim Laplaceovu matricu slucajnih Setnji te normaliziranu Laplaceovu matricu.
Svaka od navedenih matrica biti ¢e direktno povezana sa metodama spektralnog

grupiranja.

Neka je G neusmjereni, tezinski graf sa nenegativnim tezinama bridova, neka mu je
W = (wij)i,j:{l,...,n},nelN matrica susjedstva, a D dijagonalna matrica sa stupnjevima
d; vrhova v; grafa G, 1 =1,...,n.

Definicija 2.4.1 (Nenormalizirana Laplaceova matrica). Nenormalizirana Laplace-
ova matrica L definirana je s

L=D-W. (3)

Navedimo najznacajnija svojstva matrice L:

Propozicija 2.4.1 (Svojstva nenormalizirane Laplaceove matrice). Matrica L za-

dovoljava sljedeca svojstva:
1. Za svaki vektor y € R™ vrijedi:
Ly = 1 . 2 4
YLy =35> wily—y;)" (4)
i,j=1
2. Matrica L je simetricna @ pozitivno semidefinitna.

3. Nagmanja svojstvena vrijednost od L je 0, a odgovarajuci svojstvens vektor je

jedinicni vektor 1.

4. Matrica L ima n nenegativnih, realnih svojstventh vrijednosti:

0= < <. <\,

Dokaz.
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1. Raspisati ¢emo y” Ly pomoéu W i D:

Yy Ly=y"Dy—y Wy

= Z yid; — Z Z YiYjWij
i=1

=1 =1
= %(nydi —2) ) yiywy + Z?J?dj)
=1 =1 j=1 7j=1
Sada koristimo: d; = 2”: W
j=1

= % Z Z Wiy — 2 Z Z Yiyjwij + Z Z wiY;

=1 j=1 =1 j=1 7=1 =1
= % DO (wiy? = 2yiyswi; + wiy;)

i=1 j=1
= - w)”

i=1 j=1

2. Simetri¢nost matrice L slijedi iz simetricnosti matrica D i W jer je razlika
dvije simetri¢ne matrice opet simetri¢na matrica.
Pozitivna semidefinitnost slijedi iz prvog svojstva. Zbog nenegativnih tezina

w;; bridova, vrijedi
. 1 n n
y Ly = 52210@](3/@ —y;)° >0
i=j5 j=1
za sve y € R", uz w;; > 0.
3. Ako pomnozimo L sa jedini¢nim vektorom 1, imamo:
d D i Wij
d T
L1=D1-Wi=| |- ZJ‘? Y
dy, et Wnj

Dobili smo matri¢nu jednadzbu: L1 = 0-1 = 0, iz Cega proizlazi da je 0

svojstvena vrijednost od L sa svojstvenim vektorom 1.
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4. Dokazali smo da je L pozitivno semidefinitna i da ima svojstvenu vrijednost
0. Zbog pozitivne semidefinitnosti, L. ne moze imati negativne svojstvene

vrijednosti, pa je 0 njena najmanja svojstvena vrijednost (vidi: [23]).
O

Vazno svojstvo matrice L koje ¢e nam trebati za spektralno grupiranje je dano
sljede¢om propozicijom:

Propozicija 2.4.2 (Broj komponenata povezanosti i spektar od L). Neka je G neus-

mjeren tezinski graf s nenegativnim tezinama bridova. Geometrijska kratnost k svoj-

stvene vrigednosti O matrice L jednaka je broju komponenata povezanosti Ay, ..., Ay
grafa G.
Svojstvens prostor svojstvene vrijednosti 0 je razapet indikator vektorima 14, ..., 14,

tih komponenti.

Dokaz. Prvo ¢emo dokazati slucaj kada je kK = 1, odnosno kada je G povezan graf.
Pretpostavimo da je y svojstveni vektor pridruzen svojstvenoj vrijednosti 0.
Tada imamo

Ly=0y=9y"Ly=y"0=0

i dalje iz Propozicije 2.4.1 slijedi:

0=y Ly = %”Zl Wi (Yi — yj)2~
Ako su v; 1 v; spojeni bridom, onda w;; > 0= (y; —y;)* =0 =y, = y;.
Ako v; 1 v; nisu spojeni bridom, onda w;; = 0.
Bududi da je G povezan, iz svakog vrha mozemo doé¢i do svakog od preostalih vr-
hova prolazeé¢i kroz neke bridove i/ili vrhove. Zaklju¢ujemo da svaki par vrhova
mora imati istu vrijednost odgovarajuée komponente indikator vektora, tj. mora
vrijediti y; = y; za sve v;, v; € V.
Dakle, jedini¢ni vektor 1 pridruzen svojstvenoj vrijednosti 0 od L, sa algebarskom
kratnoséu? 1, je indikator vektor komponente povezanosti grafa G. Time smo doka-

zali tvrdnju za k = 1.

2U simetri¢nim matricama se geometrijska i algebarska kratnost svake svojstvene vrijednosti
podudaraju.
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Pretpostavimo da imamo k£ > 2 komponenti povezanosti Ay, ..., A;.
Uz prigodno oznacavanje vrhova, Laplaceova matrica se moze zapisati u blok dija-

gonalnoj formi na sljedeci nacin:

Ly 0 ... 0
0 Ly ... 0
0 0 ... Lg

Svaki dijagonalni blok L; odgovara Laplaceovoj matrici pridruzenoj jednoj od k
komponenti povezanosti grafa G.

Zbog blok dijagonalnosti, spektar od L je unija spektara od L;, a svojstveni vektori
od L odgovaraju svojstvenim vektorima od L; sa nulama na pozicijama j za koje
v; ¢ A;, gdje je A; komponenta koja odgovara bloku Lj.

Jer je L; Laplaceova matrica pridruzena komponenti povezanosti A;, znamo da mora
imati jednu svojstvenu vrijednost 0 i odgovarajuéi svojstveni vektor y gdje y; = 1
kada je v; € A;. Slijedi da matrica L ima svojstvenu vrijednost 0 sa algebarskom
i geometrijskom kratnoséu k, a pridruzeni svojstveni vektori su indikator vektori

komponenti povezanosti A;, 1 =1,..., k.

Pokazali smo da je svojstveni prostor svojstvene vrijednosti 0 matrice L razapet

sa k indikator vektora od kojih svaki predstavlja jednu komponentu povezanosti

Ap, o Age O
U nastavku é¢emo definirati dva nova tipa Laplaceove matrice.
Definicija 2.4.2. Matricu Ly, definiranu s
Loym = D Y2LD™ Y2 = — D~'2WD~1/2 (5)
zovemo normaliziranom Laplaceovom matricom, dok matricu L., definiranu s
Lw=D'L=1-D"'W (6)
zovemo Laplaceovom matricom slucajnih Setnji.

Prvu matricu oznacavamo sa L, jer naglaSavamo njeno svojstvo simetri¢nosti, a
naziv i oznaka druge varijante Laplaceove matrice naglasava usku povezanost sa

slu¢ajnom Setnjom u grafu.
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Valja uociti da za sluc¢aj grafa G koji ima izolirane vrhove ne moZzemo pravilno
definirati ove matrice jer D nije regularna.

Ipak, ovakav problem mozemo rijesiti tako da svakom izoliranom vrhu pridruzimo
petlju ¢ija je tezina zanemarivo mala pozitivna vrijednost. To nece utjecati na struk-
turu grafa pa onda niti na grupiranje skupa vrhova, ali je time osigurana regularnost
matrice D, tj. vrijedi dy; > w;; > 0, iz Cega slijedi: det(D) =[], di; # 0.

Sada ¢emo navesti neka svojstva matrica Lgyp, 1 Ly -

Propozicija 2.4.3. Matrice Ly, @ Ly, zadovoljavaju sljedeca svogstva:

1. Za svaki y = (y1,...,yn)" € R™ vrijedi:

I R Y
S SV

ij=1

2. X je svojstvena vrijednost od L., sa pridruZenim svojstvenim vektorom u ako
i samo ako je A svojstvena vrijednost od Ly, sa pridruZenim svojstvenim

vektorom w = DY/ ?u.

3. X je svojstvena vrijednost od L, sa svojstvenim vektorom u ako i© samo ako \

1 u rjeSavaju generalizirant svojstvent problem: Lu = ADu.

4. 0 je svojstvena vrijednost od L., sa pridruZenim svojstvenim vektorom 1.

0 je svojstvena vrijednost od Ly, sa pridruZenim svojstvenim vektorom D'/?1.

5. Lgym @ Ly su pozitivno semidefinitne matrice ¢ imaju n nenegativnih realnih
svogstventh vrijednosti 0 = Ay < ... < \,.

Dokaz.
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1. Raspisujemo y" L,y pomocu Definicije 2.4.2:

Y Lgymy
— yT[y . yTD—l/QWD—l/Qy

[ w11 w12 Win

n A Vdids T Vdida | [ Y1

_ 2 T . . . . .
=> ¥ = (1, ) : : :
=1 Wn1l Wn2 Wnn y
| Vdndi  dpds dn n

=Y g = ()
=1

N yzyﬂww
24 ZZ

=1 j=1

:1( & yi 222y2y1w2]+2n:y32‘dj>
2\ & i d;

2131 7=1

n 2 n
(Z b Z wij — 2 Z Z yzy]w” =+ Z—J wjz‘)
1

i=1 j=1 j=1 7 i=

_t Z Z (yz Wij 5 WijYiY; n ?ngwz‘j)
\/didj d;

NC

2. Neka je A svojstvena vrijednost od L, sa svojstvenom vrijednoscu wu.

Lywtu =M< D 'Lu = \u

DY2D V2 Ly = M

Mnozimo slijeva s D'/? pa dobivamo:

D1/2D_1/2D_1/2Lu _ )\Dl/Qu

Kako je DY2D~Y2 = I imamo: (D~Y?LD~Y?)DY?y = A\D'?y
LoymD"?*u = AD"*u

Sada zamijenimo: w = DYy i kona¢no imamo: Lyymw = Aw

Time smo dokazali da je A svojstvena vrijednost od Ly, sa svojstvenim vek-

torom w = D2y,
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3. Imamo:

L.,u= JAu
D 'Lu= J\u.

MnozZenjem zdesna s D dobivamo:

Lu= MDu.

4. Imamo: L,,, = I—D7'WW. Sada tu matri¢nu jednadzbu mnoZimo sa jedini¢nim

vektorom zdesna:

L.,1=11-D"'W1l

1 d—; o1 W1
IR N B
1 izyﬂwnj
Kako je d; = Z wj;, imamo:
j=1
1 = 1 1
1
S o O el I L O ) Y
: K : :
1 +d, 1 1

Dokazali smo da je 0 svojstvena vrijednost od L,,, sa pridruzenim svojstvenim
vektorom 1, jer L,,1 =1 -0.
Iz druge tvrdnje propozicije slijedi da je 0 svojstvena vrijednost i od Ly, sa

svojstvenim vektorom D'/?1.

5. Pokazali smo da je 0 svojstvena vrijednost od Lgyyy,.

Iz svojstva 1 propozicije imamo:

1 n n ; ) 2
yTLsymy: 5222”74 (% - \:;]d—]> )

i=1 j=1

2
-« o . . . Yi Yj . oo
Sto znaci da je Yy Leymy > 0 za sve y € R™ jer: (\/d7 — \/de) > 01 sve tezine

w;; su nenegativne.
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Time smo pokazali semidefinitnost.

Kako je Ly, realna i simetri¢na, ima n realnih svojstvenih vrijednosti koje
sve moraju biti vece ili jednake od nule zbog semidefinitnosti.

Iz svojstva 2 propozicije znamo da L,,, mora imati iste svojstvene vrijednosti
0=X <...< )\, iz Cega slijedi da je L, takoder pozitivno semidefinitna po

definiciji.

Napomena 2.4.1.

1. Matrice L i Lgy,, su kongruentne. Kogruentne matrice su one matrice A ¢
B za koje postoji reqularna matrica P takva da vrijedi PTAP = B. U ovom

12 Prema Sylvesterovom zakonu inercije,

slucaju ulogu matrice P igra D~
kongruentne matrice imaju jednak broj pozitivnih, negativnih © nula svojstvenih

vrijednosti [17].

2. Matrice Ly @ Loy su slicne. Slicne matrice su one matrice A 1 B za koje
postoji reqularna matrica P takva da vrijedi B = P~YAP. U ovom slucaju,

ulogu matrice P ima D'/2. Sliéne matrice imaju isti spektar [17].

Kao i kod nenormalizirane Laplaceove matrice, kratnost svojstvene vrijednosti nula
matrica Lgyy, 1 Ly, direktno je povezan sa brojem komponenata povezanosti odgo-

varajuceg grafa:

Propozicija 2.4.4 (Broj komponenata povezanosti i spektar od Ly, 1 Lyy). Neka
je G neusmgeren, tezinski graf s nenegativnim teZinama bridova.

Tada je geometrigska kratnost k svojstvene vrijednosti 0 matrica Ly, @ Ly, jednaka
broju komponenata povezanosti Ay, ..., Ay grafa G.

Svojstveni prostor od L,., pridruZen svojstvenoj vrijednosti 0 razapet je indikator vek-
torima 14, tih komponenti, dok je svojstveni prostor od Lg,, pridruzZen svojstvenoj

vrijednosti 0 razapet vektorima DY?1 4, i=1,... k.

Dokaz. Dokaz je analogan dokazu Propozicije 2.4.2 uz koriStenje svojstava danih

Propozicijom 2.4.3. 0
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3 Spektralno grupiranje i rez grafa

U ovom poglavlju ¢emo objasniti relaksaciju RatioCut i Ncut problema, uspostaviti
vezu sa Laplaceovim matricama L, Lgy, i Ly, te objasniti kako funkcionira metoda

spektralnog grupiranja.

3.1 Izvod nenormaliziranog algoritma

Pojam balansiranog reza grafa smo objasnili u pododjeljku 2.3.

U nastavku ¢emo objasniti metodu spektralnog grupiranja koja nastaje relaksira-
njem problema minimizacije razmjernog reza danog Definicijom 2.3.5. Takvu me-
todu jos zovemo nenormalizirano spektralno grupiranje.

Zbog jednostavnosti, prvo ¢emo gledati sluc¢aj particioniranja grafa u dvije grupe,

odnosno slucaj k = 2.

3.1.1 Aproksimacija razmjernog reza za k = 2

Za zadni graf G sa skupom vrhova V = {vy,vs,...,v,} treba rijesiti sljedeci opti-
mizacijski problem:

min RatioCut(A, A). (7)
ACV

Zadanom podskupu A C V pridruziti éemo vektor y = (y1,...,y,)" € R" i to na
sljedeci nacin:
A
B %, ako v; € A

Yi == — (8)
—M%, ako v; € A

Sljedec¢a propozicija daje vezu izmedu razmjernog reza i nenormalizirane Laplaceove

matrice:

Propozicija 3.1.1. Neka je L nenormalizirana Laplaceova matrica grafa G. Za
proizvoljan neprazan podskup A skupa vrhova V' i vektor y definiran s (8) vrijedi:

y" Ly = |V| RatioCut(A, A). 9)
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Dokaz. Koristec¢i Propoziciju 2.4.1 imamo:

T 1 -
y Ly = 52%(?;

AL a1
ETRE T
zEA]EA

M
|
EEN
|
EES

i€A,je
1 |A] [A[A] A} |1 |A] [A[A] | |A]
22 <|A| P |A|) o J<| AV AE T A
i€A,jEA 1€EA,JEA
4] 1A
S owg+ Y w”)<7 @JFZ
i€A,JEA i€A,jEA
- (Al Al
=cut(AA) | —+ = +2
( )<|A| a

— (1A + 4] |A]+|A
:Cut(A,A)<| ||A|| | |’Z‘| |>

— (1A + [A]) cut(A, A) (ﬁu ’i‘)

Koristeéi definiciju razmjernog reza dobivamo:
y" Ly = |V| RatioCut(A, A).
[

Vektor y ima bitna svojstva koja ¢e nam trebati za rjeSavanje optimizacijskog pro-

blema.

Propozicija 3.1.2. Neka je y dan s jednadzbom (8). Tada vrijedi:
1. y11
2. lyll* = n.

Dokaz.
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1. Obzirom da je y # 0, dovoljno je pokazati da je skalarni produkt vektora y i

vektora 1 jednak nuli. Imamo

" A
2= T 2 A Y

1€EA

pa je okomitost tih vektora dokazana.

2 4] Al _ =
Y P =|A +|A Al+ |A] = |V =n.
lyll* = E |||A||||A|\|!||!

Time smo dokazali da je norma vektora y jednaka /n.
m

Kombinirajuéi rezultate iz Propozicija 3.1.1 i 3.1.2, problem (7) moZemo zapisati u

matri¢nom obliku:

min y” Ly, y dan jednadzbom (8), y L1, [ly]| = v/n.
yeR™

Jasno je da se ovdje radi o diskretnom optimizacijskom problemu jer treba raditi
minimizaciju po svim vektorima y ¢ije komponente dolaze iz diskretnog skupa po-
dataka, tj. poprimaju samo dvije moguce vrijednosti. Ranije smo ustanovili da
je ovakav problem NP-tezak i da ¢emo morati raditi relaksaciju koja ¢ée olaksati
trazenje optimalnog y. Relaksacija ¢e biti takva da ¢emo dozvoliti da komponente
vektora y budu proizvoljni realni brojevi, ali ¢emo zadrzati uvjet o normi, tj. i dalje
¢emo imati uvijet da je ||y||[> = n. To nas dovodi do relaksiranog optimizacijskog
problema:

min y” Ly uz uvjet y L1, ||y|| = v/n, (10)

yeR?
pa u geometrijskom smislu treba minimizirati funkciju y™ Ly, koja je zapravo sime-
tri¢na pozitivno semidefinitna kvadratna forma, po svim radijvektorima tocaka koje
se nalaze na sferi smjestenoj u R” sa polumjerom +/n i sredistem u ishodistu koordi-
natnog sustava. Dakle, problem minimizacije se vise ne odnosi samo na radijvektore
nekih toc¢aka na danoj sferi, ve¢ se odnosi na radijvektore svih njenih tocaka.
Rjesenje ovakvog problema postoji, a dobiti ¢emo ga na vrlo jednostavan nacin, i to

koristenjem poznatog rezultata iz linearne algebre, tzv. Rayleigh-Ritz teorema [].
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Teorem 3.1.1 (Rayleigh-Ritz). Neka je A € R™™™ simetricna matrica sa svojstve-
nim vrijednostima Ay < Ay < ... <\, 1 neka je (uy, us, ..., u,) ortonormirana baza
svogstvenih vektora od A, gdje je u; jediniéni svojstveni vektor pridruzen svojstvenoj
vrigednosti g, 1 = 1,...,n.

Tada vrijedi:

1.
. 1T Ax
min =)\
z#0 xTx
1 minimum Se postiZe u x = uj.
2.
) " Ax
min =\

2#£0,2€{ut,...,ui_1}+ LT

1 manimum se postize u x = u; gdje je 2 < i < n.
Dokaz. Vidi [3]. O

Propozicija 3.1.3. RjeSenje problema (10) je dano svojstvenim vektorom pridru-

Zenim drugoj po redu najmanjoj svojstvenoj vrijednosti matrice L.

Dokaz. 1z Propozicije 2.4.1 znamo da je L simetricna matrica. To znac¢i da mozemo
napraviti spektralnu dekompoziciju od L i time naci n svojstvenih vektora uq, ..., u,
koji su medusobno ortogonalni i imaju normu +/n. Dakle, vrijedi u; L1 za sve
i=2,...,n1||u| = /nzasvei=1,...,n Drugim rije¢ima, svi svojstveni vektori
osim u; ispunjavaju uvjet problema (10).

Stoga je rjesenje problema (10) dano svojstvenim vektorom pridruzenim drugoj po
redu najmanjoj svojstvenoj vrijednosti® od L, a najmanja vrijednost relaksirane

verzije RatioCut-a aproksimirana je s drugom najmanjom svojstvenom vrijednosséu

od L. O

Da bismo napravili biparticiju grafa za koju ¢e RatioCut biti minimalan, moramo
se nekako vratiti iz relaksiranog u diskretni slucaj.

Jedan od nacina je da koristimo predznake komponenti optimalnog vektora y kao
indikatore grupa:

viEAakoyiEO
viEZakoyi<O.

3U literaturi se drugi svojstveni vektor Laplaceove matrice najéesée zove Fiedlerov vektor, a
odgovarajuc¢a svojstvena vrijednost poznata je pod nazivom algebarska povezanost grafa G.
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Ovakav nacin je korektan jer svaki svojstveni vektor koji nije 1, a zbog okomitosti na
1, ima i pozitivnih i negativnih komponenti. Ipak, veéina algoritama za spektralno
grupiranje vracanje u diskretan slucaj obavlja na drugi nacin: koordinate vektora
y; smatraju tockama u R pa Kkoriste popularnu k-means metodu za odredivanje
optimalnih grupa C' i C. Dakle,

viGAakoinC'
viEZakoyiéa.

Mozemo zakljuciti da je problem minimizacije razmjernog reza za slucaj k = 2 vrlo
jednostavno rijesiti: treba naé¢i odgovarajuéi svojstveni vektor Laplaceove matrice i
upotrijebiti k-means.

3.1.2 Aproksimacija razmjernog reza za proizvoljni £k € IN

Sli¢no kao i u prethodnom pododjeljku, rjeSsavamo optimizacijski problem:

min _ RatioCut(Ay, ..., Ax). (11)

A, A CV

Danoj particiji Ay,..., Ay C V pridruzujemo indikator vektor h; = (hyj, ..., hn;)"

na nacin:
1 . .
akov, € A i=1,...,n,7=1,....k
hy =4 VA ! (12)
0 inace.
Definiramo matricu H € R™** ¢iji su stupci vektori h;, j =1,..., k.

Propozicija 3.1.4. Neka je matrica H dana s (12). Tada vrijedi:

cut(A;, A;)
|Ail

1. hLh; =

Dokaz. Dokaz je slican dokazu Propozicije 3.1.1. O]

Propozicija 3.1.5. Za Laplaceovu matricu L i matricu H definiranu s (12) vrijedi:
RatioCut(Ay, ..., Ay) =tr(H"LH),

pri cemu je tr(H™H) trag matrice HTLH.
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Dokaz. Koriste¢i Propoziciju 3.1.4, imamo:

k k
RatioCut(Ay, ..., Ay) =Y h[Lh; =Y (H"LH); = tr(HLH)
=1

=1

O

Kombinirajué¢i Propoziciju 3.1.4 i Propoziciju 3.1.5, problem (11) moZemo zapisati
u matri¢cnom obliku:
min ktr(HTLH) gdje je H danas (12) 1 H'H = 1. (13)
HeR"X

Uoc¢imo da jednakost H™H = [ vrijedi jer su stupci od H medusobno ortogonalni

vektori.

Napomena 3.1.1. Za matricu H € R™* kaZemo da je semiortogonalna ako vrijedi
H™H=1.

Kao i u slucaju k£ = 2, radi se o NP-teskom diskretnom optimizacijskom problemu
pa relaksiramo problem tako da oslabimo uvjet na elemente matrice H, odnosno do-
zvolimo da njeni elementi budu proizvoljni realni brojevi, ali i dalje vrijedi H™"H = I.

Relaksacija problema (13) glasi:

min tr(H'LH) uz uvjet H'H = 1.
HecRnxk
Ovo je standardni problem minimizacije traga pa ¢e nam opet pomoci Rayleigh-Ritz
teorem, ovaj put verzija za proizvoljan k € IN.

Teorem 3.1.2 (Rayleigh-Ritz za proizvoljni k). Neka je A € R™*™ simetricna ma-
trica sa svojstvenim vrijednostima \i, ..., A\, t pridruZenim ortonormiranim Svoj-
stvenim vektorima uq, . .., Uy,.
Tada je rjesenje optimizacijskog problema:
min tr(X"AX) uz uvjet X' X =1
XeRmxn

za nekin € {1,...,m} dano sa matricom X koja za stupce ima prvih n svojstvenih
vektora. [
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Dakle, prema Rayleigh-Ritz teoremu rjesenje problema (13) dano je matricom H

koja za stupce ima prvih k svojstvenih vektora, odnosno onih k svojstvenih vektora

koji su pridruzeni prvim k najmanjim svojstvenim vrijednostima matrice L.

Za vracanje u diskretni slucaj koristimo k-means metodu nad retcima matrice H.

Vrhove grafa reprezentiramo uredenim k-torkama realnih brojeva koji odgovaraju

retcima od H i njih grupiramo k-means metodom.

3.2 Izvod normaliziranih algoritama

Balansirani rez Ncut smo definirali u sekciji 2.3. Sada ¢emo vidjeti kako relaksacija

minimizacije normaliziranog reza (Definicija 2.3.6) vodi do normaliziranog spektral-

nog grupiranja. Najprije ¢emo promatrati slucaj k = 2.

3.2.1 Aproksimacija normaliziranog reza za k = 2
Treba rijesiti optimizacijski problem

min Ncut(A, A).

ACV

T

Skupu A C V pridruzimo indikator vektor y = (y1,...,yn)":

ZZ;g; akov; € A

Yi = vol(A) -
—4/ vol(d) ako v; € A.

Propozicija 3.2.1. Za vektor y definiran s (15) vrijedi

1. (Dy)™1 =0,

2. y" Dy = vol(V).

Dokaz. Svojstva vektora y dokazujemo vrlo jednostavnim rac¢unom:

(14)

(15)
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Propozicija 3.2.2. Neka je y definiran s (15). Tada vrijedi:

y" Ly = vol(V)Ncut(A, A).



Dokaz. Upotrijebiti ¢emo Propoziciju 2.4.1:

1
5 A 7wij UOl A Uol

=

— (vol(A) +wvol(A)  wvol(A) + vol(A)
= cut(A, A) < vol(A) + w0l () )
= vol(V)Necut(A, A).

Kombinirajué¢i Propozicije 3.2.1 i 3.2.2, problem (14) mozemo zapisati ovako:

mﬁ{n y" Ly pri ¢emu je ydan sa (15), Dy L1, y" Dy = vol(V).
yeR™

Pripadni relaksirani problem je

mﬁn y" Ly uz uvjet Dy L1, y" Dy = vol (V).
yeR™

Uvedemo supstituciju ¢ := D'/?y pa mozemo pisati:

m]%{n g DYV2LD™Y2g uz uvjet g LDY?1, ||g||* = vol(V).
geR™

Uvjet Dy L1 je nakon supstitucije ekvivalentan uvjetu gL DY?1 jer vrijedi:
Dyll = (DY?¢)"1 = ¢"DY*1 = 0 = gL DV*1,
a uvjet ||g||? = vol(V') vrijedi jer

vol(V)) =y"Dy = gTD_1/2DD_1/29 =4qg.

28
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Sada se u problemu minimizacije pojavljuje matrica D~/2LD~/? koja je po de-
finiciji normalizirana Laplaceova matrica Lsy,,. Iz Propozicije 2.4.3 znamo da je
svojstveni vektor pridruZzen najmanjoj svojstvenoj vrijednosti od Ly, tj. nuli, jed-
nak D'?1. Kako taj vektor ne ispunjava zadane uvjete optimizacije, rjesenje g je
dano svojstvenim vektorom pridruzenom drugoj po redu najmanjoj svojstvenoj vri-
jednosti od Ly, Sto opet daje Rayleigh-Ritz teorem.

—-1/2

Vra¢anjem supstitucije y = D~/“g, a uz Propoziciju 2.4.3, zakljucujemo da je y

svojstveni vektor pridruzen drugoj po redu svojstvenoj vrijednosti od L.

Sli¢no kao i kod RatioCut problema, na elemente vektora y treba primijeniti 2-means
algoritam kako bismo grupirali vrhove grafa u dvije grupe.

3.2.2 Aproksimacija normaliziranog reza za proizvoljni k£ € IN

Sada ¢emo analizirati N cut problem za proizvoljnan broj grupa, a po uzoru na slucaj
k= 2.
Skupu A; C V pridruzimo indikator vektor h; = (hyj, ..., h,;)” na nadin:

L akov, € Aj, i=1,...,n, j=1,...,k
hij = vol(A;) (16)
0 inace.
Definiramo matricu H ¢iji su stupci indikator vektori skupova Ay, ..., A;.

Propozicija 3.2.3. Neka je matrica H = (hij)i=1,..nj=1,.k definirana s (16). Tada

vryjeds:
1. HH =1
2. hIDh; =1
cut(A;, A;)
3. hlLh; = —————=.
‘ vol(A;)
Dokaz. Dokaz je slican dokazu Propozicija 3.2.1 1 3.2.2. O]

Problem Ncut zapisujemo ovako:

min tr(H"LH) uz uvjet H'DH = I, gdje je H dana s (16). (17)

HeRnxk

Uvodimo supstituciju 7' = DY/2H.

Relaksiramo problem (17) tako da dozvolimo da elementi od H budu realni brojevi,
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ali i dalje vrijedi H"DH = 1.
Imamo

min tr(T"D"Y2LD~Y?T) uz uvjet T°T = I.
TRk

Opet imamo standardni problem minimizacije traga pa je prema Rayley-Ritzovom
teoremu rjesenje 1" dano matricom ¢iji su stupci svojstveni vektori pridruzeni prvim
k najmanjim svojstvenim vrijednostima od Ly,

Vracanjem supstitucije H = D~'/?T zakljuc¢ujemo da su stupci matrice H ujedno i
svojstveni vektori pridruzeni prvim £ najmanjim svojstvenim vrijednostima matrice
Ly,

Preostaje primjeniti k-means algoritam na retke matrice H da bismo dobili odgova-

rajuce grupe vrhova.

Dakle, relaksacija Ncut problema nas vodi do algoritma koji koristi svojstvene vek-
tore od L,,,. To je metoda normaliziranog spektralnog grupiranja autora Shi i Malik
(2000).

Druga verzija ove metode koristi svojstvene vektore od Ly, koji ¢ine matricu 7', a
predstavili su je Ng, Jordan i Weiss (2002).
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4 Spektralno grupiranje i slucajna Setnja

Metode spektralnog grupiranja mogu se objasniti i pomocu sluc¢ajne Setnje u grafu

sliénosti.

Slucajna Setnja u grafu je stohasticki proces* u kojem vrhove grafa obilazimo na
slu¢ajan nacin.
Vjerojatnost da ¢emo iz vrha v; do¢i u vrh v; proporcionalnam je tezini brida wj; i

dana je s
wij

d;

Mozemo definirati tranzicijsku matricu P slucajne Setnje s elementima p;j, i, =

Pij =

1,...,n, odnosno

P=D'W

Odmah moZemo uociti vezu izmedu matrice P i matrice L,,, obzirom da vrijedi
L., = I — P. Stoga je naziv "Laplaceova matrica sluc¢ajnih Setnji" svakako oprav-
dan!

Znamo da je A svojstvena vrijednost od L,,, sa svojstvenim vektorom u ako i samo
ako je 1 — X svojstvena vrijednost od P sa svojstvenim vektorom u.

Ova veza nam je iznimno korisna. Poznato je da se mnoga svojstva grafa mogu
izraziti preko odgovarajuce tranzicijske matrice P slucajne Setnje. Jedno od tih
svojstava ¢e nam pomoc¢i u pronalasku grupa sli¢nih vrhova u grafu.

Ako je graf povezan i nije bipartitan, tj. skupovi vrhova mu se ne mogu particionirati
u dva podskupa tako da svi njegovi bridovi spajaju vrhove jednog podskupa sa vrho-

vima drugog, tada slu¢ajna Setnja ima jedinstvenu distribuciju: © = (m,...,m,)7,
gdje je m; = ﬁ Matrica P je stohasticka, odnosno sve njezine vrijednosti su
%)

nenegativne i suma elemenata u svakom retku jednaka je 1.

4Stohasticki proces je opis tranzicije objekta kroz vrijeme. U svakom stanju imamo jednu ili
viSe moguénosti za prijelaz i svaka pozicija ima odredenu vjerojatnost. Iako ne mozemo znati tocan
put, na temelju vjerojatnosti ga mozemo pretpostaviti.
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4.1 Slucajna Setnja i normalizirani rez

Propozicija 4.1.1 (Ncut preko prijelaznih vjerojatnosti). Neka je G povezan graf
koji nije bipartitan. Pretpostavimo da imamo slucajnu Setnju (X;);ew sa pocetkom u
Xo @ stacionarnom distribucijom . Za medusobno disjunktne podskupove A, B C V'
definiramo: P(B|A) := P(X; € B|Xy € A) kao vjerojatnost da ce slucajna Setnja
doéi u skup B ako se trenutno nalazi u skupu A.
Tada vrijedi:

Ncut(A, A) = P(A|A) + P(A|A).

Dokaz. Uo¢imo da vrijedi:

P(Xo€ A, X1 €B)= Y PXo=iXi=j)= > mp;

lGA,_]GB i€A,jEB

= 2 wol (V) i vol Z Wi

i€A,jEB zGA,]GB

Koristeé¢i tu jednakost, dobivamo:

P(Xo€ A, X, € B)
P(X, € A)

(1 vol(A))
B (UOZ(V) Z wij) (UOZ(V)) vol Z Wig>

1€A,JEB ZEA,]EB

P(X, e B|Xpe A) =

¢ime smo pokazali da je vjerojatnost da ¢emo iz vrha Xy € A doéi u vth X; € B
slu¢ajnom Setnjom, jednaka upravo vrijednosti normaliziranog reza Ncut skupova

AiB. [l

Prethodna propozicija na vrlo lijep nacin interpretira minimizaciju Ncut problema:
pokusSavamo particionirati skup vrhova grafa u grupe takve da slucajna Setnja, jed-
nom kad je u jednoj grupi, ima tendenciju u njoj i ostati.

Ovo poglavlje zaklju¢ujemo jednom bitnom napomenom:

Napomena 4.1.1. lako iskustvo pokazuje da metode spektralnog grupiranja, kao re-
laksirane metode odgovarajucih diskretnih optimizacijskih problema, daju jako dobre
rezultate, jamstvo na kvalitetu rjesenja © dalje ne postoji. Takoder, relaksacije koje
smo predstavili nisu jedinstvene. Prednost koristenja metode spektralnog grupiranja
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nije u tome Sto daje savrsene rezultate, veé je prednost u samom nacinu funkcionira-
nja te metode. Kao $to smo vidjeli, ona se bazira na nekoliko jednostavnih rezultata

12 podrucja linearne algebre.
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5 k-means grupiranje

Algoritam k-means je najpoznatiji i najjednostavniji algoritam za grupiranje poda-
taka. Kod izvoda spektralnih metoda smo vidjeli da se upravo taj algoritam ko-
risti u posljednjim koracima kako bi se vratili na diskretni slu¢aj nakon relaksacije
RatioCut i Ncut problema. Istina je zapravo da umjesto k-means algoritma mo-
zemo koristiti bilo koji drugi particijski algoritam grupiranja koji bi trebao pronadi
jednako kvalitetne grupe podataka uz pretpostavku da smo u prethonom koraku
spektralnih metoda promijenili reprezentaciju podataka na odgovarajuci nac¢in. Al-

goritam k-means se najceSc¢e koristi upravo zbog svoje jednostavnosti i brzine.
Cilj k-means metode je pronaéi grupe podataka iterativno minimizirajuc¢i udaljenosti
izmedu podataka i neke tocke koja predstavlja pojedinu grupu, a koju nazivamo cen-

trom. Za centar grupe se obi¢no uzima aritmeticka sredina udaljenosti podataka.

Neka je D = {xy,...,z,} dani skup podataka i neka je k traZeni broj grupa. U

pocetku nasumicno izaberemo k centara c§°’, e ,cg)) grupa Cfo), cee C,go), gdje Cgp)
oznaCava j-ti centar Cj-e grupe u nultoj iteraciji. Svaku tocku z; € D, i =1,...,n

pridruzimo najblizem centru tako da dobijemo grupe nulte iteracije formalno dane

Sa.
CJ(O) = {I‘z - D : d<0§0)7xi> S d(cl(O)wxi)}a Z,Z - 17 RN 2

pri ¢emu vodimo ra¢un o tome da svaki podatak pripada samo jednoj grupi. Za d

najces¢e uzimamo Euklidsku metriku. Nove centre ra¢unamo prema formuli

1
1
Do Y
o5 |:v':c€C(O) i£1
[ZE) j 5T

i pridruzujemo svaku tocku skupa D novom najblizem centru, odnosno imamo:

C’;l) ={z; € D: d(c(l) z;) < d(cl(l),xi)}, lLi=1,...,n.

¥l Y
Na ovaj na¢in minimiziramo takozvanu funkciju cilja:
k
E E d(cj, x;).
7j=1 a:iEC'j

Postupak ponavljamo sve dok novi centri grupa ne budu jednaki (do na eventualnu
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dogovorenu gresku) centrima u prethodnoj iteraciji, ili dok ne prijedemo unaprijed

definiran maksimalan broj iteracija.

Postupak grupiranja k-means metodom mozemo vidjeti u primjeru na Slici 1. Imamo
zadan jednostavan skup tocaka u ravnini i Zelimo ga particionirati u tri grupe k-
means metodom. Centre oznacavamo znakom '+’. Nasumi¢no smo odabrali pocetne
centre, a zatim smo svaki podatak pridruzili grupi ¢iji je centar najblizi i obojali ga
bojom karakteristicnom za tu grupu, $to mozemo vidjeti na Slici 1b. Za nove centre
uzimamo aritmeticku sredinu podataka (Slika 1c) i ponavljamo postupak sve dok

centri ne poprime jednake vrijednosti kao u prethodnoj iteraciji.

3 3
2 * 2 *

* *
1 * * #* 1 *

% x * *
0 0
1 * M 1 * M
-2 * * *@ ® -2 * * *a:e .
3 * ** a * *
-4 . % -4 N +,
55 -4 3 -2 1 0 1 5—5 -4 3 -2 1 0 1

(a) Originalni podatci (b) Nulta iteracija
3 3
2 2
1 * 1 L]
0 0
. L]
1 ¥ X 1 * M
-2 # * %Z " -2 * e eé,i «
3 * * 3 * ¥
* & *
A P h x *
55 -4 3 2 1 0 1 5—5 -4 3 2 1 0 1
(c) Prva iteracija (d) Druga iteracija

Slika 1: k-means algoritam
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Algoritam 1 k-means algoritam

Ulaz: D = {x1,...,x,} - skup podataka, k - broj grupa, cgo), e ,c,(go) - pocetni

centri, it - oznaka iteracije (pocetak it = 0), it,,4, - maksimalan broj iteracija
1: Odredimo grupe

O ={z;e D:d(d,x;) <d(c,z)}, il=1,...,n, j=1,... .k

tako da svaki podatak z; pripada samo jednoj grupi C'](-it), i izra¢unamo njihove

centre 1
jt+1 .
C;-Z ) = (it) Z d(xi,xl), ] = 1,...,]{3
|Cj | o EC(it) .
iy L] j »l7£l
2: Ako je cgit) R cgitH), . ,c,(jt) R c,(ftﬂ) ili je it = it,,4, stanemo, inace postavimo

1t =it + 1 i idemo na korak 1
Izlaz: Grupe C’fit), ceey C’,Sft), gdje je it < il,,q, broj iteracija.

Mozemo zakljuciti da k-means metoda daje jako dobre rezultate kod problema parti-
cioniranja konveksnih skupova. U slucaju kada skupovi nisu konveksni, ova metoda
¢e u veéini slucajeva potpuno zakazati. Upravo zbog toga koristimo spektralne me-
tode jer ¢e se u kombinaciji sa k-means metodom pokazati kao jako dobar alat za
particioniranje nekonveksnih skupova.
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6 Algoritmi spektralnog grupiranja

U prethodnom poglavlju smo detaljno objasnili metode spektralnog grupiranja po-
dataka koje se baziraju na tri razlicite Laplaceove matrice: L, Lgyy, 1 Lyy. Sada
mozemo predstaviti odgovarajuce algoritme, po jedan za svaki tip Laplaceove ma-
trice.

Treba, dakle, krenuti sa odredenim skupom podataka D = {z1,...,x,} kojeg Ze-
limo particionirati u k grupa tako da unutar pojedine grupe budu podatci koji su
sli¢ni.

Obzirom na tip podataka, biramo funkciju sli¢nosti koja ¢e svakom paru podataka
pridruziti nenegativan realan broj. Sto je taj broj ve¢i, odgovarajuci par podataka je

en  ses

spektralnog grupiranja. Slijede opisi algoritama za spektralno grupiranje.

6.1 Nenormalizirano spektralno grupiranje

U ovom pododjeljku predstavljamo algoritam spektralnog grupiranja podataka koji

koristi nenormaliziranu Laplaceovu matricu L:

Algoritam 2 Metoda nenormaliziranog spektralnog grupiranja

Ulaz: Matrica slicnosti S € R"*", broj grupa k.

1: Konstruiramo graf slicnosti na jedan od nacina objasnjenih u odjeljku 2.2 i
pridruzimo mu matricu susjedstva W.
Izracunamo nenormaliziranu Laplaceovu matricu L.
[zrac¢unamo prvih k svojstvenih vektora wq,...,u; od L.
Formiramo matricu U € R™* &ji su stupci redom vektori ui, . . ., uy.
Zai=1,...,n neka je y; € R* vektor koji odgovara i-tom retku od U.
Grupiramo tocke (v;)i=1,..n € R* pomo¢u k-means algoritma u grupe Cy, . . ., Cy.

Izlaz: Grupe A,..., A; podataka dane s A; = {j : y; € C;}.

6.2 Spektralno grupiranje uz pomo¢ Laplaceove matrice slu-
¢ajnih Setnji L,

Kao $to smo ranije napomenuli, spektralno grupiranje podataka koje koristi Lapla-

ceovu matricu slu¢ajnih Setnji L,,, predstavili su 2000. godine Shi i Malik [16]. Evo



38

algoritma:

Algoritam 3 Metoda spektralnog grupiranja koja koristi matricu L.,

Ulaz: Matrica slicnosti S € R"*", broj grupa k.

1:

Konstruiramo graf sli¢nosti na jedan od nacina objasnjenih u odjeljku 2.2 i
pridruzimo mu matricu susjedstva W.

[zracunamo Laplaceovu matricu slucajnih Setnji L,.,.

[zrac¢unamo prvih k svojstvenih vektora matrice L,.,.

Formiramo matricu U € R™* &ji su stupci redom vektori wi, . . ., uy.
Zai=1,...,n neka je y; € R* vektor koji odgovara i-tom retku od U.
Grupiramo tocke (y;)i=1,..n € R* pomocu k-means algoritma u grupe C, . . ., Cj.

Izlaz: Grupe Aj,..., A; podataka dane s A; = {j : y; € C;}.

6.3 Spektralno grupiranje uz pomoé¢ normalizirane Laplace-

ove matrice Ly,

Sada jos treba predstaviti algoritam za grupiranje koje koristi normaliziranu Lapla-

ceovu matricu Lgym, a kojeg su 2002. godine predstavili Andrew Y. Ng, Michael I.

Jordan i1 Yair Weiss.

Algoritam 4 Metoda spektralnog grupiranja koja koristi matricu Ly,

Ulaz: Matrica slicnosti S € R"*", broj grupa k.

1:

Konstruiramo graf sli¢nosti na jedan od nacina objasnjenih u odjeljku 2.2 i
pridruzimo mu matricu susjedstva W.
Izrac¢unamo normaliziranu Laplaceovu matricu Lgy,,.
Izracunamo prvih £ svojstvenih vektora matrice Lgyp,.
Neka je U € R™* matrica koja se sastoji od vektora ui, ..., u; po stupcima.
Formiramo matricu 7' € R™** iz matrice U tako da normaliziramo retke od U.
Imamo:
uij
tij = —

\/Zku?k

6: Zai=1,...,n neka je y; € R* vektor koji odgovara i-tom retku od T

7. Grupiramo tocke (y;)i=1

» € R¥ pomoéu k-means algoritma u grupe C, . . ., Cj.

77777

Izlaz: Grupe A,..., A, podataka dane s A; = {j : y; € C;}.
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Primijetimo da ovaj algoritam ima dodatan korak u kojem normiramo retke od
U, sto nije potrebno kod ostalih algoritama. Objasnjenje je krajnje jednostavno.
U idealnom slucaju, tj. kada je graf sli¢nosti takav da su mu komponente poveza-
nosti upravo one grupe koje zelimo dobiti spektralnim grupiranjem, indikator vektori
grupa se podudaraju sa svojstvenim vektorima matrica L i L,,,. Kod matrice Ly,
to nije slu¢aj jer su u idealnom slucaju traZeni svojstveni vektori jednaki D'/?1 A, -
Tek kada normiramo retke matrice koja sadrzi svojstvene vektore kao stupce, tj. tek

kada normiramo retke od 7', dobiti ¢emo indikator vektore trazenih grupa.

Mozemo zakljuciti da sva tri algoritma imaju istu ideju: promijeniti reprezenta-
ciju danih podataka z; € R" u apstraktne podatke y; € R*. Dakle, krenuli smo
od matrice sli¢nosti ¢iji se retci mogu shvatiti kao tocke iz R™. Svaki redak odgo-
vara odredenom podatku, a svaki broj u tom retku objasnjava odnos tog podatka
i svih ostalih podataka, tj. podatak je matricom slicnosti reprezentiran pomocu
n-dimenzionalnog vektora koji sadrzi informacije o sli¢nosti tog podatka sa svim
ostalim podatcima. Nakon $to konstruiramo odgovarajuéu Laplaceovu matricu, na-
demo joj prvih £ svojstvenih vektora i definiramo matricu U, podatci mijenjaju
reprezentaciju. Zapravo smo na taj nacin reducirali dimenziju prostora jer podatci
viSe nisu iz R"™, ve¢ ih promatramo kao k-torke realnih brojeva koji su dovoljno blizu
tome da ukazuju na jasnu strukturu grupa. Takva promjena je mogucéa upravo zbog
svojstava Laplaceovih matrica te omogucuje trivijalno otkrivanje grupa nekom od

popularnih metoda kao $to je primjerice k-means.

Treba jos napomenuti da se u praksi najcesce koriste spektralne metode koje koriste
matrice L, ili Lgy,, obzirom da daju najbolje rezultate.
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7 Primjeri

Vidjeli smo da metode spektralnog grupiranja zavrsavaju uporabom k-means me-
tode, odnosno da se ta metoda primjenjuje u koracima 6 kod algoritama koji koriste
matricu L, odnosno matricu L,,, i u koraku 7 kod algoritma koji koristi matricu
Lgyy,. Zapravo iskoriStavamo jednostavnost i brzinu k-means algoritma na novo re-

prezentiranim podatcima ¢ije je grupiranje nakon toga trivijalno.

U prethodnom odjeljku smo spomenuli da k-means ne moze pravilno grupirati sku-
pove koji nisu konveksni. U ovom odjeljku ¢emo kroz nekoliko sintetickih i 'real
world’ primjera pokazati uspjesnost spektralnih metoda u rjeSavanju problema ne-
konveksnog particioniranja.

Sve implementacije su radene u programskom paketu MATLAB.

7.1 Sinteticki primjeri

Najprije ¢emo predstaviti primjer koji pokazuje slabost k-means metode grupiranja
u odnosu na spektralne metode.

7.1.1 Primjer - polumjeseci

Generiran je skup podataka - to¢aka u ravnini koji su grupirani tako da tvore oblike
koji nalikuju na dva polumjeseca okrenuta jedan prema drugom. Jasno je da se
ovdje radi o nekonveksnim skupovima. Testiranje MATLAB-ove funkcije kmeans
uz zadani broj grupa k = 2 daje rezultate prikazane na Slici 2b. Cak i na tako jed-
nostavnom skupu podataka, k-means ne daje dobre rezultate. Na Slici 2a prikazani
su rezultati dobiveni metodom spektralnog grupiranja koja koristi matricu L,,,. Za
graf sli¢nosti smo odabrali graf k-najblizih susjeda, pri ¢emu je £ = 11. Dobivene
grupe obojane su razli¢itim bojama.

Ovdje je na prvi pogled jasno o kakvim se grupama radi i sa sigurno$éu mozemo
re¢i da podatci jednog polumjeseca tvore jednu grupu, dok podatci drugog polumje-
seca drugu. Medutim, procjena kvalitete dobivenih grupa u opéenitom slucaju nije
trivijalan posao, posebno kada imamo podatke velikih dimenzija koje ne mozemo
prikazati graficki.
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(a) Spektralno grupiranje (b) k-means

Slika 2: Usporedba spektralne metode i k-means algoritma

Postoji vise metoda za automatsku validaciju dobivenih grupa podataka, a mi ¢emo
koristiti dvije: silhouette graf i ARI indeks. U nastavku ¢emo ih ukratko opisati.

e Silhouette metoda interpretira i validira konzistenciju podataka unutar dobi-
vene grupe, odnosno pokuSava ocijeniti rezultat grupiranja na temelju dva funda-
mentalna cilja grupiranja: slicnosti podataka unutar pojedinih grupa i razli¢itosti
podataka izmedu grupa. Metoda pruza graficki prikaz ocjene kvalitete, tzv. silho-
uette graf podataka. Silhouette vrijednost proizvoljnog podatka se nalazi unutar
skupa [—1,1]. Sto je ova vrijednost veca, to bi se podatak trebao sto bolje uklo-
piti u grupu kojoj je pridruzen. Na primjerima ¢emo vidjeti da to ipak nije uvijek
tako. Validacija uvelike ovisi o grafickim svojstvima podataka pa silhouette metoda
ponekad daje potpuno pogresne ocjene. Metoda je prvi put opisana 1986. godine
u radu Silhouettes: a Graphical Aid to the Interpretation and Validation of Cluster
Analysis (vidi [17]) autora Peter J. Rousseeuwa.

e Hubert-Arabie ARI indeks (eng. adjusted Rand indez) je metoda koja zna¢ajno
bolje opisuje intuitivne pretpostavke o grupama. ARI indeks usporeduje rezultat
grupiranja sa nekim vanjskim kriterijem i poprima vrijednosti iz skupa [—1,1]. Sto
je vrijednost veca, to je dobivena particija bliza idealnoj. Kako mi imamo egzaktna
rjeSenja grupiranja za sve skupove podataka koje promatramo, referentna particija
¢e nam biti upravo ona koja je idealna. Vise o Hubert-Arabie indeksu se moze naci

u literaturi [15].
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7.1.2 Primjer - Cetiri kuta

Promatramo generirani skup dvodimenzionalnih podataka koji su grupirani u obliku
¢etiri kuta kao sto je prikazano na Slici 3a. Ovdje se idealna podjela odmah vidi
sa slike, no kvalitetu particije ¢emo ipak provjeriti prethodno opisanim metodama.
ARI indeks daje realne ocjene iskljucivo iz razloga $to usporeduje rezultat s egzak-
tnim rjeSenjem, koje ne uzimamo u obzir kod silhouette metode zbog ¢ega ne cudi
Sto ona ponekad grijesi.

Dakle, jasno je da trazimo cetiri grupe podataka od kojih svaka formira jedan od
¢etiri nekonveksna skupa. Koristimo potpun graf susjedstva i algoritam nenormalizi-
ranog spektralnog grupiranja, odnosno onaj koji koristi matricu L. Slika 3b prikazuje
rezultat grupiranja gdje je svaka grupa oznacena posebnom bojom. Silhouette krite-
rij iznosi 0.6988. ARI indeks iznosi 1. Bez obzira sto prosje¢na silhouette vrijednost

nije maksimalna, zaklju¢ujemo da je algoritam podatke grupirao bez greske.

(a) Originalni podatci (b) Rezultirajuce grupe

Cluster

0 02 04 06 08 1
Silhouette Value

(c) Silhouette graf

Slika 3: Grupiranje spektralnom metodom koja koristi L
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7.1.3 Primjer - spirale i kruznice

Sada ¢emo predstaviti dva vrlo slicna primjera. Rezultat grupiranja skupa poda-
taka u ravnini koji formira dvije spirale prikazan je na Slici 4a, a rezultat grupiranja
skupa podataka koji se sastoji od kruznica razli¢itih gustoc¢a prikazan je na Slici
4b. U oba slu¢aja imamo prirodnu podjelu podataka na dvije grupe od kojih smo
jednu oznacili plavom, a drugu crvenom bojom. Koristili smo algoritam spektral-
nog grupiranja koji koristi matricu L,,,. Dvije spirale smo grupirali pomoc¢u grafa
uzajamnih 10-najblizih susjeda, a kruznice pomocu e-grafa susjedstva.

Silhouette grafovi prikazuju negativne vrijednosti zbog geometrijskih svojstava po-
dataka. ARI indeks prvog i drugog skupa iznosi 1 kao i u prethodnom primjeru.
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¥ -
°r% Y “k ) \} 1 0
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4
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(a) Dvije spirale (b) Koncentri¢ne kruznice
1 1
& b
g 5
2 2
-0.4 -0.2 0 0z 04 06 08 1 -0.6 -0.4 -0.2 o 0z 04 06 08 1
Silhouette Value Silhouette Value
(c) Silhouette - dvije spirale (d) Silhouette - koncentri¢ne kruznice

Slika 4: Grupe dobivene spektralnom metodom koja koristi matricu L,,,
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7.2 ’Real world’ primjeri

U nastavku éemo predstaviti neke realne primjere u kojima ¢e nas zanimati mozemo
li spektralnim metodama dobro odrediti grupe i u sluc¢aju velikog broja visedimenzi-
onalnih podataka gdje grupe nisu ocigledne. Rezultate ¢emo usporediti sa egzaktnim

rjeSenjima.
7.2.1 Primjer - Iris

Prvi primjer koji ¢emo promatrati je vrlo poznata baza podataka pod nazivom Iris
iz 1936. godine, koja se prvi put pojavljuje u radu [1]. Podatci su preuzeti sa |13].
Baza sadrzi razli¢ite mjere latica i ¢aSice cvijeta irisa pomoc¢u kojih mozemo saznati
podvrstu kojoj svaka biljka pripada. Podvrste koje imamo su Iris Setosa, Iris Versi-
colour i Iris Virginica. Imamo tri grupe od kojih jednu mozemo linearno odvojiti od
ostale dvije (Iris Setosa) ¢ije zajednicke karakteristike nisu linearno odvojive (Iris
Versicolor i Iris Virginica). Prvo trazimo dvije, a zatim tri grupe. Za prikaz visedi-

menzionalnih podataka koristimo tehniku star coordinates (vidi: [10]).

Na Slici 5a su prikazani rezultati grupiranja uz zadani broj grupa k = 2, a na Slici
5b rezultati za slucaj k = 3. Koristili smo algoritam normaliziranog spektralnog
grupiranja koji koristi Ly, uz odabir grafa uzajamnih 30-najblizih susjeda.

Na Slici 6a je prikazan silhouette graf podataka podijeljenih u dvije grupe. Silho-
uette vrijednost je ovaj put bolja nego u prethodnim slucajevima i iznosi 0.9196.
Vrijednost ARI indeksa je 0.9730. Na Slici 6b je prikazan silhouette graf podataka
podijeljenih u tri grupe. Silhouette vrijednost iznosi 0.7139, a ARI indeks 0.9799.

0 0
0.1 . 0.1
02 et o 02

03 03

04 04
s 05
06 A 05
T . DT,y

08r.0 0 T osf. LT

09 09
0.8 07 06 05 04 0.3 0.2 01 o 0.8 07 06 05 0.4 0.3 0.2 -01 o

(a) Dvije grupe (b) Tri grupe

Slika 5: Rezultati grupiranja baze podataka Iris
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Cluster
Cluster
"~

08 06 04 02 0 02 04 06 08 1 08 06 04 02 0 02 04 06 08 1
Silhouette Value Silhouette Value

(a) Dvije grupe (b) Tri grupe

Slika 6: Silhouette graf baze podataka Iris

7.2.2 Primjer - Banknotes

Sljedeci skup podataka Banknotes sadrzi razli¢ite mjere laznih i pravih novcanica od
1000 svicarskih franaka (vidi [5]). Imamo 200 7-dimenzionalnih podataka, od kojih
je 100 dobiveno mjerenjem laznih, a 100 mjerenjem pravih novéanica. Pomoc¢u algo-
ritma spektralnog grupiranja pokusavamo identificirati te dvije grupe podataka. Na
Slici 7 su prikazani rezultati. Podatke prikazujemo isto kao u prethodnom slucaju,
koristeci tehniku star coordinates. Koristimo algoritam normaliziranog spektralnog
grupiranja koji koristi L,., pri ¢emu smo odabrali graf 10-najblizih susjeda. Podatke
smo prije grupiranja normirali kako bi bili u istom rasponu. Silhouette vrijednost
iznosi 0.6299. ARI indeks iznosi 0.9212. Usporedbom sa egzaktnim rjeSenjem vi-

dimo da je algoritam krivo grupirao samo 4 podatka.

A5 45
-2 -1.5 -1 0.5 0 05 1 15 2 25 -2 -15 -1 05 0 05 1 15 2 25
(a) Originalni podatci (b) Dvije grupe

Slika 7: Rezultirajuce grupe podataka skupa Banknotes
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Silhouette graf podataka Banknotes uz k = 2
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8 Optimalan broj grupa

Primijetimo da smo u svim prethodnim primjerima mogli lako pretpostaviti opti-
malan broj grupa zbog prirode problema. U opéenitom sluc¢aju to neéemo modi.
Odabir optimalnog broja grupa k oduvijek je bio veliki problem kod svih metoda
grupiranja, te je do danas ostao nerijeSen. Situaciju dodatno komplicira uvodenje
raznih parametara od kojih smo neke vidjeli u nasim metodama. Osim $to ne pos-
toji automatski nacin za pronalazak to¢nog broja grupa, ne postoji niti formalna
definicija "tocnosti" grupa. Ipak, postoje heuristike i smjernice za koje se u praksi
pokazalo da nam ponekad mogu pomoci. U svakom slucaju, moramo imati na umu
da su to samo heuristike i biti pazljivi kod prihvacanja rezultata. Jedna od heuris-
tika koju smo ve¢ vidjeli u ovom poglavlju je upravo silhouette kriterij koji, osim Sto
sluzi za validaciju rezultata grupiranja, moze pomodéi i kod odabira odgovarajuceg
broja grupa. Sada ¢emo promotriti jos dvije heuristike: kriteriyj svojstvenog skoka i
Calinski-Harabasz kriterij.

Opet ¢emo promotriti primjer baze podataka Banknotes te racunati optimalan broj
grupa na temelju svojstava podataka prema sva tri navedena kriterija. Na Slici 9 je
prikazano kako se vrijednosti kriterija mijenjanju obzirom na broj grupa. U sluc¢aju
silhouette i Calinski-Harabasz kriterija predlozeni optimalni broj grupa je 2, dok
je kod kriterija svojstvenog skoka taj broj jednak 7. Kako znamo da baza sadrzi
informacije o laznim i pravim novc¢anicama koje se razlikuju po danim izmjerenim
vrijednostima, zaklju¢ujemo da su Calinski-Harambash i silhouette kriterij u ovom
sluc¢aju predlozili bolji broj grupa.

U slucaju baze podataka Iris, kriteriji svojstvenog skoka i Calinski-Harambasz kri-
terij predlazu tri optimalne grupe, dok silhouette kriterij predlaze dvije. Vrijednosti
kriterija u odnosu na broj grupa mozemo vidjeti na Slici 10. Kako znamo da baza
sadrzi podatke o tri podvrste biljke Iris od kojih dvije imaju male razlike u mjerama
latica i ¢aSice cvijeta, mozemo zakljuciti da su svi kriteriji dobro odredili broj grupa.
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Slika 9: Analiza podataka Banknotes u svrhu trazenja optimalnog broja grupa
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9 Primjena spektralnih metoda u problemu segmen-
tacije slike

Segmentacija slike je proces grupiranja piksela slike, tj. grupiranja osnovnih sastav-

nih dijelova slike koji imaju nesto zajednicko.

Najcesce se koristi za lociranje, izdvajanje ili prepoznavanje pojedinih objekata, de-

tekciju rubova objekata, kompresiju, analizu sa gledista baza podataka preko upita

na podatcima izvedenih iz slike.

Prije same segmentacije moramo odgovoriti na nekoliko pitanja:

e Sto odreduje problem? Kako problem postaviti matematicki?

Kako rijesiti problem?

Kako prikazati rjesenje i kako ga interpretirati?
e Kako mozemo dobro segmentirati sliku bez prepoznavanja objekata?
e Sto ¢ini dobar segment?

Problem ¢emo definirati na nekoliko nac¢ina koje ¢emo vidjeti u nastavku. RjeSavati
¢emo ga uporabom metoda spektralnog grupiranja.

Rezultirajucu sliku ¢emo u sluc¢aju dvije grupe prikazati u crno-bijeloj boji, a u
slu¢aju k grupa ¢emo pomocu originalne slike pronaci boju koja ¢e biti reprezentant
pojedine grupe, a koju ¢emo iskoristiti za bojanje svakog piksela koji pripada toj
grupi.

Dobar segment ¢ine regije koje su uniformne i homogene s obzirom na neku karak-
teristiku (svjetlina, boja, tekstura...). Interior bi trebao biti jednostavan bez malih
rupa. Susjedne regije bi trebale imati znacajno razli¢ite vrijednosti.

Vidjeti éemo da nije lako pronaci segment koji ispunjava sve uvjete. U realnom slu-
¢aju obrade slika, striktno uniformne i homogene regije su pune malih rupa i imaju
neravne rubove. Ljudi prirodno koriste prepoznavanje objekata kod segmentacije
Sto program naravno ne moze. Regije koje ¢ovjek vidi kao homogene, ne moraju biti
homogene kod digitalnog prikaza. Zbog toga rezultati nisu savrseni prema ljudskim

standardima, ali cilj je automatizirati rjesenje problema.
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Postupak je sljedeéi: sliku spremimo kao matricu podataka dimenzije m xn x d, gdje
je m Sirina slike u pikselima, n visina, a d su RGB vrijednosti, odnosno intenzitet
crvene, zelene i plave boje. Dakle podatci su peterodimenzionalni. Za rac¢unanje
slicnosti koristimo Gaussovu funkciju pa podatke moramo normirati obzirom da se
raspon vrijednosti prve dvije koordinate (pozicije dane prirodnim brojevima) uvelike
razlikuje od raspona zadnje tri (RGB vrijednosti iz intervala [0, 1]), inace bi rezultat
viSe ovisio o poziciji piksela nego o njegovoj boji.

Uocavamo da je nas skup podataka u ovom slucaju vrlo velik ¢ak i za male dimen-
zije. Na primjer, originalne slike koje smo obradivali su dimenzija otprilike 300 x 400
piksela, §to rezultira s 1.728 - 10'? 5-dimenzionalnih podataka za ra¢unanje. Zato
koristimo graf k-najblizih susjeda (stavimo k& = 10) i metode za rijetke matrice kod
spektralnog grupiranja. Jedna takva metoda je Lanczos metoda ili metoda Krylov-
ljevih potprostora za rac¢unanje svojstvenih vektora Laplaceove matrice, a koristi je
MATLAB-ova funkcija eigs. U zadnjem koraku pokrenemo k-means algoritam nad
retcima matrice ¢iji su stupci prvih k& svojstvenih vektora odgovarajuce Laplaceove

matrice. Rezultat prikazujemo pomoéu MATLAB-ove funkcije imshow.

Na Slici 11 je primjer segmentacije pomocu spektralnog grupiranja koje koristi ma-
tricu L., pri ¢emu je zadani broj grupa jednak 2. Sa lijeve strane su originalne
slike, a sa desne segmentirane. Rezultirajuce slike su pojednostavljenjene i svedene
na samo dvije boje, crnu i bijelu. Detalji su gotovo potpuno izostavljeni i zanema-

rena je pozadina.



52

Slika 11: Segmentacija pomoc¢u spektralnog grupiranja koje koristi L., za k = 2.

Sljedeci problem koji rjeSavamo je prepoznavanje objekata. Zanima nas mozemo li
segmentirati slike preko spektralnog grupiranja uz prilagodeni broj grupa k tako da
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dobijemo smislene regije koje ¢e odredivati razlicite objekte.

Na Slici 12 vidimo rezultate.

Slika 12a prikazuje ruku i gustera, §to mozemo zakljuciti tek uz broj grupa k = 9.
Na slici 12b vidimo miSa kojeg bez problema raspoznajemo uz k = 4 broj grupa.
Slika 12c¢ vrlo jasno prikazuje pauka ¢ak i uz mali broj grupa k = 3, dok na Slici 12d
vidimo macku.

Zakljucujemo da kvaliteta segmentacije ovisi najvise o bojama originala i o kontras-
tima, ali na nju utjece i koli¢ina detalja i svjetlina. Blaga zamucéenost originala ne

smeta.

d) k=5

Slika 12: Segmentacija u svrhu odredivanja objekata

Za raspoznavanje objekata nam odgovara $to jednostavniji prikaz pa smo trazili mi-
nimalan broj grupa uz koji bez problema mozemo raspoznati objekte.
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Uz povecanje broja grupa, razlike izmedu segmentirane slike i originala su sve ma-
nje. To pokazujemo na Slici 13.

Ako zadamo k = 2, jedini objekt koji moZemo prepoznati je pas, te ga mozemo
izdvojiti od pozadine, svi detalji su ovdje zanemareni. Prikaz je puno bolji ve¢ uz
k = 4 gdje slika pocinje dobivati dubinu pomoc¢u sjena. Za k = 15 grupa, i da-
lje vidimo dosta razlika u odnosu na original prikazan na ¢etvrtoj slici, ali u ovom
slu¢aju imamo detaljniji prikaz, na primjer vidimo teksturu dlake i parketa. Broj

grupa uvijek zadajemo u ovisnosti o problemu kojeg rjeSavamo.

(b) Segmentacija uz k = 4

(c) Segmentacija uz k = 15 (d) Originalna slika

Slika 13: Segmentacija ovisno o broju grupa

Na kraju pokazujemo kako se segmentacija moze koristiti za kompresiju. Slika 14
prikazuje originalnu i kompresiranu sliku. Razlika u kvaliteti je primjetna, ali svi
detalji obradene slike su i dalje dobro vidljivi. Uglavnom homogeni dijelovi slike sa

dobro definiranim rubovima su jako dobro grupirani, dok to nije sluc¢aj na dijelovima
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gdje imamo puno nijasni iste boje (pijesak, more). Uspjeli smo smanjiti veli¢inu sa
240K B na 123K B.

(b) Kompresirana slika

Slika 14: Segmentacija u svrhu kompresije
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Sazetak

Grupiranje ili klasteriranje je postupak organiziranja podataka u disjunktne grupe
(klastere) takve da su podatci unutar jedne grupe medusobno sli¢ni te razli¢iti od
podataka u drugim grupama. Sli¢nost mjerimo preko neke funkcije sli¢nosti pa po-
datke i odnose medu njima prikazujemo pomocu grafa slicnosti. Imamo vise vrsta
takvih grafova, a razlikuju se po nac¢inu na koji oblikuju lokalno susjedstvo. Svakom
od tih grafova moZzemo pridruziti Laplaceovu matricu koja predstavlja klju¢ni ma-
tematicki objekt u spektralnim metodama. Spektralno grupiranje koristi svojstvene
vektore Laplaceovih matrica za promjenu reprezentacije originalnih podataka i po
tome je dobilo ime. Na promijenjenim podatcima se zatim primijeni k-means algo-
ritam koji nam daje konac¢ne grupe. Na prvi pogled, spektralne metode se mogu
¢initi kao prosirenje k-means algoritma, ali to zapravo nije to¢no. Kljuéni korak
kod spektralnih metoda je promjena reprezentacije podataka na vrlo pametan na-
¢in, tako da nakon toga cak i jednostavan algoritam kao k-means moze trivijalno
otkriti grupe. Spektralno grupiranje se u praksi pokazalo vrlo dobro, ¢ak i na sku-
povima koji nisu dani normalnom distribucijom i nisu konveksni, medutim rezultati
ovise o dosta parametra i zapravo nemamo nikakvu teorijsku garanciju na kvalitetu
rjeSenja. S obzirom da nam ove metode omogué¢uju da vrlo komplicirane probleme
rijeSimo na vrlo jednostavan nacin i to preko standardnih operacija linearne algebre,

to je mana preko koje mozemo prijeci.

Kljucne rijeci: spektralno grupiranje, graf sli¢nosti, Laplaceova matrica, k-means,
segmentacija slike



Summary

Clustering is a process of organizing data into distinct groups (clusters) such that
data points in one group are similar to each other and dissimilar to the data points
in the other groups. We measure similarity through some similarity function and
represent data by similarity graphs. There are several types of such graphs and
they differ by the way they model local adjacency. We use those graphs to obtain
Laplace matrix, which is the crucial mathematical object for spectral clustering met-
hods. Spectral clustering use the eigenvectors of Laplace matrix in order to change
the representation of the original data, and that’s the reason for naming. On the
changed data, we just run k-means algorithm and we end up with final clusters. On
the first look, we could take spectral methods as k-means improvement, but it’s not
really true. The main step in spectral methods is very smart change of representa-
tion, so that afterwards, even a simple algorithm like k-means can trivially detect
groups. Spectral clustering shows very well results in application, even on a data
sets which are not normally distributed and those that are nonconvex. However,
the results depend on many parameters and we don’t have any kind of theoretical
support to guarantee it’s quality. Considering this methods allow us to solve really
complicated problems in a really simple way, by standard operations of linear alge-
bra, it’s the disadvantage that we can live with.

Keywords: spectral clustering, similarity graph, Laplace matrix, k-means, image

segmentation
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¢unarstvo na Odjelu za matematiku u Osijeku.
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