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Sazetak: U uvodom dijelu rada proucavati ¢emo komplement i esencijalno disjunktne
produkte te produkt dekompozicije. Glavni dio rada bavi se pojmom direktnog i
semidirektnog produkta, karakterizacijom direktne sume grupa te ponekim primjerom.
Navest ¢emo univerzala svojstva direktnog produkta i direktne sume te na kraju prouciti
klasifikaciju kona¢nih Abelovih grupa.

Kljuc¢ne rijeci: semidirektan produkt, direktan produkt, komplement, produkt
dekompozicije, esencijalno disjunktni produkt, normalan komplement, direktan komplement,
transverzale, invarijantan faktor dekompozicije, kona¢na abelova grupa

Abstract: In the introductory part of the paper we will study complement and essentially
disjoint products and decomposition products. The main part of the paper deals with the
concept of direct and semidirect products, characterization of direct sums of groups and
some examples. We will mention the universal property of direct product and direct sum
and in the end the classification of the finite Abelian groups.

Key words: semidirect product, direct product, complement, product decompositions,
essentially disjoint product, normal complement, direct complement, transversals, invariant
factor decomposition, finite abelian group
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1 Uvod

Poznavajuc¢i pojam algebarskih struktura znamo da grupe pripadaju njihovim glavnim
predstavnicima. Zanima nas kako iz postojec¢e algebarske strukture dobiti novu strukturu
iste vrste. U ovom radu prouc¢avamo direktan i semidirektan produkt grupa. Najprije ¢emo
uvesti pojam komplementa i esencijalno disjunktnih produkta, zatim produkta
dekompozicije. Glavni dio rada vezan je uz definiranje direktnog produkta. Pojam direktnog
produkta svesti ¢emo na poseban sluc¢aj kada imamo samo dvije grupe uz pomo¢ kojih ¢e se
razjasniti pojam semidirektnog produkta grupa. Direktni produkti i direktne sume mogu se
karakterizirati univerzalnim svojstima. Kako se svaka Abelova grupa moze prikazati kao
direktna suma ciklickih podgrupa ¢iji redovi su prosti brojevi, rad zavrsavamo klasifikacijom
konac¢nih Abelovih grupa.



2 Direktan i semidirektan produkt grupa

U ovom poglavlju razmatrana je problematika komplementa i esencijalno disjunktnih
produkata u okviru ¢ega su prouc¢avana dva teorema. Nadalje, razmatrana je i problematika
produkta dekompozicije kao i direktne sume i direktnog produkta. Ujedno su i iznesena sva
univerzalna svojstva

2.1 Komplement i esencijalno disjunktni produkt

Jednostavno je karakterizirati jedinstvenost u produktnoj dekompoziciji skupa. Najprije
definirajmo HK = {ab:a € H,b € K}.

Teorem 2.1. Neka su H K < G.

1) Svaki element a € HK ima jedinstven prikaz kao a=hk za h € H i k € K ako i samo ako
su H 1 K esencijalno disjunktni.

2) Svaki element a € G moZe se na jedinstven nacin prikazati kao element iz HK ako i
samo ako G=H e K, tako da, ako i samo ako je

G=HK i HNK = {1}.

U ovom slucaju, kaZe se da je K komplement od H v G. Podgrupa H od G je
komplementirana ako ima komplement u G.

Trebamo imati na umu da G = HK podrazumijeva G = K H ,to jest koncept
odredivanja komplementa je simetrican u H i K. Takoder, ako je G = H e K, onda je
|G l=|He K |=| H || K|
kao kardinalni brojevi.

Teorem 2.2. Neka je G grupa. Ako je normalna podgrupa N od G je komplement, onda su
svi komplementi od N izomorfni s G/N i stoga jedni drugima.

Drugi nac¢in karakterizacije komplementa je uz pomo¢ pojma transverzale.
Prisjetimo se sljedece definicije.

Definicija 2.3. Neka je H < G.

1) Skup koji se sastoji od tocno jednog elementa iz svakog lijevog koskupa v G/H se zove
lijeva transverzala za H u G.
2) Skup koji se sastoji od tocno jednog elementa iz svakog desnog koskupa v H\ G se zove
desna transverzala za H u G.

Zanima nas koje podgrupe od G su lijeve transverzale za H. Odgovor je da su to upravo
komplementi od H.

Teorem 2.4. Neka je HSG. Slijedece turdnje su ekvivalentne za podgrupe K<G.

1) K je komplement od H u G.
2) K je lijeva transverzala za H u G.
3) K je desna transverzala za H u G.



Dokaz. Pretpostavimo da je K komplement od H u G. Ako je kyH = koH, onda je
ky'ky € KNH = {1} ik = ky. Takoder, za G = KH, svaki a € G je oblika a = kh € kH
za neki k € K. Stoga, svi kH za k € K tvore lijevu transverzalu za H u G. Obrnuto,
pretpostavimo da je K < G je lijeva transverzala za G/H. Jer H sadrzi jednog ¢lana od
K, slijedi H N K = {1}. Buduéi da se G moze prikazati kao disjunktna unija koskupova iz
G/H, svaki a € G je oblika a = kh, zanekik € Kihe€ HiG = KH. K je komplement od
HudG.
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2.2 Produktne dekompozicije

Ako je G = H e K, onda svaki element iz G ima jedinstvenog predstavnika u obliku hk,
h e Hik e K. Problem je $to nemamo informacije u kakvom odnosu su elementi od H i K.
Bez pravila komutativnosti koje prikazuje produkt kh u obliku A'K’, pri ¢emu su h,h' € H i
k,k € K, nemamo nadina pojednostavit produkt oblika

(hiky)(hoks).

Najjednostavnije pravilo komutativnosti je osnovna komutativnost kh = hk koja vrijedi ako
i samo ako su obje varijable H i K normalne u G i ovo pokazuje ¢injenicu da ne postoji
povezanost izmedu H i K. Slabiji oblik dekompozicije dobijamo smanjivanjem uvjeta da su
oba faktora normalna. To su jednake definicije za usporednu svrhu.

Definicija 2.5. Neka je G grupa i H K< G.
1) Ako je
G=HeK
tada G zovemo esencijalno disjunktni produkt od H i K. U ovom slucaju, H se zove
komplement od K u G.
2) Ako je
G=HeK, HLG

tada se G zove semidirektan produkt od H sa K. U ovom slucaju, H se zove normalan
komplement od K u G. Semidirektan produkt oznacava se s

G=HxK

3) Ako je

G=HeK, HI1G, KJG
tada G zovemo direktan produkt od H i K. U ovom slucaju, H se zove direktan komple-
ment od K v G. Direktan produkt oznacava se s

G=HxXK
Bilo koji od ovih produkta su netrivigalni, ako su oba faktora odgovarajuca.

Dekompozicija grupe u obliku direktnog produkta je specijalan produkt dekompozicije.
S druge strane, semidirektan produkt je najkoriStenija konstrukcija u teoriji grupe. Kao
naprimjer, za n 2 2 (mod 4), diedralne grupe Dy, nemaju direktan produkt dekompozicije,
ali imaju semidirektan produkt dekompozicije



2.3 Direktne sume i direktni produkt

Kod algebarskih struktura se postavlja pitanje kako iz postojecih algebarskih struktura dobiti
nove strukture iste vrste. U ovom ¢e potpoglavlju biti prikazano dobivanje produkta od
familije grupa. No, prvenstveno je potrebno definirati odredene pojmove.

Definicija 2.6. Kartezijev produkt

[c: = {f:[—>UGi|f(z’)eG,},

el el

uz operaciju mnozenja po komponentama

(f-9) (@)= f(i)-g()
zove se direktan produkt grupa{G;},;.

Podgrupa
@Gi = {f € HGz|f(Z) # e; za konacno mnogo i € I} :
i€l i€l

od direktnog produkta [[; G;, zove se direktna suma grupa {G;};.

U prethodnoj definiciji dobivena je struktura grupe. Kako bi dokazali da je @; G, takoder
grupa, dovoljno je vidjeti da je taj skup zatvoren za mnozenje po komponentama. No, ako
su f,g € @, Gi, onda postoje kona¢ni podskupovi Jy, J, C I takvi da je f (i) =e; za

Vie I\NJsig(i)=e; zaVie I\J, Tadajeo¢itoi (f-g) = (e;) zaVie I\ (J;UJ,)

Sljeded¢i teorem vazan je jer govori o karakterizaciji direktne sume grupa.

Teorem 2.7. Neka je G grupa i neka su G; < G , i € I, neke njezine podgrupe za koje
vrijede sljedeca tri uvjeta:

(1) G; <G, Viel
(2) Gj N <Ui€] Gl> :{61‘}, Viel
(3) G=(U; G3)

Tada je

Dokaz. Bez smanjenja opcéenitosti pretpostavimo da je skup indeksa I konacan, tj. da je
I={1,2,..,n}ionda @;G;, =G & ... G,. Nadalje, s e; oznacimo neutralni element od
G;. Neka vrijede uvijeti (1)-(3). Preostaje dokazati da je G = @, G..

Tvrdnja. Preslikavanje 0: G1 & ... ® G, — G, 0(gr,.s Gn) == g1 Gn,
je izomorfizam grupa, tj. ako vrijedi 6 onda je G = @, G;.

Primjetimo da vrijedi g;9; = g;¢9; Vi # j. (%)
Definiramo komutator w := gl-gjgi_lgj_l. Zapisemo w = (g;9;9; ") gj_l, zbog (1) je
9i9i9; " € Gj.



S druge strane, napiSemo li da je w=g; (gjgi_lgj_l), tada je w € G;. Prema uvjetu (2),
weG, NG CG; N <Uk¢j Gk>:{e} = w=e; Dokazali smo da vrijedi (x).

Podsjetimo se, homomorfizam koji je injekcija zove se monomorfizam, a homomorfizam
koji je surjekcija zove se epimorfizam. Dakle, homomorfizam koji je monomorfizam i

epimorfizam je izomorfizam. Stoga je dovoljno pokazati da je # homomorfizam, monomorfi-
zam i epimorfizam.

6 homomorfizam:

Za dvije n-torke (z1,...,x,) 1 (Y1, ..., Yn), iImamo

0(($17 ES) xn)(yla EEE) yn)) - e<$1y17 sy Ingn) = T1Y1* - TnlYn-

Koristec¢i vigestruko () imamo

T1Y1T2Y2 * * TnlYn = xl(ylm)ys' TplYn = T1X2Y1Y2T3Y3: * - TplYn =
—ees s oo — (:L'lxz. .. xn)(ylyQ . yn)

_= w(a’:le- .. xn)w(y1y2- .. yn).

f je homomorfizam grupa.

6 monomorfizam:

Injektivnost homomorfizma 6 je ekvivalentna tomu da je jezgra Kerf trivijalna.
Pretpostavimo onda

(g1, oy Gn) =€ < Grogn =€ < ggl = 01efp1 =W

Zbog (2) jew € G, N <U#n Gj> = {e} pa slijedi w = e.
Posebno je g, = e i gi---g,_1 = e. Zatim analogno posljednjoj jednakosti je
97:—11 = @1 gn_o. Tada dobijemo g, 1 =e€ei gy - g,_o = €.

Nastavljajuci postupak dolazimo do potrebnog zakljucka da je

g1=g2=..=gp=E¢€

0 epimorfizam:

Po (x) i (3) slijedi da se svaki x € G moze zapisati u obliku

T=g1 g 9 €Gi

Dakle, tada je 0(g1, ..., gn) = x; to je surjektivnost od 0.

Zakljucak, € je izomorfizam grupa.



Primjer 2.8. Podsjetimo se da je za proizvoljno polje K i proizvoljan n € N,
SL,(K) <QGL,(K). Nadalje, ako je I jedinicna nxn matrica, onda je s x — xI definiran
zomorfizam grupa

K* 2 K*I={zI|z € K"} <GL,(K);

posredstvom tog izomorfizma, pretpostavijamo da je K* podgrupa od GL,(K). gtovi§e,
ocito je K* I GL,(K).

Neka je sada K = R i n neparan broj. Primgjetimo da se onda svaka matrica A € GL,(R)
moze napisatt u obliku

A= ({VMI) ((1/@) A) :

ovdje je v/det A realni n-ti korijen iz detA. Prvi faktor u gornjem rastavu je iz R*, dok je
drugi iz SL,(R). Drugim rije¢ima, imamo da je

GL,(R)=R* SL,(R)= <]R{X U SLn(R)>.
Nadalje, uz istu pretpostavku da je n neparan, imamo ispunjen i uvjet

R* N SL,(R) = {I};

naime, x = 1 je jedino rjesenje u R od jednadzbe det(xI) = 2™ = 1. Sada po prethodnom
teoremu, slijedi da je

GL,(R) = R* x SL,(R) = R* @ SL,(R).

Nakon §to smo se upoznali sa pojmovima direktnog produkta i direktne sume grupa, te
proudili karakterizaciju direktne sume grupa, Zelimo generalizirati pojam produkta za samo
dvije grupe.

Neka su N i H neke grupe i pretpostavimo da je zadan neki homomorfizam ¢ : H — AutN,
H > h+— p(h) = p,e AutN.
Definirajmo na Kartezijevom produktu

N x H={(n,h)|ne N,he H}

mnoenje :

(n1, ha) * (n2, h) == (n1pn, (n2) , haha). (o)
Lako se pokaze da je (N x H,x) je grupa.

Sada smo spremni definirati pojam semidirektnog produkta grupa.

Definicija 2.9. Grupu (N x H,*) oznacavamo s
N %, H,

it samo NxH ako znamo o kojem se homomorfizmu o radi, © zovemo semadirektan produkt
grupe (normalan produkt grupe) N s H odreden s p;
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Stoga, ako za bilo koje dvije grupe N i H promatramo trivijalan homomorfizam
¢: H — AutN, odnosno H 5 h — ¢(h) = 1,€ AutN, onda je N x H = N x H; Tada
definicija mnoZenja (o) postaje "obi¢no" mnozenje po komponentama, kao $to je definirano
u direktnom produktu.

Dakle, semidirektan produkt je generalizacija "obi¢nog", direktnog, produkta dvije grupe.

Definicija 2.10. Grupa G je Abelova grupa (ili komutativna) ako je operacija * : GXG — G
komutativna; to jest, za svaki a, b iz G vrijedi a x b =b* a.

Primjer 2.11. Definirajmo slijedece skupove kompleksnih matrica dimenzije 2 x 2:

P := { g [Z] |a,ce C*,b e C} (gornje trokutaste regularne matrice)
1 ] . :
=10 1 | 2 € C} (unipotentne matrice)
[u 0] g .
- { 0 v | u,v € C“"‘} (dijagonalne reqularne matrice)

Lako se provjeri da su P, N i H podgrupe od GLy(C); N i H su Abelove, ali P nije.

0 c| |0 1
sligedi, P = HN.Tada zakljucujemo da je N x H = P.

Nadalje, H < P i N 4 P. Kako je B ’j _ {a 01 [1 b/a]

Ovaj primjer daje rastav grupe kao semidirektan produkt dviju svojih pravih podgrupa.
Preciznije receno, gore navedeni primjer je primjer semidirektnog produkta za beskonacne
(matri¢ne) grupe.

11



2.4 Univerzalna svojstva direktnog produkta i direktne sume

Direktni produkti i direktne sume mogu se karakterizirati univerzalnim svojstvima.

Definicija 2.12. Neka je F={G; | i € I} familija grupa.
1) Vangski direktni produkt familije F je grupa
RF =8G; = {f: I~ |JGi| f() € G.}

svih funkcija f definiranih sa skupa indeksa I w uniju od F tako da f(i) pripada G; za sve
1. Grupovna operacija je produkt po komponentama

(fg)(@) = f(i)g(i).

Nosac od f € KG; je skup
supp(f) ={i e I'| f(i) #1}.

2) Vangska direktna suma familije F je grupa oznaka koja se sastoji od svih funkcija iz
vangjskog direknog produkta koje imaju konacan nosac, uz mnoZenje po komponentama.

pri ¢emu vrijedi produkt po komponentama.

Funkcija projekcije i injekcije

Ako
G=XR{Hliel}ili G=B{H,|icl}

je vanjski direktan produkt ili vanjska direktna suma, definiramo i-ti projekciju
pi: G — H; sa
pi(f) = f(i)
Uocimo da je p; epimorfizam i da je element f € G jedinstveno odreden vrijednostima p;(f),
Sto se moze proizvoljno odrediti, sve dok je p;(f) € H za sve 1.

i-ta injekcija k; : H; — G definirana je s

h zah=j

1 inace

ri(h)(j) = {
za sve h € H;. Ove funkcije su injektivne. Takoder,
{i zai=j
Pj O Ki = S
0 inace
Za unutarnje direktne sume
G=x{H;|iel}

Veé smo definirali projekciju p; : G — H; s p(a) kao i-tu kompononetu od a. Za unutarnje
direktne sume, injekcije x; : H; — G definiraju se s k;(h) = h za sve h € H.

12



Univerzalno svojstvo direktnog produkta

G
fl / / \"\_fj
/3
v \% ~
U, U,
Slika 1

Definicija 2.13. (s obzirom na Sliku 1) Neka je F familija svih uredenih parova
G=(GAfi:G— Hi}e)

pri cemu je G grupa, a {f; : G — H;} je familija homomorfizama. G je vrh u paru G. Par
U= (UAwi: U~ Hi}yey)

u F je univerzalan za F ako za bilo koji par G € F postoji jedinstveni homomorfizam
7 : G = U izmedu vrhova. Taj homomorfizam zove se posredujuéi morfizam za G, za koji

je
wor=J,

za sve 1 € 1.

Univerzalno svojstvo direktne sume

H—>U< H
N\ u i u

Gy ¥
G

Slika 2

13



Definicija 2.14. (s obzirom na Sliku 2) Neka je F familija svih uredenih parova
G=(G.Afi:G— Hi}iey)
pri cemu je G grupa, a {f;: G — H;} je familija homomorfizama. G je vrh u paru G. Par
U= (U7 {u; : U — Hi}ig[) e F

je univerzalan za F ako za bilo koji par G € F postoji jedinstvent homomorfizam
7 : U — izmedu vrhova. Taj homomorfizam zove se posredujuéi morfizam za G, za koji

Je
Tou; = f;

za sve 1 € 1.

14



2.5 Kilasifikacija kona¢nih Abelovih grupa

Svaka kona¢na Abelova grupa moze biti prikazana kao direktna suma ciklickih podgrupa ¢iji
su redovi prosti brojevi. Kako bi iskazali teorem potrebno je poznavati slijedeé¢e definicije:

Definicija 2.15. Red grupe G, koji se oznacava sa |G|, je broj elemenata u skupu G.
Definicija 2.16. Konacna ciklicka grupa prostog reda zove se primarna ciklicka grupa.

Definicija 2.17. Neka je G grupa.
1) Ako je a € G, onda bilo koji broj n za koji je a™ = 1 eksponent od a.

2) Najmangi pozitivan eksponent od a € G, ako postoji, zove se red elementa a i oznacava
se s o(a). Ako ne postoji takav n, kaZemo da je red elementa a beskonacan.

Teorem 2.18. Neka je A konacna Abelova grupa. Ako u € A ima najveéi red medu svim
elementima od A, tada M = (u) ima direktan komplement, tj. postoji podgrupa V za koju je

A=Mx V.

Teorem 2.19. (Ciklicka dekompozicija konacénih Abelovih grupa)
Neka je A konacna Abelova grupa.

1) (Dekompozicija na invarijantne faktore) A je direkina suma konacnog broja
netrivijalnih ciklickih podgrupa

ako je ay, = o(uy), tada vrijedi
(079 ‘ Ap—1 ’ | aq.

a; zovu se invarijantni faktori od A.

2) (Primarna ciklicka dekompozicija) Ako su

€k, m

ar=p"" P
gdje su ey; < epr1,; 2a sve i=1,...,m, tada je A direktna suma primarnih ciklickih podgrupa:

A= [{ung) 5 Q)] 5 (g a) 20 X (U, )]

€i,j
i

gdje je o(u; ;) = p;™’. Brojevi p;"’ zovu se elementarni djelitelji od A.
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