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Sazetak

U ovome radu pisat ¢emo o realnim poljima. U uvodnom dijelu navest ¢emo defini-
ciju prstena, njegova osnovna svojstva te pojmove poput djelitelj nule, grupa invertibilnih
elemenata, polje, proSirenje polja, algebarski zatvoreno polje, izomorfizam.

Nadalje, u drugom dijelu opisat ¢emo uredena polja, prokomentirati postojanje besko-
nacno velikih brojeva te objasniti arhimedsko polje. Nakon toga ¢emo definirati realno polje
i iskazati i dokazati bitne teoreme, leme i propozicije vezane uz takvo polje. Takoder, reci

¢emo nesto i o postojanju homomorfizama.

Kljuc¢ne rijeci:

uredaj na polju, uredeno polje, arhimedsko polje, valuacijski prsten, realno polje, realno
zatvoreno polje, realni zatvarac¢, ireducibilan polinom, Sturmov niz, promjena predznaka u

nizu, izomorfizam, homomorfizam.



Summary

In this term paper we write about real fields. In introduction we cite the definition of
the ring, it’s elementary characteristics and terms as divisor of zero, integral domain, group
of invertible elements, field, extension field, algebraically closed field, isomorphism.

Furthermore, in the second part we describe the ordered fields, comment on the existence
of infinitely large numbers and explain the archimedean field. After that we define the real
field and we state and prove theorems, lemma and propositions related to such a field. We

also say something about the existence of homomorphisms.
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an ordering of field, ordered field, archimedean field, valuation ring, real field, real close
field, real closure, irreducible polynomial, Sturm sequence, variation of signs in the sequence,

isomorphism, homomorphism.
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Uvod

Polja su jedna od osnovnih algebarskih strukutura. Pojavljuju se u analizi, u algebri, u
teoriji brojeva te u mnogim drugim granama matematike. U ovom zavrsnom radu bazirat
¢emo se na proucavanje realnih polja.

Ispitivati ¢emo svojstva realnih polja, navesti bitne tvrdnje i primjere nekih realnih polja
te prokomentirati postojanje homomorfizama. Kako bi smo mogli zapoceti rad na ovu temu
moramo uvesti i poznavati neke od osnovnih pojmova, kao Sto su: prsten, karakteristika
prstena, polje, proSirenje polja, algebarsko prosSirenje, algebarski zatvoreno polje, algebarski
zatvarac, izomorfizam.

Definicija 1. Neprazan skup R = (R,+,+) zovemo prsten ukoliko je za operacije zbrajanja
+: R X R — R imnoZenja - : R X R — R ispunjeno sljedece:

1. (R,+) je komutativna grupa sa neutralnim elementom 0 = Og
2. (R, x) je polugrupa, tj. mnoZenje je asocijativno

3. Vrigedi distributivnost mnoZenja prema zbrajanju, tj.
r-(y+2)=zy+xz, za svaki z,y,z € R
(x+y) z=xz+yz, za svaki z,y,z € R.

Element 0 = Og zvat ¢emo nula prstena R. Ako postoji jedinicni element, ili krace
jedinica, 1 = 1p € R takav da je

l-z=x-1=1, za svaki x € R

onda kaZemo da je R prsten s jedinicom.

Prsten R je komutativan ako
r-y=y-x, za svaki r,y € R,
1mace govorimo o nekomutativnom prstenu.

Definicija 2. Elemet 0 # X € R (tj. 0 # p € R) takav da je
A =0 (tj. zp=0) zaneki 0 £z € R

zove se lijevi (tj. desni) djelitelj nule. R je integralna domena ako nema ni lijevih ni desnih
djelitelja nule.

Definicija 3. Element w € R, gdje je R prsten s jedinicom, je invertibilan ako postoji w' € R
takav da je



ii

koristit cemo oznaku
R* = grupa invertibilnih elemenata u R.

Definicija 4. Prsten R je tijelo ili prsten s dijeljenjem ako je svaki ne-nul element u R

wmvertibilan, t5. ako je:
R* = R\ {0}.
Komutativno tijelo zove se polje.
Sljede¢i pojam, karakteristike prstena, posebno je vazan u teoriji polja.

Definicija 5. Neka je R prsten i neka postoji m € N takav da je
mx =0, za svaki v € R.

Definiramo karakteristiku prstena R sa
char R = minimalan takav m,
ako m uopce postoji. U suprotnom, R je karakteristike 0.

Definicija 6. Neka je K polje koje sadrzi potpolje k. Polje K tada zovemo prosirenje polja

k i oznacavamo K/k.

Definicija 7. Neka je K/k prosirenje polja. KaZemo da je element o« € K algebarski nad
k ako postoji neki ne-nul polinom f(x) € k[zx] takav da je f(a) = 0. Ako o nije algebarski,
kazemo da je transcendentan nad k. Za prosirenje K /k kaZemo da je algebarsko ako je svaki
a € K algebarski nad k.

Definicija 8. Polje K nazivamo algebarski zatvoreno ako svaki nekonstantni polinom f(x) €
K[z] ima korijen u K. Algebarski zatvarac polja k je algebarsko prosirenje k od k koje je

algebarski zatvoreno.

Definicija 9. Neka su R @S dva prstena. Preslikavangje f : R — S je homomorfizam prstena

ukoliko je i aditivno © multiplikationo, t3. ako vrijedi

fle+y)=f@)+ fy) i flzy) = f(2)f(y), 2a svaki z,y € R,
te ako je

f(1r) = f(1s).

Homomorfizam f koji je i injekcija zovemo monomorfizam, f koji je 1 surjekcija zovemo

epimorfizam. Homomorfizam koji je i injekcija i surjekcija zovemo izomorfizam.



1 Uredena polja
Neka je K polje. Uredaj na K je podskup P od K koji ima sljedec¢a svojstva:

1. Zax € K,z € Piliz =0ili —z € P i ove tri mogu¢nosti se medusobno iskljuc¢uju.
Drugim rije¢ima, K je disjunktna unija od P, {0} i —P.

2. Akosuz,y€ Pondajex+y € Pixye€ P.

Mozemo reéi da je polje K uredeno podskupom P i P zovemo skupom pozitivnih eleme-
nata.

Pretpostavimo da je K uredeno skupom P. Budué¢idaje1#0i1 =12 = (—1)?, vidimo
da je 1 € P. Iz svojstva 2. slijedida je 1+ 1+ ---+1 € P pa je K karakteristike 0. Ako je
r€Pix+#0,ondazz~t =1 ¢€ P implicira da je 7! € P.

Neka su x,y € K. Definiramo = < y (ili y > z) $to znaci da je y — x € P. Ako je x < 0,
kazemo da je x negativan. To znaci da je —x pozitivan. MozZe se lako vidjeti uobicajeni
odnos nejednakosti:

<y i z>0 implicira rz < Yz

<y i y<z implicira T <z
1 1

xr <y i x,y >0 implicira ; < .

Definiramo x < y §to znaci x < y ili x = y. Tada x < y iy > x povlaci da je z = y.
Ako je K udredeno i z € K, x # 0, onda je x? pozitivan jer je 2% = (—z)? ili je z € P ili
je —x € P. Takav zbroj kvadrata je pozitivan ili 0.

Neka je E polje. Tada je produkt sume kvadrate u F suma kvadrata. Ako su a,b € E
sume kvadrata i b # 0, tada je a/b suma kvadrata.

Prva tvrdnja je o¢igledna, takoder i druga iz izraza a/b = ab(b=1)2.

Ako je E polje karakteristike razlicite od 2 i —1 je suma kvadrata u F, tada je svaki
element a € E suma kvadrata jer je 4a = (1 +a)? — (1 — a)?.

Ako je K polje s uredajem P i I’ potpolje, tada oc¢ito, P N I’ definira uredaj na F koji
zovemo inducirani uredaj.

Primjetimo da se nasa dva aksioma 1. i 2. primjenjuju u prstenu. Ako je A ureden prsten
s 1 # 0, jasno je da A ne moze imati djelitelja nule i moze se prosiriti uredaj na A na polje
kvocijenata na ocigledan nacin: razlomak A je pozitivan ako se moze pisati u obliku a/b
za a,b € A1ia,b> 0. Moze se lako vidjeti da se na ovaj nacin dobiva uredaj na polju
kvocijenata.

Primjer 1. Definiramo uredaj na prstenu polinoma RI[t] realnih brojeva. Polinom

ft)=ant™+---+ag



pri cemu je a, # 0, je pozitivan ako je a, > 0. Aksiomi se mogu jednostavno provjeriti.
Imamo na umu da jet > a za svaki a € R. Takav t je beskonacno velik u odnosu na R.
Postojanje beskonacno velikih(ili malih) elemenata uredenih polja je glavna karakteristika

koja polja razlikuje od podpolja realnih brojeva.

Prokomentirati ¢emo postojanje beskona¢no velikih brojeva.

Neka je K uredeno polje i neka je F' podpolje s induciranim uredajem. Kao obi¢no,
stavimo da je |z | = x ako je x > 01| z | = —z ako je < 0. Kazemo da je element « iz K
beskonac¢no velik nad F' ako je | a | > z za svaki x € F'. Kazemo da je beskona¢no mal nad
Fako0<|a|<|x|zasvakiz € F, x # 0. Vidimo da je a beskona¢no velik ako i samo
ako je a~! beskona¢no mal. KaZemo da je K arhimedsko nad F' ako K nema elemenata
koji su beskonac¢no veliki nad F. Medupolje Fi, takvo da je K D F; D F', je maksimalno
arhimedsko nad F' u K ako je arhimedsko nad F' i ne postoji drugo medupolje sadrzano u F
koje je arhimedsko nad F. Ako je F} arhimedsko nad F'i F, arhimedsko nad F}, onda je Fj
arhimedsko nad F'. Stoga po Zornovoj lemi uvijek postoji maksimalno arhimesko podpolje
Fy od K nad F. Kazemo da je F' maksimalno arhimedsko polje u K ako je maksimalno
arhimedsko nad sobom u K.

Neka je K uredeno poljei F' potpolje. Neka je o skup elemenata iz K koji nisu beskonacno
veliki nad F'. Jasno je da je o prsten i da za bilo koji v iz K imamo da je aili o' € o. Stoga
o zovemo valuacijski prsten koji sadrzi F'. Neka je m ideal svih o € K koji su beskona¢no
mali nad F. Tada je m jedinstven maksimalan ideal od ¢ jer svaki element u o, koji nije u

m, ima inverz u 0. o zovemo valuacijski prsten dobiven uredajem na K/F.

Propozicija 1. Neka je K uredeno polje i F' podpolje. Neka je o valuacijski prsten dobiven

uredajem K/F i neka je m njegov maksimalan ideal. Tada je o/m realno polje.

Dokaz: U suprotnom, mogli bismo napisati
1= a?+a

pri cemu a; € 0 i a € m. Kako je Y a? pozitivno i «a je beskonac¢no mali, takva relacija je
oCito nemoguca.

]



2 Realna polja

Za polje K kazemo da je realno ako —1 nije suma kvadrata u K. Za polje K kazemo
da je realno zatvoreno ako je realno i ako je bilo koje algebarsko prosirenje polja K koje je
realno jednako K. Drugim rije¢ima, K je maksimalno realno polje u algebarskom zatvaracu.

Propozicija 2. Neka je K realno polje.

(i) Ako a € K, onda je K(y/a) ili K(v/—a) realno polje. Ako je a suma kvadrata u K,
onda je K(y/a) realno polje. Ako K(\/a) nije realno polje, onda je —a suma kvadrata
u K.

(i1) Ako je f ireducibilan polinom neparnog stupnja n uw K[X] i ako je a nultocka od f,
onda je K(a) realno polje.

Dokaz: Neka je a € K. Ako je a kvadrat u K, tada je K(y/a) = K i stoga je realno polje
prema pretpostavci. Pretpostavimo da a nije kvadrat u K. Ako K(y/a) nije realno polje,
tada postoje b;, ¢c; € K takvi da

—1=> (bi+civa)
= Z(bl2 + 2¢;ibiv/a + cia).

Posto je v/a stupnja 2 nad K, slijedi

—1=>0+ad
Ako je a suma kvadrata u K, dobili smo kontradikciju. U svakom sluc¢aju, zaklju¢ujemo da

143562
P

je kvocijent sume kvadrata i da je —a suma kvadrata. Stoga je K(y/a) realno polje pa je
dokazana prva tvrdnja.
Prema drugoj tvrdnji, pretpostavimo da K («a) nije realno polje. Tada piSemo

—1=73gi(a)?
pri ¢emu su polinomi g; u K (X) stupnja koji je manji ili jednak n — 1. Postoji polinom A u
K[X] takav da

—1 =32 gi(X)* + h(X) f(X).
Suma od ¢;(X)? ima paran stupanj i ovaj stupanj mora biti > 0, inace je —1 suma kvadrata
u K. Ovaj stupanj je < 2n — 2. Kako f ima neparni stupanj n, slijedi da A ima neparan
stupanj koji je < n — 2. Ako je 8 nultocka od h onda znamo da je —1 suma kvadrata u

K(B). Kako je stupanj polinoma h manji od stupnja polinoma f, dokaz je zavrSen.

]



Neka je K realno polje. Realno zatvoreno polje L koje je algebarsko nad K zovemo realni

zatvarac.

Teorem 1. Neka je K realno polje. Tada postoji realni zatvarac od K. Ako je R realno
zatvoreno polje, onda R ima jedinstveni uredaj. Pozitivni elementi su kvadrati od R. Svaki

pozitivni element je kvadrat i svaki polinom neparnog stupnja u R[X] ima nultocku u R.

Imamo R* = R(v/—1).

Dokaz: Prema Zornovoj lemi, nase polje K je sadrzano u nekom realnom zatvorenom polju
koje je algebarsko nad K. Neka je R realno zatvoreno polje. Neka je P skup ne-nul elemenata
iz R koji su sume kvadrata. Tada je P zatvoren na operacije zbrajanja i mnozenja. Prema
Propoziciji 2., svaki element skupa P je kvadrat u Riza a € R, a # 0, imamo da je a € P
ili —a € P. Takav P definira uredaj. Nadalje, prema Propoziciji 2., svaki polinom neparnog
stupnja nad R ima nultocku u R. O

Korolar 1. Neka je K realno polje i a element polja K koji nije suma kvadrata. Tada postoji

uredaj na K u kojem je a negativan.

Dokaz: Polje K (v/—a) je realno prema Propoziciji 1. i stoga ima uredaj kao podpolje realnog
zatvaraca. U tom uredaju —a > 0 i zato je a negativan.
O

Propozicija 3. Neka je R polje takvo da R # R* ali R® = R(v/—1). Tada je R realno i
stoga je realno zatvoreno polje.

Dokaz: Neka je P skup elemenata iz R koji su kvadrati i # 0. Tvrdimo da je P uredaj na
R. Neka je a € R, a # 0. Pretpostavimo da a nije kvadrat u R. Neka je a nultocka od
X? —a = 0. Tada je R(a) = R(y/—1) i stoga postoje c,d € R takvi da je a = ¢ + dv/—1.
Tada je

a? = + 2cd/—1 — d?.

Pogto su 1,y/—1 linearno nezavisni nad R, slijedi da je ¢ = 0 (zbog a ¢ R) i stoga je —a
kvadrat.

Sada éemo dokazati da je suma kvadrata kvadrat. Zbog jednostavnosti, pisemo i = /—1.
Buduéi da je R(i) je algebarski zatvoreno polje, za a,b € R mozemo pronaéi ¢,d € R tako
da je (c+ di)* = a+ bi. Tada je a = ¢ — d* i b = 2cd. Stoga

a’+ b2 = ( + d?).

kao Sto je pokazano.
Ako a € R, a # 0, tada a i —a ne mogu biti kvadrati u R. Stoga je P je uredaj i nasa
propozicija je dokazana.
O

Teorem 2. Neka je R realno zatvoreno polje i f(X) polinom u R[X]. Neka su a,b € R i
pretpostavimo da je f(a) < 0 i f(b) > 0. Tada izmedu a i b postoji ¢ takav da je f(c) = 0.



Dokaz: Kako je R(y/—1) algebarski zatvoreno polje, slijedi da se f cijepa u produkt iredu-
cibilnih faktora prvog ili drugog stupnja. Ako je X2 + aX + 3 ireducibilan («, 3 € R) tada
je suma kvadrata, preciznije

a2 a?
X+5) + (8-,
() (0-%)
te moramo imati 483 > o jer smo pretpostavili da je nas faktor ireducibilan. Zato je promjena
predznaka od f posljedica promijene predznaka linearnog faktora koji je trivijalno provjeren

kao korijen koji se nalazi izmedu a i b.

]

Lema 1. Neka je K podpolje uredenog polja E. Neka je o € E algebarski nad K 1 nultocka

polinoma
f(X)=X"4+a, 1 X" '+ +ag
sa koeficijentima u K. Tada vrijedi | o |< 14+ | a1 |+ + ] ao | -

Dokaz: Ako je | o | < 1, tvrdnja je o¢ita. Ako je | a | > 1, | a |" piSemo u obliku nizeg
stupnja, dijelimo sa | a [*~! i na taj na¢in smo dokazali lemu.

]

Primijetimo da lema implicira kako element koji je algebarski nad uredenim poljem ne
moze biti beskona¢no velik u odnosu na to polje.

Neka je f(X) polinom sa koeficijentima u realnom zatvorenom polju R te pretpostavimo
da f nema viSestruke nultocke. Neka su v < v elementi iz R. Prema Sturmovom nizu za f

nad intervalom [u, v] mislimo na niz polinoma

S:{f:f[],f/:flv“'afm}

koji imaju slijedec¢a svojstva:

1. Posljednji polinom f,, je konstanta razli¢ita od nule.

2. Ne postoji tocka = € [u,v] takva da f;j(z) = fj41(x) = 0 za bilo koji 0 < j <m — 1.

3. Ako x € [u,v] i fj(x) =0zaneki j=1,...,m—1, onda f;_1(x) i f;+1(x) imaju suprotne
predznake.

4. Za svaki j =0,...,m vrijedi da je f;(u) #01 f;(v) # 0.

Za bilo koji z € [u,v] koji nije nultocka nekog polinoma f; sa Wi(z) oznacavamo broj

promjena predznaka u nizu
{f(l’), f1<l'), SRR fm(x)}7
te Ws(x) zovemo promjena predznaka u nizu.

Teorem 3 (Sturmov teorem). Broj nultocki od f izmedu u i v je jednak Ws(u) — Wy(v) za

bilo koji Sturmov niz S.



Dokaz: Primjecujemo da ako je a3 < ay < --- < «, uredeni niz nultocki polinoma f; u
[u,v] zaj =0,...,m—1, tada je W(z) konstanta na otvorenom intervalu izmedu navedenih
nultocki, prema Teoremu 2. Stoga je dovoljno dokazati da ako postoji tocno jedan element «
takav da u < a < v i a nultocka nekog f;, tada je Wy(u) — W,(v) = 1 ako je o nultocka od f
i 0 inace. Pretpostavimo da je a nultocka nekog f;, za 1 < j < m—1. Tada f;_1(a), fj+1()
imaju suprotne predznake prema svojstvu 3. i ti predznaci se ne mijenjaju kada a zamijenimo

sa u ili v. Stoga je promjena predznaka u

{fi-1(w), fi(w), fi+a(w)} i {fj-1(v), f5(v), fi1(v)}
ista, naime jednaka 2. Ako « nije nultocka od f, zakljucujemo da
Ws(u) = Ws(v)

Ako je v nultocka od f, tada f(u) i f(v) imaju suprotne predznake, ali f'(u) i f'(v) imaju
iste predznake, naime, predznak od f’(«). U ovom slucaju,

WS(U) = W5<U) + 1.

To dokazuje na$ teorem.
O

Lako je napraviti Sturmov niz za polinome bez viSestrukih nultocki. Pomoé¢u Euklidovog

algoritma, pisemo

f=af —f
Jfo=g2f1— f3,

fm—2 - gm—lfm—l - fm7

koristeéi f' = f. Kako f, f’ nemaju zajednickih faktora, posljednji ¢lan ovog niza je kons-
tanta razli¢ita od nule. Ostala svojstva Sturmova niza mogu se lako provjeriti jer ako dva
uzastopna polinoma u nizu imaju zajednicku nulu, tada su svi nula, Sto je kontradikcija

¢injenici da posljednji ¢lan nije.

Korolar 2. Neka je K uredeno polje, f ireducibilan polinom nad K d¢iji je stupanj veci ili
jednako 1. Broj nultocki od f u dva realna zatvaraca od K koji inducira dani uredaj na K
Je 1sti.

Dokaz: Uzmemo dovoljno veliki pozitivni v i dovoljno veliki negativni v iz K tako da sve
nultocke od f i su sve nultocke polinoma u Sturnovom nizu izmedu v i v, prema Lemi 1.
Tada je Ws(u) — Ws(v) potpuni broj nultoc¢ki od f u bilo kojem realnom zatvaracu od K

koji inducira dani uredaj.
]

Teorem 4. Neka je K wuredeno polje i neka su R, R’ realni zatvaraci od K, ¢iji uredaji
induciraju odredeni uredaj na K. Tada postoji jedinstveni izomorfizam o : R — R’ nad K i

taj izomorfizam cuva ureday.



Dokaz: Pokazimo prvo da s obzirom na kona¢no potprosirenje £ od R nad K postoji ulaganje
od £ u R nad K. Neka je F = K(«), te neka je

f(X) = Irr(a, K, X).

Tada je f(a) = 01 posljedica Sturmova teorema (Korolar 2.) pokazuje da f ima nultocku
f u R'. Stoga postoji izomorfizam od K («) na K(f) nad K, preslikavanje a na f.

Neka su aq, ..., «, razli¢ite nultocke od f u R i neka su (3, ..., 3, razli¢ite nultocke od
fu R'. Kazemo

o < -+ < a, uuredaju na R,

By < -+ < By uuredaju na R'.

Tvrdimo da je m = n i da mozemo izabrati ulaganje o od K(ay,...,a,) u R’ tako da je
oa; = f; za vrijednost ¢ = 1,...,n. Doista, neka je v; element od R takav da

V= —a;zati=1,...,n—1
ineka je £y = K(ay,...,Qn,71,---,Vn—1). Prema videnom, postoji ulaganje o od E; u R’ i

tada je o1 — oy kvadrat u R'. Stoga je
oy < -+ < Oy,

Ovo dokazuje da je m > n. Prema simetriji, slijedi da je m = n. Stoviée, uvjet oo; = f; za
i =1,...,n odreduje utjecaj o0 na K(«y,...,q,). Zaklju¢ujemo da o ¢uva uredaj. Neka je
y€ K(ay,...,a,)10<y. Neka y € R takav da v2 = y. Tada postoji ulaganje od

K(alv' <y Oy Y1y e 7777»—17’)/)

u R’ nad K koje mora inducirati o na K(aq,...,qa,) i koje je takvo da je o7y kvadrat, stoga
je > 0, kao sto je zakljuceno.
Koriste¢i Zornovu lemu, sada je jasno da imamo izomorfizam sa R u R’ nad K. Ovaj

izomorfizam ¢uva uredaj zato Sto preslikava kvadrate u kvadrate.

]

Propozicija 4. Neka je K uredeno polje, K' prosirenje takvo da ne postoji relacija

n

2

—1= E ;0
i=1

za 1 € K,a; > 0 1 aK'. Neka je L polje dobiveno iz K' pridruZivanjem kvadrata korijena

svih pozitivnih elemenata od K. Tada je L realno polje.

Dokaz: U suprotnom, postoji relacija

n

2

1= E o0
i=1



za a; € K,a > 01q; € L. (Mozemo uzeti da je a; = 1.) Neka je r najmanji cijeli broj
takav da mozemo napisati relaciju sa a; u potpolju od L

K'(Vby,...,Vb)

za b; € K,b; > 0. PiSemo
a; = x; + yiv/by
sa 2;,9; € K'(V/b1,...,+/by—1). Tada

—-1= Zai(% + y@\/gf
= Z ai(z? + Qxiyi\/a + i)

Prema hipotezi, v/b, ne pripada K’(by,...,/b._1). Stoga je
—1=>"az? + Y aiby?,

u kontradikciji s minimalnom vrijednosti 7.

]

Teorem 5. Neka je K uredeno polje. Postoji realni zatvara¢ R od K koje inducira dani
uredaj na K.

Dokaz: Uzmimo da je K’ = K kao u Propoziciji 4. Tada je L realno polje i sadrzano u
realnom zatvaracu.

]

Korolar 3. Neka je K uredeno polje © K' prosirenje polja. Kako bi postojao uredaj na K’

koje inducira dani uredaj na K, nuzno je i dovolyno da ne postoji relacija

zaa; € K,a; >010; € K'.

Dokaz: Ako ne postoji takva relacija, tada Propozicija 4. navodi da je polje L sadrzano u
realnom zatvaracu, ¢iji uredaj inducira uredaj na K’ i dani uredaj na K, po Zelji.

[]

Primjer 2. Neka je Q% polje algebarskih brojeva. Odmah vidimo da Q ima samo jedan
uredaj, obicni uredaj. Stoga su bilo koja dva realna zatvaraca od Q u Q% izomorfna, pomocu
jedinstvenog izomorfizma. Realni zatvaraci od Q u Q% su tocno ta podpolja od Q% koja
mmaju konacan stupanj unutar Q*. Neka je K konacno realno prosirenje polja Q, sadrZano
u Q% FElement a iz K je suma kvadrata v K ako © samo ako je svaki konjugirani realn:
broj a. pozitivan, ili ekvivalentno, ako i samo ako je svaki konjugirani o u jednom od realnih

zatvaraca od Q u Q% pozitivan.



3 Realne nule 1 homomorfizmi

Bas kao Sto je razvijena teorija o proSirenju homomorfizama u algebarski zatvoreno polje,
zelimo razviti teoriju za vrijednosti u realno zatvorenom polju. Jedan od glavnih teorema je

slijededi:

Teorem 6. Neka je k polje te K = k(xy....,x,) konacéno prosirenje. Pretpostavimo da je
K wuredeno polje. Neka je Ry realni zatvarac od k koji inducira isti uredaj na k kao Sto je

K. Tada postoji homomorfizam.

o klxy, ...,z = Ry
nad k.
Primjenom Teorema 6., dobivamo:
Korolar 4. Poput zapisa u teoremu, neka je yi, ..., y, € klz| i pretpostavimo da je

Y1 <Y < - <YUnm

zadant uredaj na K. Tada moZemo izabrati ¢ takav da je

Py < < PYm-

Dokaz: Neka je v; € K® takav da je v* = y;11 — 3. Tada na K(71,...,%m_1) postoji ureda;
koji inducira zadani uredaj na K. Primjenjujemo teorem na prstenu
k[xlv s 7xna’yila s 7,7;11—17717 s 77m—1]-
O

Korolar 5. (Artin). Neka je k realno polje koje ima samo jedan uredaj. Neka je f(X1,...,X,) €
k(X) racionalna funkcija koja ima svojstvo da za sve (a) = (ay,...,a,) € ngn) za koje je
f(a) definirano, vrijedi f(a) > 0. Tada je f(X) suma kvadrata u k(X).

Dokaz: Pretpostavimo da je na$ zaklju¢ak netocan. Prema Korolaru 4., postoji uredaj na
k(X) u kojem je f negativna. Primjenjujemo Korolar 4. na prsten

KX, X, R(X)7Y]

gdje je h(X) nazivnik polinoma f(X). MoZemo prona¢i homomorfizam ¢ ovog prstena u Ry
takav da je ¢(f) < 0. Ali

o(f) = fl,...,0X,).

je kontradikcija. Neka je a; = ¢(X;) kako bi zakljucili dokaz.
]

Lema 2. Neka je R realno zatvoreno polje © neka je Ry potpolje koje je algebarski zatvoreno
u R (tj. takvo da je svaki element od R koji se ne nalazi u Ry transcendentan nad R). Tada

je R realno zatvoreno.



10

Dokaz: Neka je f(X) ireducibilan polinom nad Ry. Cijepa se u R na linearne i kvadratne
faktore. Njegovi koeficijenti u R su algebarski nad Ry i stoga se nalaze u R. Zato je f(X) sam
po sebi linearan, ili kvadratno ireducibilan preko Ry. Pomocu teorema srednje vrijednosti,
moZemo pretpostaviti da je f pozitivno definiran, tj. f(a) > 0 za svaki a € Ry. Bez
smanjenja opcenitosti, moZzemo pretpostaviti da je f(X) = X2+ b? za neki b € Ry. Bilo koji
korijen ovog polinoma dati ¢e v/—1 i zato je jedino algebarsko progirenje od Ry Ro(v/—1).
To dokazuje da je Ry realno zatvoreno.

O

Neka je Ry realni zatvara¢ od K koji inducira zadani uredaj na K. Neka je R, algebarski
zatvara¢ od k u Rg. Prema lemi, Ry je realno zatvoreno.
Promatramo polje Ro(x1, ..., 2,). AkomoZzemo dokazati nas teorem za prsten Ry|z1, ..., zy)

i prona¢i homomorfizam
w . Ro[l’l, . ,an] — Ro,

tada uzimamo da je 0 : Ry — Ry izomorfizam nad k (koje postoji prema Teoremu 5) i
uzimamo da je ¢ = o o kako bi rijesili nas problem nad k.

Zatim, neka je F' medupolje, K D F D k, takvo da je K stupnja transcendentnosti 1
nad F'. Neka je Ry realni zatvara¢ od K koji ¢cuva uredaj i neka je Rp realni zatvara¢ od
F sadrzan u Rg. Ako znamo na$ teorem za prosirenje dimenzije 1, tada mozemo pronaci

homomorfizam
Y Rplxy,..., 2z, = Rp.

Napominjemo da polje k(¢xy, . .., 1x,) ima stupanj transcendentnosti koji je manji ili jednak
n—1 1 da je realno, posto je sadrzano u Rr. Stoga smo induktivno reducirani na slucaj kada
K ima dimenziju 1 i kao $to je prethodno videno, kada je k realno zatvoreno.

Nasa tvrdnja se moze tumaciti geometrijski. Mozemo pisati da je K = R(z,y) za z tran-
scendentno nad R i (z,y) zadovoljavajuéi neki ireducibilni polinom f(X,Y) =0 u R[X,Y].
Ono Sto u sustini zelimo dokazati je to da postoji beskona¢no mnogo toc¢aka na krivulji
f(X,Y) = 0 sa koordinatama koje leze na R, tj. beskona¢no mnogo realnih tocaka.

Glavna ideja je pronaéi neke tocke (a,b) € R? takve da je f(a,b) = 0 ali da je Dy f(a,b) #
0. Tada mozemo koristiti teorem srednje vrijednosti. Vidimo da f(a, b+ h) mijenja predznak
kada se h mijenja iz malog pozitivnog u veliki negativni element od R. Ako uzmemo da je
a’ € R blizu a, tada f(a’,b+ h) takoder mijenja predznak za mali h i stoga je f(a/,Y) ima
nulu u R za sve ¢ dovoljno blizu a. Na ovaj na¢in dobivamo beskona¢no mnogo nula.

Kako bi pronasli tocku, uzimamo u obzir da je polinom f(x,Y’) poput polinoma jedne
varijable Y sa koeficijentima u R(z). Bez smanjenja opéenitosti mozemo pretpostaviti da taj

polinom ima glavni vodeéi koeficijent 1. Pravimo Sturmov niz za ovaj polinom, na primjer

{f(z,Y), filz,Y),..., f(2,Y)}.
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Neka je d stupanj od f. Ako pomocu A(z) = (ag—1(z), .. .,ao(x)) oznacavamo koeficijente od
f(z,Y), tada prema Euklidovom algoritmu, vidimo da koeficijenti polinoma u Sturmovom

nizu mogu biti izrazeni kao racionalne funkcije

{Gu(Ax))}
za polinome a4_1(x),...,ap(x). Neka je
v(z)=1%ag1(x) -+ ap(z) + s,

gdje je s pozitivni cijeli broj, a predznaci su odabrani tako da svaki ¢lan polinoma u ovoj
sumi daje pozitivni doprinos. Neka je u(x) = —v(z), i uzmimo s takav da ni v ni v nije

korijen bilo kojeg polinoma u Sturmovom nizu za f.

Lema 3. Neka je R realno zatvoreno polje i {h;(x)} konacan skup racionalnih funkcija jedne
varijable sa koeficijentima u R. Pretpostavimo da je racionalno polje R(x) uredeno na neki
nacin, tako da svaki hi(x) ima predznak uz sebe. Tada postoji beskonacno mnogo posebnih

vrijednosti ¢ od x u R takvih da je h;(c) definirano i ima isti predznak kao h;(x) za svaki i.

Dokaz: S obzirom na brojnike i nazivnike racionalnih funkcija, mozemo pretpostaviti bez

smanjenja opcenitosti da su h; polinomi. Tada piSemo

hi(z) = a[l(z = A) [1p(2),
gdje je prvi produkt prosiren nad sve korijene A od h; u R te drugi produkt nad pozitivno
definitne kvadratne faktore nad R. Za bilo koji £ € R, p(§) je pozitivan. Stoga je do-
voljno pokazati da su predznaci od (z — \) o¢uvani za svaki A zamjenom beskona¢no mnogo

vrijednosti a za . Uredujemo sve vrijednosti od A i od x i dobivamo
LM< T < A<

gdje su moguci A; ili Ay izostavljeni ako je x veci ili manji nego bilo koji A. Bilo koja
vrijednost a od x u R izabrana izmedu A; i Ay zadovoljit ¢e zahtjeve leme.
m

Kako bi primijenili lemu za postojanje nase tocke, uzmimo da se neke racionalne funkcije
{h1(x)} sastoje od svih koeficijenata aq_1(x),...,ao(x), svih racionalne funkcija G,(A(z)),
i svih vrijednosti f;(z,u(x)), fj(z,v(x)) ¢ije promjene predznaka zadovoljavaju Sturmov
teorem. Tada pronalazimo beskona¢no mnogo posebnih vrijednosti & od = u R koje su
satuvale predznake tih racionalnih funkcija. Tada polinomi f(«,Y’) imaju korijene u R i za
sve osim kona¢nog broja od «, ti korijeni daju umnozak 1.

Stvar je jednostavnog nacina shvacanja da za sve osim kona¢nog broja to¢aka na krivulji,
elementi z1, ..., x, leze na lokalnom prstenu homomorfizma R[z,y] — R preslikavanje (z,y)
u (a,b) tako da je f(a,b) =0, ali Dyf(a,b) # 0. Na ovaj nac¢in dobivamo homomorfizam

Rlxy, ...,z = R,

time dokazujuéi Teorem 6.
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Teorem 7. Neka je k realno polje, K = k(x1,...,x,,y) = k(x,y) je konacno generirano
proirenje takvo da su xy, ..., x, algebarski neovisni nad k te je y algebarski nad k(x). Neka
je f(X,Y) ireducibilan polinom u k[ X, Y| takav da je f(x,y) = 0. Neka je R realno zatvoreno
polje koje sadrzi k i pretpostavimo da ondje postoji (a,b) € R"™ tako da je f(a,b) =0 ali

Dn+1f(a7 b) 7é 0.

Tada je K realno.

Dokaz: Neka su tq,...,t, algebarski nezavisni nad R. Induktivno, mozemo zadati uredaj na
R(ty,...,t,) tako da je svaki ¢; beskona¢no mali s obzirom na R. Neka je R’ realni zatvarac
od R(ty,...,t,) koji ¢uva uredaj. Neka je u; = a; +1t; za svaki ¢ = 1,...,n. Tada f(u,b+h)
mijenja predznak za mali h pozitivan i negativan u R i stoga f(u,Y’) ima korijen u R’. Kako
je f ireducibilan, izomorfizam sa k(z) na k(u) koji preslikava x; na u; prosiruje se na ulaganje
od k(x,y) u R' i stoga je K realno polje.

]



13

Literatura

[1] Serge Lang, Algebra: Graduate Texts in Mathematics, Springer-Verlag, New York, 2002.

[2] Boris Sirola, Algebarske strukture: Prsteni, polja i algebre, PMF —Matematicki odjel,
Zagreb, 2008.



