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Uvod

Jedna od osnovnih razlika bayesovske u odnosu na klasi¢nu statistiku je da se u bayesovskoj
statistici i parametri u statistickom modelu modeliraju kao sluc¢ajne varijable, odnosno vek-
tori, dok se u klasi¢cnom pristupu tretiraju kao fiksne vrijednosti. U bayesovskoj statistici i
prije samog promatranja podataka imamo neka vjerovanja o parametru koja su iskazana u
inicijalnoj, odnosno apriornoj, distribuciji parametra. Na temelju podataka, a koristenjem
Bayesove formule, azuriramo vjerovanja o parametru. Na taj na¢in dobivamo aposteriornu
distribuciju parametra. Jos jedna prednost bayesovske statistike je u intuitivnhom pristupu
testiranju hipoteza o parametru.

Dugi niz godina bayesovska statistika je bila zapostavljena zbog nemoguénosti ra¢unanja
izraza koji se pojavljuju u Bayesovoj formuli, ali razvojem racunalne znanosti ova je mana
uklonjena. Naime, pri azuriranju apriorne distribucije ¢esto se pojavljuju integrali koje
je nemogucée egzaktno izraziti i tesko izracunati. Razvojem Monte Carlo Markovljevih la-
naca (Monte Carlo Markov Chain, Cesto se oznacava kraticom MCMC) ovaj problem se
rjeSava jer postaje moguce simuliranje uzoraka iz aposteriorne distribucije bez eksplicitnog
izracunavanja problematicnih izraza. Jedna od MCMC metoda je Metropolis-Hastings algo-
ritam koji ¢e se koristiti u ovom radu.



Bayesovsko statisticko zakljucivanje 3

1 Osnovni pojmovi

Bayesovski prisup bazira se na Bayesovom teoremu. Stoga, kako bismo mogli proucavati
bayesovski pristup statistickom zakljucivanju potrebno je poznavati osnove teorije vjerojat-
nosti. Zato ¢emo kratko definirati i iskazati kljucne pojmove i tvrdnje koje se koriste za
bayesovski pristup.

Neka je © # () neki neprazan skup. S P(£2) oznacavamo partitivni skup od €.

Definicija 1.1. Familija F podskupova skupa Q (F C P(Q2)) naziva se o-algebra na skupu
Q ako vrijedi:

1. D e F,
2. ako je A € F, onda je i A° € F,

3. ako je (An,n € N) € F prebrojiva familija skupova iz F, onda vrijedi i

U A, e F.

=1

Definicija 1.2. Neka je F C P(2) o-algebra na skupu Q. Uredeni par (2, F) naziva se
1zmjeriv prostor.

Definicija 1.3. Neka je (€2, F) izmjeriv prostor. Funkcija P : F — R je vjerojatnost na §)
ako vrijed:

1. P(A) >0, za svaki A € F,
3 P =1,
3. Ako su A, € F, i e Ni AiNA; =0 zai#j (A medusobno disjunktni). Tada vrijedi

P(U Ai) = > P(A).

1€EN 1€EN

Definicija 1.4. Uredena trojka (2, F, P), gdje su F o-algebra na Q) i P vjerojatnost na F,
naziva se vjerojatnosni prostor.

Primijetimo nekoliko osnovnih karakteristika funkcije vjerojatnosti P koje lako dobivamo
iz definicije vjerojatnosnog prostora. Elemente o-algebre F nazivamo dogadajima, a broj
P(A), gdje je A € F, nazivamo vjerojatnost dogadaja A.

Teorem 1.1. Neka je (2, F, P) vjerojatnosni prostor. Vrijedi sljedece:
1, Ply=10,

2. Ako su Ay, ..., A, medusobno disjunktni skupovi, odnosno A;NA; =0, za i # j tada je

3. ABeFiACB= P(A) < P(B),
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b A eF,neN= P(l) A) <3 P(A),
n=1

n=1
5. ABeF = P(AUB)=P(A)+ P(B) — P(ANnB),
6. A€ F = P(A°) =1- P(A).
Dokaz se moze naéi u [1].

Definicija 1.5. Neka je (2, F, P) vjerojatnosni prostor i neka su A, B dogadaji iz F (A, B €
F). A i B su nezavisni ako vrijedi P(AN B) = P(A)P(B).

Definicija 1.6. Neka je (X2, F, P) vjerojatnosni prostor i neka je A € F takav da vrijedi
P(A) > 0. Funkcija Py : F — |0, 1] definirana s

P(AN B)

, Be F

je vjerojatnost na F i naziva se uvjetna vjerojatnost uz uvjet A. Broj P(B|A) naziva se
vjerojatnost od B uz uvjet da se dogodio dogadaj A.

Dodatno, definiciju uvjetne vjerojatnosti uz uvjet A (A € F) mozemo prosiriti na slucaj
kada je P(A) = 0. U tom sluc¢aju uzimamo da je P(B|A) = P(B) ako je P(A) =0, B € F.
Primijetimo, P(A N B) = P(B)P(A|B) = P(A)P(B|A), A,B € F. Obzirom da je Pa
vjerojatnost na o-algebri F, iz teorema 1.1 slijedi:

Propozicija 1.1. Neka je (2, F, P) vjerojatnosni prostor i A € F takav da je P(A) > 0.
Vrrijedu sljedece:

1. P(0|A) =0,
P(B€|A) =1- P(B|A), B€ F,
Ay, Ay € F = P(A; U Ay|A) = P(A1|A) + P(Ay|A) — P(A; N Ay)A),

™ o e

Al,AQ e F 1 A1 Q AQ = P<A1|A> S P(A2|A),
5 A€ F,neN= P(UJ AA) < 3 P(Ad|A).
n=1 n=1

Dokaz se moze naéi u [1]. Za uvodenje pojma slucajne varijable potrebno je definirati
nekoliko pojmova.

Definicija 1.7. Neka je R skup svih realnih brojeva. Neka je B o-algebra generirana fami-
lijom suvih otvorenih skupova na R. o-algebru B nazivamo Borelovom o-algebrom na R, a
elemente Borelove o-algebre B nazivamo Borelovim skupovima.

Borelova o-algebra na R se ¢esto oznacavais B(R). Analogno, ako imamo k-dimenzionalni
realni prostor, Borelovu o-algebru koja je generirana svim otvorenim skupovima na RF
oznacavamo s B(RF).

Definicija 1.8. Funkciyju g : R — R nazivamo Borelovom funkcijom ako vrijedi da je
g ' (B) € B, VB € B, odnosno ako je g~'(B) C B.

Sada mozemo definirati slu¢ajnu varijablu.
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Definicija 1.9. Neka je (2, F) izmjeriv prostor. Slucajna varijabla (za k = 1), odnosno
slucajni vektor (za k > 2), u paru o-algebri (F,B(R¥)) je izmjeriva funkcija X : Q — R¥,
odnosno funkcija za koju vrijedi X 1(B) € F za svako B € B(R¥), tj. X~1(B(R¥)) C F.

Budué¢i da € moze biti vrlo kompliciran i da je ponekad tesko zadati vjerojatnost P
na (€2, F), zelimo skup R opskrbiti dovoljno bogatom o-algebrom i na njoj definirati novu
vjerojatnost Px. Tada P(X € A) ra¢unamo kao Px(A). Kako smo na R definirali Borelovu
o-algebru, ostaje nam jos definirati odgovarajucu vjerojatnost Py. To ¢emo napraviti na
sljeded¢i nacin:

Px(B) := P(X € B) = P(X"'(B)), B € B.

Vjerojatnost Px jos nazivamo vjerojatnosna mjera inducirana slucajnom varijablom X. Za
vjerojatnosni prostor (R, B, Px) kazemo da je vjerojatnosni prostor induciran slué¢ajnom
varijablom X.

Definicija 1.10. Neka je X slucajna varijabla na skupu 2. Funkcija distribucije od X je
funkcija Fx : R — [0,1] definirana kao Fx(x) = Px({ — o0,z]) = P(X € ( —o0,z]) =
P(X <zx),zeR.

Pristup racunanju vjerojatnosti dogadaja ovisi o tipu slucajne varijabli. Osnovni tipovi
slucajnih varijabli su diskretne i neprekidne sluc¢ajne varijable.

Definicija 1.11. Za slu¢ajnu varijablu X kazZemo da je diskretna ako postoji konacan (ili
prebrojiv) skup D C R takav da je Px(D) = P(X € D) =1.

Diskretne slucajne varijable najcesée se zadaju tablicom distribucije

X — ( Ty X9 e Xy, oo >’
Pt P2 - Pn -
pri ¢emu su zy,...,x, mogucée realizacije sluc¢ajne varijable X, a p; = P(X = x;), za i €
{1,...,n,...}.

Definicija 1.12. Neka je X slucajna varijabla na (Q, F, P) s funkcijom distribucije F.
Kazemo da je X neprekidna slucajna varijabla ako postoji nenegativna realna Borelova funk-
cija f: R — Ry takva da vrijed

Fx(@)= P(X <z)= [ f(t)dt, z €R.

Funkciju f nazivamo funkcijom gustoce slucajne varijable X .

Ostali temeljni pojmovi iz podrucja vjerojatnosti i statistike potrebni za pracenje i razu-
mijevanje ovog rada mogu se naéi u [1].
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2 Funkcija vjerodostojnosti i Bayesov teorem

Neka su dani podaci z1, 2, ..., T, koji su realizacije jednako distribuiranih slu¢ajnih varijabli
X1, Xy, ..., X, ali pri ¢emu ne znamo kojoj distribuciji pripadaju. S Py oznacimo familiju
svih distribucija kojima X7, X5, ... X, mogu pripadati. Primjerice, Py moze biti familija svih
normalnih distribucija, svih Poissonovih distribucija itd. Za Py mora vrijediti da moze biti
indeksiran konacno dimenzionalnom realnom veli¢inom, odnosno parametrom. Npr. ako Py
sadrzi sve Poissonove distribucije, tada parametar mozemo oznaciti s A, gdje A predstavlja
ocekivani broj realizacija promatranog dogadaja u fiksnom vremenskom intervalu. Skup
svih vrijednosti koje parametar moze poprimiti nazivamo parametarski prostor, kojeg ¢emo
oznacavati s ®. Vjerojatnost i ocekivanje slucajnih varijabli s distribucijom iz Py, ako znamo
© = 0, oznacavamo s Py i Fy.

2.1 Funkcija vjerodostojnosti

Definicija 2.1. Neka je X = (X3, ..., X,) slucagni vektor i x = (xy, ..., z,) jedna realizacija
sluc¢ajnog vektora X. Neka je f(x|0) njegova funkcija gustoée. Funkciju po parametru 0:
L(O|x) := f(x]0), 8 € ® nazivamo funkcijom vjerodostojnosti (likelihood) od X na osnovi
realizacije x.

Navest ¢emo dva primjera funkcije vjerodostojnosti: u prvom ¢ée podaci biti iz Poissonove
distribucije, a u drugom iz normalne.

Primjer 2.1. Slucajnom varijablom iz Poissonove distribucije se modelira vjerojatnost po-
jave promatranog dogadaja u fiksnom wvremenskom intervalu. Poissonova distribucija je
odredena parametrom X\ > 0, koji predstavlja ocekivani broj realizacija dogadaja tijekom
fiksnog vremenskog intervala. Vjerojatnost da se u tom vremenskom intervalu slucajna vari-
jabla X iz Poissonove distribucije realizira s k (odnosno da se promatrani dogadaj realizira
k puta) dana je s
/\k
PX == ﬁe_)‘, E=0.1.23, ..

Pretpostavimo da je dana realizacija jednostavnog sluc¢ajnog vektora (xq,xs, ..., ) iz Poisso-
nove distribucije. Tada za funkciju vierodostojnosti za parametar A\ vrijedi:

n

LAz, yzn) = [[ P(X =2) =[] :C—Z'.e_A =
i=1 i=1 Tj- a5
i

> T

odnosno L(\|xy, ...,x,) je proporcionalno A=t e~

Primjer 2.2. Normalna (Gaussova) distribucija jedna je od najvaznijih i najkoristenijih
distribucija u vjerojatnosti i statistici. Normalna slucajna varijabla odredena je s dva para-
metra: p i o2 koji su ocekivanje i varijanca sluc¢ajne varijable s normalnom distribucijom.
Za funkciju gustoce slucajne varijable X s normalnom distribucijom vrijedi:

1 —(z—p)?
e 202

flp, o) =

2ro
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Koristimo oznaku X ~ N(p,02). Pretpostavimo da je dana realizacija jednostavnog
sluc¢ajnog vektora (xy,xs, ..., T,) iz normalne distribucije. Tada funkcija vjerodostojnosti za
parametre i i 02 glasi:

2 = 2 1\ -% Oy
L, 0|1, vy ®n) = >, flaslp, o) = | )"e = ’
i=1 2ro
& (@mw?
odnosno L(u, 02|m1, <oy Tp) je proporcionalno s o~ "e =1 27

2.2 Bayesov teorem

Bayesov teorem jedan je od osnovnih rezultata u teoriji vjerojatnosti i temelj je bayesovske
statistike. Kao sto je ve¢ naglaseno, u bayesovskoj statistici parametri se promatraju kao
slucajne varijable. Taj postupak se provodi na sljede¢i nacin: odaberemo distribuciju koja
najbolje opisuje nasa vjerovanja o parametru (ova distribucija se naziva apriorna distribucija
i jedan od najveéih problema u bayesovskom pristupu je adekvatan odabir apriorne distri-
bucije; vise o apriornoj distribuciji i nekim na¢inima njenog odabira ¢e biti rije¢i u nastavku
poglavlja), a zatim iskoristimo podatke kako bismo azurirali ta vjerovanja. Ovo azuriranje
vrsi se koristenjem Bayesovog teorema.

Teorem 2.1. (Bayesov teorem) Neka su A,B dogadaji na § i neka vrijedi P(B) > 0. Tada
vrijedi sljedeca jednakost koja se naziva Bayesova formula:

mmmzfg%gﬂl

Iz Bayesove formule ocigledno slijeds:
P(A|B) x P(B|A)P(A).

Objasnimo nacin na koji se vrsi azuriranje vjerovanja o parametru ©. Pretpostavimo
da je © diskretna slu¢ajna varijabla. Nadalje, neka F oznacava skup nekih informacija o
©. Ono sto nas zanima je distribucija parametra © u svjetlu novih informacija E, odnosno
zanima nas vjerojatnost P(© = | F). Koristimo Bayesov teorem:

P(®=4|E)=P(© = 9)—]3(]?3'%): d

Primijetimo nekoliko ¢injenica:

1. P(© = 6) je inicijalana funkcija gustoée od ©, funkcija gustoée koja se odnosi na
vjerovanja o parametru © prije uzimanja u obzir novih infomacija E. Ovu funkciju
gustoce nazivamo apriornom funkcijom gustoce.

2. Nakon uzimanja u obzir informacija F, azuriramo nasa vjerovanja o © koja su sada
sadrzana u funkciji gustoée P(0© = 6|F). Ovu gustoéu nazivamo aposteriorna gustoca.

P(E|© =0)
P(E)
vjerovanja o O, odnosno koliko ¢e promijeniti apriornu distribuciju. Primijetimo i da

je P(E|© = 0) vjerodostojnost za fiksnu vrijednost 6.

je izraz koji pokazuje koliko ¢e novi skup informacija E izmijeniti nasa
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3 Apriorna i aposteriorna distribucija

Neka je @ skup svih vrijednosti koje parametar © moze poprimiti. Nadalje, s m oznac¢imo
apriornu distribuciju parameta ©. Primijetimo da je m : & — R. Kao i dosad, jednu
realizaciju parametra © oznacavat ¢emo s 0. Primijetimo da je 6 € ®. Neka je X slucajna
varijabla ili vektor iz kojeg dolaze podaci, a x njegova realizacija. Uvjetnu funkciju gustoce
od X, uz danu vrijednost © = 6, oznac¢imo s f(x|6). Uvodimo sljedece distribucije i oznake:

1. zajednicku distribuciju slu¢ajnog vektora (©, X) s funkcijom gustoce:
(0, z) = f(z|0)m(0),

2. marginalnu distribuciju od X s funkcijom gustoce:

miz) = [ ¢(6.2)d8 = [ flalp)m(o)as

3. aposteriornu distribuciju parametra ©, odnosno uvjetnu distribuciju od © uvjetovano
na realizaciju X = z s funkcijom gustoce:

m(0|z) = f|)m(0) f(a:\@)w(e)‘

[ f@lemEde ™)

[z nacina na koji je definirana aposteriorna distribucija parametra, zaklju¢ujemo da, uko-
liko znamo funkciju gustoée f(x|6) i apriornu funkciju gustoée parametra 7(f), mozemo
izracunati aposteriornu distribuciju parametra © (odnosno imamo formulu za to, sam izracun
je Cesto problematican), odnosno azurirati nasa vjerovanja o parametru © uzimajuéi u obzir
nove informacije X = z. Sada ¢emo definirati Bayesovski statisticki model.

Definicija 3.1. Neka je (S0, F) izmjeriv prostor i neka je P neka familija vjerojatnosti
na (Q,F). Uredena trojka (2, F,P) naziva se statisticka struktura. Familija P je éesto
parametrizirana © zapisuje se u obliku:

P:{PQ:QECD}.

Definicija 3.2. Statistika na statistickoj strukturi (Q,F,P) je svaka sluc¢ajna varijabla (ili
slucajni vektor za k > 2) T : Q — R* takva da za neki n € N postoji n-dimenzionalni
slucajni vektor (X1, Xo, ..., X,,) na (Q, F,P), te izmjeriva funkcija t : R* — R* takva da je
T =f{ Xy, Kogy o, Ko ).

Definicija 3.3. Bayesovski statisticki model slucajne varijable (ili sluc¢ajnog vektora) X :
Q — R* je familija P = {f(-|0) : 0 € ®} iz prethodne definicije, pri cemu je parametru ©
pridruzena njegova apriorna distribucija s gustoéom mw(0), 0 € ®.
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3.1 Izbor apriorne distribucije

Sada ¢emo promotriti neke razli¢ite vrste apriornih distribucija, kao i metode odabira apri-
orne distribucije. Vidjeli smo na koji se nac¢in pomoc¢u Bayesovog teorema moze od apri-
orne distribucije do¢i do aposteriorne distribucije. Napomenimo ovdje i moguc¢nost jednog
neobi¢nog pristupa, moguce je odabrati apriornu distribuciju koja nije odredena vjerojat-
nosnom mjerom, nego mjerom ( o-konac¢nom na skupu ®) takvom da vrijedi:

[ 7(0)do = +o0.

[}

Definicija 3.4. Ako za apriornu funkciju gustoce m vrijeds

[ m(0)dd = +oo0,

P

apriorna distribucija naziva se generalizirana ili nepravilna.

Dok god je aposteriorna distribucija konacna, moguée je koristiti i nepravilnu apriornu
distribuciju, odnosno nepravilna apriorna distribucija ne dovodi nuzno do nepravilne apos-
teriorne distribucije ([3]). U ostalim slucajevima, odnosno u slu¢aju nepravilne aposteriorne
distribucije, statisticko zakljuc¢ivanje nece biti valjano i bayesovske metode se ne mogu ko-
ristiti.

Opcenito, kljuéni korak u bayesovskoj statistici je dobar odabir apriorne distribucije.
Dobar odabir apriorne distribucije nije trivijalan, a za cilj ima da apriorna distribucija sadrzi
sto vise informacija koje znamo o promatranom parametru © prije nego Sto su nam dani
podaci. Zakljucci u daljnjoj analizi mogu znacajno varirati za razli¢ite apriorne distribucije.
Hiperparametrima ¢emo nazivati parametre apriorne distribucije.

Ovdje ¢emo definirati i promotriti dvije metode izbora apriorne distribucije:

1. metodu konjugiranih apriornih distribucija,

2. metodu neinformativnih apriornih distribucija.

3.1.1 Konjugirane apriorne distribucije

Definicija 3.5. Za familiju F vjerojatnosnih distribucija na ® kaZemo da je konjugirana
za statisticku strukturu P ako za svaki m € F takoder vrijedi mw(0|x) € F, za svaki x.
Tada apriornu i aposteriornu distribuciju nazivamo konjugiranim distribucijama, a apriornu
funkciju gustoce nazivamo konjugiranim apriorom za funkciju vjerodostojnosti danu pomocu

modela P.

Primijetimo, familija Fy svih distribucija na ® je trivijalna konjugirana familija na ®.
Naravno, ovaj izbor konjugirane familije nije koristan za izbor apriorne distribucije. Najcesce
se pokuSava pronac¢i sto manja parametrizirana familija F. Pretpostavimo da imamo neki
slucajni uzorak X s funkcijom gustoée f(x|@), pri ¢emu je 6 neka realizacija parametra ©.
Kao $to je receno, tada se apriorna gustoca m(#) azurira ¢ime dobivamo novu distribuciju
parametra opisanu funkcijom gustoée 7(6|x). Zelimo da ovo azuriranje ne promijeni cijelu
strukturu 7(#), odnosno ne promijeni klasu distribucije, nego samo njezine parametre. To
je razlog zbog kojeg trazimo parametrizirane konjugirane familije. Pokazimo dva primjera
konjugirane apriorne distribucije.
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Primjer 3.1. Pretpostavimo da imamo jednu realizaciju x, slucajne varijable X; s normal-
nom distribucijom N (u,0?), funkcijom gustoée f i neka je o poznat. Neka je apriorna
distribucija parametra p = © normalna distribucija s parametrima g i oa. Funkciju gustode
apriorne distribucije cemo, kao v dosad, oznaciti s w. Izracunajmo aposteriornu distribuciju
parametra O, uz uvjet da se realizira X, = x1, © pokazimo da se radi o normalnoj distribuciji:

2
P T o ayoep O
7T(9|.’L‘ ) _ f(l‘1|(9)71'(9> . \/27rz76 B ’ \/27raoe 0 - e 27 e >0
VT ) e | leoe? | e T gy g2 —lem)?
T — 20 S 20
_{O Ay ] S de _{Oe 22 e 0 de

Funkciju pod integralom u nazivniku moZemo zapisati kao e™7 gdje je

3 5 4 BBy DD 2 3.8
o5xy — 2x1€05 + o€’ + o€ — 20° poe + o g

20°02
(0% + 02)€® — 2e(0xy + 0%pg)  02xd + ol

) 22
2040} 200§

B ngl—l—UQuo (03x1+02,u,0)2

2
02402 ) 02402 O'S.T% =+ U2M(2)

2

oo 9 020(2) 252 O-g

€

o

\/o2+02

2 2

. o5T1+07 Ho 2

€ T o%40Z n —oéxl = 20802m1u0 — a{u% + 030%% + U4ILL3 =+ O'él‘% -+ 0208/13
a

(6

N

2
0'0'0

0

N

2.2 2 2
\/c#(fg 20203 (02 + 03)
o2z +02,u
B OU;"‘UO ] )2 0 (1‘1 - /vLO)2
T

g0o

£/ 02 +0%

2(02 +03)’

&

02z1+02u0
€ — g = /2
’ : i o240 00 : .
Uvodimo supstituciju u = ——, de = —2du v dobivamo
\/Eﬁ Vo2 + 0§
\/ O +JO
00 _(p_e2 —(e—ng)? /2 (@1-u0)? oo
(z1—€) - — 2000 g S 2
J e 27 e 0 de= — "€ Hetiog) 6™ du.
—00 0-2 + 0-0 o0

Pomnozimo i podijelimo s \/T:

2 2 2
xq—€)2 i‘g& 1/27-(-0-0-0 _ (z1—10)® o0 ,—U

0 —(z1—¢) 522 €
f e 222 e 20 (de . e 2Ae*top) f ~__du.
/2 2
—00 ag + 0-0 0.0
2

VLS
Vriedi da je [  _du=1." Ovime smo rjesili integral iz nazivnika. Dakle, vrijedi:

ooﬁ

— (2 —-0)2 —(0—p)*
e 202 e 29 S %
7(0)zy) = = 0. e
—(z1—pg)? V2moog 1
V2moog e 2(02402)

\/0'2—&—0'3
Yim erf(u) = 1, gdje je erf funkcija greske (error function); vidjeti K.B. Oldham, J.C. Myland , J.
U—r 00

Spanier, poglavlje The Error Function er f(z) and Its Complement er fc(z) iz knjige An Atlas of Functions.
Springer, New York, NY,2008.
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gdje je
o2 . 2 9 0202
2 2 2 —0 — z — — 0 —
e (ml—(?) _’_(9_:“0) _ (xl_,U/O) _ P (.fl ‘9)+02+03(9 ,UO) (02102)2 (xl HO)
202 202 2(02 + 03) o%a3
0 0 PIS)
o +O‘O
2 2 2 2
g9 _ 2 o 2 o o 2
B J2+U2$1 2 2+U2 710 + 2+G »0° + 2_,_030 02102 Opio + 02+J(2)N0
- o202
202+0(2)
0'20'8 2 0'20'(2) 0'20'3
N 021022 X1 ~ 2(02+03)2 Tifo + (02ra2)zHo _
2202
02402
2 2 9
_ | a?pg 95%1 T~ o
. 9 29(02+02 + 02—1-(73) g (0'2+02 + J2+J(2))
o o202
02402
_ . Ggti o2 g 2
. (0 (0'2+0' + 02—1-03))
20'2+0'
Sada tmamo:
0921 2 0 2
2 (9*(024»01 +502.+HO' ))
—(z1-0)2 L}J)— 0779
202 2 2 770
m(6lay) = = Y ok Yt "
1 7(9312 u%)Q V2moog V2 7TO'O'0 7
2(0 +00)
o .. , . . - . o2z 2 .
sto je funkcija gustoée normalne slucajne varijable s ocekivanjem p; = 02+U + 0024:?3 0
2 -2
o 2. T 0
varijancom oy 1= sy

Dodajmo i drugi podatak xs, istim postupkom za aposteriornu distribuciju parametra
7(0|z1, x2) dobivamo normalnu distribuciju s ocekivanjem

2 2 2% g o*( %21 oo ) o?ofz1tolofs oo
012 0"l o2+o2 "2 o?+0? ' 02+02 o2+o2 02402
M2 = — 2 2 2 — 5 2 2.2 — 5o a4, 5 3 2.2, 4, 9 2
a + o o _|_ o 2 o°og 2 o°og loa 0’0+U +o ) o 00—1-(7 +o o5
1 1 0%+ O'2+O'O§ 0% + 2—{-05 0’2+O'(2) 02—1-(73
9 2 4 2 2
_ ocog(x + 72) oo _op(w1 + 22) o Lo
02(02 +20%)  02(0? + 203) 02 + 202 02 + 202
0 0 0 0
1 varyancom
252452 4,2
o202 2 2 20, oto2 o2a2
o2 — 1 _ ooy _ g™ _ 0 _ 0
2 - 2 - 2 2 T -
o?+of 2% 9 glogtottolsg  g2(g2 4 202) 02+ 2032
1 > + 0 33 0 0
o +a o +UO

Ukoliko imamo realizacije 1, ...,z, jednostavnog slucajnog uzorka iz normalne distri-

bucije s poznatom varijancom aposteriornu distribuciju parametra dobijemo induktivno kao
i g 3 ; 7% Z e 2.9

normalnu distribuciju s ocekivanjem 2;n02 + 02+n‘;2 L varijancom oy 0z pv 1zrazenim u ter-

manima parametara apriorne distribucije 1 poznate varijance populacije.
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Napomena 3.1. Gama funkcija v : R, — R, definira se kao

W)= [t~ e tdt.
0

Za gama funkciju vrijedi:
1. y(z) = (2= 1)y(z - 1),

2. v(z+1) =a**! [t*e7%dt, a > 0.
0

Dokaz.
1.
0 0
(z—1) /tz 2 bdt = (z — 1)y(z —1).
0
2
= /mze_xdm = o= ol dr = adt' = / (at)’e”"adt = a* /tze_“tdt.
0 0 0

Gama funkciju oznacavat éemo s vy, a gama distribuciju s I

Primjer 3.2. Pretpostavimo da imamo jednu realizaciju x slucajne varijable X s Poisso-
novom distribucijom. Neka je apriorna distribucija parametra © gama distribucija s para-
metrima o > 0 ¢ 3 > 0. Funkciju gustoce apriorne distribucije ¢emo, kao i dosad, oznacit
s m. lzracunajmo aposteriornu distribuciju parametra ©, uz uvjet da se realizira X = x, 1
pokazimo da se radi o gama distribuciji:

61679 ﬁaeaflefﬁé’

r(60lz) = P(X = z|0)7(0) I ) _ g Pge—ls—5e
P =) J 616*62‘!};72)16*66 de [ emecer—le Fede
Rjesimo integral iz nazivnika (koristimo napomenu 3.1):
exe—eea—le—ﬂede — Ea+x—1€—(,6’+1)e _ 7(0“/ )
] of (B + 1)ate

Nakon sto smo rijesili integral iz nazivnika dobivamo:
f%e —Gea—l —50

7T(9|«75) = (6—’_ ) O"HE)’Y(Od—FI')
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B exe—ﬁea—le—ﬁﬁ(ﬁ o 1)(a+x)
V(o + )

ea—&-x—l(ﬁ + 1)a+x€—9(,8+1)
a v(a+ )

Y

a ovo je funkcija gustoce gama distribucije s parametrima o+ x @ 5+ 1.
Ukoliko imamo realizacije x+, ..., x, jednostavnog slucajnog uzorka iz Poissonove distribucije
aposteriornu distribuciju parametra dobijemo induktivno kao gama distribuciju s parame-
n
trima o+ Y x; i B+ n.
i=1
Dodatno, postoji rezultat koji govori kako se za distribucije iz eksponencijalne klase mogu
pronaci konjugirane apriorne distribucije.

Napomena 3.2. Neka je f(x|6) = h(m)e<9‘x>_¢(9) funkcija gustoce iz eksponencijalne klase
distribucija 2. Apriorna funkcija qustoée njene konjugirane familije tada je dana s:

76l \) = K (1, \)elm) =26

gdje su p i X parametri apriorne distribucije (hiperparametri). Pri tome je X > 0 i % €

Int(N), gdje je Int(N) interior prirodnog prostora parametara N = {0;fe<0|x>h(:l:)d:c <
+o0}, a K(u,A) konstanta. Neka je x = (x4, ..., x,) vektor podataka. Tada je aposteriorna
funkcija qustoée dana s w(0|lp + >z, A+ n).

=1

)

Vise o ovom rezultatu i njegovim primjenama moze se naéi u [11].

3.1.2 Neinformativne apriorne distribucije

Dakle, pokazali smo na koji nacin konjugirane familije distribucija mogu biti korisne za
izbor apriorne distribucije. Primijetimo da, ako nemamo dovoljno podataka mozda ne¢emo
modi odrediti iz koje distribucije iz eksponencijalne klase dolaze podaci sto ¢e onemoguciti
pronalazak apriorne distribucije iz eksponencijalne familije. Zato, kao alternativu mozemo
koristiti neinformativne apriorne distribucije. Ceste neinformativne apriorne distribucije
su uniformna distribucija ili Jeffreysova apriorna distribucija koja se temelji na informaciji
Fishera.

Definicija 3.6. Neka je w(0) odabrana apriorna funkcija gustoée neprekidne sluc¢ajne vari-
jable (ili vektora) kojom modeliramo parametar ©. KazZemo da je m neinformativna apriorna
funkcija gustoce, ako je invarijantna na reparametrizaciju, tj. ako izbor parametara (od-
nosno realizacije parametara) ne utjece na izbor apriorne funkcije gustoée. Ako parametar
0 reparametriziramo u n = g(6), gdje je g bijekcija, tada mora vrijediti:

dg~"(n))
a(n)

Za podatke iz binomnog modela, Laplace (francuski matematicar Pierre-Simon Laplace)
je medu prvima koristio neinformativne apriorne distribucije. Ovdje ¢emo pokazati jedan
njegov primjer.

o

= W(g‘l(n))‘

28 < - - > je oznacen skalarni produkt.
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Primjer 3.3. Pretpostavimo da imamo kutiju koja sadrzi n kuglica, od kojih su neke bijele, a
neke crne boje. Postotak bijelih kuglica modeliramo slu¢ajnom varijablom A. Pretpostavimo
da je u prvom izvlacenju izvucena bijela kuglica (ovaj dogadaj oznacimo kao X = xp).
Zanima nas s kolikom vjerojatnoséu se A realizira s py? Kako bi rjesio problem, Laplace je
pretpostavio da su sve moguce realizacije slucajne varijeble A jednako vjerojatne, odnosno da
je A uniformno distribuirana na {0, %, %, 1}. Aposteriorna distribucija od A se tada izvodi
pomocu Bayesovog teorema i dobijemo

P(X :$B|AZPO)P(AZPO)
P(XZZEB)

P(A:P0|X :333) =

Kako je apriorna distribucija uniformna, a skup mogucih realizacija od A je skup od n + 1
elemenata, vrijedi P(A = py) = n%rl Vierojatnost da je 1z kutije izvucena bijela kugla uz
uvjet da je proporcija bijelih kugli u kutiji jednaka py je upravo py. Vierojatnost P(X = xg)

¢emo raspisati po formuli potpune vjerojatnosti (vidjeti [1]). Dakle, imamo:

1 1 1 1
Po - o9 Po- o7 Po- 27 Po- o7 2po
PA=polX =op) = 5= = —m = Sl = =i = 20
= b At D) Z k 2n(n+1) 2
k=0 k=1

Primgerice za n = 3 apriorna distribucija slucajne varijable A je

0o 1L

2
3 3 1

1 1 1 I

4 4 4 4

Nakon sto je izvucena bijela kuglica, uz koristenje Bayesove formule dobivamo sljedecu apos-
tertornu distribuciju:

2
= I

W=

1

11
6 3 2

0

Britanski matematicar Sir Harold Jeffreys je predlozio pristup izbora apriorne distribucije
koji se temelji na informaciji Fishera.

Definicija 3.7. Neka je X sluc¢ajni uzorak iz modela P = {f(-|0) : § € ®}. Fisherovu
informaciju s obzirom na uzorak X definiramo kao:

10| ( 22450

Definicija 3.8. Jeffreysova neinformativna apriorna distribucija dana je funkcijom gustoce:
m;(8) o< 4/1(0).

Vise o ovoj apriornoj distribuciji se moze nadi u [7].
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4 Bayesovska procjena parametara

4.1 Funkcija gubitka i procjena parametra

Nakon sto odaberemo apriornu distribuciju i izracunamo aposteriornu distribuciju, zeljeli
bismo na dobar nac¢in procijeniti parametar. Kako bismo pronasli dobrog procjenitelja
odredujemo kriterij na temelju kojeg ¢emo usporedivati procjenitelje. Taj kriterij ¢emo
nazivati gubitak. S D oznacimo skup svih moguéih odluka i nazovimo ga prostorom odluka.

Definicija 4.1. Funkcija gubitka je bilo koja funkcija l iz skupa ® x D u skup [0, +00].

Za funkciju gubitka mozemo re¢i da daje informacije o tome koliko je dobra odluka ¢ ako
se parametar O realizira s §. Odluka 0 je ovdje zapravo ona vrijednost koju uzimamo za
procjenu (najcesée uzimamo D = ®). Funkcija gubitka se uglavnom odreduje na subjektivan
naéin, ona ovisi o konkretnom problemu i analiticaru koji ga rjesava. Cesto se kao funkcije
gubitka koriste neke jednostavne funkcije kao sto su kvadratna vrijednost razlike i apsolutna
vrijednost razlike. Bayesovski pristup u statistickom zakljucivanju ovisi o inicijalnom izboru
tri faktora:

1. distribucije slucajnog uzorka, odnosno funkcije gustoce f(z|0),
2. apriorne distribucije parametra 7(6) i
3. funkcije gubitka (6, 0).

Ponekad se pristup donosenju odluke, odnosno procjeni parametra, gleda iz konteksta
maksimizacije nagrade umjesto iz konteksta minimizacije gubitka. Funkciju koja ”"mjeri”
nagradu nazivamo funkcija korisnosti i oznacavamo s U. Za isti problem, ako bismo izabrali
funkciju [ kao funkciju gubitka, analognim na¢inom razmisljanja za funkciju korisnosti bismo
izabrali

U(0,8) = —1(6,5).

Opéenito, za nepoznat €, nije moguce uvijek uniformno minimizirati funkciju gubitka
[(0,9). Stoga, kao efikasan kriterij za usporedivanje razli¢itih odluka uvodi se funkcija rizika

R(6.9) = Eaf1(6,00X))] = [ 16,5@) (et

R

gdje je d(z) € D zapravo odluka, odnosno procjena za 6, temeljena na podacima z koji su
jedna realizacija slucajnog vektora X.
Za apriornu distribuciju 7 definiramo i funkciju integriranog rizika kao

r(n,0) = Ex[R(,6)] = /R(G,é)w(@)d@ = /77((9)/l(@,d(m))f(x|6)dwd9.

P P R
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Definicija 4.2. Bayesouvsk:i procjenitelj o definira se kao:

~

Oy = 0.(2) = arg msinC(a:,cﬂm),:U €R,

gdje je

((m,8lz) = E-[I(6,8)|X =z] = /1(9,5)71'((9|:E)d9.

~

Funkcija ((x,0|x) naziva se aposteriorni ocekivani gubitak. Vrijednost r(m) = r(m,d,) naziva
se Bayesov rizik.

Sljededi teorem daje kriterij za bayesovskog procjenitelja na temelju aposteriorne distri-
bucije.

Teorem 4.1. Neka procjenitelj 0(x) za svaki x € R minimizira ((m,d|x), odnosno minimizira
ocekivani qubitak. Tada 6(x) minimizira i funkciju inegriranog rizika v(m, ) @ vrijedi:

rix, ) = /C(W,d(x)|x)m(a:)dac,

R
pri cemu je m(x) funkcija gustoée marginalne distribucije od X .

Dokaz. Vrijedi 1(6,0) > 0. Jednakost iz teorema dobivamo koristeéi definicije apriorne dis-
tribucije, aposteriorne distribucije te Fubinijevog teorema. Dobivamo:

r(m,0) = /7(9)/l(9,5(x))f(x|9)dxd€

P R

://l(@,é(m))f(x|0)7r(0)d9dm

_ / ( / l(9,5(w))7r(9|x)d6>m(:v)dx

R P

~ [ ¢ms@lom(o)ds
R
Kako je marginalna funkcija gustoc¢e nenegativna i integral ima svojstvo linearnosti, vidimo
da 6 = 0(x) koji minimizira aposteriorni o¢ekivani gubitak ¢ minimizira i funkciju integralnog
rizika 7. U
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Sada ¢emo definirati nekoliko klasiénih funkcija gubitka.
Kvadratna funkcija gubitka definirana je sljede¢im izrazom:

10,5) = (6 — 6)2.

Propozicija 4.1. Za kvadratnu funkciju gubitka bayesovski procjenitely O je aposteriorno
ocekivangje od © za koje vrijedi:

[0f(x|0)m(0)do
e(z) = B [B|X =] = ‘I’f PreT—— r € R.

P

Dokaz. Vrijedi
E:[(© —6)?|X =] = E;[0*X =z] — 26E[O|X = z] + 6%
Ocigledno aposteriorni gubitak postize minimum u o, (z) = E,[0]X = z]. O
Funkcija apsolutnog gubitka definira se kao:
1(6,6) =10 — 4|,
ili opcenitije:
R A

Kao svojevrsne kombinacije funkcije apsolutnog i funkcije kvadratnog gubitka mogu se pro-
matrati i funkcije sljedeceg oblika:

- § — )2 -0 <k
2k(6 — 0) — k%, inace.
Ovakve funkcije takoder usporavaju rast gubitka za velike greske.

Gubitak 70-1” za sliku ima skup {0, 1} i cesto se koristi kod klasi¢nog pristupa testiranju
hipoteza. Ova funkcija gubitka definira se kao:

1(0,0) = 1, 0#9
e 0, inace.

Kao sto je re¢eno, odabir funkcije gubitka je u principu subjektivan i u nekim sluc¢ajevima
ovi jednostavni klasiéni gubici mogu biti los izbor. Kao alternativa mogu se koristiti gubici
koji usporeduju f(X160) i f(X]0). Takve funkcije gubitka su oblika

1(6,6) = h(f(:10), f(:]0)).
Od funkcija ovog oblika uobicajene su entropijska i Hellingerova razlika koje se definiraju na
sljeded¢i nacin:

1. Entropijska razlika

2. Hellingerova razlika
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Osim ovog pristupa procjeni, mozemo koristiti i procjenitelj maksimalne vjerodostojnosti.
Nacin pristupa procjenitelju maksimalne vjerodostojnosti je analogan klasi¢cnom pristupu,
uz modifikacije koje uklju¢uju specificnosti bayesovskog pristupa statistickom zakljucivanju.
Drugim rije¢ima, bayesovski procjenitelj metodom maksimalne vjerodostojnosti je maksi-
mizator funkcije L(0|x)m(6), gdje je L funkcija vjerodostojnosti. Bayesovski procjenitel]
maksimalne vjerodostojnosti se nekad naziva i penalizirani procjenitelj maksimalne vjero-
dostojnosti.

Kako je poznata aposteriorna funkcija gustoée parametra, mozemo za procjenitelja oy ()
(koji procjenjuje h(6)) odrediti preciznost procjene. Da bismo to napravili mozemo gledati
aposteriornu kvadratnu gresku:

E-[(3+(x) — h(€))’|X = 2.

Primijetimo, za o, (z) = E, [(©)|X = ] ova greska je jednaka Vary(0]|X = xz)).

4.2 Pouzdana podrucja i statisticki testovi

Slijedi kratak pregled teorije vezane za testiranje statistickih hipoteza i procjene pouzda-
nih intervala, odnosno pouzdanih podru¢ja. Primijetimo da je svrha bayesovskog pristupa
pronaci aposteriornu distribuciju parametra. To znaci da e, jednom kad imamo aposteri-
ornu distribuciju, biti lako izracunati razne vjerojatnosti koje se ticu vrijednosti parametra,
sto dovodi do vrlo intuitivnog nacina za testiranje hipoteza i pronalazak kriticnih podrugja.

Neka su dani podaci 1, x, ..., Z,, koji su realizacija slucajnog uzorka X = (X, Xs, ..., X,,).
Na temelju ovoga kreiran je model P = {f(z]f) : € ®}, pri ¢emu je 0 parametar kojeg
treba procijeniti. Pretpostavimo da testiramo hipoteze

H0:9€<I>0
Hl:HE(I)l,

pri cemu je &g NP =0 i Py U P, = P.

U Newman-Pearsonovoj teoriji je testiranje formalizirano kroz prostor odluka D koji
je dvoclani skup, odnosno ogranicen na {0,1}, gdje jedan element (1) znaci odbacivanje
hipoteze Hy, a drugi zadrzavanje hipoteze Hy. Dakle, problem testiranja mozemo promatrati
kroz zakljucivanje o indikator funkciji Is,. Neka je funkcija 7 : R™ — [0, 1] test za parametar
0. Hipotezu Hy odbacujemo u korist hipoteze H; ukoliko za x, koji je realizacija od X,
vrijedi 7(z) = 1. Hipotezu Hy ne odbacujemo u korist hipoteze H; ukoliko za z, koji je
realizacija od X, vrijedi 7(z) = 0.

Jakost statistickog testa definiramo kao funkciju v : ® — [0, 1] s:

v(8) == Po(1(X) = 1) = Py(X € C) = Ep[r(X)],

pri ¢emu je je C' = 771({1}) = {x € R : 7(x) = 1} kritiéno podruéje testa.

Bayesovski pristup testiranju je vrlo intuitivan i jednostavno shvatljiv i bez statistickih
znanja. Jedna od najcescih zelja u zakljuc¢ivanju o parametru je pronaci pouzdane intervale
za vrijednost parametra. Kako je u bayesovskoj statistici parametar modeliran kao slucajna
varijabla, pouzdani (1-«) interval ([a,b]) se lako dobije kao interval za koji vrijedi P(© €
[a,b]| X = ) = 1 — a. Ukoliko zelimo testirati hipotezu Hy : 0 € &g C P protiv hipoteze
Hi : 6 € &3 C & usporedujemo P (O € Og|X = 2) 1 Pr(© € ®1|X = z). Na ovaj
nacin, moguce je testirati i vise hipoteza istovremeno. Naravno, moguéi su i drugi pristupi
testiranju u bayesovskoj statistici poput promatranja Bayesovih faktora ([4]).
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Definicija 4.3. Neka je m apriorna distribucija. Za skup C, kaZemo da je a-vjerodostojan
ako vrijed:

PO EC|X=2)>1—qa,

0dnosno Pgo|x—,(Cy) > 1—a, gdje je Po|x=, aposteriorna distribucija parametra ©. Dodatno,
za C, kazemo da je a-vjerodostojno podrucje najvece aposteriorne gustoce (oznacavamo s
HPD - highest posterior density) ako vrijedi:

{60 : m(0)z) > ko} CC, CH{O:7w(0|x) > ku},
pri cemu je ko najveci broj za koji vrijedi
POelCX=2)>1-0q.

Primjer 4.1. Neka imamo n nezavisnih realizacija Bernoullijeve slucajne varijable s vjero-
jatnosti uspjeha p, gdje je p realizacija parametra A i neka je A ~ Beta(a, ). Neka se un
ponavljanja realiziralo z uspjeha. Odredimo aposteriornu distribuciju parametra A.

prl(=p)fTt (™MpF(1 = p)F a+z— n—z—

rple Ny = TO PG D) s — QAP i g
’ P n a \z(_B \n—z y(@)y(B) | a*pn—z
(z,m) () Gap)r (Gap) (ath)  (ath)

Opéenito, znamo da za gama funkciju vrijedi y(x + 1) = zy(x). Iz ovoga dobivamo da je
V(e +2) = a*y(a). Identicno, y(a+n—2) = B"*y(B) iv(a+B+n) = (a+B)"y(a+h5).
Odavde slijedi:

pa—f—z—l(l o p)[3+n—z—1 B pa—!—z—l(l o p)ﬁ—i—n—z—l B pa+z—1(1 o p)ﬁ—i-n—z—l

fplz,n) = ——— = = '
’ Ayl | s Mat21y(B+n=2) .
v(a+B)  (at+pB)™ ~(a+B+n) B(O‘ +z,8+n Z)

Dakle, za aposteriornu distribuciju parametra dobivamo A ~ Beta(a+ z, +n — z).
Promotrimo slucaj o = g = %, n =25, z=1. Promotrimo graficki apriornu ¢ aposteriornu
distribuciju parametra A.

Stvarnu vrijednost parametra procjenjujemo kao ocekivanje aposteriorne distribucije pa-
rametra A ~ Beta(a + z, 5+ n — z), odnosno

. a+z _%_1
= T @ietLpfinm—zg 6 4

Nadalje, iz aposteriorne distribucije mozemo lako izracunati razne vjerojatnosti. Primjerice,
jedan 95%-tni pouzdani interval za stvarnu vrijednost parametra p je [0.02251277,0.6286264],
gdje je 0.02251277 0.025-kvantil, a 0.6286264 0.975-kvantil aposteriorne Beta(3,3) distribu-
cife.
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Apriorna i aposteriorna funkcija gustoce
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Slika 1: Apriorna i aposteriorna funkcija gustoce

Primjer 4.2. Promatrajuci postotak rodene muske djece u Parizu, Laplace je Zelio testirati
je li vjerojatnost rodenja muske djece, koju cemo oznaciti s ©, veca od % Imao je podatke da
je rodeno 251 527 muske djece i 241 945 Zenske djece i pretpostavio da © ima uniformnu apri-
ornu distribuciju na [0,1] (odnosno Beta(1,1) distribuciju). Veé smo pokazali da u slucaju
binomnih podataka (z uspjeha u n eksperimenata) i apriorne beta distribucije aposteriorna
distribucija ima beta distribuciju Beta(a+ z, f+n—z). Dakle, u ovom sluc¢aju, aposteriorna
distribucija od © je Beta(1l + 251527, 1 + 241945), odnosno Beta(251528,241946).

Sada mozZemo testirati hipotezu koja nas zanima, je li vierojatnost rodenja muskog djeteta
veca od 0.5, odnosno zanima nas vjerojatnost da se parametar © realizira s 0 > 0.5. Ta
vjerojatnost jednaka je

1
1 - P(© < | (251527, 241 945 )) = 1 — P(Beta(251528,241946) < ) = 1~ 1.15- 107,

DN | —

Ovo navodi na zakljucak da se © gotovo sigurno realizira s vrijednoséu vecom od %

Primjer 4.3. Na sveucilistu Stetson (koje se nalazi w DeLandu, u Floridi) prikupljeni su
podaci > x = (x1,...,T99) 0 prosjecnom dnevnom trajanju voinje u dvadeset razlicitih gra-
dova u saveznoj drzavi Floridi. Shapiro- Wilkovim testom nije odbacena normalnost poda-
taka (p = 0.5157) pa, za potrebe ovog primjera, pretpostavimo da se radi o podacima koji
su normalno distribuirani. Varijanca podataka iznosi 16.47671. Ocekivanje populacije éemo
modelirati normalnom slucajnom wvarijablom. Neka apriorna distribucija ocekivanja bude
© ~ N (100,9). Iz primjera 3.1 znamo oblik aposteriorne distribucije i u ovom slucaju radi
se o normalnoj N (41.17939,0.754748) distribuciji. Sada Zelimo testirati nekoliko hipoteza.
Neka je:

Ho : © < 40,
Hi:42 < O < 43,

Hy: 415 <O < 42,

3Podaci su dostupni na stranicama sveuéilista i nalaze se u dokumentu BestCity.xls
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Dobivamo
P(© < 40|X = (z1,...,%2)) = 0.05907065,
P(42 < © < 43|X = (x4, ..., T90)) = 0.1305311,

P(41.5 < © < 42| X = (21, ..., 239)) = 0.1970338

1 zakljucujemo da je hipoteza Hy najjaca medu ove tri hipoteze pri cemu imamo @ vjerojatnost
realizacije svake od ovih hipoteza.

Primjer 4.4. Poznati su podaci v = (x1,...,2T280) 0 smrtima u pruskoj vojsci uzrokovani
udarcem konja ([10]). Podaci su poznati za 20 razlicitih godina (od 1875. do 1894.) i za 14
razlicitih konjanickih jedinica unutar pruske vojske.

Stupcasti dijagram smrti od udarca konja
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Slika 2: Stupcasti dijagram smrti od udarca konja

Na temelju stupcastog dijagrama podataka pretpostavimo da su podaci iz Poissonove dis-
tribucije. Za apriornu distribuciju parametra Poissonove distribucije uzmimo © ~ I'(10,1),
tj. gama distribuciju s parametrima o = 10 + B = 1. Iz primjera 3.2 znamo oblik aposte-
riorne distribucije i u ovom slucaju radi se o I'(10 4+ 196, 1 4+ 280) distribuciji. Sada Zelimo
testirate nekoliko hipoteza. Neka je:

HO 10 < 07,
Hl 0.8 < @,
H,: 0.7 <O <0.75.

Dobivamo

P(@ < 07|X = (I’l, ...,.I'ng)) = 02628244,
P(OS < @|X = (.Tl, ...71'280)) = 009764941,
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1 zakljucujemo da je hipoteza Hy najjaca medu ove tri hipoteze pri cemu imamo i vjerojatnost
realizacije svake od ovih hipoteza.

Primjer 4.5. Radi usporedbe klasicnog i bayesovskog pristupa simulirajmo n = 100 re-
alizacija normalne sluéajne varijable s ocekivanjem 0 i varijancom o®> = 25. Procjena
ocekwanja klasicnim pristupom jednaka je aritmetickoj sredini simuliranih podataka i iznosi
T, = —0.2940414. Tada znamo da je [in—%-z, En—i—\/iﬁ-z], gdje je z 0.975-kvantil normalne
N(0,1) distribucije, 95%-tni pouzdani interval za vrijednost parametra (ovaj rezultat dobi-
vamo koristeci centralni graniéni teorem, vidjeti [1]). Drugim rije¢ima, 95%-tni pouzdani
interval za vrijednost parametra dobiven klasicnom statistikom je [—1.274023,0.6859406].
Procijenimo sada ocekivanje bayesovskim pristupom. Za apriornu distribuciju parametra uz-
mimo N (3,4). Koristenjem tordnje iz primjera 3.1 dobivamo da je N'(—0.1002742, 0.2352941)
aposteriorna distribucija parametra. Parametar procjenjujemo kao ocekivanje aposteriorne
distribucije, odnosno kao —0.1002742. Najmanji 95%-tni pouzdani interval za stvarnu vri-
jednost parametra je [—1.050996,0.8504479], gdje je —1.050996 0.025-kvantil, a 0.8504479
0.975-kvantil aposteriorne N'(—0.1002742,0.2352941) distribucije.
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5 Metropolis-Hastings algoritam

Monte Carlo je opéeniti naziv za tehnike racunanja koje koriste slucajne brojeve, odnosno
sluc¢ajne uzorke. Dosad smo promotrili nekoliko primjera u kojima smo aposteriornu distri-
buciju parametra egzaktno izracunali. Naravno, tada smo mogli iskoristiti egzaktno znanje
o aposteriornoj distribuciji parametra kako bismo mogli reéi vise o parametru: kolika je
vjerojatnost da se stvarna vrijednost parametra nalazi u nekom intervalu i slicno. Medutim,
primjeri koje smo pokazali su bili izrazito jednostavno (primjer s kuglicama u kutiji) ili
pomno odabrani kako bi bilo moguée aposteriornu distribuciju dobiti egzaktno (primjer s
apriornom beta distribucijom parametra). Cesto nije moguée na taj nacin dobiti dobiti
aposteriornu distribuciju. Naime, primjenom Bayesove formule

P(B|A)P(A)

dobivamo aposteriornu distribuciju parametra. Medutim, eksplicitno izracunavanje inte-
grala aposteriorne funkcije gustoce, potrebno kako bismo mogli zakljucivati o aposteriornoj
distribuciji parametra (primjerice, izracunati ocekivanje i varijancu) ¢esto nije moguce, ili
je vrlo tesko. Dakle, potrebno je rjesiti ovaj problem kako bismo i u takvim slucajevima
mogli koristiti bayesovski pristup za zakljuc¢ivanje o parametru. Jedna razumna ideja je
pokusati rjesiti integral numerickim algoritmima. Druga ideja je sljedec¢a: ako bismo mogli
nekako simulirati velik broj realizacija iz aposteriorne distribucije, mogli bismo, uz vrlo male
pogreske, procijeniti sve ono sto bismo mogli izracunati iz distribucije da znamo egzaktno
integrirati funkciju gustoce aposteriorne distribucije (oc¢ekivanje, standardnu devijaciju, me-
dijan, kvantile, vjerojatnost da se slucajna varijabla realizira u nekom intervalu i sli¢cno). U
ovom pristupu postavljaju se dva pitanja: kako simulirati realizacije aposteriorne distribucije
i na koji nacin izvrsiti zeljene procjene.

Primjer 5.1. Pretpostavimo da promatramo normalnu sluc¢ajnu varijablu X s ocekivanjem
0 4 varijancom 1 (N(0,1)) i neka imamo moguénost simulacije 10000 nezavisnih realizacija
ove slucagne varijable. U R-u se ovo lako napravi naredbom “rnorm(10000,0,1)”. Ukoliko
promotrimo histogram i funkciju gustocée ovih simulacija (slika 3), vidimo da gustoca simu-
lacija vrlo dobro aproksimira teorijsku funkciju gustoce normalne slucajne varijable. Ukoliko
izracunamo prosjek simuliranih vrijednosti ($to koristimo kao procjenu ocekivanja), dobi-
vamo —0.00659359. Medijan simulacija je —0.00463824. Procjena za standardnu devijaciju
je 0.9935902, a za varijancu 0.9872215. Na temelju ovih simulacija vrijednost P(X < 0)
(Cigu stvarnu vrijednost znamo iz teorije, ona iznosi %) procjenjujemo s 0.5025. Jednako
lako moZemo procijeniti i ostale vjerojatnosti. Naravno, veci broj simulacija donost vecu
vjerojatnost boljih procjena.
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Slika 3: Usporedba histograma 10000 simulacija s teorijskom funkcijom gustoce

Postavlja se pitanje: kako simulirati realizacije iz aposteriorne distribucije? Jedan od
nacina na koji se ovo moze napraviti su razni Monte Carlo Markovljev lanac (engleski:
Monte Carlo Markov chain, oznacavat ¢emo s MCMC) algoritmi.

Monte Carlo metode je naziv za Siroku klasu algoritama koji se temelje na slucajnom
uzorkovanju kako bi se dobio numericki rezultat. Originalni Monte Carlo pristup je metoda
koristena za racunanje integrala. Pretpostavimo da zelimo izracunati integral

b

[ h(z)dz.
Ako mozemo napraviti dekompoziciju funkcije h kao produkt funkcija g i f pri ¢emu je f
funkcija gustoce neke slucajne varijable X, tada dobivamo

[ h@)de = [ g(a)f(a)dz = E[g(X)]

Ovime smo integral pokazali kao ocekivanje sluc¢ajne varijable g(X). Dakle, simulacijom
velikog broja realizacija 1, ..., 7, slucajne varijable X vrijednost integrala procjenjujemo
kao

b n

[ h(z)dz = E[g(0] ~ - 3" gla).

a =1

MCMC algoritmi su Monte Carlo algoritmi koji se temelje na teoriji Markovljevih lanaca.
Vise o Markovljevim lancima moze se nac¢i u [8] i [9].

Sami MCMC algoritmi pocinju se razvijati u 40-tim godinama dvadesetog stoljeca. S
razvojem MCMC algoritama raste i privlacnost i upotreba bayesovskog pristupa. Ovdje
¢emo prouciti Metropolis-Hastings algoritam koji je jedan od osnovnih MCMC algoritama.
Koraci u Metropolis-Hastings algoritmu su sljededi:

1. Startamo s inicijalnom vrijednosti 6y € ® koju parametar moze poprimiti. Inicijalnu
vrijednost 6y biramo proizvoljno medu onima za koje vrijedi 7(6y) > 0.
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2. U k-tom koraku, k € {1,...,n}, n € N, iz predlozene distribucije @ simuliramo jednu
realizaciju 6. Ova distribucija naziva se predlozena distribucija (eng. proposal, nekad
i candidate-generating distribution). Za visedimenzionalne parametre za predlozenu
distribuciju mora vrijediti simetri¢nost (f(00),0?®) = £(02), 6W)).

3. Za kandidata 6 izracunamo vjerojatnost prihvacanja (eng. acceptance rate ili accep-
tance probability)

m(0r) - L(k|z)
(Or-1) - L(Or_1]x)’

a(by) = -

gdje su x podaci, L funkcija vjerodostojnosti, a m apriorna distribucija parametra.

4. Ako je a > 1, prihva¢amo kandidata 6.
Ako je a < 1, kandidata 6, prihva¢amo s vjerojatnoséu a. Ovo mozemo napraviti tako
da simuliramo jednu realizaciju u iz uniformne U(0, 1) slucajne varijable - kandidata
0y prihva¢amo ako je a > u, a odbijamo (odnosno stavljamo 6y, = 6_1) ako a < u.

5. Ponovimo drugi korak ukoliko nismo postigli zaustavni kriterij. U suprotnom, algori-
tam staje.

Ovako kreiran Markovljev lanac je ireducibilan i aperiodic¢an i za njega vrijedi da je njegova
granicna distribucija ujedno i njegova stacionarna distribucija ([8], [9]). Dakle, potrebno je
simulirati dovoljno velik uzorak kako bi ovako kreiran Markovljev lanac postigao svoju sta-
cinarnu distribuciju. Stacionarna distribucija ovako kreiranog Markovljevog lanca odgovara
aposteriornoj distribuciji parametra (za dokaz ove tvrdnje vidjeti [5] i [13]). Neki od nacina
na koje se mogu dobiti informacije o tome je li lanac postigao svoju stacionarnu distribuciju
su Geweke test (ili dijagnostika) i Raftery-Lewis test ([13]).

Sto se tice predlozene distribucije, algoritam funkcionira za §irok spektar distribucija.
Broj koraka algoritma ovisi o izboru predlozene distribucije. Apriorna distribucija parametra
i uniformna distribucija na skupu svih moguéih vrijednosti koje parametar moze poprimiti
su neki cesti izbori za predlozenu distribuciju.

Dodatno, vazno je napomenuti da predlozena distribucija ) ne mora biti ista u svakom

koraku algoritma. Cesto se za predlozenu distribuciju u k-tom koraku algoritma uzima
k

slucajna varijabla koja odgovara k-tom koraku slucajne Setnje 6y + > qr gdje su qi, ..., @
i=1

prethodne realizacije sluc¢ajne varijable @ (vidjeti [13]). Drugim rije¢ima, ¢; simuliramo kao

Oy + @, 05 simuliramo kao 0; + @ itd. U ovom slucaju se za () najcesée uzima normalna

distribucija s oc¢ekivanjem 0.

Primjer 5.2. Neka imamo binomne podatke @ apriornu beta distribuciju parametra. Za
n =5 (broj eksperimenata), = = 1 (broj uspjeha) i apriornu Beta(%, 1

5> 3) distribuciju para-
metra egzaktno smo izracunali aposteriornu distribuciju parametra (Beta(2,2)). Pokusajmo

273
ovdje provesti Metropolis-Hastings algoritam @ usporedimo dobiveno s teorijskom distribuci-
jom.

Primger éemo provesti u dva slucaja: w prvom éemo kao predloZenu distribuciju uzeti apri-
ornu distribuciju Beta(%, %), a u drugom éemo 0; simulirati kao realizacije slucajne setnje,

odnosno svaki 6y, (osim pocetne vrijednosti) cemo simulirati iz 6x_1+X , gdje cemo u primjeru
za X wuzeti N'(0,0.04). U oba sluc¢aja za pocetnu vrijednost éemo odabrati 6y = % Napravit
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Histogram simulacija i teorijska gustoca
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Slika 4: Usporedba histograma simulacija i teorijske gustoce

Histogram simulacija i teorijska
gustoca - drugi pristup
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Slika 5: Usporedba histograma simulacija i teorijske gustoce - drugi pristup

cemo pedeset tisuca (50000) simulacija iz predloZene distribucije. Graficki prikazimo his-
togram simulacija u oba slucaja 1 usporedimo s teorijskom funkcijom gustoée aposteriorne
distribucije.

Dodatno, u prvom slucaju vrijednost K-S statistike je 0.0049571, a 0.0066962 u drugom
slucaju, sto potvrduje da simulacije odlicno aproksimiraju teorijsku distribuciju.
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Primjer 5.3. Neka je dana jedna realizacija jednostavnog slu¢ajnog vektora x = (x4, ..., T1g0),
gdje je z;,i € {1,...,100} jedna simulacija iz Weibullove slucajne varijable s parametrima
k=210=8. Funkcija gustoce Weibullove slucajne varijable je

f@)=5(5)" e @"

Na temelju tog slucajnog vektora Metropolis-Hastings algoritmom procijenimo parametar 6
(za parametar k = 2 uzimamo da je poznat). Za apriornu distribuciju parametra uzmimo
O ~ £(0.1). Funkciju gustoée apriorne distribucije parametra oznacimo s w. Primijetimo
da za aposteriornu distribuciju parametra vrijeds:

5100 /o0 (k—1) % (k—1) _(z1yk _ (%100 )k —0.16
7r(9|x):m(71) (%) e=(F)" . . e~ (58N 0.1e ;
e
gdje je ¢ konstanta. Primijetimo da je u n-tom koraku algoritma vjerojatnost prihvacanja
a(f,) = W?o(i’zﬁi) jednaka (nakon skracivanja):

91005 _(ﬂ)k_m_(zloo )k+( G § )k+_..+( 100 )k
— In— On On O O —0.1(0n—0p—
a(Qn) = Fiook ° e 1 1Y g ( 1)

Za pocetni korak uzmimo 0y = 2, a za predloZenu distribuciju u n-tom koraku uzmimo 6, =
0,1+ X, gdje je X ~ N(0,0.25). Algoritam provodimo u 10000 koraka. Graficki prikaZimo
gustocu dobivenih simulacija. Znamo da u Bayesovskoj statistici parametar procjenjujemo

Histogram simulacija
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Slika 6: Histogram simulacija dobivenih Metropolis-Hastings algoritmom

kao ocekivanje aposteriorne distribucije. S obzirom da aposteriornu distribuciju parametra
nemamo egzaktno, njezino ocekivanje procjenjujemo aritmetickom sredinom simulacija koja
iznosi 7.972093 (prisjetimo se da je stvarna vrijednost parametra jednaka 8).
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Dodatak

U dodatku se nalaze R-kodovi i podaci koristeni u primjerima.
Primjer 4.3 U primjeru su koristeni sljedeé¢i podaci.
Commute
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44.4
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44.7
40
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45

Primjer 4.4 U primjeru su koristeni sljedeé¢i podaci.
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1887.11(1(12(1/0]013}2|1]1|0(1|2]0
1888.{0}1(110|0}1}1(0|0]0]0|1|1]0
1889. |00 (11|01 ]1({0j0]|1]{2]2]|0|2
1890. |1 12(02]0(1|1(2/0|2|1]|1|2)|2
1891. |00 (0O|1|1}1(0(1|1]0}3(3|1]|0
1892. 1132|011 }3(0|1|1]0(1|1]0
1893.10(1/0(0/0}1(0(210]0|1}3|01]0
1894. /1/0/0{0/0]0O|0]0O|1]0O|1}1|0]O0
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Primjer 5.1 Sve opisano u ovom primjeru dobiveno je sljede¢im R kodom:

a=rnorm(10000,0,1)

hist(a, main="Histogram 10000 simulacija”, xlab=""Frekvencija”, ylab="Realizacija”)
plot(density(a), col="red”, xlab="" ylab="" main="Gustoc¢a simulacija”)

mean(a)

median(a)

sd(a)

var(a)

c=a[a<0)]

length(c) /10000

Primjer 5.2 Za prvu simulaciju koristimo sljede¢i R kod:

theta=rep(0, 50000)

theta[1]=0.5

a=runif(49999, 0,1)

for (i in 2:50000){

theta[i]=a[i-1]

alfa_l=thetal[i]"{-0.5}*(1-thetali]) " {-0.5} *thetali] " 1*(1-thetali]) “{5-1}
alfa_2=(theta[i-1]"{-0.5}*(1-thetal[i-1])"{-0.5} *thetal[i-1] "1 * (1-theta[i-1])"{5-1})
alfa=alfa_1/alfa 2

un=runif(1,0,1)

un

if(alfa < un){

theta[i]=theta[i-1]

}
}

mean(theta)

median(theta)

length(theta)

plot(theta)

hist(theta,xlim=c(0,1),xlab="""ylab="" main="Histogram simulacija
i teorijska gustoca”, prob=TRUE)

curve(dbeta(x,1.5,4.5),col="blue” lwd=3,add=TRUE, yaxt="n")

Za drugu varijantu Metropolis-Hastings algoritma koristen je sljedeé¢i R kod:
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theta=rep(0, 50000)

theta[1]=0.5

for (i in 2:50000){

a=rnorm(1,0,0.2)

theta[i]=thetali-1]4+a

if(theta[i]<0 ){theta[i]=thetali-1]}

if(theta[i]>1){thetali|=theta[i-1] }

alfa_l=thetali]"{-0.5}*(1-thetali]) "{-0.5 } *theta[i] "1*(1-theta[i]) “{5-1}
alfa_2=(theta[i-1]"{-0.5}*(1-thetal[i-1]) " {-0.5} *thetal[i-1] "1 * (1-theta[i-1])"{5-1})
alfa=alfa_1/alfa 2

un=runif(1,0,1)

un

if(alfa < un){

theta[i]=thetali-1]

}
¥

mean(theta)

median(theta)

length(theta)

plot(theta)

hist(theta,xlim=c(0,1),xlab="""ylab="" main="Histogram simulacija
i teorijska \n gustoca - drugi pristup” ,prob=TRUE)
curve(dbeta(x,1.5,4.5),col="red” lwd=3,add=TRUE,yaxt="n")
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Sazetak

Tema rada je bayesovsko statisticko zakljuc¢ivanje. Nakon definicije osnovnih pojmova iz
vjerojatnosti objasnjene su razlike u Bayesovskom pristupu u odnosu na klasi¢ni pristup
statistickom zakljuc¢ivanju. ObjaSnjeni su pojmovi apriorne i aposteriorne distribucije i di-
skutirana je vaznost funkcije vjerodostojnosti i Bayesove formule. Potom je navedeno ne-
koliko razlicitih pristupa izboru apriorne distribucije i dana je teorija koja se tice procjene
parametra, testiranja hipoteza i procjene pouzdanih intervala.

Dodatno, nakon primjedbe da se pri zakljuc¢ivanju o aposteriornoj distribuciji pojavljuju in-
tegrali koje je tesko ili nemoguce egzaktno izracunati (primjerice, pri ra¢unanju oc¢ekivanja
ili varijance aposteriorne distribucije) dan je Metropolis-Hastings algoritam za simulaciju
realizacija iz aposteriorne distribucije. Na nekoliko primjera pokazano je kako Metropolis-
Hastings algoritam funkcionira.

Kljucne rijeci:
Bayesovsko statisticko zakljucivanje, apriorna i aposteriorna distribucija, funkcija vjerodos-

tojnosti, Bayesova formula, funkcija gubitka, procjena parametra, pouzdani interval, sta-
tisticki test, Metropolis-Hastings algoritam.

Summary

Topic of the work is bayesian statistical inference. After the definition of basic terms from
the probability theory, differences between Bayesian and classical approach to statistical
inference were explained. Also, it was explained what prior and posterior distributions
are, and the importance of likelihood function and Bayes’ formula were discussed. Then,
several methods of choosing prior distribution were listed and theory regarding parameter
estimation, hypothesis testing and confidence interval estimation was given.

Furthermore, it was noted that integrals which are difficult or impossible to calculate often
appear when making an inference about posterior distribution (for example, when calculating
expectation or variance of the posterior distribution). To solve this, Metropolis-Hastings
algorithm, which is used to sample from posterior distribution, was given. Several examples
were used to demonstrate how Metropolis-Hastings algorithm works.

Key words:

Bayesian statistical inference, prior and posterior distribution, likelihood function, Bayes’
formula, loss, parameter estimation, confidence interval, statistical test, Metropolis-Hastings
algorithm.
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