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Uvod

Euklidska geometrija jedno je od najstarijih podruc¢ja matematike koje je iznje-
drilo velik broj ideja i rezultata. Velik broj rezultata vezan je uz trokut i kruznicu.
Veliki broj utjecajnih matematicara bavilo se upravo njima i njihovim svojstvima.
Takoder, velika paznja posvecena je i proucavanju trokutu, na razne nacine, pri-
druzenih kruznica. Jedan od znacajnijih matematicara koji je dao rezultate iz ovog
podrucja je Auguste Miquel.

U ovom radu je razmatrana poznata tvrdnja o zajednickoj tocki tri kruznice
koje prolaze vrhovima trokuta i po dvije tocke na stranicama trokuta ili njihovim
produzenjima, poznata pod imenom Miquelov teorem.

U prvom poglavlju ovoga rada iskazat ¢emo Miquelov teorem te navesti dva
dokaza ove tvrdnje. Prvi dokaz je zasnovan na tvrdnji konciklicnosti tocaka, a drugi
dokaz je koristenjem inverzije. U drugom poglavlju definirat ¢emo neke od pojmova
vezanih uz Miquelov teorem te dokazati neke tvrdnje o njihovim svojstvima. Trece

poglavlje bit ¢e posvec¢eno nekim poznatim tvrdnjama vezanim uz Miquelov teorem.



1 Miquelov teorem

U ovom poglavlju iskazat ¢emo i dokazati Miquelov teorem.

Teorem 1. Ako na svakoj stranici trokuta (ili njihovim produZenjima) odaberemo
po jednu tocku, tada se kruznice odredene vrhom trokuta i dvjema tockama na stra-

nicama koje prolaze tim vrhom sijeku u jednoj tocks.

C
=
A
D B
Slika 1

Slike 2 i 3 prikazuju slucaj kada su odabrane tocke na produzenjima stranica.

Slika 2 Slika 3



1.1 Iz povijesti Miquelovog teorema

Auguste Miquel (1816. — 1851., Albi, Francuska) bio je srednjoskolski ucitelj
u francuskom selu Nantua, u blizini Zeneve. Malo mjesto daleko od glavnog grada
Pariza nije ga sprijecilo objaviti svoja geometrijska otkri¢a u tada novoosnovanom
¢asopisu o primijenjenoj matematici imena Journal de Mathématiques Pures et Ap-
pliquées.

U ovom radu govorit ¢emo upravo o jednom njegovom rezultatu, ujedno i naj-
poznatijem, koji nosi njegovo ime. Tu tvrdnju, pod imenom Miquelov teorem, pre-
cizno je iskazao i dokazao 1838. godine.

Kao sto je cest slucaj u matematici, postoje dokazi da su drugi veé¢ znali za
ovu ¢injenicu, kao Sto je Skotski matematicar William Wallace (1768. — 1843.) i
Svicarski matematicar Jakob Steiner (1797. — 1863.).

1.2 Dokazi Miquelovog teorema

U ovom poglavlju navest ¢emo dva dokaza Miquelovog teorema. Mozemo pri-
mijetiti kako se tocka u kojoj se sijeku promatrane kruznice iz Miquelovog teorema
moze nalaziti unutar i izvan danog trokuta. Stoga ¢emo prvi dokaz podijeliti na dva

slucaja. Navedimo najprije definicije pojmova tetivni ¢etverokut i konciklicke tocke.
Definicija 1. Tetivni cetverokut je cetverokut kojem se moze opisati kruznica.
Osnovno svojstvo tetivnog ¢etverokuta dano je sljede¢im teoremom.

Teorem 2. Cetverokut je tetivni ako i samo ako mu je zbroj nasuprotnih (unutar-
njih) kutova jednak 180°.

Pojam konciklickih tocaka usko je vezan uz tetivni cetverokut.
Definicija 2. Tocke koje leze na istoj kruznici zovemo konciklicke tocke.
Prije iskaza tvrdnje o konciklicnosti tocaka definiramo pojam orijentiranog kuta.

Definicija 3. Orijentirani kut od pravca ly do pravca ly, oznacava se £(ly,1s), je
kut za koji treba zarotirati pravac ly uw pozitivnom smjeru tako da se on podudara s
pravcem ly ili je paralelan pravcu ls.

Orijentirani kut LABC' je orijentirani kut pravca AB do pravca BC, odnosno kut za
koji treba zarotirati pravac AB oko tocke B u pozitivnom smjeru da se on podudara

s pravcem BC.



Veli¢ina orijentiranog kuta £ ABC' moze biti jednaka ZABC' ili njegovom suple-
mentu.

Ako je trokut ABC pozitivno orijentiran, lako se vidi da su orijentirani kutovi
£LABC, £ BCAi £C AB jednaki odgovarajué¢im vanjskim kutovima, dok su unutar-
nji kutovi LCBA, LACB i LBAC.

Lema 1. Tocke A, B, C' i D su konciklicke ako i samo ako je LABC = L ADC.

Slika 4

Sada mozemo navesti prvi dokaz Miquelova teorema ([8]).

Dokaz. Slucaj I Promatramo slucaj kada se tocka M nalazi unutar AABC. Tocke
D, E i F su bilo koje tocke redom na stranicama AB, BC' i CA. Neka se kruznice
sa sredistima u tockama P i () odredene tockama A, D, F te B, E, D sijeku u tocki
M.

Nacrtamo duzine M D, ME i MF (Slika 5).




Slika 5

Sada u tetivnom cetverokutu AF M D vrijedi:
ZFMD = 180° — ZA.
Sliéno, u tetivhom cetverokutu BEM D vrijedi:
ZEMD = 180° — 4B.
Zbrajanjem dobivamo

/FMD + Z/EMD = 360° — (/A + /B)
/FME = /A + /B.

No, u AABC vrijedi:
LA+ 4B =180° — £C.

Stoga je ZFMFE = 180° — ZC' iz ¢ega slijedi da je ¢etverokut CF'ME takoder te-
tivni. Prema tome, tocka M lezi i na kruznici odredenoj tockama F', Ei C.



Slucaj II Sli¢éno se dokazuje i kada tocka M lezi izvan trokuta ABC'. Kruznice
odredene tockama A, D i F' te B, E i D sijeku se u tocki M.
Nacrtamo duzine M D, ME i MF (Slika 6).

Slika 6

Buduéi da je ¢etverokut AF M D tetivni, vrijedi
/ZFMD = 180° — ZA.
Sli¢no, jer je cetverokut BEM D tetivni, vrijedi
/EMD =180° - ZEBD = /B.
Oduzimanjem dobivamo

LFME =/FMD - /EMD
=180° - LA - /B
= AC
= 180° — LEC'F.

Prema tome, vrhovi ¢etverokuta C'F M E su takoder konciklicke tocke i tocka M lezi

na sve tri kruznice. O



Teorem mozemo dokazati i primjenom inverzije ([1]). Ova transformacija rav-
nine ¢esto je od velike pomod¢i pri rjeSavanju problema vezanih uz kruznice. Prisje-

timo se definicije inverzije.

Definicija 4. Neka je ravnina M + S € M Zc¢orsta tocka ravnine, R > 0 zadani

pozitivan realan broj. Preslikavanje

Is : M\{S} — M\{S},
T—T =ZI¢(T),
zove se tnverzija sa sredistem S i polumjerom R, ako vrijedi:
1. Tocke S, T 1 T" su kolinearne.

2. Tocke T 1T su s iste strane tocke S.

3. |ST| - |ST'| = R?.
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Slika 7. Konstrukcija inverzijom Zg pridruzenih tocaka T, T"

Na temelju same definicije mozemo uociti da je svaka tocka kruznice sa sredistem
u centru inverzije S i polumjerom rg = R fiksna tocka te inverzije. Tu kruznicu
k(S, R) zovemo kruznicom inverzije, a njezin polumjer polumjerom inverzije.



Osim toga, vazno je znati i sljedeca svojstva inverzije:

1. Pravac p koji ne prolazi centrom inverzije Zg preslikava se u kruznicu p’ koja

prolazi centrom S te inverzije.

Slika 8. Slika pravca pri inverziji

Dokaz. Neka je p neki pravac ravnine M\ {S} i neka je N noziste okomice
spustene iz S na p, a N' = Zg(N) (Slika 8). Vrijedi

R2

|SN|

[SN'| =

Dalje, neka je T bilo koja tocka pravea p i T" = Zg(T'). Tada je
|SN| - |SN'| = |ST| - |ST'| = R>.
Slijedi
|ISN| _ |ST'|
|ST| — |SN')’
sto povlaci sliénost trokuta SNT i N'T'S, jer imaju zajednicki kut ZNST
i dvije proporcionalne stranice. Kako je uz to ASNT pravokutan s pravim

kutom uz vrh N, to mora biti i AST' N’ pravokutan s pravim kutom uz vrh 7".
Prema obratu Talesovog teorema, tocka T" mora lezati na kruznici promjera
SN'.

Dakle, svaka tocka pravca p preslikava se u tocku kruznice promjera SN’ koja
prolazi centrom inverzije, odnosno u tocku kruznice p’. Buduéi da je inverzija

bijekcija, tvrdnja slijedi neposredno. O



2. Kruznica k; koja prolazi centrom S inverzije Zg preslikava se u pravac k] koji

ne prolazi centrom S.

Slika 9. Slika kruznice pri inverziji

Dokaz. Neka je S centar inverzije Z i k; kruznica koja prolazi kroz S. Neka
je ST promjer te kruznice, a 17" = Zg(T). Uzmimo proizvoljnu tocku X na
kruznici ki, a s X’ ozna¢imo njezinu sliku, tj. X' = Zg(X). Oznacimo s
k| pravac koji je okomit na ST i prolazi tockom T". Tvrdimo da je k] slika
kruznice k; (Slika 9).

Kako za pridruzene tocke T, T" 1 X, X' vrijedi

|§T] - S| = [8.X] : |8K'|| = &,

a iz toga 1

|ST| |SX'|

ISX] ~ 1ST']”
slijedi da su trokuti SXT i ST'X’ sliéni, jer imaju zajednicki kut £ZTSX i
dvije proporcionalne stranice.
Prema Talesovom teoremu je ZSXT = 90°, pa je ondai ZST' X' = 90°. Slijedi
da se tocka X' nalazi na pravecu kj. Kako to vrijedi za svaku tocku kruznice

kq, zbog ¢injenice da je inverzija bijekcija, tvrdnja je dokazana. O

Primijenimo ova svojstva na dokazivanje Miquelovog teorema.



Dokaz. Neka je dan AABC i tocke D, E i F redom na stranicama AB, BC' i C'A.
Neka se dvije kruznice odredene vrhovima A, D, F'i D, B, E sijeku u tocki M.
Kruznica inverzije s centrom inverzije M i proizvoljnim radijusom preslikava tocke
A D, FuA, D' F atocke D, B, EuD', B, E'. Tocke A', D', F’ su kolinearne,
kao i tocke D', B', E’ (Slika 10).

Slika 10

Tada su cetverokuti A’D'B'M, B'E'C'M i C'"F'A’M tetivni (Slika 11).

Slika 11



10

Oznacimo LA'D'B' = o, ZAF'C' = 3, Z/ZB'E'C' = ~. Tada ¢e za kut oko tocke M
vrijediti
180° — av + 180° — 8 + 180° — v = 360°,
sto daje
a+ [+ v =180°.

Sada, ako tocka C’ ne lezi na F'E’, ta jednakost ne bi vrijedila. Prema tome, slijedi
da su tocke F’', C" i E’ kolinearne, tj. leze na istom pravcu koji ne prolazi centrom
inverzije M (Slika 12). Djelovanjem istom inverzijom, tocke F’, C' i E’ se preslikaju
u tocke F', C'i E, redom, koje sada pripadaju istoj kruznici koja prolazi centrom

inverzije M.

Slika 12
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2 Miquelova tocka 1 Miquelov trokut

Na pocetku ovog poglavlja definirat ¢emo neke pojmove vezane uz ranije iska-

zani i dokazani Miquelov teorem.

Definicija 5. Neka je ABC dani trokut i« D, E i F' bilo koje tocke na stranicama
AB, BC ¢ C'A ili njihovim produZenjima, redom.

Tocka u kojoj se sijeku kruznice opisane trokutima ADF, BED i CFE zove se
Miquelova tocka trokuta ABC.

Trokut odreden tockama D, E i F naziva se Miquelov trokut trokuta ABC'.
Kruznice opisane trokutima ADF, BED i CFFE zovemo Miquelove kruzZnice
trokuta ABC' (Slika 13).

Slika 13. Miquelov trokut

U daljnjem ¢emo radu vidjeti kako jedna Miquelova tocka definira beskonac¢no
mnogo Miquelovih trokuta. Uz to iskazat ¢emo i dokazati brojne tvrdnje vezane uz
navedene pojmove.



2

2.1 Tvrdnje o kutovima

Na pocetku ovog poglavlja dokazimo neke tvrdnje koje govore o polozaju Miqu-
elove tocke u odnosu na Miquelov trokut.

Lema 2. Neka je dan trokut ABC i neka je M Miquelova tocka trokuta ABC. Tada
vrijedi:

1. Ako se Miquelova tocka M nalazi unutar trokuta ABC', tada se nalazi i unutar
Miquelovog trokuta DEF.

1. Ako se Miquelova tocka M nalazi izvan trokuta ABC', tada se nalazi i izvan
Miquelovog trokuta DEF'.

D B
Slika 14 Slika 15
Dokaz. Neka je dan AABC' i neka su ADEF i tocka M pripadni Miquelov trokut

i Miquelova tocka trokuta ABC.
Ako se tocka M nalazi unutar AABC' (Slika 14), tada vrijedi

LFMD+ ZDME + ZEMF = 360°.

To vrijedi jer su kutovi s lijeve strane jednakosti suplementarni unutarnjim kutovima
trokuta AABC, tj. s ZA, /B, ZC, redom. Stoga se M nalazi i unutar ADEF'.
Ako se tocka M nalazi izvan AABC' (Slika 15), tada vrijedi nejednakost

LFMD+ /ZDME + ZEMF < 360°.
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Sada su dva od tri kuta s lijeve strane jednaka s dva unutarnja kuta trokuta ABC),

dok je tre¢i kut suplementaran preostalom unutarnjem kutu trokuta ABC. Napri-

mjer,
/FMD+ /DME + /EMF =/A+ /B + (180° — £ZC)
=/A+/B+ /C+180° —2/C
=360° — 2£C
<360°.
Prema tome, tocka M se nalazi takoder izvan trokuta DEF'. U

Sljede¢u tvrdnju, koja ¢e nam biti vazna pri dokazivanju drugih teorema, nazi-

vamo Miquelova jednakost ([3]).

Teorem 3. Neka je M Miquelova tocka i« ADEF Miquelov trokut trokuta NABC.

Vrijedi jednakost
LAMB = /FDFE + LACB.

D

Slika 16

Dokaz. Neka je M Miquelova tocka i ADFEF Miquelov trokut trokuta AABC'. Neka
pravac C'M dijeli kut ZAM B na dva dijela, ¢ i €, kao na Slici 17. Kako je mjera
vanjskog kuta trokuta jednaka zbroju mjera dvaju unutarnjih kutova koji s tim

kutom nemaju zajednicki vrh, imamo sljedece jednakosti

d=A4+p
€e=¢+ Y.
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¢

A D

Slika 17 Slika 18

Slijedi
LAMB =64+e=A4+pu+o¢+9v =2+ ZLACB+ 1.
Buduéi da su A, D, M i F konciklicke tocke, prema Lemi 1, vrijedi jednakost
kutova pri vrhovima A i D oznacenih s A i analogno jednakost kutova pri vrhovima
D i B oznacenih s 1, zbog koncikli¢nosti tocaka D, B, E i1 M (Slika 18). Prema

tome je
LFDE = A+,

iz cega konacno slijedi
LAMB = /FDFE + LACB.

0J

Teorem 4. Duzine koje spajaju Miquelovu tocku s vrhovima Miquelovog trokuta

zatvaraju sa stranicama polaznog trokuta sukladne kutove.
Vrijedi
LADM = /BEM = ZCFM = p.

Analogno,
/AFM = /BDM = /CEM = 180° — p.
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Slika 19

Dokaz. Cetverokut ADMEF je tetivni iz Gega slijedi da su kutovi ZADM i ZAFM
suplementarni. No, to vrijedi i za kutove ZAFM i ZCFM (Slika 19). Prema tome,
vrijedi

LADM = LCFM,
a iz toga slijedi

4ZBDM = LZAFM.

Preostale jednakosti dokazujemo analogno. O

Vrijedi i obrat Teorema 4. Stovige, iz sljedeéeg teorema doznajemo mnogo vise
o vezi Miquelove tocke i Miquelovih trokuta.

Teorem 5. Ako bilo koja tri pravca koja prolaze kroz M zatvaraju sukladne kutove sa
stranicama trokuta ABC, tada je M Miquelova tocka za trokut DEF kojeg odreduje.

Nadalje, tocka M je Miquelova tocka za beskonacnu familiju trokuta.
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2.2 Trokuti sli¢ni polaznom trokutu

Sljede¢ih nekoliko tvrdnji reéi ¢e nam nesto vise o trokutima sliécnim polaznom
trokutu ABC'.

Teorem 6. Sredista Miquelovih kruznica danog trokuta odreduju trokut slican danom

trokutu.

Dokaz. Neka je ABC' dani trokut i tocke D, E i F' na stranicama AABC. Neka
je tocka P srediste kruznice odredene tockama A, D i F', tocka () srediste kruznice
odredene tockama B, FE i D te tocka R srediste kruznice odredene tockama C', F' i
E. Te tri kruznice sijeku se u tocki M.

Najprije uo¢imo zajednicke tetive MD, ME i MF. Nadalje, RP i PQ sijeku
kruznicu sa sredistem P u tockama N i L, redom.

Slika 20

Buduéi da je pravac kroz sredista R i P okomit na zajednicku tetivu te ju
raspolavlja, taj je pravac simetrala duzine FM. Stoga je ZFPN = ZNPM. Sli¢no,
pravac koji prolazi tockama P i Q je simetrala duzine M D pa je ZMPL = Z/LPD.
Sada je

LNPL=/ZNPM+ £ZMPL = %LFPD.

Kako je
LFAD = %AFPD,

onda je
/NPL=/FAD = /CAB.
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Na slican nac¢in mozemo dokazati da je
ZPRE = LFCE = ZACB,

Prema tome je APQR ~ AABC. O

Prije iskaza sljedec¢e tvrdnje podsjetimo da je trokut upisan u drugi trokut ako
svaki od vrhova prvog trokuta lezi na stranicama drugog trokuta.

Teorem 7. Dva trokuta upisana u isti trokut koji imaju zajednicku Miquelovu tocku

su slicna.

Slika 21

Dokaz. Promatrajmo ADEF i AD'E'F’" sa zajednickom Miquelovom tockom M
(Slika 21). Prema Teoremu 4, vrijedi:

/MFA=/MDB
/MD'A=/MF'C,

iz cega slijedi slicnost AMD'D i AMF'F. Analogno jei AMF'F ~ AMFE'E.
Prema tome,

/DMD = /FMF' = /EME'.
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Odakle dobivamo
/D'MF =/DMF

/D'ME = /DME
/E'MF = /EMF.

Takoder, kao rezultat slicnosti gore navedenih trokuta, imamo jednakosti

|MD| B |MF| B |ME)|
|MD'|  |MF'|  |ME'|

Buduéi da su dva trokuta slicna ako su im odgovarajuée stranice proporcionalne i
odgovarajuci kutovi jednake veli¢ine, dobivamo sljedece

AD'MF" ~ ADMF
AD'ME' ~ ADME
AE'MF' ~ ANEMF.

Tada iz
[D'F'| _ |D'M]|
|DF| ~— |DM|
i
ID'E| _ |D'M]|
|DE| — |DM|
slijedi
|D/F/| B |D/El|
|DF| ~ |DE|’
Slicno dobivamo
’E1F1| B |D/E1’
|EF| — |DE|’

sto dokazuje da zbog proporcionalnosti odgovarajuc¢ih stranica promatranih trokuta
vrijedi ADEF ~ AD'E'F". O
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Sljedeca lema re¢i ¢e nam nesto vise o kutovima Miquelovog trokuta koji je
slican polaznom trokutu. Najprije uvedimo oznake: /CAM = oy, ZMAB = as,
LABM = 517 ZMBC — 52, 4BCM = My AMCA — Yo.

Lema 3. Neka je tocka M unutar trokutu ABC' opisane kruznice 1 DEF Miquelov
trokut tocke M s obzirom na trokut ABC'. Tada vrijede sljedece jednakosti:

£D =7 + 627
LE :61 + o,
KF =71 + (g.

Slika 22

Dokaz. Pri dokazivanju ove tvrdnje koristit ¢emo Lemu 1. Promotrimo slucaj kada
je M unutar trokuta ABC'.
Dakle, buduéi da su tocke A, D, M i F konciklicke, vrijedi

LFDM = L/FAM = oy,
LIMFD =/ZMAD = as.
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Analogno vrijedi za konciklicke tocke B, E, M i D te C, F, M i E, tj.

/DBM = /DEM = §,,
/MDE = /MBE = B,
/ECM = /EFM =,
/MEF = /ZMCF = .

Slijedi
LD =/FMFE=/FDM + AMDFE = a7 + B5.
Analogno,
LE = (1 + 72,
LF = gl =+ Q.

Analogno se dokazuje kada je tocka M izvan trokuta ABC, a unutar opisane kruznice
trokuta. ]

U nastavku ¢emo razmotriti jos neka svojstva Miquelove tocke. Pri dokazivanju
istih koristit ¢emo jednake oznake kao u prethodnoj lemi.

Teorem 8. Ako je Miquelova tocka M srediste polaznom trokutu ABC' opisane
kruznice, onda je M ortocentar Miquelovog trokuta DEF.

Slika 23
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Dokaz. Ako je Miquelova tocka M srediste polaznom trokutu ABC opisane kruznice,
onda je, prema Lemi 3, as = (1, B2 = 71, 72 = oy (Slika 22). Tako dolazimo do
jednadzbe

Yo+ 1+ B =y + B2+ ag = 90°.

Iz toga nam slijedi okomitost pravaca FFM i DE, tj. FM 1DE.
Slicno dolazimo i do DM LEF, EM 1 DF, sto povlaci da je tocka M ortocentar
trokuta DEF'. O

Teorem 9. Ako je Miquelova tocka M ortocentar trokuta ABC, tada je M srediste

upisane ili pripisane kruznice trokuta DEF .

Slika 25
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Dokaz. U obzir ¢emo uzeti dva slucaja.

Slucaj I Neka je M ortocentar trokuta ABC kojemu su sva tri kuta Siljasta.
Tada je 71 = a9 1 arp = [, stoga je tocka M u ADEF sjeciste simetrala unutarnjih
kutova, tj. M je srediste upisane kruznice trokuta DEF (Slika 24).

Slucaj II Neka je ABC' tupokutan trokut tako da je kut pri vrhu A tup, t;j.
ZA >90°. U tom slucaju je 8, = v2, 11 = 180° — ap, oy = 180° — 5. Prema tome su
MD i MF simetrale vanjskih kutova, dok je M E unutarnja simetrala kuta. Slijedi,
tocka M je srediste pripisane kruznice trokuta DFEF' (Slika 25). O

Teorem 10. Ako je tocka M srediste upisane ili pripisane kruznice trokuta ABC),
tada je M srediste opisane kruznice trokuta DEF'.

Slika 26 Slika 27

Dokaz. Ponovno promatramo dva slucaja.

Slucaj I Neka je M srediste trokutu ABC' upisane kruznice. Tada je a; = an,
B1 = B2, 71 = 2. Dakle, tocka M je sjeciste simetrala stranica trokuta DEF pa i
srediste opisane kruznice trokuta DEF'.

Slucaj II Neka je M srediste trokutu ABC' pripisane kruznice koja dodiruje
stranicu AB. U tom slucaju, pravci AM, BM i CM su simetrale stranica trokuta
DEF. Stoga je tocka M srediste trokutu DEF opisane kruznice. 0J

Zadnji teorem ovog potpoglavlja povezuje Miquelovu i Brocardovu tocku polaz-
nog i Miquelovog trokuta. Prije njegovog iskazivanja definirajmo Brocardovu tocku
trokuta ABC.
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Definicija 6. Neka je dan trokut ABC' i tocka 2 za koju vrijedi
LQAB = /QBC = L/QCA = w.

Tocka ) naziva se prvom Brocardovom tockom trokuta ABC, a kut w Bro-
cardovim kutom (Slika 28).

Definicija 7. Tocka €)' koju dobijemo kao sjeciste pravaca ASY, B, CQ za koje
vrijeds
LQYBA=/QCB=/0AC =W

zovemo drugom Brocardovom tockom trokuta ABC'.

Slika 28. Prva i druga Brocardova tocka

Teorem 11. Vrijedi:

i. Ako je Miquelova tocka M prva Brocardova tocka trokuta ABC, onda je 1 prva
Brocardova tocka trokuta DEF .

i. Ako je Miquelova tocka M druga Brocardova tocka trokuta ABC, onda je i
druga Brocardova tocka trokuta DEF .

Pri dokazivanju ovog teorema koristit ¢emo oznake kao u Lemi 3.

Dokaz. Ako je tocka M prva Brocardova tocka trokuta ABC, tada vrijedi ap =
P2 = 2 pa iz Leme 3 slijedi da je M Brocardova tocka trokuta DEF.

Ako je tocka M druga Brocardova tocka trokuta ABC', tada vrijedi ay = [ =
v1 pa prema Lemi 3 slijedi da je M druga Brocardova tocka trokuta DEF. U
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2.3 Miquelovi nozisni trokuti
Na pocetku poglavlja definirajmo nozisni trokut.

Definicija 8. Trokut ¢iji su vrhovi nozista okomica iz fiksne tocke M na stranice

trokuta ABC' nazivamo nozisni trokut ili pedalni trokut pola M s obzirom na dani

trokut ABC.

Slika 29

Takvi trokuti imaju brojna zanimljiva svojstva, a o jednom svojstvu govori

sljedeca tvrdnja.

Teorem 12. (Neubergov teorem) Ako je konstruiran niz nozisnih trokuta s ob-

zirom na istu tocku, tada je treci nozisni trokut slican pocetnom trokutu.

Medutim, ovaj teorem mozemo generalizirati tako da konstruiramo duzine iz
tocke M prema stranicama trokuta ABC' pri cemu one zatvaraju jednake kutove sa
stranicama tog trokuta, tj. tako da vrijedi ZMDB = ZMEC = ZMFA. Neka je
dobiveni trokut DEF' Miquelov. Sljedece, iz iste tocke M konstruiramo drugi Miqu-
elov trokut, A Dy Ey Fy, unutar prvog Miquelovog trokuta, a zatim i treéi Miquelov
trokut, ADyFyF,, unutar drugoga. Tada je treé¢i Miquelov trokut Dy FEsFy slican
polaznom trokutu ABC' (Slika 30).
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Slika 30

Ono §to ovu generalizaciju ¢ini iznenaduju¢om jest to da se niz tih Miquelovih
trokuta moze konstruirati potpuno proizvoljno. lako bi mogli pretpostaviti da kut
koji zatvara duzina s jednim krajem u tocki M sa stranicama drugog trokuta mora
biti jednak kutu koji zatvara duzina s jednim krajem u tocki M sa stranicama prvog
trokuta, to uopée ne mora biti tako, tj. odabir Miquelovih trokuta je proizvoljan.

Dokazimo sada ovu generalizaciju.

Dokaz. Nacrtajmo duzinu AM. Konstruirajmo duzine iz tocke M prema stranicama
trokuta ABC, DEF i DFE,F; uo¢avamo kako su ¢etverokuti ADMF, ExMD-F i
F5M E5 D,y tetivni. Prema tome,

LMAD = /ZMFD = /ZMD\E, = LZME,F5.
Slicno mozemo pokazati da vrijedi i
LMAF = ZMFEyDs.
Slijedi
LFyFEyDy = LZBAC.

Na isti na¢in mozemo pokazati da su kutovi pri vrhovima B i F, te C' i D, sukladni.
O
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3 Zanimljive tvrdnje o konciklicnosti tocaka

U ovom poglavlju razmatrat ¢emo neke zanimljive tvrdnje o konciklicnosti

tocaka.

3.1 Miquelov i Steinerov teorem

Iz dosadasnjih razmatranja o Miquelovoj tocki trokuta znamo da je Miquelova
tocka M drugo sjeciste kruznica CFE i BDFE (Slika 31). Promotrit ¢emo slucaj
kada tocke D, E i F' leze na istom pravcu. Za pocetni trokut u obzir ¢emo uzeti
ANADF, a B, E i C tocke na njegovim stranicama.

C

Slika 31

Ponovno primjecujemo kako su dvije od tri Miquelove kruznice one koje su
opisane trokutima C'F'E i BDFE, $to implicira da one odreduju istu Miquelovu tocku
M. Moze se pokazati da se radi o uvijek istoj Miquelovoj tocki bez obzira na koja
tri od ¢etiri pravca leze stranice trokuta, dok preostali pravac prolazi kroz tocke

na stranicama. Tako dolazimo do izvanrednog rezultata danog sljede¢im teoremom

(13)-

Teorem 13. Neka se cetiri praveca sijeku dva po dva u Sest tocaka. Ta cetiri pravca

uzeta po tri) odreduju cetiri trokuta cije opisane kruznice prolaze istom tockom.
p ] je op

Tocku presijecanja M tada nazivamo Miquelova to¢ka potpunog ¢etverostrana.
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Slika 32

Za dokaz ove tvrdnje koristit ¢emo jedno od osnovnih svojstava Simsonovog
pravca. Za pocetak é¢emo definirati Simsonov pravac.

Definicija 9. Neka je dan trokut ABC, k kruznica opisana tom trokutu i M neka
tocka na kruznict k. Pravac koji prolazi nozistima okomica iz tocke M na stranice
trokuta ABC' zove se Stmsonov pravac trokuta ABC (Slika 33).

Slika 33. Simsonov pravac
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Sljedeci teorem, koji ¢e biti koristan pri dokazivanju Teorema 13, opisuje odnos
izmedu Miquelove tocke i Simsonovog pravca ([3]).

Teorem 14. Nozista okomica 1z Miquelove tocke na stranice trokuta su kolinearna

ako i samo ako se Miquelova tocka nalazi na trokutu opisanoj kruznici.
Sada mozemo dokazati Teorem 13.

Dokaz. Kruznice koje se sijeku imaju najvise dvije zajednicke tocke pa ih je potrebno
razlikovati. Neka je M sjeciste bilo koje dvije kruznice, koje ne lezi ni na jednom od
danih pravaca. Neka su to kruznice opisane trokutima koji su odredeni pravcima w,
riytex, yiz Zatim, neka su tocke W, X, Y i Z nozista okomica na pravce w,
z,yiziz M.

Buduci da M lezi na kruznici opisanoj trokutu odredenom pravcima w, i y, nozista
W, X 1Y su kolinearna na Simsonovom pravcu. Sli¢no, nozista X, Y i Z leze na
Simsonovom pravcu s obzirom na tocku M koja lezi na kruznici opisanoj trokutu

odredenom pravcima z, y i 2.

Slika 34

Kako su X 1Y zajednicke tocke Simsonovim pravcima, govorimo o istom pravcu.
Na isti se nacin pokaze kako tocke W, X, Y i Z leze na istom Simsonovom pravcu
tocke M s obzirom na bilo koji trokut konstruiran sa cetiri dana pravca. No, kako
samo tocke koje leze na kruznicama opisanih trokutima imaju pripadni Simsonov

pravac, tocka M mora lezati na svakoj od kruznica. Drugim rijecima, M je sjeciSte
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¢etiri kruznice od koje je svaka od njih opisana trokutima formiranih od cetiri pravca.
O

Teorem 13 daje jednak rezultat kao teorem kojega je objavio Jacob Steiner 1828.
godine u matematickom casopisu Annales de Mathématiques Pures et Appliquées,
a dokazao Auguste Miquel.

3.2 Miquelov teorem o peterokutu

Auguste Miquel takoder je zasluzan za jos jedno znacajno otkriée koje ponovno
ukljucuje sjeciste kruznica, tzv. Miquelov teorem o peterokutu ([6]).

Teorem 15. Neka je ABCDE konveksan peterokut. Produzimo njegove stranice
dok se ne sijeku u tockama F, G, H, I i J te nacrtamo trokutima AFB, BGC,
CHD, DIE, EJA opisane kruznice. Tada su tocke sijecista susjednih kruznica K,
L, M, N i O, koja su razli¢ita od vrhova pocetnog peterokuta, konciklicke.

Slika 35

Teorem je poznat i po imenu Teorem o pet kruznica.
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3.3 Miquelov teorem o Sest kruznica

Jos je jedan teorem koji nosi Miquelovo ime, Miquelov teorem o Sest kruznica.
On nam govori da ako pet kruznica dijeli ¢etiri trostruke tocke sjecista, preostale
cetiri tocke presjeka leze na Sestoj kruznici.

Teorem 16. Neka su A, B, C' i D tocke na kruznici i neka kroz svaki par susjednih
tocaka prolazi po jedna kruznica. Tada preostala sjecista tih kruznica, W, X, Y i
Z, leze na istoj kruznici (Slika 36).

Slika 36
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Zakljucak

Miquelov teorem je u pocetku bio smatran kao tvrdnja vazna za elementarnu
geometriju trokuta, ali se ispostavilo da je od bitnog znacaja i za geometriju kruznice.
Pokazali smo to i ovim radom spominju¢i mnoga svojstva koja proizlaze iz odnosa
trokuta i njemu pridruzenih kruznica.

lako se pretpostavlja da nije bio prvi, Auguste Miquel svojim je teoremom
dotaknuo brojne dijelove geometrije. Pa smo tako primijenili inverziju kao transfor-
maciju ravnine na njegovo dokazivanje, govorili o slicnosti trokuta, povezali nozisne
s Miquelovim trokutima kao i karateristicne tocke trokuta s Miquelovom tockom.

Paznju smo posvetili na pocetku iskazanom Miquelovom teoremu $to ne uma-
njuje vaznost teorema iz zadnjeg poglavlja, pogotovo Miquelovog teorema o Sest

kruznicama.
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Sazetak

Miquelov teorem kaze da ako na svakoj stranici trokuta ili njihovim produzenjima
odaberemo po jednu tocku, tada se kruznice odredene vrhom trokuta i dvjema
tockama na stranicama koje prolaze tim vrhom sijeku u jednoj tocki. Tu tocku nazi-
vamo Miquelovom tockom polaznog trokuta, trokut odreden odabranim tockama na
stranicama Miquelov trokut polaznog trokuta, a kruznice odredene vrhom trokuta
i dvjema tockama na stranicama koje prolaze tim vrhom Miquelovim kruznicama
polaznog trokuta.

U radu je teorem dokazan na dva nacina koristeci svojstvo koncikli¢nosti tocaka i
primjenom inverzije. Osim Miquelovog teorema, dokazali smo i brojne tvrdnje koje
govore o polozaju Miquelove tocke u odnosu na Miquelov trokut, o jednakostima
kutova koje vrijede u polaznom i Miquelovom trokutu, o trokutima sli¢cnim polaznom
trokutu, o karakteristicnim tockama Miquelovog trokuta.

U radu su razmatrane i zanimljive tvrdnje o koncikli¢nosti tocaka u kojima se

spominju Miquelovi elementi trokuta.

Kljucne rijeci: konciklicnost tocaka, inverzija, Miquelov teorem, Miquelova tocka,
Miquelov trokut
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Summary

Miquel’s theorem is concerning the intersection of three circles, each drawn
through one vertex of a triangle and two points on its adjacent sides. The point
of intersection is called Miquel point relative to the initial triangle, the triangle
connecting the side points is called Miquel triangle relative to the initial triangle
and circles passing through each polygon vertex and its neighboring side points is
called Miquel circles relative to the initial triangle.

We have proved the theorem in two ways, using properties of concyclic points
and by applying inversion. Apart from Miquel’s theorem, we have also proved
many propositions about position of Miquel point in relation to the Miquel triangle,
equality of angles in initial and Miquel’s triangle, characteristic points of Miquel’s
triangle.

Also, in this paper are considered interesting claims about concyclic points in
which the Miquel elements of the triangle are mentioned.

Key words: concyclic points, inversion, Miquel’s theorem, Miquel point, Miquel

triangle
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