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Sazetak

Problem ¢etiri boje postavio je matemati¢ar F. Guthrie davne 1852. godine. Nakon
toga su brojni vrsni matematicari, ali i amateri, pokuSavali pronac¢i rjeSenje, a to je
trajalo viSe od 150 godina. Tijekom tog razdoblja napravljeno je mnogo krivih dokaza,
ali je takoder dobiveno mnogo djelomi¢nih rezultata, od kojih ée neki biti sastavni dio
ovog rada. Objasnit ¢emo vazne zakljucke do kojih je dosao A. Cayley (kubne karte,
najmanji uljezi), zatim ¢emo objasniti poznatu Fulerovu poliedarsku formulu, a onda
predstaviti vazne teoreme Teorem o ”Samo pet susjeda” i Teorem o Sest boja. Bavit
¢emo se i Kempeovim dokazom teorema o Cetiri boje koji koristi tzv. metodu Kempe-
ovih lanaca. To je ujedno i najpoznatiji pogreSan dokaz, a njegovu neto¢nost ustanovio
je Heawood te dokazao Teorem o pet boja. Konacno, objasnit ¢emo dokaz teorema o
Cetiri boje kojeg su predstavili K. Appel i W. Haken, a koji koristi racunala te ga je
zato teSko proucavati. Postoje razni teoremi koji su ekvivalentni teoremu o Cetiri boje,
a mi ¢emo istaknuti kombinatorni problem vektorskog produkta u trodimenzionalnom
prostoru.

Kljucéne rijeci:  problem cetiri boje, karta, graf, bojanje grafa, bojanje karte,
vektorski produkt

Abstract

The Four Color Theorem was first conjectured in the 1852. by matematician F.
Guthrie. For more than 150 years great matematicians, as well as amateurs have tried
to find the proof. There were many wrong proofs, but also a lot of partial results.
Some of them are going to be mentioned in this thesis. We will present some con-
clusions obtained by A. Cayley (cubic maps, the smallest outsider), explain Euler’s
famous Fuler’s polyhedron formula and then show Five neighbors only theorem and
Six colour theorem. We will also present Kempe’s proof of the theorem using so-called
Kempe’s chain method. This is the most famous wrong proof of the four color theorem.
Its incorrectness was discovered by Heawood who managed to prove Five colour theo-
rem. Finally, we will mention the proof whch was given by K. Appel and W. Haken.
Since it requires the use of a computer, it is not easy for studying. There are many
theorems which are equivalent to the Four Color Theorem. We will mention a combi-
natorial problem related to the vector cross product algebra in three-dimensional space.

Key words: four colour problem, map, graph, map colouring, graph colouring,
vector cross product



1 Uvod

Teorem o cetiri boje je problem koji je naizgled vrlo jasan i jednostavan, ali je godinama
zadavao muke mnogim vrsnim matematicarima, ali i amaterima. Nastao je sasvim slucajno
1852. godine kada je matematicar F. Guthrie bojao regionalnu kartu Engleske prilikom cega
je uocio da su mu dovoljne cetiri boje uz pravilo da susjedne regije ne smiju biti obojene
istom bojom. Dugi niz godina pojavljivale su se razne varijante krivih dokaza, ali i onih
djelomic¢nih iza kojih su ostale neke nepobitne ¢injenice i teoremi. U drugom poglavlju ovog
rada (Povijest problema cetiri boje) navodimo neke od njih. Primjerice, A. Cayley nije uspio
dokazati teorem, ali 1879. g. dolazi do nekih vaznih zakljuc¢aka, poc¢inje promatrati kubne
karte i najmanje uljeze. Tu se pojavljuje i L. Euler i njegova poznata Eulerova poliedarska
formula, zahvaljujuéi kojoj je doslo do nekog napretka u trazenju dokaza. Tako su predstav-
ljeni vazni teoremi, Teorem “Samo pet susjeda” i Teorem o Sest boja. Metoda Kempeouvih
lanaca trebala je biti kljucan alat za dokaz teorema o ¢etiri boje. Smislio ju je A. B. Kempe
1879. g. Spomenimo da se to smatra najpoznatinijim pogresnim dokazom teorema o cetiri
boje. U tre¢em poglavlju ¢emo formalno iskazati problem ¢etiri boje i to pomoc¢u grane ma-
tematike pod nazivom teorija grafova. Uz definicije osnovnih pojmova, teorem o cetiri boje,
teorem o pet boja i druge, spomenut ¢emo i dokaz W. Hakena i K. Appela provedenog uz
pomo¢ racunala. Cetvrto poglavlje posveéeno je novoj, ekvivalentnoj formulaciji teorema o
¢etiri boje. Pokazat ¢emo da je ekvivalentan kombinatornom problemu vektorskog produkta

vektora u trodimenzionalnom prostoru i dokazati tvrdnje.

2 Povijest problema cetiri boje

Zamislimo da pred sobom imamo zemljopisnu kartu odredene drzave koja je podijeljena na
regije, na drzave nekog kontineta ili pak mozemo zamisliti kartu cijeloga svijeta. Radi lakseg
raspoznavanja odredenih podrucja prirodno je da su susjedna podruc¢ja (drzave ili regije)
obojena razli¢itim bojama. Bez obzira na to kako ta karta izgleda, da li je prikazana u
ravnini ili na sferi, od koliko drzava ili regija se sastoji ili kakvog su one oblika, svega cetiri
razlic¢ite boje su dovoljne kako bi obojali kartu, a da pritom niti jedan par susjednih drzava
ili regija nije obojen istom bojom.

Sve je pocelo davne 1852. godine kada je matematicar Francis Guthrie bojio regionalnu
kartu Engleske za vrijeme boravka na postdiplomskom studiju u Londonu. Uocio je kako
mu nije potrebno vise od cetiri boje, ali nije bio siguran vrijedi li tvrdnja opcenito. Uz
pomo¢ njegovog brata Fredericka poblem je dosao do Augustusa De Morgana, profesora na
Sveucilistu u Londonu, koji se jako zainteresirao za njega. Buduéi da postavljenu tvrdnju nije
sam mogao dokazati, obratio se pismom svom kolegi i prijatelju sir Williamu R. Hamiltonu
u Dublin. U pismu je naveo tvrdnju te dao primjer iz kojeg je bilo ocito da su cetiri boje
nuzne. Ostalo je pitanje jesu li ¢etiri boje uvijek dovoljne za bojenje karte na zeljeni nacin.
Trebalo je pronadi ili kontraprimjer kojim bi se pobila tvrdnja ili ju dokazati za bilo koji



kartu, stvarnu ili izmisljenu. Sir William R. Hamilton nije bio zainteresiran za ovaj problem
pa se De Morgan obratio drugim kolegama. Konacno, u travnju 1860. godine objavio je
problem u ¢asopisu Athenaeum te su tako za njega saznali matematicari diljem svijeta.

2.1 Pokusaji dokazivanja teorema o cetiri boje

Postoje navodi da je americki matematicar, filozof i logicar Charles Sanders Pierce dokazao
tvrdnju, ali dokaz nikada nije objavljen.

Nakon De Morganove smrti na problem se s vremenom zaboravilo, sve dok ga na sastanku
Londonskog matematickog drustva, 1878. godine, nije ponovno postavio Arthur Cayley.
Iste godine Cayley je objavio ¢lanak u kojem navodi da tvrdnju nije uspio dokazati, ali da
je dosao do tri vazna zakljucka.

Zakljucéak 2.1. Ako je proizvoljna karta, koja se sastoji od n drZava, vec¢ obojena s cetirt
boje i ako toj karti dodamo jednu drzavu, tada se i nova karta od n + 1 drZava moZe obojiti

s cetiri boje.

Zakljucak 2.2. Dowvoljno je promatrati samo karte kod kojih se u svakom cvoru dodiruju
tocno tri drzave, tzv. kubne karte. Naime, ako se u nekom cvoru susrece vise od triju
drzava, tada se na taj cvor postavi mala kruzna “zakrpa”, oboji se tako dobivena kubna

karta, a zatim se zakrpa jednostavno ukloni ( Slika 1).

Slika 1: Dodavanje i izbacivanje zakrpe

Izvor: [4, str. 28]

Zakljucak 2.3. Ako je teorem o cetiri boje istinit, tada se bojenje karte moZe izvesti tako

da se sve drzave koje leze uz rub karte mogu obojiti s najvise tri boje.

Nakon $to nije uspio dokazati teorem metodom matematicke indukcije, jer je bilo vrlo
tesko pronaéi metodu za prosirenje karte s n na n + 1 drzava koja bi vrijedila opéenito,
pokusao je isto uciniti metodom kontradikcije.

Zamislimo da je tvrdnja neto¢na i da postoje karte koje se ne mogu obojiti sa samo cetiri



boje. Medu svim takvima kartama za koje je potrebno pet ili vise boja, izaberimo onu s
najmanjim brojem drzava. Tu kartu ¢emo nazvati najmanjim uljezom. Vrijedi sljedece:
Najmangi uljez se ne moze obojiti sa cetiri boje, ali svaka karta s manjim brojem drzava
moze. Sada se dokazivanje problema o cetiri boje svodi na dokaz tvrdnje da najmanji uljezi
ne postoje. Prije nego nastavimo sa detaljnijim opisom pokusaja ovog dokaza, moramo
spomenuti Svicarskog matematicara, fizicara i astronoma, Leonharda Eulera, koji je znacajno
doprinio dokazivanju ovog problema. Naime, Eulerov doprinos matematici je izuzetno velik,
a ovdje ¢emo spomenuti jedan rezultat njegovog proucavanja poliedara, Fulerovu poliedarsku
formulu. Ta formula je vezana za podrucje matematicke topologije pod imenom teorija
grafova. Teorija grafova bavi se problemima koji se mogu analizirati pomocéu odredenog
broja tocaka (vrhova) i spojnica medu njima (bridova).

Teorem 2.1 (Eulerova poliedarska formula). Za svaki konveksan poliedar u kojem je V broj

vrhova, B broj bridova i S broj strana vrijedi:

V-B+8=2 (1)

Dokaz teorema nalazi se u ¢lanku [1, str. 179-182].
Prema gornjoj formuli vrijedi da svaka kubna karta mora sadrzavati barem jednu od ovakvih
drzava: dvokut, trokut, cetverokut ili peterokut. Lako se dokaze da najmanji uljez ne sadrzi
dvokut, odnosno drzavu koja ima samo dva susjeda. Naime, ako takvoj drzavi uklonimo
jedan brid, dobit ¢emo kartu s jednom drzavom manje, koja se moze obojiti s najvise cetiri
boje. Vratimo li ponovno uklonjeni brid, boju za drzavu s dvama susjedima je lako odrediti
jer su nam na raspolaganju cak dvije od ¢éetiri boje (slika 2).

" -~ - | o~

- ~ - ~

7’ ~ s ~
/ N 7/ Ay
/ A ! A
1 \ I 1
\ g j = =
\ ! A I
\ /! \ '
N s hS /
~ - ~ Ve
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originalna nova obojena obojena
karta karta nova karta originalna karta

Slika 2: Dvokut
Izvor: [4, str. 29

Slicno se pokaze da najmanji uljez ne moze sadrzavati trokut. Naime, pretpostavimo
suprotno. Tada uklonimo jedan brid i od cetiri dobijemo tri drzave. Takvu kartu mozemo
obojiti s cetiri boje na nacin da za tri drzave potrosimo tri boje, a kada vratimo uklonjeni
brid, ¢etvrtu drzavu obojamo preostalom, cetvrtom bojom (slika 3).
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Slika 3: Trokut
Izvor: [4, str. 29|

Medutim, taj postupak se ne moze primjeniti na drzavama s 4,5 ili vise bridova (slika
4). Ovdje posebnu ulogu ima navedena Fulerova poliedarska formula (teorem 2.1 ).
Naime, ukoliko neki poliedar projiciramo iz jedne tocke na ravninu, dobit ¢emo njegovu
ravninsku projekciju na kojoj i dalje vrijedi Eulerova poliedarska formula. Ako zamislimo
da strane poliedra predstavljaju drzave, bridovi poliedra granice, a vrhovi poliedra ¢vorove,
i ako jos ubrojimo i vanjstinu projekcije kao jednu drzavu, tada Eulerova formula vrijedi i
za tako dobivene karte, a glasi ovako:

broj drzava — broj bridova + broj ¢vorova = 2 .

Vrijedi i obrat. Svaku kubnu kartu mozemo nacrtati na sferi i zamisliti da predstavlja
neki poliedar. Tada problem bojenja sferne karte postaje problem bojenja karte na ravnini,
svejedno ubrojimo li i vanjstinu karte kao jos jednu regiju koju treba obojiti ili ne.
Direktna posljedica Eulerove formule je tzv. formula prebrajanja. Pretpostavimo li da karta
ima dy drzava koje imaju toéno dva susjeda, d3 drzava koje imaju to¢no tri susjeda, d, drzava
s tocno cetiri susjeda, itd., tada je ukupan broj drzava na toj karti (ra¢unajuéi i vanjstinu
karte)

D=do+ds+det-dsdg ..

Zatim prebrajamo bridove. Bududi da svaki brid pripada tocno dvjema drzavama, slijedi:

odnosno

Uvrstimo li gornje izraze u Eulerovu poliedarsku formulu, dobivamo formulu prebrajanja

za kubne karte:

Ade +3d3 +2dy +ds —dy —dg —3dg — ... =12



Slika 4: Cetverokut i peterokut
Izvor: [4, str. 29

Jasno je da za kubnu kartu barem jedan od brojeva ds, ds, d4 i d5 mora biti veéi od nule.
Stoga smo pokazali da vrijedi sljedec¢i teorem.

Teorem 2.2 (Samo pet susjeda). Svaka kubna karta ima barem jednu drzavu s pet ili mangje

susjeda.

Nadalje, ako karta ne sadrzi niti jedan dvokut, trokut ni kvadrat, tada mora sadrzavati ba-
rem 12 peterokuta. Analogno se moze zakljuciti da ako se kubna karta sastoji iskljucivo od
peterokuta i Sesterokuta, tada ona mora imati toé¢no 12 peterokuta.

Cayley, dakle, nije uspio dokazati da najmanji uljezi ne postoje, ali se njegova tvrdnja po-
kazala korisnom u dokazivanju nesto slabije tvrdnje, teorema o Sest boja.

Teorem 2.3 (Teorem o Sest boja). Svaka karta moze se obojiti sa Sest boja tako da susjedne

drzave nisu obojene istom bojom.

Dokaz teorema nalazi se u [13].

Londonski odvjetnik i matematicar amater Alfred Bray Kempe ¢uo je za problem cetiri
boje 1878. godine dok je prisustvovao na sastanku Londonskog matematickog drustva kada
je Arthur Cayley govorio o istome. Nakon godinu dana ponudio je rjeSenje. Dokaz je obja-
vio u ¢asopisu American Journal of Mathematics. Kempeova metoda bojenja bilo koje karte
moze se opisati u Sest koraka:



o\

@A n

projekcija kocke projicirana kocka

kocka

sferna kocka

Slika 5: Projekcija poliedra (kocke) na ravninu

Izvor: [4, str. 29

. Pronadi na karti drzavu koja ima pet ili manje susjeda (po teoremu 2.2, ona svakako
postoji).

. Pokriti tu drzavu komadi¢em praznog papira slicnog oblika, samo malo veceg.

. Produljiti sve granice koje dodiruju “zakrpu” tako da se sastanu u jednoj tocki na
papiri¢u, kao da se odabrana drzava smanjila u jednu tocku. Time se broj drzava na

karti smanjio za jedan.

. Ponavljati prethodna tri koraka sve dok se pocetna karta ne smanji do karte s tocno

jednom drzavom.
. Obojiti tu jednu drzavu bilo kojom od cetiri dane boje.

. Obrnuti gornji proces, odnosno skidati “zakrpe” unatrag sve dok se ne dobije pocetna
karta i pritom svaku vra¢enu drzavu obojiti tako da se razlikuje od susjeda.

Kempe je takoder imao problem kao i Arthur Cayley, a to je kada drzava koju treba obojiti

ima cetiri ili pet susjeda, odnosno ako je kvadrat ili peterokut. Rijesio ga je metodom koja

je danas poznata kao Metoda Kempeovih lanaca.

2.2 Metoda Kempeovih lanaca

Metoda Kempeovih lanaca je dosta zanimljiva i sasvim lijepo dokazuje da su cetiri boje

dovoljne za bojenje bilo kakve karte, osim $to nije to¢na.
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Ovaj dokaz je postao najpoznatiji pogresan dokaz u povijesti matematike. Zavarao je veé¢inu
matematicara tog vremena. Cak jedanaest godina kasnije pogresku je uoéio profesor mate-
matike iz Durhama, Percy John Heawood.

Vratimo se najprije na samu metodu. Prvo pretpostavimo da je drzava za koju treba odrediti
boju kvadratnog oblika, odnosno ima cetiri susjedne drzave. Tada se od te Cetiri susjedne
drzave odaberu one dvije koje se medusobno ne dodiruju. Neka su to na primjer crveni i ze-
leni susjedi drzave K. Sada svaka od tih dviju drzava zapocinje jednu ili vise crveno-zelenih
grana, odnosno dijelova karte koji se sastoje od niza drzava obojenih crveno ili zeleno.

Ovdje se sada javljaju dva moguca slucaja (slika 6):

1. Slucaj kada niti jedna grana koja pocinje crvenim susjedom od K nije povezana s
donjom zelenom drzavom. Tada se crveni susjed drzave K moze obojiti u zeleno i sve
drzave u crveno-zelenim granama mogu zamijeniti boje. Tada nam za bojenje drzave

K ostaje na raspolaganju crvena boja (slika 7).

2. U slucaju kada jedna od grana koje zapocinju s crvenim susjedom drzave K zavrSava
sa zelenim susjedom drzave K, zamjenom boja ne dobivamo nista. Najprije uoc¢imo da
lanac ¢ini zatvorenu petlju, odnosno pocinje i zavrsava u K. Sada promotrimo druga
dva susjeda: plavog i zutog. Uocimo da se niti jedan lanac jednog od ta dva susjeda ne
moze nadovezati na neki od lanaca drugog susjeda jer ih prekida ranije uocena petlja.
Sada opet imamo situaciju kao u prvom slu¢aju. Obojimo li plavog susjeda u zuto i
cijeloj plavo-zutoj grani zamijenimo boje, za drzavu K nam preostaje plava boja (slika
8).

1. slucaj 2. slucaj

Slika 6: Dva slucaja u metodi Kempeovih lanaca.

Izvor: [4, str. 3l]

Na taj nacin je zavrseno bojanje drzave koja ima cetiri susjeda, a na koju je postavljena
pa uklonjena ”zakrpa”. Ovime smo zapravo dokazali da niti jedan najmanji uljez ne sadrzi
kvadrat.

Kempe se zatim usredotocio na slucaj kad je “vracena” drzava peterokut P. Peterokut
okruzuje pet drzava veé¢ obojenih sa cetiri boje. Opet, odaberu se dva susjeda od P koji se
ne dodiruju. Neka su to zuti i crveni susjed iznad i ispod P. Ako gornje zuto - crvene grane

11



Slika 7: Zamjena boja u prvom slucaju u metodi Kempeovih lanaca.

Izvor: [4, str. 31]

Slika 8: Zamjena boja u drugom sluc¢aju u metodi Kempeovih lanaca.

Izvor: [4, str. 3l]

nisu povezane s donjim, tada im se boje mogu zamijeniti. Zuti susjed od P moze postati
crven, te tako zuta boja ostaje na raspolaganju za bojenje peterokuta P (slika 9).

Medutim, ako je zuto - crveni lanac s gornje strane povezan s crveno - zutim lancem
s donje strane peterokuta P, tada on uocava zelenog susjeda i promatra crveno - zelene i
zeleno - crvene grane (slika 10). Ako gornji zeleno - crveni niz nije povezan s donjim crveno
- zelenim, zeleni susjed od P moze postati crveni i cijeli gornji niz moze promijeniti boje u
crveno-zelene. Tada ostaje zelena boja za obojiti peterokut P (slika 11).

Ako su lanci opet povezani, tada, uklju¢ujuci prethodno navedeno, imamo dvije petlje i
situaciju kao na slici 13. Vidimo da plavo - zuti niz s lijeve strane drzave (peterokuta) P
nije povezan s plavo - zutim nizom desno od njega pa smijemo izmijeniti boje u nizu s desne
strane. Takoder, plavo - zeleni lanac s lijeve strane odvojen je od plavo-zelenog lanca s desne
strane, pa lancu s lijeve strane smijemo izmijeniti boje. Ukoliko napravimo istovremeno obje
izmjene boja, drzava P imat ¢e susjede zute, crvene i zelene boje, pa ostaje plava za njeno
bojenje.

Na ovaj nacin zavrseno je i bojenje drzave koja ima pet susjeda, odnosno dokazali smo da
najmanji uljez ne sadrzi peterokut. Medutim, to je u kontradikciji s Teoremom “Samo pet
susjeda” 2.2 po kojem svaka kubna karta sadrzi barem jednu drzavu s pet ili manje susjeda.

12



Slika 9: Bojanje peterokuta P
Izvor: [4, str. 32

Slika 10: Zuto - crveni lanac s gornje strane povezan s crveno - zutim lancem s donje strane
peterokuta P te uocavanje zelenog susjeda.

Izvor: [4, str. 32

Dakle, teorem o cetiri boje je dokazan.
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Slika 11: Zamjena boja gornjeg niza i zelenog susjeda u crveni.

Izvor: [4, str. 32]

Vratimo se sada na pocetak poglavlja gdje smo rekli kako je ovo najpoznatiji pogresan
dokaz u matematici, te kako je gresku u istom uocio Percy John Heawood. Heawood je
1890. godine objavio ¢lanak u ¢asopisu Quaterly Journal of Mathematics u kojem opovrgava
Kempeov dokaz. Pogreska se nalazi pri samom kraju kada se odreduje boje za peterokut P.
Tocnije, u dijelu koji kaze: ”Napravimo li istovremeno obje izmjene boja, drzava P imat ¢e
susjede zute, crvene i zelene boje, pa se ona moze obojiti u plavo.” Heawood je primijetio
da postoje karte kod kojih istovremena izmjena boja, u dva razlicita lanca, nije moguca.
Promotrimo primjer (slika 12).

Na gornjoj karti je svaka od dvadeset i pet drzava obojena crvenom, plavom, zutom i/ili
zelenom bojom osim peterokuta P u sredini. Ova karta se sigurno moze obojiti sa samo
cetiri boje, ali pokazuje da je Kempeova metoda dokazivanja pogresna. Ukoliko slijedimo
Kempeove korake u odredivanju boje za peterokut P, izmijenit ¢emo boje dviju susjednih
drzava od P. Svaka od tih dviju promjena je dozvoljena samo ako se izvodi sama za sebe.
Naime, ako ih pokusamo izvesti istovremeno, dvije susjedne drzave (jedna, oznacena slovom
A, koja je bila zelena, i druga, oznacena slovom B, koja je bila zuta) postaju crvene, Sto se
ne smije dogoditi!

Kempe se javno slozio sa Heawoodom i priznao pogresku, medutim niti jedan od njih dvojice
nije znao kako popraviti dokaz.
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u originalu
zelena

u originalu
Zuta

Slika 12: Primjer karte koju je dao Heawood i prikaz pogreske pri istovremenoj izmjeni boja

Izvor: [4, str. 33]

Slika 13: Povezani lanci
Izvor: [4, str. 32

15



3 Teorem o cetiri boje

3.1 Formalni iskaz teorema

Za formalni iskaz teorema koristimo se granom matematika koja se naziva teorija grafova.

Za pocetak potrebno je definirati neke pojmove.

Definicija 3.1. Graf G je uredena trojka nepraznog skupa V', skupa E i funkcije ®g, pri
cemu je V' skup vrhova grafa, E skup bridova, a ®¢ je funkcija incidencije koja svakom bridu

iz G pridruzuje neureden par vrhova od G.

Pisemo G = (V(G), E(G), ®g) ili krace G = (V, E).

Definicija 3.2. KaZemo da je graf planaran, odnosno smjestiv u ravnini R?, ako se moZze
nacrtati uw ravnine tako da mu se bridovi sijeku samo w vrhovima. Takva realizacija zove se

ravninsko smjestenje grafa. Takoder, graf koji je tako smjesten u ravnini naziva se ravninsk:

graf.

Od svake karte moguce je konstruirati planaran graf na na¢in da vrhovi predstavljaju
pojedine regije, a dva vrha su spojena bridom ukoliko su regije, koje odgovaraju vrhovima,
susjedne. Regije su susjedne ako se dodiruju nekom duzinom, a ne samo u jednoj tocki (slika
14). Na ovaj nacin se problem bojenja regija svodi na problem bojenja vrhova planarnog
grafa tako da nikoja dva susjedna vrha nisu iste boje.

Slika 14: Karta kao planaran graf
Izvor: [5, str. 24]

Teorem 3.1 (Teorem o cetiri boje). Svaki planaran graf je moguce obojiti s najvise cetiri

boje tako da su susjedni vrhovi obojeni razlicitim bojama.

Vise o bojenju grafova moze se procitati u [6]. Kao sto je navedeno u prethodnom
poglavlju, bilo je mnogo neuspjelih pokusaja za dokazati teorem o cetiri boje (3.1). Opisno
¢emo prikazati rjesenje koje su ponudili Wolfgang Haken i Kenneth Appel. Medutim, prije
toga navest ¢emo teorem koji je dokazao Heawood, koriste¢i se Kempeovim idejama za dokaz
Teorema o cetiri boje. Ovaj teorem ce se pokazati kljuénim u dokazivanju pocetnog problema.
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3.2 Teorem o pet boja

Teorem 3.2 (Teorem o pet boja). Svaka karta moze se obojiti s najvise pet boja tako da su

susjedne drzave obojene razlicitim bojama.

Dokaz teorema nalazi se u [3, str. 11-12].
Problem odredivanja boja pojedinih drzava ovdje se svodi na proucavanje veza i teoriju
grafova, na¢in na koji ¢e problem ¢cetiriju boja na kraju i biti rijesen, i to uz pomo¢ racunala.
U prethodnom poglavlju je dokazano da svaka kubna karta mora sadrzavati barem jednu od
drzava oblika: dvokut, trokut, cetverokut ili peterokut (slika 15). Skup takvih drzava naziva

se neizbjezan skup. Na slici 15 je takoder prikazan jos jedan takav skup.

dvokut trokut cetverokut dva peterokuta peterokut /
Sesterokut

Slika 15: Neizbjezan skup
Izvor: [4, str. 33-34]

Dakle, ako kubna karta ne sadrzi dvokut, trokut ni kvadrat, tada mora sadrzavati pe-
terokut. Ali ne samo to, mora sadrzavati ili dva spojena peterokuta ili spojene peterokut i
Sesterokut.

Drugi smjer je iSao preko proucavanja najmanjih uljeza. Zakljucak je da najmanji uljez
ima barem 13 drzava i da one ne mogu imati manje od pet susjeda, odnosno dvokut, trokut i
kvadrat nisu u najmanjem uljezu. Skup drzava koje se ne mogu pojaviti u najmanjem uljezu
naziva se reducibilna konfiguracija. Kempe bi uspio dokazati teorem o cetiri boje da je
uspio dokazati reducibilnost peterokuta.

Americki matematicar George David Birkhoff objavio je 1913. godine, u ¢asopisu American
Journal of Mathematics, clanak Reducibilnost karata. On je u najmanjim uljezima proucavao
¢itave prstenove drzava i dokazivao da su reducibilni. Jos Sezdesetih godina 20. stoljeca
pokusaji pronalazenja neizbjeznih skupova i reducibilnih konfiguracija odvijali su se odvojeno
i bili su medusobno neovisni. Tada njemacki matematicar Heinrich Heesch (1906. — 1995.)

17



dolazi na ideju da treba pronaéi neizbjezan skup reducibilnih konfiguracija. To bi konacno
dokazalo pocetni problem iz razloga sto je skup neizbjezan, svaka karta mora sadrzavati
barem jednu od konfiguracija iz tog skupa, a kako je svaka konfiguracija reducibilna, ona se

ne moze nalaziti u minimalnom uljezu. To pak zna¢i da minimalni uljezi ne postoje.

R I
&y WP Y AP
wp wp G G G

@G %y F Uy W
B ol ey o
o3 88 Doy A

ﬁe%aﬁwﬁo

Slika 16: Neke reducibilne konfiguracije - H. Heesch
Izvor: [4, str. 34]

[zrazimo ovaj teorem u formalnom obliku uz pomo¢ teorije grafova. Za dokaz su nam
potrebni jos neki rezultati koje ¢emo navesti bez dokaza. Dokazi se mogu pogledati u [13].

Teorem 3.3. U planarnom grafu postoji barem jedan vrh stupnja manjeg od Sest (susjedan

je s najvise pet drugih vrhova).

Teorem 3.4. Graf je planaran, ako i samo ako u sebi ne sadrzi potpuni graf Ky (graf s pet

vrhova koji su svaki sa svakim susjedni) ili K53 (graf sa Sest vrhova koji su grupirani u dvije
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skupine od po tri vrha, tako da u istoj skupini nikoja dva nisu susjedna, a susjedni su sa

svakim iz druge skupine)

Teorem 3.5. Svaki planarni graf je moguce obojiti s najvise pet boja pri cemu susjedni vr-

hovi nisu obojeni istom bojom.

Dokaz: Za grafove s malim brojem vrhova provjeri se direktno. Pretpostavimo da tvrdnja
vrijedi za grafove s manje od n vrhova i promatrajmo planaran graf G s n vrhova. Na osnovu
teorema 3.3 graf sadrZi najmanje jedan vrh stupnja ne veceg od pet. Neka je to vrh x. Ako
je vrh x stupnja mangjeg od pet, postupamo na sljedeéi nacin. Vrh x udaljimo iz grafa G sa
svojim bridovima. Dobiweni graf je na osnovu induktivne pretpostavke obojiv s najvise pet
boja. Vratimo sad vrh x nazad w graf. Za bojenje vrhova susjednih vrhu x treba najvise
cetirt boje, te x mozZemo obojiti jednom od preostalih boja. Promotrimo sada slucaj kad je x
vrh stupnja pet. Neka su a,b,c,d, e vrhovi susjedni vrhu x. Na osnovu teorema 3.4 vrhoui
a,b,c,d,e ne tvore K5 uw G. Dakle, bar jedan par vrhova nije povezan bridom. Neka su to
na primjer vrhovi a i c. Udaljimo iz grafa G bridove (z,b), (x,d) i (x,e). Sada udaljimo i
bridove (x,a) i (x,c), a sve bridove koje dolaze do vrhova a i ¢ produzimo do vrha z kojeg
cemo oznacitt s x*. Time smo izbacili vrhove a @ ¢ iz grafa. Tako dobiveni graf se moZze
po induktivnoj pretpostavci obojiti s pet boja. Bojenje novonastalog grafa odreduje v bojenje
grafa G. Buduci da vrhovi a i ¢ nisu susjedni, dobivaju boju vrha x*. Za bojenje vrhova
b,d, e potrebne su najvise tri boje (odredene su bojenjem grafa kojeg smo dobili izbacivanjem

vrhova a i ¢). Sada za bojenje vrha x treba jos jedna boja. Time je teorem dokazan. W

3.3 W. Haken i K. Apel - dokaz teorema o cetiri boje

Heinrich Heesch i Karl Dure 1965. godine prvi put koriste racunalo u testiranju reducibil-
nosti raznih konfiguracija. Godine 1970. Heesch suraduje s Wolfgangom Hakenom koji je,
jos kao student matematike, fizike i filozofije i Heeschov ucenik, ¢uo za problem i posve-
tio se njegovu rjesavanju. Haken razraduje Heeschove ideje, odvaja se od njega i pocinje
suradivati s programerom i matematicarom Kennethom Appelom, 1972. godine na izradi
racunalnog programa. Dvije godine kasnije pridruzuje im se John Koch, takoder programer
i matematicar. Njih trojica su uspjesno sastavili program za trazenje neizbjeznih skupova
reducibilnih konfiguracija.

Godine 1976. Haken i Appel objavljuju dokaz problema temeljen na konstrukeiji neizbjeznog
skupa od 1936 reducibilnih konfiguracija, a 1977. godine sva trojica objavljuju dokaz u
casopisu [llinois Journal of Mathematics u kojem dolaze do neizbjeznog skupa od 1482 re-
ducibilne konfiguracije. Dokaz je objavljen u dva dijela, a uz tekst je prilozen i materijal
na mikrofilmu sa 450 stranica raznih dijagrama i detaljnih objasnjenja. Ulrich Schmidt ot-
kriva, 1981. godine, pogresku u programu koja se vrlo brzo ispravila, ali dokaz nije bio
lako prihvacen. Stalno su ga pratile lose glasine i sumnje. Zato 1986. godine Appel i Haken
objavljuju novi ¢lanak u kojem detaljno opisuju svoje metode, snazno brane dokaz i odbacuju
svaku sumnju u njega, a tri godine kasnije objavljuju i knjigu pod naslovom FEvery Planar
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Mayp is Four Colorable.

4 Veza teorema o cetiri boje i vektorskog produkta

4.1 Osnovno o vektorskom produktu

Prisjetimo se definicije ortonormirane baze trodimenzionalnog vektorskog prostora.

Definicija 4.1. Neka je { i, j, k } baza vektorskog prostora V3 sa svojstvom da su vektori
baze jedinicni i medusobno okomiti (ortogonalni), odnosno neka vrijedi
o o= = I T
lil=|jl=|kl=14-5=0j-k=0,4-k=0.

Takvu bazu nazivamo ortonormiranom.

Vektorski produkt dva vektora definiran je samo u vektorskom prostoru V3. Rezultat
vektorskog produkta je opet vektor, a znamo da je svaki vektor odreden iznosom, smjerom
i orijentacijom. Za definiranje orijentacije uvodimo pojam desno orijentirane baze prostora
V3. Za bazu {7, ?, 7} prostora V3 kazemo da je desno orijentirana, ili desna, ako proma-
trajuci s vrha vektor ¢ uocavamo obilazak od vektora @ do ? kra¢im putem kao obilazak
u smjeru suprotnom od smjera kazaljke na satu. U suprotnom je to lijevo orijentirana baza.

Na slici 17 vidimo tipican primjer desne baze.

/

—_—
—
a b

Slika 17: Tipican primjer desno orijentirane baze

Pravilom desne ruke mozemo odrediti da li je neka baza desna ili lijeva. Ispruzeni

palac predstavlja prvi vektor, ispruzeni kaziprst drugi, a savinuti srednji prst tre¢i vektor.

Vektorsko mnozenje definira se na sljedeci nacin:

Definicija 4.2. Vektorsko mnozZenje je operacija x : V3 x V3 — V3 koja paru vektora

%
(E), b) pridruzuje vektor T =7 x b definiran na sljedeci nacin:

@

%
1. ako su =0 ;

_>
1 b kolinearni, tada je ¢ =

_>
2. ako sud i b nekolinearni, tada je :
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(a) duljina | €| jednaka je || = |7||€>| sin 4(7,?),
b) smjer od € je smjer okomit na smjer od @ i na smjer od ?,
] g )

%
(¢c) orijentacija od € je takva da je uredena trojka {d, b, @} desna baza od V3.

%
Vektor @ nazivamo vektorskim produktom vektora aib.

@i b kolinearni. Takoder, za

— — . .
@ x b = 0 ako i samo ako su vektori

Znamo da vrijedi
%
svaki vektor @ € V3 vrijedi @ x @ = 0.
%
Nadalje, zasvake @, b, @ € V3ileR vrijedi aAxXb =—
— —
zatim (\@) x b = \(@ x b) (kvaziasocijativnost), te (@ +
(distributivnost prema zbrajanju). .
- —
Vektorski produkt lako se racuna koristeéi determinantu. Neka je {7, j, k} desna
N —
b = (B, P2 Bs)

ortonormirana baza vektorskog prostora V3 i neka su @ = (aj,as, as),
ﬁ
koordinatni prikazi vektora @ i b u toj bazi. Tada vrijedi

77 F
%
61 /82 /63

Tablica vektorskog mnozenja za elemente baze izgleda ovako:

«|% 7 %
7T R -7
7|-% ¢ 7
?l7 -7 9

Nama ¢e najzanimljive biti svojstvo ne asocijativnosti vektorskog mnozenja. Za primjer

mozemo uzeti ortonormiranu bazu u trodimenzionalnom vektorskom prostoru:

A - - I e N -

(2 X e )X g =0X =0F£ix(i Xjl=1XE=—17%.
Uobicajena oznaka za vektorski produkt dvaju vektora v i w je ¥ X W, no mi ¢emo
radi jednostavnosti pisati VW, Isto tako, vektore ¢emo oznacavati s malim pisanim slovima,

t,J,k,x,v,... umjesto uobic¢ajenih oznaka ¢, j, k, v, ...

Upravo zbog ne asocijativnosti zanimljivo je baviti se problemom pronalazenja onih
vektora za koje asocijativnost vrijedi. Primjerice, jednakost x(yz) = (zy)z vrijedi za
r=1y=hg =%

i(ki) = ij = k = —(—k) = —ji = (ik)i.
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4.2 Vektori i teorem o cetiri boje

U ovom odjeljku pokazat ¢emo da je teorem o cetiri boje ekvivalentan kombinatornom pro-
blemu vektorskog produkta u trodimenzionalnom vektorskom prostoru.

Definicija 4.3. Za dani skup varijabli X, X5, X3,..., X, neka su L i R dvije asocijacije
umnoska X1 X5 X3---X,. Za L © R kaZemo da su lijeva, odnosno desna asocijacija pro-
blema. Za rjesenje jednadzbe L = R kaZemo da je ostro, u smislu vektorskog umnoska, ako

su obje strane razlicite od nul-vektora i vrijednosti varijabli pripadaju skupu elemenata i, j, k.

Slijedi glavni teorem.

Teorem 4.1. Neka je n neki prirodan broj + L ¢ R bilo koje dvije asocijacije umnoska
X1 XX, -+ X,,. Tada je teorem o cetiri boje ekvivalentan postojanju oStrog rjesenja jed-
nadzbe (definicija 4.3) L = R za bilo koji broj n i za sve L i R.

Kako bi uopée mogli razmatrati dokaz ovog teorema, posvetit ¢emo se konstrukcijama
namijenjenima bojenju rubova karte. Najprije, objasnimo algoritam za pronalazenje ostrih
rjesenja.

Ostro rjesenje jednadzbe L = R pronaci ¢emo bojenjem karte

M(L, R) = T(L)#T(R"),

gdje su T'(L) i T(R*) dva ravninska stabla medusobno povezana (znak # predstavlja pove-
zivanje) svojim granama i korijenima kako je opisano u nastavku.

Prvo konstruiramo stablo: T'(L) je stablo poistovjeéeno sa strukturom formalnog produkta
L kojemu su pridruzene odredene zagrade (kao $to je prikazano na slici 18).

Grane stabla T'(L) zavrsavaju u varijablama od L. Stablo T(L) ima jedan korijen, a
struktura umnoska u L je ubacena u 7T(L) na nacin da svaki pojedini umnozak unutar L
ima graficki prikaz kao na slici 19.

Dakle, ako ozna¢imo bridove stabla T'(L) s parcijalnim umnoscima, tada korijen daje
konacan umnozak varijabli. S R* oznacavamo zrcalnu sliku izraza za R, dobivenu pisanjem

produkta zdesna na lijevo. Evo primjera:

[(z(y(zw)))t]" = t((w2)y)z).
Na slici 20 je prikazano kako mozemo naciniti ravninsku kartu 7'(L)#T (R*) spajanjem

dvaju stabala. Primijetimo da su linije koje zavrSavaju u istim varijablama medusobno po-

vezane.
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XY)(ZW)T)

Slika 18: Stablo koje odgovara zadanom produktu L.

X W

XY

Slika 19: Prikaz pojedinacnog umnoska unutar L.

Sada zanemarimo znakove i promotrimo komutativni i asocijativni algebarski sustav s

elementima F, I, J, K (poznat kao Kleinova 4-grupa) za koji vrijedi:

EE=E,
EI =1, BF —J, BE =K,
IT = JJ = KK —E,
IF—E.

Obojimo dijelove karte M = M (L, R) bojama FE,I,J K tako da su susjedni dijelovi,
odnosno strane obojene razlicitim bojama. Zatim obojimo rubove od M povezivajuéi sa
svakim rubom produkt u Kleinovoj grupi boja dvaju susjednih strana. Kao rezultat dobit
¢emo bojenje rubova od M na nac¢in da su tri razlicite boje incidentne svakom vrhu. Dakle,
bojenje strana s ¢etiri boje je ekvivalentno bojenju rubova-bridova s tri boje (slika 21).
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L=(XY)(ZT) R=X((YZ)T)

T(L) # T(R¥)

Slika 20: M (L, R) = T(L)#T(R").

Svakom velikom slovu I, J, K koje oznacava rub u M pridruzimo odgovarajué¢e malo slovo
1, J, k koji sudjeluju u vektorskom umnosku. Dakle, svakoj varijabli X dodijelimo element
i,7 ili k koji oznacava njegov brid u M (L, R).

Ovo dodjeljivanje vrijednosti daje ostro rjesenje jednadzbe L = R. Ocito je da navedena
metoda daje ili ne nulto rjesenje za jednadzbu L = +R ili, pak za jednadzbu L = —R.
Zapravo se radi o rjeSenje jednadzbe L = +R (pogledati u [7]). Primijetimo da se ova
metoda moze upotrijebiti za prebrojavanje svih ostrih rjesenja danog problema bududéi da su
ona u bijekciji s bojenjima rubova karte M (L, R). U primjeru na slici 21 vidimo da postoji
Sest rjesenja. Ona odgovaraju permutacijama od i, j, k u gore navedenom slucaju.

Napomena 4.1. Za dokaz teorema 4.1 takoder nam je potreban teorem H. Whitneya i
napomene koje ga slijede [11, str. 379, kao i komentari [11, str. 389] u istom radu,
12 cega slijedi da je dovoljno dokazati teorem o cetirt boje za klasu karti od kojih svaka ima

oblik M (L, R), odnosno sastoji se od dva povezana stabla.
Napomena 4.2. U terminima klasicne vektorske algebre vrijedi formula:

(ab)e — a(be) = (a - b)c — a(b- ¢), (2)

gdje xy oznacava vektorski umnozak, a x-y skalarni umnozak vektora x i y. Ova se jednakost
moze koristiti vise puta zaredom i tako dati jos jedan nacina za proucavanje jednadzbe L—R =

0.
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(ki)(i) =j(-k) =-i Kk((ij)i) = k(ki) =kj = -i

(ki)(j1) = k((ij)1)

Slika 21: Bojenje rubova s 3 boje

Definicija 4.4. Formaciyja F je struktura jednostavnih zatvorenih krivulja w ravnini sa

sljedecim svojstvimas:

1. F je unija dvaju odvojenih skupova krivulja. Odnosno, F' = RU B, gdje su R i B

odvojent skupouvt jednostavnih zatvorenih krivulja u ravnina.

2. R se naziva skupom crvenith, a B skupom plavih krivulja. Krivulje razlicitth boja
se medusobno ne presijecaju. Krivulje razlicitih boja mogu dijeliti segment 1 u tom
sluc¢aju jedna krivulja moze presijecati drugu (prelazak ili presjek) ili se jednostavno

mogu dodirivati bez prijelaza (odskok.)

Na slici 22 prikazana je formacija F' zajedno s dopustenim interakcijama izmedu krivulja
razlic¢itih boja. Primjerice, crvena boja oznacena je obi¢nom, a plava isprekidanom crtom.
Formacija F' za kartu M daje bojenje bridova od M s tri razlicite boje na svakom vrhu
(crvena, plava, ljubi¢asta = crvena X plava, a oznacena je s dvije crte, obiénom i isprekida-
nom). Obratno, bilo koje bojenje bridova s tri razli¢ite boje na svakom vrhu daje formaciju.
Upravo gore navedeni primjer pokazuje da je teorem o cetiri boje ekvivalentan postojanju
formacije za ravninske kubne karte.

U raspravi o formacijama uobicajeno je koristiti oznake za boje r - crvena, b - plava, p -
ljubicasta, ali je ovdje prirodnije koristiti oznake I, J, K zbog rada u terminima vektorskog
produkta. Stoga ¢emo poistovjetiti [ sa r, J sa bi K sa p.

Nadalje, oznac¢imo svaki vrh ili s ++/—1 (ako ciklicki poredak u vrhu ima oblik IJK ) ili s
—+/—1 (ako poredak ima oblik IKJ) (slika 23).
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Slika 22: Primjer formacije F' s tri crvene i dvije plave krivulje te dopustene interakcije medu
njima.

Slika 23: Bojenje C grafa G

Teorem 4.2. Ako C predstavlja bojenje rubova kubnog ravninskog grafa G, tada je umnozak
P(C) imaginarnih vrijednosti pridruzenih vrhovima od G jednak 1, odnosno P(C') = 1.

Dokaz: Neka je F' formacija pridruZena bojenju rubova C. Primijetimo da su u formaciji

krivulje razlicitih boja medusobno u interakciji preko prelazaka i odskoka. Svaka ta interakcija

koristi dva vrha. Kao sto je prikazano na slici 24, svaki odskok doprinosi +1, a svak:
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prijelaz —1. Formacija se sastoji od skupova jednostavnih zatvorenih krivulja uw ravnini, a

prema Jordanovom teoremu o krivuljama, postoji paran broj presijecanja izmedu tih kivulja.

Zato P(C) ima vrijednost (—1)%, ¢ime je dokaz zavrsen. O
1 J
I a5
I (\."‘_1)- =1
: w1 prijelaz
i
-1 K 1
i
"
I —v
i ! (V=1)(—-1) = +1
] 1)
I 1 odskok
I ’ [
l- N I N N O - I

+ I V=1
Slika 24: Doprinosi odskoka i prijelaza u formaciji

Sada kona¢no mozemo dokazati da jednadzba L = R moze biti rijesena, uklju¢ujuéi
predznak.

Teorem 4.3. Neka L i R predstavljaju dvije asocijacije umnoska konacnog broja razlicitih
varijabli. Tada postoji ostro rjesenje jednadzbe L = R, uz podrazumijevanje teorema 3.1 o

cetirt boje.

Dokaz: Neka M oznacava kartu M = T(L)#T(R*). Pretpostavimo da T(L) ima n vr-
hova tako da i T(R) (kao i T(R*)) takoder ima n vrhova. Pretpostavimo da su rubovi od
M obojeni pomocu tri boje i da je to bojenje izrazeno u terminima i, j, k. Oznacimo vrhove
od M s ++/—1 ili s —/—1 (kako je veé usvojeno u ovom poglaviju). Prema teoremu 4.2,
produkt svih tmaginarnih vrijednosti je jednak jedan. Tada moZemo pisati:

ZW =1,

gdje je Z umnozak koji odgovara stablu T(L), a W je umnozak koji odgovara stablu T(R).
Kljuéna 1 ocita ¢injenica je ta da su imaginarne vrijednosti, pridruzene zrcalnoj slici stabla,
konjugirane vrijednosti onima koje su pridruzene stablu. Zakljucujemo da vrijedi Z = W.

Neka e predstavlja predznak +1, odnosno —1 dobiven mnoZenjem vrijednosti od i,7 i k u

bojenju rubova karte M za L. Neka je € odgovarajuéi predznak za R. Vrijedi:
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Dakle, e = €' bududi da je Z = W.

A
W
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