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Sazetak

U ovom zavrSnom radu objasnit ¢emo Sto su to pseudoprosti brojevi te navesti
neka njihova svojstva. Spomenut éemo i neke osnovne karakteristike Carmichaelovih
brojeva, Eulerovih pseudoprostih brojeva i jakih pseudoprostih brojeva, te objasniti
njihov medusobni odnos.

Kljucéne rije€i: prosti brojevi, pseudoprosti brojevi, pseudoprosti brojevi u bazi b,
Carmichaelovi brojevi, Eulerovi pseudoprosti brojevi, jaki pseudoprosti brojevi

Abstract

In this final paper we are going to explain what pseudoprime numbers are and bring
up some of their characteristics. We will also explain what Carmichael numbers, Euler
pseudoprimes and strong pseudoprimes are and how they are related.

Keywords: prime numbers, pseudoprimes, pseudoprimes in base b, Carmichael num-
bers, Euler pseudoprimes, strongpseudoprimes
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1 Uvod

Cilj ovog zavrsnog rada je prouciti znacenje i osnovne karakteristike pseudoprostih brojeva
kao i njihovu zastupljenost u teoriji brojeva te navesti neke nacine kako do¢i do prostih
i pseudoprostih brojeva. Kako bi za pocetak uopée mogli definirati pseudoproste brojeve,
prvo ¢emo morati definirati nekoliko fundamentalnih pojmova iz teorije brojeva. Nakon
definiranja pseudoprostih brojeva, upoznat ¢emo se sa nekim vrstama istih. Objasnit ¢emo
zasto su Carmichaelovi brojevi bitni i zanimljivi, te Sto su i kako su povezani Eulerovi i jaki
pseudoprosti brojevi. Kako bi sadrzaj ovog rada bio sto bolje razumljiv, uz sve definicije bit
¢e ilustrirani i lako shvatljivi primjeri.
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2 Prosti brojevi

Pitanje je li odredeni veliki prirodan broj n prost ili slozen jedno je od najvaznijih u teoriji
brojeva. Jedan od nacina odredivanja je li broj prost su testovi prostosti. To su kriteriji za
koje vrijedi da ako ih n ne zadovolji, onda je n sigurno slozen broj, a ako ih zadovolji, onda
je velika vjerojatnost da ée n biti prost. Sto vise testova n ,,prode®, veéa je vjerojatnost da
je prost. No, ako govorimo o primjenama, najcesée ¢emo se zadovoljiti brojevima za koja je
velika vjerojatnost da su prosti. Pored testova prostosti postoje i brojni algoritmi za trazenje
prostih brojeva. Tzv. Eratostenovo sito* je jedan od najpoznatijih algoritama takvog tipa.

Definicija 2.1. Neka su a i b cijeli brojevi te neka je a # 0. KaZemo da a dijeli b ako postoji
cijelt broj d takav da vrijedi b= a - d. Tada broj a nazivamo djeliteljem broja b.

Definicija 2.2. Prirodan broj p nazivamo prostim brojem ako je p > 2 i ako su 1 i p jedini
pozitivne djelitelji od p. Prirodan broj n nazivamo sloZenim brojem ako je n > 2 i n nije
prost.

Definicija 2.3. Za dva prirodna broja a i b kazemo da su relativno prosti ukoliko je njihov
najveci zajednicki djelitelj jednak 1. Pisemo (a,b) = 1.

Definicija 2.4. Neka je n prirodan broj te a i b cijeli brojevi. Ako n dijeli razliku a — b,
tada kazemo da je a kongruentno b modulo n i pisemo a = b (mod n). U suprotnom kazemo
da a niyje kongruentno b modulo n.

Propozicija 2.1. Neka su a, b, ¢ i d cijeli brojevi te n prirodan broj. Ako je a = b (mod n)
ic=d (mod n), tada vrijedi: a+c=b+td (modn) ia-c=b-d (mod n).

Postoje vazna svojstva prostih brojeva koja se lako mogu provjeriti, ali ih posjeduju i neki
slozeni brojevi. Mali Fermatov teorem nam daje tipican primjer jednog takvog svojstva.

Teorem 2.1 (Mali Fermatov teorem). Neka je p prost broj. Tada za svaki cijeli broj a,
takav da su a i p relativno prosti, vrijedi a?~' =1 (mod p). Oplenito, za svaki cijeli broj a
vrijedi: a? = a (mod p).

Prema obratu gornjeg teorema mozemo odrediti je li broj slozen. Naime, ako postoji prirodan
broj a < n — 1 takav da a" ! nije kongruentan 1 modulo n, tada je n slozen.

Primjer 2.1. 3%° £ 1 (mod 341) , iz éega slijedi da je 341 sloZen.

Napomenimo jos jednom kako vrijedi samo obrat teorema za dokazivanje slozenosti broja,
dok iz a?”! = 1 (mod p) ne mozemo sa sigurnoséu zakljuciti da je p prost, $to mozemo
vidjeti i u sljede¢em primjeru.

Primjer 2.2. 25 =1 (mod 561), ali 561 =3 -11-17.

*vidjeti [1], str.157
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3 Pseudoprosti brojevi

Ovo poglavlje zapocet ¢emo takozvanom Kineskom slutnjom: ., Prirodan broj p je prost ako
i samo ako 2P = 2 (mod p).” Navedena tvrdnja to¢na je samo u jednom smjeru. Naime,
ako je p prost broj, kongruencija vrijedi. No, obrnuto ne mozemo tvrditi sa sigurnoscéu,
Sto je Sarrus' 1819. godine i dokazao pronasavsi kontraprimjer: 23*! = 2 (mod 341), ali je
341 =11 - §.

Svojstvo kongruencija koje glasi: 7 Ako je az = ay (mod n), tada vrijedi x =y (mod (atln)).”,
omogucuje nam da kongruenciju iz Kineske slutnje, ukoliko je p neparan broj, napisemo u
obliku 2?71 =1 (mod p). Sada moZemo prijeéi na definiciju pseudoprostih brojeva.

Definicija 3.1. Neparne slozene brojeve n za koje je 2"* = 1 (mod n) nazivamo pseudo-
prosti brojeuvt.

Primjer 3.1. Lako se pokaZe da brojevi 561,645,1729,1905, ... zadovoljavaju kongruenciju
1z prethodne definicije.

Propozicija 3.1. Ako je n pseudoprost broj, tada je n’ = 2" — 1 takoder pseudoprost.

Dokaz. Kako je n pseudoprost, n | 2"t —1pan |2"—2=n'—1. Dakle, n’ — 1=k -n,
gdje je k € N. Sada imamo:

2n’—1 — = (271 o 1)(2n(k—1) 4 2n(k—2) ML, m oL 2n 4 1)
Dakle, n’ = 2" — 1 dijeli 2" ~! — 1 pa je i n’ pseudoprost broj. O

Definicija 3.2. Neparan slozen broj n koji zadovoljava kongruenciju a”* =1 (mod n), gdje
je a # 1 cijeli broj i (a,n) = 1, nazivamo pseudoprostim brojem u bazi a.

Pseudoprosti brojevi u bazi a ponasaju se kao prosti, tj. prolaze test prostosti. Ovakve
brojeve ¢esto nazivamo i Fermatovim pseudoprostim brojevima. Postojanje pseudoprostih
brojeva u bazi a pokazuje da nije dovoljno testirati neki broj n u samo jednoj bazi kako bi
mogli zakljuciti je li on prost.

Primjer 3.2. Vrijedi 3%° = 1 (mod 91), ali ako pogledamo 2°° # 1 (mod 91). Iz ovoga
mozemo zakljuciti da 91 nije prost broj. Zaista, 91 =7 - 13.

Teorem 3.1. Za svaki prirodan broj a > 2 postoji beskonacno mnogo pseudoprostih brojeva
u bazi a.

Dokaz. Neka je p proizvoljan neparan prost broj koji ne dijeli a®> — 1. Promotrimo prirodan

2p_ w5
o=l Kako vrijedi
a“—1

broj n =
a?—1 aP+1

a—1 a +1

slijedi da je n slozen broj. Iz Malog Fermatovog teorema i Propozicije 1.1. slijedi da je
a®? = a*® (mod p). Dakle, p dijeli a®* — a®> = (n — 1)(a® — 1). Kako p ne dijeli a® — 1,
zakljuéujemo da p dijeli n — 1. Osim toga, n —1 = a® 2 +a?’~* 4 ... +a? je zbrojod p — 1
pribrojnika iste parnosti, pa je n — 1 paran broj.

Dakle, 2p | n — 1 pa, kako je a®® = 1 (mod n), vrijedi i a®™! = 1 (mod n). To znaci da
je n pseudoprost u bazi a. Kako ima beskona¢no mnogo prostih brojeva, ima i beskona¢no
mnogo pseudoprostih brojeva u bazi a. O

n—=—

TPierre Frederic Sarrus - francuski matematicar
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3.1 Carmichaelovi brojevi
Definicija 3.3. Slozen broj n nazivamo Carmichaelovim* brojem ako za svaki cijeli broj a,

takav da je 1 < a <ni(a,n) =1, vrigedi "' =1 (mod n).

Dakle, postoje brojevi koji su pseudoprosti u svakoj bazi. Carmichael pronasao je prvih 15
takvih brojeva: 561, 1105, 1729, 2465, 2821, 6601, ... i pretpostavio kako ih ima beskonac¢no
mnogo.

Definicija 3.4. KazZemo da je neki broj n kvadratno slobodan ako je 1 najveci kvadrat koji
dijeli n.

Teorem 3.2 (Korseltov® kriterij). Ako je n kvadratno slobodan, tada je n Carmichaelov
broj ako i samo ako za svaki prost faktor p od n vrijedi p—1|n — 1.

Primjer 3.3.
561 =3-11-17 (2] 560;10 | 560; 16 | 560)

1105 =5-13-17 (4] 1104;12 ] 1104; 16 | 1104)
1720 ="7-13-19 (6| 1728;12 ] 1728;18 | 1728)
2465 =5-17-29 (4] 2464;16 | 2464; 28 | 2464)
2821 =7-13-31 (6] 2820;12 | 2820; 30 | 2820)
6601 =7-23-41 (6| 6600;22 | 6600; 40 | 6600)
8911 =7-19-67 (6]8910;18 | 8910; 66 | 8910)

Propozicija 3.2. Svaki Carmichaelov broj je produkt najmanje tri medusobno razlicita
prosta broja.

Dokaz. Pretpostavimo da je Carmichaelov broj n produkt tocno dva prosta broja, tj. neka
jen =p-q, gdje su p i q dva razlicita prosta broja t.d. je p < ¢. Slijedi da ¢ — 1 | n — 1, tj.
dajen—1=0 (mod ¢ —1). Ali

n—1=plg—1+1)—1=p(¢g—1)+p—1=p—1 (modqg—1)
pa kako jep—1 < ¢—1, slijedi p—1# 0 (mod g — 1), sto nas dovodi do kontradikcije. [J

Primjer 3.4. Pruvi Carmichaelovi brojevi sa k = 3,4,5,6,7,8,9 prostih faktora

561 =3-11-17
41041 =7-11-13-41
825265 =5-7-17-19-73
321197185 =5-19-23-29-37- 137
5394826801 =7-13-17-23-31-67-73
232250619601 =7-11-13-17-31-37-73 - 163
9746347772161 =7-11-13-17-19-31- 37 - 41 - 641

fRobert Daniel Carmichael, americki matematicar, 1879-1967
§ Alwin Reinhold Korselt, njemacki matematicar, 1864-1947
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3.2 FEulerovi pseudoprosti brojevi

Eulerov kriterij, kojeg ¢emo u ovom poglavlju iskazati, takoder se koristi kao test prostosti,
kako bi se pokazalo da neki neparan prirodan broj nije prost. No, najprije moramo definirati
neke nove pojmove koji ¢e nam trebati u ovom poglavlju.

Definicija 3.5. Neka su a i n relativno prosti prirodni brojevi. Ako kongruencija
r*=a (mod n)

ima rjesenja, tada kaZemo da je a kvadratni ostatak modulo n. U suprotnom kazZemo da je a
kvadratni neostatak modulo n.

Definicija 3.6. Neka je p neparan prost broj i a cijeli broj. Legendreov simbol (%) definiran
je na sljedeci nacin:

1, a kvadratni ostatak modulo p

(9>= 0, pla
p

—1, a kvadratni neostatak modulo p

Primjer 3.5. (£) = —1 jer je 2 kvadratni neostatak modulo 11. S druge strane, (£) = 1
jer je 52 =3 (mod 11).

Propozicija 3.3. Neka je p neparan prost broj i a cijeli broj koji je relativno prost sa p.

Tada vrijedi: () = o’z (mod p).

Generalizacija Legendreovog simbola je Jacobijev simbol (%), gdje je a proizvoljan cijeli broj i

n neparan prirodan broj. Ukoliko je n = pips - - - pi faktorizacija od n na medusobno razlicite

neparne proste brojeve, onda definiramo Jacobijev simbol kao () = (-)(55) -+ (5-), gdje
k.

su (pﬂ) pripadni Legendreovi simboli za i = 1,2, ...,

Primjer 3.6. (&) = (3)(2) = (—1)(—1) = 1. Vidimo da, za sloZene brojeve kao $to je 15,

(&) =1 ne znaci da je 2 kvadratni ostatak modulo 15, jer 2* = 2 (mod 15) nema rjesenge.

Teorem 3.3 (Eulerov kriterij). Neka je p neparan prost broj koji ne dijeli a. Ako je
a kvadratni ostatak modulo p, onda T =1 (mod p). U suprotnom, ako je a kvadratni
neostatak modulo p onda a"z = —1 (mod p).

Definicija 3.7. Neka je b proizvoljan cijeli broj. Neparan pozitivan sloZen broj n koji je

relativno prost sa b nazivamo Eulerov pseudoprost broj u bazi b ako b"z = (%) (mod n).

Primjer 3.7.

Fulerovi pseudoprosti brojevi u bazi n

9, 15,21, 25, 27, 33,35,39, 45,51, ... .

561, 1105, 1729, 1905, 2047, 2465, 3277, 4033, 4681, 5461, . . .
121,703, 1541, 1729, 1891, 2465, 2821, 3281, 4961, 7381, . .
341,561,645, 1105, 1387, 1729, 1905, 2047, 2465, 2701 - -
217,781,1541,1729,5461, 5611, 6601, 7449, 7813, . ..
185,217,301,481,1111,1261, 1333, 1729, 2465, 2701, . ..
25,325, 703, 817, 11825. 2101, 2353, 2465, 3277, 4524, . .
9,21, 65, 105, 133, 273, 341, 481 511, 561, ...
91,121,671,703,949, 1105, 1541, 1729, 1891, 2465, . . .
9,33,91,481,657, 1233, 1729, 2821, 2981, 4187, . ...

133, 305,481,645, 793, 1729, 2047, 2257, 2465, 4577, . .
65,91, 133, 145,247,377, 385, 1649, 1729, 2041, . ...

© 00 1O U W S
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3.3 Jaki pseudoprosti brojevi

Neka je n neparan prirodan broj i b < n prirodan broj koji je relativno prost sa n. Neka je
n pseudoprost u bazi b, tj. neka vrijedi "1 =1 (mod n). Ako je n prost broj, slijedi da je
b"z = +1 (mod n) jer jedini korijeni od 1 u Z su +1. Nadalje, ako je bz = 1 (mod n) i
ako je “z% parno, slijedi bT = +1 (mod n), itd. To nas motivira za sljede¢om definicijom.
Definicija 3.8. Neka je n neparan prirodan broj koji nije prost i b < n prirodan broj koji je
relativno prost sa n. Definiramo n kao n = 2°t 4+ 1, gdje je t neparan. Tada kaZemo da je
takav n jaki pseudoprost broj u bazi b ukoliko vrijedi jedna od sljedecih turdnji: il

V=1 (mod n),

Wi postoji nenegativan r < s takav da
b¥'=—1 (mod n).

Primjer 3.8. Broj 25 je jaki pseudoprost broj u bazi 7. Doista, 7* =49 = —1 (mod 25) pa
25—1

jeiT?=7"7 =1 (mod 25).

Primjer 3.9. 2047 je najmanygi jaki pseudoprost broj u bazi 2.

Primjetimo, % = &246 = 1023 = 11-93. Sada je 2'* = 2048 = 1 (mod 2047), pa tada i

22046 = 1 (mod 2047).
Sljedece dvije propozicije govore o odnosu jakih i Eulerovih pseudoprostih brojeva.

Propozicija 3.4. Neka je n neparan prirodan broj ¢ b < n pozitivan broj koji je relativno
prost sa n. Ako je n =3 (mod 4), onda je n jaki pseudoprost broj u bazi b ako i samo ako
je n Eulerov pseudoprost broj u bazi b.

Dokaz. Zadrzavajuéi oznake iz Definicije 3.7., ako je n = 3 (mod 4), s mora biti jednak
1. Tada je n jaki pseudoprost broj u bazi b ako i samo ako vrijedi

bz =41 (mod n). (3.1)

Sada, ako je n Eulerov pseudoprost broj u bazi b, onda je

bT = (E) =41 (mod n),

n

tj. vrijedi (3.1) i n je jaki pseudoprost broj.
Neka je n jaki pseudoprost broj u bazi b. Iz n = 3 (mod 4) slijedi

(£> — 41

n
pa je
b b b g3/ +1
()= (57 () () =srzre
n n n n
iz cega slijedi da je n Eulerov pseudoprost broj u bazi b. 0

Propozicija 3.5. Neka je n neparan pozitivan broj i b < n pozitivan broj koji je relativno
prost sa n. Ako je n jaki pseudoprost broj u bazi b, tada je n i Fulerov pseudoprost broj u

bazi b.
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