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Sazetak

U ovom radu proucavamo normalne operatore i njihova spektralna svojstva. U prva
tri poglavlja navest ¢emo osnovne pojmove, definirati projektore i spomenuti njihova
svojstva te objasniti vezu normalnog operatora s dekompozicijom jedinice. Nakon toga,
Cayleyevim transformacijama povezat ¢emo hermitske i unitarne operatore te prosiriti
pojam adjungiranog operatora. U posljednja dva poglavlja objasnit ¢emo konstrukciju
projektora na podrucje vrijednosti operatora te upoznati se s pojmom kvazi inverznog
operatora i njegovom primjenom kod rjesavanja problema najmanjih kvadrata.

Kljucne rijeci: normalan operator, hermitski operator, unitaran operator, adjungi-
rani operator, spektar, svojstvena vrijednost, svojstveni vektor, slika operatora, jezgra

operatora, projektor, dekompozicija jedinice

Abstract

In this bachelor’s thesis we will consider normal operators and their spectral proper-
ties. In the first three chapters we will investigate basic concepts, define projections and
mention their properties. After that, we will connect Hermitian and unitary operators by
Cayley transformations, and expand the concept of an adjoint operator. In the last two
chapters the construction of a projection onto the image of an operator will be explained,
and the concept of a generalized inverse and its usage in solving the least squares problem
will be introduced.

Key words: normal operator, Hermitian operator, unitary operator, adjoint operator,
spectrum, eigenvalue, eigenvector, the image of an operator, the kernel of an operator,

projection, decomposition of unity



1 Uvod

Navedimo osnovne pojmove koji se spominju u narednim poglavljima.

Definicija 1. Neka je X wvektorski prostor nad poljem ®. Skalarni produkt na X je
preslikavange (+,-)x : X x X — ® koje ima sljedeéa svojstva:

(1) (z,z)x >0, VzelX,;
(2) (#,8)g =0 <> £=0
(3) (.1'1 +l’2,y)X - (xlay)X + (x27y)X7 \V/Z'l,l'g,y = Xa

(4) (az,y)x = a(z,y)x, Yae®, Vz,yecX;

(5) (z,y)x = (y,z)x, Vr,yeX.

Vektorski prostor na kojem je definiran skalarni produkt zove se unitaran prostor.

Teorem 1. Neka je X wunitaran prostor. Za v € X stavimo ||z||x = \/(z,x)x (nenega-
twan drugi korijen). Tada funkcija x — ||x||x s vektorskog prostora X w skup
Ry ={X €R; X\ >0} ima sljedeéa svojstva:

(1) za x € X wvrijedi |z||x = 0 ako i samo ako je x = 0;

(2) zax € X i\ € ® vrijedi ||Az||x = |A| - ||z||x;

(3) za x,y € X wvrijedi tzv. nejednakost trokuta: ||z + y||x < ||z||x + ||y x-
Dokaz. Vidi [2].

Nadalje, za bilo koje x,y € X wvrijedi tzv. Cauchy—Schwarz—Bunyakowskyjeva ne-
jednakost:
(@, y)x| < llzllx - [lyllx,

pri cemu vrijedi znak jednakosti ako i samo ako su x ©y proporcionalna.

Funkcija « +— ||z||x definirana na vektorskom prostoru X i s vrijednostima u skupu
R, koja ima svojstva (1), (2) i (3) iz prethodnog teorema zove se norma na vektorskom

prostoru X. Vektorski prostor na kome je zadana norma zove se normiran prostor.

Za vektore x i y iz unitarnog prostora X kaze se da su medusobno okomiti ili
ortogonalni (oznaka: = L y) ako je (z,y)x = 0. Konacan skup vektora {ej,ea,...,ex}
je ortogonalan ako je ¢; L e, Vi # j, a ortonormiran ako je ortogonalan i ako
je |leillx = 1, Vi = 1,...,k. Posebno, svaki ortonormiran skup je linearno nezavisan.

Ortonormiran skup koji je baza od X zove se ortonormirana baza od X.



Ako su X i Y vektorski prostori, svako preslikavanje A : X — Y zove se operator.

Definicija 2. Neka su X i Y wvektorski prostori nad istim poljem ®. Preslikavanje
A: X — Y zove se linearan operator ako vrijedi A(ax + By) = aAx + S Ay,
Vz,y € X, Va,p € .

Linearan operator A : X — Y naziva se:
(1) monomorfizam ako je A injekcija;
(2) epimorfizam ako je A surjekcija;
(3) izomorfizam ako je A bijekcija.

Skup svih linearnih operatora s X u Y oznacavamo s L(X,Y), a skup svih linearnih
operatora s X u X s L(X).

Spektar o(A) operatora A € L(X) je skup svih skalara A € ®, takvih da operator
A — A nije invertibilan, gdje je I jedini¢ni operator na X. Za skalar A € ® kazemo da
je svojstvena vrijednost operatora A € L(X) ako postoji vektor = # 0 takav da je
Ax = Az. Svaki se takav vektor x zove svojstveni vektor operatora A za svojstvenu
vrijednost A. Skup svih svojstvenih vektora svojstvene vrijednosti A naziva se svojstveni
potprostor pridruzen svojstvenoj vrijednosti A\. Uo¢imo, za A € L(X,Y) i proizvoljan
ne-nul vektor z € X,

Az = Az povlaci X NY # {0},

pa trazenje svojstvenih vrijednosti ima smisla i za one operatore koji djeluju izmedu

prostora ¢iji je presjek netrivijalan.

Primjer 1. Neka je A € L(Ps, P3) zadan s Ap = p, gdje je p € Py i P, vektorski prostor
polinoma stupnja manjeqg ili jednakog n, n = 2,3. Presjek prostora P, © P3 jednak je

prostoru Py te za A = 1 vrijedi
Ap = Ap, za svakip € Ps.
Dakle, p je svojstveni vektor operatora A pridruZen svojstvenoj vrijednosti A =1, Vp € P,.

U daljnjem tekstu promatrat ¢emo samo svojstvene vrijednosti i svojstvene vektore

operatora iz L(X).

Propozicija 1. Neka je X konacénodimenzionalan vektorski prostor i A € L(X). Spektar

o(A) operatora A je skup svih svojstvenih vrijednosti tog operatora.

Dokaz. Vidi [2].



Definicija 3. Neka je X vektorski prostor nad poljem ® 1. Vektorski prostor L(X, ®) zove
se dualni prostor prostora X, a njegovi elementi, linearni operatori s X u ®, nazivaju

se linearni funkcionali.

Teorem 2. (O reprezentactji linearnog funkcionala)
Neka je X konacnodimenzionalan unitaran prostor nad poljem ®. Za svaki f € L(X, ®)

postoji jedinstven y € X takav da vrijedi f(x) = (z,y)x, za svaki x € X.
Dokaz. Vidi [2].

Definicija 4. Neka je X vektorski prostor, te neka su L i M njegovi potprostori?. Suma
potprostora L i M oznacava se s L + M i definira kao L + M := [L U M]3.

Kazemo da je suma potprostora L i M direktna ako je LNM = {0} i tada ju oznacavamo
s L+ M. Ukoliko je direktna suma potprostora L i M jednaka X, M nazivamo direktnim
komplementom od L. Uoc¢imo da je L + M = M + L, pa je i L direktan komplement
od M.

Definicija 5. Neka je X unitaran prostor i M potprostor od X. Ortogonalni komple-
ment potprostora M je M+ ={x € X : (z,y)x =0, Yy € M}.

M+ je (jedan) direktan komplement od M u X i njihovu direktnu sumu oznac¢avamo s
Mo M*..

Definicija 6. Neka je X konacnodimenzionalan unitaran prostor i A € L(X). Operator
A* € L(X) sa svojstvom (Azx,y) = (x, A*y), Vz,y € X, zove se hermitski adjungiran

operator operatoru A.
Za kona¢nodimenzionalan unitaran prostor X operator A € L(X) zove se:
e hermitski, ako vrijedi A* = A;
e antihermitski, ako vrijedi A* = —A;
e unitaran, ako je A*A = AA* =1, tj. A je invertibilan u L(X)i A~ = A%
e normalan, ako je A*A = AA*.

Primijetimo da su i hermitski i antihermitski i unitarni operatori normalni operatori.

IPolje ® je vektorski prostor nad samim sobom dimenzije 1.

2Potprostor vektorskog prostora X je podskup V C X koji je i sam vektorski prostor nad istim poljem
s obzirom na iste operacije.

3Simbolom [S] oznacavamo linearnu ljusku skupa S i definiramo ju kao

k
[S] = {Zaiai:ai ed, a; ES,kGN}.

=1



Propozicija 2. Operator A € L(X) je unitaran ako i samo ako vrijedi
(A‘T7Ay)X = (xay))ﬁ Vl',y e X.

Dokaz. Vidi [2].

Definicija 7. Ako red potencija f(\) = Zak)\k konvergira za svaki A\ € C, funkcija

k=0
f:C — C koju taj red definira zove se cijela funkcija.



2 Projektori i njihova svojstva

Neka je X unitaran prostor nad poljem ® i neka je X potprostor od X. Proizvoljan
x € X mozemo na jedinstven nacin zapisati kao zbroj x = xg + x1, g € Xg, 1 € XOL.

Definirajmo operator P : X — X s

Px = x,.
Operator P zadovoljava svojstva:
linearnost
P(z +y) =z + yo = Pz + Py, rnyeX, y=y+y, % <€Xo, yme€Xy
Plomx) = ey = aPr, ae€d.
idempotentnost

Pgs—Pay—g5 =P —= P=P

hermiti¢nost
Primijetimo, Pxg= x9, Vzo€ Xj .
(Pz,y)x = (Zo, % +11)x = (T0,%)x = (z,%)x = (z,Py)x = P*=P.

Tako definiran operator P naziva se ortogonalni ili hermitski projektor na potprostor
Xo.

Projektori P, i P, su ortogonalni ako je P/P, = 0. Tada jei PP, = 0 jer su P i
P, hermitski operatori: (P P2)* = PP, = 0.
Oznacimo slike projektora P i P, s X1 = P X, odnosno X, = P, X i promotrimo operator

P, + P». Taj operator je hermitski te vrijedi
(PL+P)?=P+P}+PP+PRBP=P+P}=P +P,.
Dakle, P, + P, je projektor. Nadalje, za 1 € X; i x5 € Xs vrijedi
(21, 22) = (P12, Poy) = (PyPizy, 25) = 0,

pa su potprostori Xj i X okomiti. Vrijedi i obrat, tj. okomitim potprostorima pripadaju

okomiti projektori.

3 Dekompozicija jedinice

Definicija 8. Familija projektora Iy, 15 ..., I,, zove se (ortogonalna) dekompozicija je-

dinice, ako je

1. I =1I,#0, k=1,2,...,m,



. ]k]] =0 za k’?é],

g I= Z I, pri cemu je I jedinicni operator.
k=1

Dakle, elementi dekompozicije jedinice su ne-nul hermitski projektori definirani na

istom unitarnom prostoru, medusobno ortogonalni, a u sumi daju jedini¢ni operator.

Neka su N i M operatori oblika
N = ZAIJIW M= Z,uk[k, Aes g € . (1)
k=1 k=1
Tada su N i M linearni operatori te medusobno komutiraju:

NM = Z Akpirdj I = Z)\kﬂk[k-
g1

Jk=1

Kako je N* istog oblika kao i N, tj.

N* = i)\_ﬂk,
BT

N i N* komutiraju, pa je N normalan operator.

Pogledajmo specijalne slucajeve operatora N. Operator N je:

e hermitski, ako vrijedi N = N*, tj.

k=1 k=1
k=1

Primijenimo li na to vektor I;z, x € X, dobivamo

(/\j — )\j)Ijx = 0.
Kako je Ijz # 0 za barem jedan z, slijedi )\_J = )\;. Dakle, N je hermitski onda i
samo onda, ako su A realni brojevi.

e antihermitski, ako je N* = —N, tj. ako su A, ¢isto imaginarni brojevi (analogno

kao u prethodnom slucaju).

e unitaran, ako NN* = I. To je zadovoljeno onda i samo onda, ako je MgA\x = 1,

= 1,2« .0 ;T



Ako je u zapisu (1) npr. A,,_; = A, umjesto projektora I,,_; + I,,, uzmemo novu oz-
naku te tako dobivamo novu dekompoziciju jedinice na m — 1 projektor. Prikaz operatora

N pomocu takve dekompozicije jedinice,

N:Z)\k[k, )\i%)\j,‘v’i,jzl,...,m/,
k=1
zove se dekompozicija jedinice operatora V.

Djelujemo li na N cijelom funkcijom f dobivamo

FIN) =" fOw) k.

k=1

m

Zaista, iz

NM = Z arap

k=1

zakljucujemo da je

1
N_IZZ-—Ik, zZa )\k%o

Takoder, za svaki p € N je
NP => "X,
k=1

pa tvrdnja slijedi.

Ozna¢imo Xy = I X i uzmimo proizvoljan z € Xy, = # 0. Kako je
Iy = w,
to je

’

Nx = N]k$ = Z /\j]j]kx = )\k:[kl' = )\kl‘,

ktj=1

iz cega slijedi da je x svojstveni vektor operatora N. Dakle, postoji A € ® takav da je
Ng = A&, (2)

Nadalje, mozemo pisati

x:[m:Z[kx. (3)
k=1



Iz (2) i (3) slijedi

k=1 k=1

k=1 k=1

’

k=1

/7

= ) M= ALzl =0

k=1
— |)\k — )\|2|Ik$|2 = 0.

Kako je  # 0, to je Iz # 0 za barem jedan j. Tada je A = Aj, tj. brojevi A; u (1) su
svojstvene vrijednosti operatora N, a X, svojstveni potprostor operatora N koji odgovara
svojstvenoj vrijednosti Ag.

[z toga mozemo zakljuciti da normalnom operatoru pripada najvise jedna dekompozicija
jedinice.

Teorem 3. Ako je N normalan operator u kompleksnom n-dimenzionalnom prostoru X,

onda vrijedi
1. Ako je Nz = Az, onda je N*z = Xz.

2. Svojstveni potprostori normalnog operatora koji pripadaju razlicitim svojstvenim vri-

jednostima medu sobom su ortogonalna.

3. Prostor X je ortogonalna suma svojstvenih potprostora operatora N .

Dokaz.

1. Iz
(N = AD)(N* = XI) = (N* = XI)(N = AI)
slyjeds
[(N* = XDz||x = [|[(N = ADz||x, VzeX,

pa (N—X)z=0 poviaci (N*— )z =0.
2. Neka su A\ © Ay dvije razlicite svojstvene vrijednosti te X, 1 Xy odgovarajuci svoj-
stveni potprostori operatora N. Tada vrijeds

Nzi =Mz, @ N*zo= oo, gdje je x1 € X1 1 29 € Xo.

9



Pomnozimo prvu jednakost skalarno zdesna s x4, a drugu jednakost skalarno slijeva

s x1 1 oduzmimo th. Dobivamo
(Nz1,22) — (21, N*x2) = (MZ1, T2) — (9517)\_2352),

odnosno

()\1 — )\2)(1’1, l’g) = 0.

Buduéi da je Ay # Ao, to je (x1,29) =0, Vo1 € X1 1 29 € Xo, iz Cega slijedi da su
Xi 1 Xy okomiti.

3. Neka je Xy ortogonalna suma svih svojstvenih potprostora operatora N 1Y ortogo-
nalni komplement potprostora Xy. Kako je N normalan operator, to je X, inva-
rijantan potrostor s obzirom na N i N*. Nadalje, dimY > 1, pa operator N ima
barem jedan svojstveni vektor u'Y, tj. postoji y € Y,y # 0, takav da je Ny = \y.
No, y je okomit na sve svojstvene potprostore operatora N, pa mora biti jednak nuli,
tj. y =0, sto je u kontradikciji s pretpostavkom y # 0. Dakle, Y je nul-potprostor i
X = X.

|

Teorem 4. U konacnodimenzionalnom kompleksnom unitarnom prostoru svakom nor-

malnom operatoru N pripada jedna i samo jedna dekompozicija jedinice {Iy, Io, ..., I, }.

Dokaz. egzistencija Neka su A\, Ao, ..., N, razlicite svojstvene vrijednosti operatora N
1 neka su Xy, Xo, ..., X,, odgovarajuci svojstveni potprostori. Tada je X = X7 &
Xo @@ Xy, Oznacimo s I projektor (ortogonalni) koji prostor X projicira na
Xk, k=1,2,...,m. Tada je
o [} =1, #0,
o [;[; =0 za k # j, jer su Xy, © X; ortogonalni 1

k=1

Prema tome je {1y, I, ..., I} dekompozicija jedinice.
Nadalje, 1z
N=> My
k=1

a0 = Z Ix
k=1
slyjeds

k=1 k=1 k=1

10



jedinstvenost Pretpostavimo da postoje dvije razlicite dekompozicije jedinice, {Iy, ..., Iy}
i {I,,..., 1.}, takve da je

k=1 k=1

Tada vrijedi

FIN) =D fOIe =) f)I,  f cijela funkcija.
k=1 k=1

Kako gornja jednakost vrijedi za svaku cijelu funckiju, za f mozZemo uzeti polinom

A=A oo = o) = Agr) - o (X — )
T R S ) PR W T S W S | P T

fe(N) =
za koji vrijedi fiy(\;) = dk;j. Tada slijedi
fe(N) =T, =1, zak=1,2,...,m,

sto je u kontradikciji s pretpostavkom.

Teorem 5. Operator A komutira s normalnim operatorom N onda i samo onda, ako on

komutira s dekompozicijom jedinice operatora N .

Dokaz. Pretpostavimo da A komutira s N. Tada A komutira s N*, k =0,1,2,.... Dakle,
A komutira i s f(N), za svaku cijelu funkciju f. Kako je I, = fi.(N), to A komutira i s

I.. Obratno, ako A komutira s Iy, k =1,2,...,m, onda A komutira i s

Z )‘k]ka
k=1

tj. A komutira s N.

Primijetimo da iz Al = I3 A i hermitic¢nosti projektora I} slijedi da i A* komutira s

Iy, tj. ako operator A komutira s normalnim operatorom N, onda i A* komutira s V.

Budu¢i da u prikazu operatora N pomocu njegove dekompozicije eksplicitno dolaze svoj-

stvene vrijednosti, tj. tocke spektra operatora N, taj prikaz nazivamo spektralni prikaz

11



operatora V.

Neka je f funkcija definirana na spektru operatora N s vrijednostima u polju . S

FIN) =D FOw) I

k=1

definiramo funkciju operatora N. Pri tome nije bitno da je f cijela funkcija.

Primjer 2. U ortonormiranoj bazi e = {ey, s, e3} unitarnog prostora operatoru U pripada

hermatska matrica

i 7 6 —6

U = 4 —
(e) 0 6 9 -2
-6 -2 -9

Zelimo nadi spektralnu dekompoziciju operatora U, tj. projektore I, I, i I3 takve da vri-
jedi U = M Iy + Moy + X313, \p € 0(U), k=1,2,3 i {I, I, I3} je dekompozicija jedinice.
Dijagonalizacijom operatora U dobivamo novu bazu €' = {€}, €y, €4}, gdje su e = \/%(361—1—
ez — €3), € = %(62 +e3) i€y = \/%(261 — 3eg + 3e3). Prema tome, matrica prijelaza iz

baze e u bazu €' je

S0 2
V11 V22
_ |2 B i
TeO=|m 7 7|
1 3
Vi V2 V22
a zapis operatora U u bazi € je
0 0
Ule)=T*()U(e)T(e) =0 -1 0
0 -1
Nadalje, ako s I oznacimo projektor na potprostor razapet vektorom e;c, E= 1,28,
dobiwvamo da je
i @ 0 0 00 0 00
L()=10 0 0|, L()=10 1 0|, I3)=1]0 0 0
000 0 00 00 1

i vrigedi I = Iy + I, + I3. Odavde je U = I} — I — I3. Zelimo li zapisati projektore I, I,

1 I3 u bazi e, dobivamo

R
L=TEhET (=73 1 -1,
-3 -1 1

12



000
L =T(e)l,(e"T*(e) = % 0 L dj ;
g 1 0
-6 6
L;=T(e)I3(e)T*(e) = 2—12 -6 9 -9,
6 —9 9

pa time 1 spektralnu dekompoziciju operatora U u kanonskoj bazi prostora

L9 3 8] oo 4 66
Ue)=5 13 1 —1f =50 1 1| - |-6 9 -9
-5 -1 1 01 1 6 -9 9

4 Cayleyeve transformacije

Definicija 9. Neka su zadane konstante a,b,c,d € C takve da je ad — bc # 0. Mobi-
usova transformacija je racionalna funkcija kompleksne varijable f : C — C definirana

formulom
az+b

cz4d

w=f(z) =

Moébiusova transformacija preslikava jediniénu kruznicu u pravac i obrnuto. Kako iz
Teorema 4 slijedi da spektar hermitskog operatora lezi na realnoj osi, spektar antihermit-
skog operatora na imaginarnoj osi i spektar unitarnog operatora na jedini¢noj kruznici,

Moébiusovom transformacijom mozemo povezati te operatore.

Pogledajmo prvo transformaciju koja povezuje unitarne i hermitske operatore, odnosno

preslikava jedini¢nu kruznicu na realni pravac. Neka je U unitaran operator i
O'(U) = {Al,...,)\m}

spektar operatora U, te neka je Ay tocka jedini¢ne kruznice, Ay ¢ o(U).

Funkcija

A+ A
—_— A:—

= f(A) vy

je definirana na skupu o(U) i f()) je realan broj za |A| = 1, pasu f(A\g), \x € 0(U) realni

brojevi. Ako prikazemo operator U pomocu pripadne dekompozicije jedinice, t;.

e Em: hnlk,
=1
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imamo

iz ¢ega vidimo da je

H = f(U)

hermitski operator. Buduéi da Ag nije u spektru operatora U, operator H mozemo pisati
u obliku
H = —i(u+XI)U - XD

Inverzna funkcija funkciji f preslikava realni pravac na jediniénu kruznicu i zadana je s

TRy
A=g(p) =ro—:.
w—1
Tada, ako je
H = E hi 1y,
k=1

spektralni prikaz hermitskog operatora H, djelovanjem funkcije g na H dobivamo

m

g(H) = g(hi)I.

k=1

Brojevi g(hy) su na jedini¢noj kruznici, pa je g(H) unitaran operator.
[zrazom

U=X(H+i)(H—4il)™ (4)

operator U je direktno zapisan pomocu H.
Opcenito, transformacije koje koriste Mobiusovu transformaciju pomoc¢u koje povezuju

hermitske i unitarne operatore, oblika
(@H+5[)(7H+5[)_17 (OZU+BI)(7U+5I)_17 Oé,ﬁ,’)/,(SE(C,

ako postoje, zovu se Cayleyeve transformacije.
Pogledajmo sada vezu izmedu unitarnih i antihermitskih operatora.

Jednakost (4) moze se zapisati i ovako
V =%U = (K + )(K - )7, (5)

pri ¢emu je K = —iH antihermiski operator (jednakost vrijedi i u realnom prostoru). Ako
je V unitaran, odnosno ortogonalan operator, takav da 1 i -1 nisu u spektru operatora V,
onda vrijedi

K=—(V4+I(V-I)"1 (6)
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te je K antihermitski, odnosno antisimetriéni operator. Provjerimo to:

K* = — [(V — ])_1}* (V—|-])* _ _(V* N ])_1(V* +[) _ _(V—l . ])—l(v—l +])
=-(I-V)'I+V)=(V+DV-I)"' =K,

VV=(K+DE -D T EK+DEK - =-I-K){I+K) " (I+K)KE-)"=1I

Prema tome, relacije (5) i (6) su Cayleyeve transformacije u realnim unitarnim pros-

torima.

5 Poopcéenje pojma adjungiranog operatora

Neka je A linearan operator koji djeluje na unitarnom prostoru X i A* pripadni hermitski

adjungirani operator. Tada za operatore A i A* vrijedi:
(Az,y) = (z, A™y).

Zelimo poopéiti pojam hermitski adjungiranog operatora za operatore koji djeluju izmedu
dva unitarna prostora. U tu svrhu, neka su X i Y unitarni prostori nad istim poljem, na
kojima je zadan skalarni produkt (z,z’)x, odnosno (y,y)y, tim redom. Nadalje, neka je
A€ L(X,Y)iy €Y fiksan. Tada je s I(x) = (Az,y)y definiran linearan funkcional na
X te prema teoremu o reprezentaciji linearnog funkcionala (Teorem 2) postoji jedinstveni
y* € X takav dajel(z) = (z,y")x,Vx € X. Natajnacin je definiran operator A* : X — Y
za kojeg vrijedi
(z,A*(y))x = (Az,y)y, V€ X,VyeY.

Moze se pokazati da je A* linearan i jedinstven. Prema tome, za svaki operator

A € L(X,Y) postoji jedinstveni operator A* € L(Y, X) sa svojstvima:
. (A =4,
o (tA+BB)*=aA*+BB* za A,BcL(X)Y), ao,B€®,

o (BA*=A*B* za AcL(X)Y) i BelL(Y,Z2).

5.1 Matrica adjungiranog operatora

Definicija 10. Za matricu B = [3;;] tipa m x n kaZemo da je hermitski adjungirana
matrici A = [ay;] tipa n x m, ako se B iz A dobije transponiranjem i konjugiranjem,
tj. ako vrijedi By = g, & = Ly oy = L;. .. y0. Takvu matricu u zavisnosti ed A

oznacavamo s A*.
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Neka su e ={ey,...,e,} i f={f1,..., fm} ortonormirane baze prostora X, odnosno
prostora Y. Adjungiranom je operatoru A* pridruzena upravo adjungirana matrica ma-

trici A(f,e), koja pripada operatoru A u paru baza (f,e). Naime, mnozeéi jednakost

Aep = Z aji fj skalarno zdesna s f;, izrazili smo elemente matrice A(f,e) pomocu ska-
larnog f;édukta, 1
o = (Aey, fi)y, k=1,...,n.
Analogno, .
Afi=) aer = o} = (A"fi,e)x.
k=1

Konacno, iz svojstava skalarnog produkta i adjungiranog operatora imamo

04;' = (A" [ 8w = Ui As; v = (Al By = e

6 Konstrukcija projektora na podrucje vrijednosti ope-

ratora

Neka je A € L(X,Y), te neka su potprostori
ImA={y:y=Az,z€ X} <Y i

KerA={z: Az =0,z € X} < X

slika, odnosno jezgra operatora A.

Promotrimo vezu izmedu potprostora KerA, ImA, KerA* i ImA*. Uzmimo proizvo-
ljan z € X takav da je z L ImA*. Tada je (z,2)x =0, Vz € ImA*, tj. (z, A*y)x =0,
Vy € Y. 1z toga slijedi

(Az,y)y =0, VyeY = Az =0.

Dakle, z je iz KerA, tj.
X =KerA® ImA* (7)

Takoder, kako je A = (A*)*, to je

Y = KerA* @ ImA. (8)

Oznacimo Z = ImA. Neka je P ortogonalni projektor prostora X na potprostor
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ImA*, te neka je operator A; : X — Z zadan s
Az = Az, Vre X.

Tada je
P = Aj(AiA]) AL (9)

Kako bismo to dokazali, pogledajmo prvo operator Aj. Slike operatora A; i A se podu-

daraju, kao i jezgre, pa uvrstavanjem operatora A; u (7) dobivamo
X =KerA;j@ImA] = ImA]=ImA".
Uzmimo proizvoljan z € Z i x € X. Tada imamo
(Az — A*z,2), = (2, A12), — (2, Az), =0,

iz Cega slijedi Ajz = A*z, Vz € Z, tj. slike operatora A} i A* se takoder podudaraju. Za-
kljucujemo da je Aj restrikcija operatora A* na potprostor Z, odnosno A% = [A;|ImA*]".
Zatim, promotrimo operator B : Z — Z, B = A;A]. Neka je z € Z. Iz Bz = 0 slijedi
(A1A%z,2)z = 0, tj. (Ajz, Ajz)x = 0, odakle je A7z = 0. Neka je z € X takav da je
z = Ajz. Tada iz AjJA;xz = 0 dobivamo (Ayz, A1x)z = 0, tj. z = Ajx = 0. Dakle, B je
regularan ako je A # 0.

Oznacimo sada P, = Aj(A1A47)7'A;, P : X — X. Operator P; je hermitski i vrijedi

P? = Py, pa je P, projektor u prostoru X. Pokazimo da jednakost (9) vrijedi.

(1) Prx=0 = Alpll':BB_lAlZ':O — 1z € KerA;

(2) x € KerA; = Piz=0

Iz (1) i (2) slijedi da je P, projektor na ortogonalni komplement potprostora
KerA, = KerA, tj. ImA*. Time je dokazano da je P = P.

6.1 Matrica projektora P

Neka su e = {eq,...,e,} i f = {f1,..., fm} ortonormirane baze prostora X, odnosno

prostora Y, te A(f,e) matrica operatora A u paru ortonormiranih baza (f,e). Nadalje,

neka su ji,...,Jr, pri ¢emu je r = dim(ImA), indeksi takvi da vektori g, = Aej,, k =
1,...,r, ¢ine bazu u Z. Matricu operatora A; u paru baza (e, g), Ai(e, g), dobivamo tako
Sto izrazimo vektor Ae; = A;e; kao linearnu kombinaciju vektora g, ..., g,.

Kako za projektor P vrijedi jednakost (9), matri¢ni zapis operatora P u bazi e mozemo

17



izraziti pomoc¢u matrica operatora A i A;:

P(e) = [Ai(g, e)]" {Ai(g,€) [Ai(g, )"} Ai(g; ).

Primjer 3. Konstruirajmo projektor na podrucje vrijednosti operatora A kojemu je pri-

druzena matrica

3 1 5 1
A=A(f,e)=|1 4 7 2
o b 8 1

Prui, drugi v zadnji stupac su nezavisni, a treci stupac jednak je njihovom zbroju, pa je

gy =01, 4 =2 g =41

1010 2 1 1

AIZAl(g,e): 0110 :>A1A>{: 1 2 —
001 1 11 2

3 —1 1 —I

1 o L Ll B 1 =4

AMADNTT =211 3 —1| = Ple)=-| _ -

1 = B
1 -1 1 3

7 Kvazi inverzni operator

Neka je A € L(X,Y), pri ¢emu su X i Y prostori nad istim poljem, te neka su P i Q)
ortogonalni projektori na ImA*, odnosno ImA. Kao i u prethodnom poglavlju, neka je A;
restrikcija operatora A na ImA te za P vrijedi jednakost (9). Definiramo AV : X — Y,

kvazi inverzni operator operatoru A, kao

PA; (A1A)7'Q , A#0
0 . A=0.

ACD —

Tako definiran operator zadovoljava sljedeéa svojstva: linearan je, ImAY=ImA* i vri-
jedi
AEVA =P, AACD = Q.

Promotrimo sada sustav

(ASA=A
SAS = S

{ (10)
(SA)* = SA

| (45)" = 45.
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Izravnim uvrstavanjem i pomoéu relacije (9), mozemo vidjeti da je A jedno rjesenje
tog sustava. Pokazimo da je i jedinstveno.

Iz prve dvije jednakosti slijedi:

SAzr =0 = ASAr=0 — Ax =0 — KerA = KerSA.
Kako za z € ImA postoji z € X takav da je z = Az, imamo
ASz = ASAx = Ax = z = ImAS = ImA.

Primijetimo i da su operatori AS i SA projektori (mnozenjem prve jednakosti sa S i druge
s A dobivamo (AS)? = AS, odnosno (SA)? = SA). Nadalje, iz druge dvije relacije slijedi
da su ti projektori hermitski pa vrijedi

KerA= KerSA — SA=P,

ImA=1ImAS = Q=AS i
Sy=(SAS)y=5Qy=0 = S|KerA*=0, zayée€ KerA* (Qy=0).

Konaéno, za dva rjesenja sustava (10), S; 1 Ss, te z € ImA imamo
Si1z = S1Ax = PX = SoAx = Soz, x € X : z = Ax.
Sada jednakost ta dva rjesenja slijedi iz ¢injenice da je Y = KerA* @& ImA i
Si|lImA = S3|ImA, Si|KerA* = Sy|KerA* = 0.

Dakle, sustav (10) mozemo smatrati karakterizacijom operatora A1,

Opravdajmo naziv kvazi inverzni operator:

e Uvrstavanjem S = AV u (10) zakljuéujemo da je
[A-D]D = 4.
e Adjungiranjem jednadzbi sustava (10) slijedi
[A(_l)]* _ [A*](_l) .
e Oznacimo li ¢ = ACTV|ImA i = A|ImA*, tada je

Vo = Irma, Y = Iima-,
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tj. ¢ i v su inverzni izomorfizmi. U slucaju ImA =Y i ImA* = X, operatori A i

AGY su inverzni izomorfizmi prostora X i Y.

Kvazi inverzni operator definiran je za svaki operator A.

7.1 Kwvazi inverzne matrice

Rjesenje sustava (10), za pravokutnu matricu A, nazivamo kvazi inverznom matricom

od A i oznacavamo s A=V, Takoder, vrijedi
A = By(BoB;) 'C(A5A0) Ay,

pri ¢emu, ako je r rang matrice A, Ay je matrica sastavljena od bilo kojih r nezavisnih
stupaca matrice A, a By matrica sastavljena od bilo kojih r nezavisnih redaka matrice
A, te je C matrica r-tog reda koja se u A nalazi na presjeku stupaca matrice Ag i redaka

matrice By.

7.2 Problem najmanjih kvadrata

Promotrimo jednadzbu Az = b, zax € X i b € Y. Ako je A € L(X) regularan, postoji
jedinstveno rjesenje te jednadzbe dano s x = A~'b. U slucaju kada jednadzba Az = b nije

konzistentna, tj. b ¢ I'mA, zelimo pronaéi vektor o € X takav da je
| Ao — blly = min|Az bl

Problem pronalaska takvog vektora naziva se ”problem najmanjih kvadrata”, a iduéi

teorem govori o tome kako ga rijesiti.

Teorem 6. Neka su X @Y wnitarni, konacnodimenzionalni prostori nad istim poljem.
Za svaki operator A € L(X,Y) i svaki vektor y € Y postoji jedan i samo jedan vektor
A (y) = 2y € X, takav da je

(1) Az —yly = [Azo —ylly, Ve X,
(2) ||lzl|lx > ||zollx, Vz # zo za koje je ||Ax — ylly = ||Azo — yl|y (ako takvi postoje) i
(3) preslikavange y — AY(y) je linearan operator s Y u X.

Dokaz. Oznacimo y; = Qy (Q je ortogonalni projektor na ImA) i yo =y — y,. Tada je
Az —yy € ImAVz € X, tj. Az —y; L yo, zbog cega slijedi

[Az = y|Iy = [I(Az — y1) = wolly = [ Az — 1[Iy + llgoll¥-
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Sada vidimo da je ||yolly = ||y — Qylly traZeni minimum i dostize se na svakom rjesenju

sada konzistentne jednadzbe Ax = y,. Ukoliko slijeva djelujemo operatorom AV imamo
Pz = ATy = ACDAACDy — Ay (11)

odakle dobivamo
r=AYy 4+ (I - P)', ' eX.

Oznacimo s 0 skup svih takvih @' € X. To su ujedno i rjesenja jednadzbe Ax = yj.

Tada vrijeds
min |4z — ylly = |47y — ylly = v~ Qully, Vap € Q

Zaxzy=ATVb iz €Q, x # 79 je ||ollx < ||7||x, tj. To ima najmanju normu medu

svim elementima 1z €.

|

Dakle, upravo kvazi inverzni operator od A omogucuje nalazenje onog vektora xy € X
za koga je odstupanje ||Az — b||y najmanje i koji medu svim vektorima s tim svojstvom

ima najmanju normu.
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