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Sazetak

U ovom zavr$nom radu upoznat ¢emo se s numeri¢kom integracijom. Glavni dio ovog
rada bit ée baziran na metodama numericke integracije, tocnije Newton — Cotesovoj
formuli te éemo detaljnije obraditi njene posebne slu¢ajeve, trapezno pravilo i Simp-
sonovo pravilo, koje dolaze od Newton — Cotesove formule. Spomenut ¢emo i jednu
metodu otvorene Newton — Cotesove formule.

Kljuéne rijeci: Newton — Cotesove formule, trapezno pravilo, Simpsonovo pravilo,
Simpsonovo 3/8 pravilo, midpoint pravilo, Newton — Leibniz, aproksimacija, pogreska
aproksimacije, numericko integriranje, Lagrangeov interpolacijski polinom

Abstract

In this final paper we will get knowledge about numerical analysis. The main part
of this paper will be based on numerical integration methods, more precisely Newton
— Cotes formula, then we will further elaborate its special instances, trapezoidal rule
and Simpson’s rule, that come from the Newton — Cotes formula. We will mention one
method of open Newton — Cotes formula.

Keywords: Newton — Cotes formulae, trapezodial rule, Simpson’s rule, Simpson’s 3/8
rule, midpoint rule, Newton — Leibniz, approximation, approximation error, numerical
integration, Lagrange interpolating polynomial
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1 Uvod

Numericka analiza, pa tako i numericka integracija, bavi se trazenjem aproksimativnih
rjeSenja kompleksnih problema koristenjem najjednostavnijih operacija aritmetike. Jedna
od tih metoda nazvana po engleskim matematicarima, Isaac Newtonu! i Roger Cotesu?, je
Newton — Cotesova kvadraturna formula n-tog reda, koja se odnosi na problem odredenih
integrala. Zbog toga se ovaj problem naziva numericka kvadratura, jer se taj pojam odnosi
i na racunanje odgovarajuée povrsine, sto podsjec¢a na anticki problem kvadrature kruga, tj.
konstrukcije kvadrata koja ima jednaku povrsinu kao i krug.

Uglavnom ¢emo razmatrati problem odredenih jednostrukih integrala, iako se numericka
analiza takoder bavi i problemima visestrukih i neodredenih integrala. Vidjet ¢emo i zbog
cega koristimo numericku analizu za rjeSavanje integrala. Upoznat ¢emo se samo s jed-
nom metodom otvorenog tipa Newton — Cotesove formule te se u vecini ovog rada baviti
zatvorenim tipom formule.

U ovom zavrsnom radu ¢emo prouciti izvode metoda za numericku integraciju koje proiz-
laze iz Newton — Cotesove formule, trapezno pravilo i Simpsonovo® pravilo te u posljednjem
dijelu ovoga rada ¢emo izvesti i neke metode viseg reda. Takoder ¢emo se baviti i pogreskama
aproksimacije tih metoda.

Newton — Cotes formule mogu biti korisne ako su dane vrijednosti funkcije na jednako
udaljenim tockama. Takoder, postoje jos prikladnije metode koje se koriste ako nemamo
jednako udaljene tocke, poput Gaussove kvadrature i Clenshaw-Curtisove kvadrature, ali
njima se ne¢emo posvetiti u ovom radu.

saac Newton (1642.-1717.), engleski fizicar, matematicar i astronom. Jedan od najznacajnijih znans-
tvenika u povijesti.

2Roger Cotes (1682.-1716.) bio je vrlo cijenjen mladi kolega Isaaca Newtona. Povjerena mu je priprema
drugog izdanja Newtonove Principia - e. Izradio je i objavio koeficijente Newtonove formule za numericku
integraciju za n < 11.

3Thomas Simpson (1710-1761), engleski matematicar, najpoznatiji po svom radu na interpolaciji i nu-
merickim metodama integracije. Privatno je predavao matematiku u londonskim kafi¢ima i od 1737. poceo
je pisati matematicke knjige.
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2 Opcenito o integracijskim formulama

Postoje situacije gdje nije moguce primijeniti osnovni teorem integralnog racuna, tj.
Newton — Leibnizovu formulu? pri rjeSavanju odredenih integrala neprekidne funkcije preko
vrijednosti primitivne funkcije na rubovima segmenta, te ih moramo rijesiti numerickom
analizom. Ako imamo:

e za funkciju koju integriramo ne mozemo nikako dobiti njenu primitivnu funkciju

e da je podintegralna funkcija poznata samo u nekoliko (konacéno) tocaka.

Zbog tih problema, mi ¢emo aproksimativno izracunati vrijednost integrala tako sto ¢emo
podintegralnu funkciju interpolirati nekom, njoj slicnoj, jednostavnijom funkcijom. Tako
¢emo dodi do Newton — Cotesove formule. Zapravo ¢e opc¢a integracijska formula imati oblik

I=I"+E, TI'=) wf(z),

pri cemu je za n € Ny, n + 1 broj koristenih ¢vorova, I* pripadna aproksimacija integrala,
E,, pritom napravljena greska, a w; tezinske funkcije tako da se f moze dobro aproksimirati
polinomom. Ovakve formule ¢esto se zovu kvadraturne formule.

2.1 Newton — Cotesova formula

Neka je f : [a,b] — R neprekidna fukcija. Segment [a,b] podijelit ¢emo na n jednakih
podintervala jednoliko rasporedenih ¢vorovima z; = a + ¢ b— , tj. sa m + 1 tocaka, tako
dajea =z <5 £+ L&y =b m—xpq = b% = h t = 1,...,n, a funkciju f
¢emo interpolirati polinomom n-tog reda u Lagrangeovom obliku. U opéenitom slucaju,

definiramo:

e zatvorenu formulu, kada imamo o =a, x, =bi h = —b;—“, zan > 1

e otvorenu formulu, kada imamo xg =a+h, xr, =b—hih = +2, ziay 7 = 0,

pa prema Lagrangeovoj formuli za interpolaciju imamo

a:—xi

-

) = Zf(xk)pk(x)v pri Cemu je py(w) = T — B

S
O

o
Pribliznu vrijednost I integrala I mogli bismo dobiti kao integral dobivenog polinoma u
istim granicama kao i dana funkcija I

b b

[2:/ :/Zfl’kpk di—wak /pk

a

= 2:ZZf(xk)/pk(aj)dx: (b—a)kzzof(wk /pk

k=0 p

b
=(b—a)) wef(x), pricemu su wy = m/ pr(z) dx
k=0 @

b
*Newton — Leibnizova formula: I = [ f(z)dx = F(b) — F(a).

a
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Uz supstituciju z = ¥(t) = a 4+ (b — a)t dobivamo jednostavniji prikaz tezinskih funkcija

r=a+(b—a)t .

1 de=(b—a)dt 1
— dr = S L — b—a)t)(b—a)dt =
oy J R N e PR RCEtI
¢ rT—b=t—1 °

n b—a,

a—i—b_T“k—a )
1
0/

Stoga, za n > 1 dobivamo grupu formula, tj. poznatu kvadraturnu ili Newton — Cote-
sovu formulu n-tog reda za aproksimaciju integrala I:

i#£k
no b (g — ) ot —i
H;L.dt:/nz_;dt.
0

0
k

¥

L=G-0Y wf@), w= ][5 (2.1)
k=0 =0

0 2k

2.1.1 Ponasanje tezinskih funkcija

Koeficijenti wy, tj. tezine ne ovise o a, b, h i f, nego samo o n te mogu biti prikazani
tabli¢no a priori®. Polinomi py i p,_, za k = 0,...,n—1 imaju simetri¢no jednake integrale
tako da su i odgovarajuce tezine wy i wy,_x jednake za 1 =0,...,n — 1. Zbog toga, u tablici
1 prikazujemo samo prvu polovicu tezina.

n 1 2 3 4 5 6
w i 1 il 7 19 41
0 2 6 8 90 288 840
i 1 2 3 16 75 9
1 2 3 8 45 288 35
. _ 1 a 6 50 27
2 6 8 45 288 840
w _ _ 1 16 50 272
3 8 45 2883 840
7 75 27
Wy - - - 90 288 840
19 9

Ws - - - - 288 35
41
we - - - - - 840

Tablica 1: Tezine zatvorenih Newton — Cotesovih formula (vidi [10])

Zatvorena Newton — Cotesova formula za n = 1 i n = 2 su ekvivalentne trapeznom
pravilu odnosno Simpsonovom pravilu. Formula za n = 3 zove se Simpsonovo pravilo 3/8,
za n = 4 Booleovo pravilo i za n = 6 Weddleovo pravilo.

Sono §to je apsolutno neovisno o svakom iskustvu, onaj stav koji je unaprijed zauzet, nacelno ili pro-
izvoljno, tako da ne uzima u obzir razloge i okolnosti koji bi ga mogli izmijeniti
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2.1.2 Pogreska

Naravno, cijela se numericka analiza bazira na aproksimacijama, te nas zanima kolika
je zanemarena pogreska kod aproksimativnih vrijednosti. Tako nas i sada zanima kolika je
pogreska kod primjene Newton — Cotesove formule za aproksimacije integrala, o c¢emu nam
govori sljededi teorem (vidi [5], poglavlje 9).

Teorem 2.1. Za Newton — Cotesovu formulu koja odgovara danoj vrijednosti parnog broja
n, vrijedi sljedeca karakterizacija pogreske E, integrala I* danog u izrazu (2.1). Ako je
f € C"2([a,b]), gdje je n paran broj, onda postoji & € (a,b), tako da vrijedi

n

B FO)(€), gdje je My = / Eria(t) dt < 0, T () = [[(t—1) (22)
0

1=0

M,

Slicno, za dane vrijednosti neparnog broja n, vrijedi sljedeca ocjena pogreske integrala I.

Rty K, = /Wn+1(t) dt <0, ma(t)=]Jt-1. (23)

0 7

Ky,

En(f) = (n+1)!
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3 Newton — Cotesove formule

Primijenimo sada Newton — Cotesovu formulu (2.1) za neke n € N.

3.1 Trapezno pravilo (n =1)

Neka je f : [a,b] — R neprekidna fukcija, a =z < 1 =bte h =x; — 29 = b — a. Prvo
¢emo izracunati tezine iz opéenite Newton — Cotesove formule n-tog reda (2.1), a nakon toga
lako dobivamo trapezno pravilo.

L
t—1
wo—/rdt:—
0
I
t 1
= | Zap==
Wi /1 2
0

Trapezno pravilo: | [* =

Opéenito, trapezno pravilo dobije se interpolacijom funkcije f polinomom P; stupnja 1
koja prolazi dvjema tockama Ty = (a, f(a)) 1 Ty = (b, f(b)), tj. racunat é¢emo povrsinu
ispod pravca kao sto je prikazano na slici 1.

y A CF1

/

/

/
/
/

2S5

0 «a b

Slika 1: Trapezno pravilo

b b
I* = /go(:ﬂ) das = /Pl(:v) dz, pri cemu je @(x) = Pi(z) = f(a) + w (x —a)
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Slijedi,

" b
( _f(CL)(I‘—a)) dx:f(a)x|b+($_a) f(b>_f(a)

\@

T i (- ar - @-a) = 0-a (10 + L2 -

- 0-a (L2 + 1) =25 @ + 10

Zapravo se dode do klasi¢ne formule za povrsinu trapeza, kao sto vidimo na slici 1, s
osnovicama f(a) i f(b) te visinom b — a, odakle nam i naziv za trapezno pravilo.
3.1.1 Pogreska kod trapeznog pravila

Vrijedi sljedeéi teorem.

Teorem 3.1. Neka je f € C*([a,b]). Tada postoji c € (a,b) tako da je

I / fa) do = 2200 + £0) -0 (32)

Dokaz. Prema teoremu o ocjeni pogreske®, postoji £(x) € {a,b) tako da je

b
4
B=Il—I= /(f(:v) — Pi(z))dz = /@(m —a)(x —b)dz.
Kako je (z —a)(x — b) < 0 za sve = € [a, b], koristeéi poopéeni teorem o srednjoj vrijednosti
integralnog racuna’, zakljuéujemo da postoji ¢ € (a,b) takav da je

r=a+(b—a)t

b
E:f(c)/(x—a)(a:—b)dx:dw:(b_a)dt _

r—a=t—0
r—b=t—1

= fHQ(C) /(b — a) t(a + (b — a)t — b)(b _ a) dt = (b _2a) f”(C) /(t2 _ t) dt —
(b _ a)S " t3 t2 1 (b - a)g " —i (b — CL)3 "
B (C)<§_5) OZTf (c)<?):_ 7

6Za svaki Z € [a, b] postoji £ € (a,b), tako da je f(z) — P, () = %(i —xg) - (T — ).
TAko je f neprekidna na segmentu [a,b], a g integrabilna funckija stalnog predznaka na tom segmentu,

onda postoji ¢ € [a, b] takav da vrijedi

b b

[ @@ e = 1(0) [ g(w)do

a
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U dokazu prethodnog teorema 3.1 dobije se pogreska kod primjene trapeznog pravila koja
3
iznosi £ = —% f"(c). Ako je segment integracije [a, b] velik, i pogreska E ¢e biti velika.
3.1.2 Produljeno trapezno pravilo

U cilju postizanja bolje aproksimacije I* integrala I, interval [a, b] podijelit ¢emo na n
pointervala i onda na svakom od njih primijeniti trapezno pravilo (3.1). Pretpostavimo da

imamo n + 1 ekvidistantno rasporedenih tocaka xg, ..., z, € [a,b] tako da je 1 — z¢ =
Tog— X =+ =Ty — Tn_y =: hte xp =a iz, =>b Oznacimo
x;=x9+1th, 1=0,...,n
yz:f(xi)7 7':07 y U
b—a

Promotrimo sliku 2.

Y

[
[
[
I [
I [
I [
I [
I [
I [
I [
| | T
| L
aQ=TogT1 T2 ZEn_l.Tn:b

Slika 2: Generalizirano trapezno pravilo

Iz nje je ocigledno da tocke zy,...,z, dijele segment [a, b] na n jednakih podsegme-
nata duljine h. Sada ¢emo imati intervale [z; 1, z;], ¢ = 1,...,n na koje ¢emo primijeniti
trapezno pravilo (3.1), tj. racunat ¢emo integral polinoma 1. stupnja kroz dvije tocke,
(i, B—i)d (B, W), 5= 1,...,%.

Imamo:

T

i — Yie h :

/ (yi—l+w(~r—xi—l)> dxr = _(yi—1+yi)7 L= 17'--7n
T, — Tijiq 2

i

Primgjedba 3.1. Vidimo da u ovom slucaju ra¢unamo povrsine malih trapezi¢a s osnovicama
Yi—1 1 ¥, i=1,...,n te visinom h.

Sumiranjem svih povrsina malih trapezi¢a dobijemo generalizirano (produljeno) trapezno
pravilo.

. T h h h
I ZZ/f(w)dfcz§(yo+y1)+§(y1+y2)+---+§(yn_1+yn)
o= i—1
. h
= |1 :5(y0+2(y1+y2+---+yn_1)+yn) (3.3)
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Pitamo se kolika je pogreska kod produljenog trapeznog pravila. Primjenom teorema 3.1
dobijemo:

E:I—J*_/f(m)dx—Z/f(w)dw——Zﬁf”( i)
B ;h2b—a = il

Zbog neprekidnosti funkcije f” na intervalu (a,b) 3¢ € (a,b) takav da je
LS rer =@
L= l ‘

Pa imamo
—h?

E=—"
12

(b—a)f"(c)

Ocijenimo sada apsolutnu pogresku integrala I*.

h? h?
A'=|E|=|I - I'| = (b= a)|f" (9] £ S(b—a)Mz, M= max [f"(z)|

12 12 z€[a,b]
[z ove ocjene ¢emo moéi odrediti broj podintervala n na koji je potrebno podijeliti [a, b] kako
bismo mogli primijeniti generalizirano trapezno pravilo i postiéi toénost € > 0, tj. da je
|E| = |I — I*| < €. Iz te nejednadzbe dobijemo da je

(b —a)M,

n> (b—a) T5e

3
Primjer 3.1. Trapeznim pravilom izracunagte integral [ 2*Inxzdr, e =0.1.
1

Integral ¢emo racunati na 2 nacina:

e jednostavnim trapeznim pravilom (3.1):

Prvo éemo izracunati f(a) i f(b)
fla)=f(1)=1’In1=0, f(b) = f(3)=3*In3 =9.88751
i uvrstimo to u trapeznu formulu

_b—a 3—1

I' = Z5=(f(a) + (b)) = =5~ - 9.88751 = 9.88751.
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e generaliziranim trapeznim pravilom (3.3):

Prvo moramo odrediti potreban broj koraka kako bi se odredila aproksimacija od I uz
tocnost € = 0.1. Stoga, izracunajmo dugu derivaciju funckije f i Ms koje ¢emo ubaciti
u generaliziranu trapeznu formulu.

f"(z) =2Inz+3, M= g LF* (=] = o |2Inz + 3| = 5.19722

n>G-a{ 2 5 0.1 TR

Slijedi da je n = 6. Sada rac¢unamo:

M, b— 519722 31
g, 2 X @—U¢ -

_b—a 3—1_

L ik
n 6 3

1
a;i:a—i—ih:l—l—i-g, = s B

&8

Yi
0

—_

0.51143

1.41896

2.77258

4.613066

6.97478

WO [wloo |[WIN |Wioy |wWlot |l

9.88751

Sada imamo sve podatke i trebamo ih uvrstiti u formulu:

. h 1
I=§@wﬁw+~ﬁﬂw4+%Jng+%m+m+m+m+%ﬂwdZTWWQ

Egzaktno rjesenje ovog integrala je 6.9986 pa vidimo da je aproksimacija generalizirane

trapezne formule puno bolja od one koju dobijemo rjesavajuéi integral opéenitom trapeznom
formulom.

10
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3.2 Simpsonovo pravilo (n = 2)

Neka je f : [a,b] — R neprekidna fukcija, a = zy < 21 < 29 = bte h = x; — xg =
Top— T = b_T“ Primijetimo da je u ovom slucaju: z; = %’—b, tako da nam sve tocke budu
medusobno jednako udaljene. Najprije ¢emo izracunati tezine iz opcenite Newton — Cotesove
formule n-tog reda (2.1) te se lako dode do tzv. Simpsonovog pravila.

1 il

oH—1 2—32 2 3 1
= : di= M-+ 1d@==—=+1l==
“0 /—1 —9 /( St =g =5 F1=5

0 0

1 1 4 9

ot Pr—2
= [ =- dt = | (-4 +4t)dt=2— - = =
il TR /< +42) B~ g

0 0

1 |

9t — 1 8 1 1

= - — —dt= J PP -t == — = —
2 / 1 /( R

0 0

I = (b= a)nf an) + 1/ (or) + ol (o)) = (b= ) (6 @) +nf (57 + s 0)

= Simpsonovo pravilo: |[* = b g : (f(a) +4f <a —2|- b) + f(b)> (3.4)

Pogresku aproksimacije kod primjene Simpsonova pravila ¢emo samo napomenuti, ali ju
je lako odrediti jednostavnim racunom integrala.

b

E=I-I= /(f(w) _ Pya))dr = = —i(b_Ta)Sf@)(c), s & g Bl
N

a
h5

Kao i kod trapeznog pravila, Simpsonovo pravilo se moze opéenito izvesti iz interpolacije
polinomom 2. stupnja koji prolazi tockama: Ty = (a, f(a)), T1 = (‘ITH’, (GTH’)) i1y =
(b, f(b)). Pogledajmo sljede¢u sliku.

yu

Sy

a atb )

2

Slika 3: Opéenito Simpsonovo pravilo

11
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3.2.1 Produljeno Simpsonovo pravilo

Podijelimo segment [a, b] na n = 2m ekvidistantnih podintervala duljine h = b_Ta =

2= i =0,...,n — 2, ¢vorovima z; = a+ hi, i = 0,...,2m. Promotrimo sliku 4 i za-
kljuéimo da segment [a, b] rastavljamo na podsegmente [zg, xs|, [T2, T4, - . ., [Tam_2, Tom] te
uz oznaku y; = f(z;), ¢ = 0,...,n primijenimo Simpsonovo pravilo (3.4) na te podsegmente

pa se sada lako dode do generaliziranog Simpsonovog pravila.

I' = 22 (F(wo) + 4f (@) + faz)) + = (Fwa) + 4f (@) + fl@a) +---+
Hh,_/ T
+ W(ﬂ@m—ﬁ +4f(zom-1) + f(T2m)) =
h
= g [(f(wo) +4f(21) + f(x2)) + -+ - + (f(Tam—2) + 4f (T2m—1) + f(T2m))] =
h
=3 Yo+ 2(y2 +ys+ -+ Yam—2) + 41 + Y3 + -+ + Yom—1) + Y2m]
= |I'= g (Yo +2(ya +ys+ -+ Yom—2) +4y1 + ys + - - + Yam—1) + Yom) (3.5)

1
0=a Ty T2 T3 T4 Tn—2 Tn—1 b=z,

T

Slika 4: Generalizirano Simpsonovo pravilo

Ocjena pogreske apsolutne pogreske integrala I*:

b—
A" =1 —I"| < 2 2piM, < &
180 .

(+)
Iz nejednadzbe (%) mozemo dobiti broj podsegmenata n, za danu to¢nost € > 0, kako
bismo mogli primijeniti generalizirano Simpsonovo pravilo.

4 (b — CL)M4

= |n>({b—-a) 180s

12
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Primjer 3.2. Simpsonovom formulom izracunajte integral iz Primjera 3.1, uz toc¢nost € =
0.1.

e jednostavnim Simpsonovim pravilom (3.4):

Prvo rac¢unamo f(a), f(b) i f(aTer)

=5
P
Q
N—
I
S
P
—_—
S~—
I
=
s
—~
o
N—
Il

£(3) = 9.88751, f (“ ; b) = £(2) = 22 -In2 = 2.772589

Uvrstimo te podatke u (3.4)

b— b 3—1
r== ¢ <f(a) +Af <‘“2L ) + f(b)) = (42772580 + 9.88751) = 6.992622

e generaliziranim Simpsonovim pravilom (3.5):
Najprije ¢emo izracunati ¢etvrtu derivaciju funkcije f
f(4)(33> = —%2 i My = maxge[q, b |f(4)(95)‘ = IMaXge(1, 3] |—x%‘ = 2.

Sada mozemo racunati potreban broj koraka da bi se mogla primijeniti generalizirana
Simpsonova formula uz postignutu to¢nost € = 0.1

=(3-1)4 2 31 _ 13717 = n=2

4 M4 b_a
0.1 180

n> (b—a) . 150

U ovom slucaju je n = 2, pa se dobiva jednaki rezultat kao kod jednostavnog Simpso-

novog pravila. Izracunajmo sada h = b_T“ = % =1 z;=a+th=1+:¢-1, 1 =0,1,2.

1 0
2 2.77258
3 9.88751

Na kraju sve uvrstimo u (3.5)

h 1
I'= g[(yo+y2m)+4(y1+- ot yamo1) +2(Y2+- - Yam2)] = g(?/0+4y1 +y2) = 6.99261.

Opcenito, osim Sto nam generalizirana Simpsonova formula daje bolju aproksimaciju
integrala, ona ima i manji broj koraka od generalizirane trapezne formule.

13
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3.3 Simpsonovo 3/8 pravilo (n = 3)

Jos jedna metoda numericke integracije koju je izveo Thomas Simpson je zapravo Newton
— Cotesova formula cetvrtoga reda, tj. interpolacija polinomom cetvrtog stupnja kroz dane
cetiri tocke.

Neka je f : [a,b] — R neprekidna fukcija, a = 29 < 1 < 29 < z3 =bte h =21 — 29 =
Ty — X1 = X3 — Ty = b_Ta Primijetimo da je u ovom slucaju: xz; = a + b_T“z', jer su nam tako
sve tocke medusobno jednako udaljene. Najprije ¢emo izracunati tezine iz opc¢enite Newton
— Cotesove formule n-tog reda (2.1) te se lako dode do tzv. Simpsovovog 3/8 pravila.

3t —
Wi = /II k=0,1,2,3
0 z;ék

1

1 3 1
3t —i 3t—1 3t—2 3t—3 9 11
= dt = : . dt = g 5 1| =
o /110—1 / -1 =2 =5 /( ot TSt )
0 0
1/ 9t 11¢2
25(———+63————+%

t 3t—2 3t —3 /
0

2713 45t?
- 49t dt=
1—% 1—3 ( +9)

—_
~|¥
|
ol
QL
~
I
o\
H|°~"

‘0:

3 .
f —  SE—1 Bt—32 [isd g
IIg ?ﬁ:i/é—fg el PN A P P
3—1 3 3—-1 35-2 2 2
0

9
:_E@ﬁ—8ﬁ+Dl

0

= I;=(b—a) Zwkf (zk) = (b — a)(wof(@o) + w1 f(z1) + waf(w2) + w3 f(xs))

Jer je I’_T“ =h=b—a=3-h,ioznacimo f(x;) = f;, i =0,1,2,3. Slijedi Simpsonovo
3/8 pravilo:

I = Bh(g (o) + /(1) + £ /(02) + £ (00)) = Sh(fo+3f +352+ o)
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3.4 Midpoint pravilo

Do sada smo se upoznali s tri vrste Newton — Cotesovih kvadraturnih formula zatvore-
nog tipa. Ako prilikom interpolacije ne koristimo jednu ili nijednu rubnu tocku, dobijemo

otvorene Newton — Cotesove formule.
Stavimo x5 := @, 21 == b, h = I’_T“ Formula se dobiva zamjenom funkcije f nad seg-

mentom [a, b] s konstantnom funkcijom koja postize jednaku vrijednost u sredisnjoj tocki
segmenta [a, b] kao i u funkciji f.

= Midpoint pravilo: [j = (b—a)f <a ; b) {3.6)

a

Slika 5: Midpoint pravilo

Iz slike 5 vidimo da se radi o povrsini pravokutnika sa stranicama b—a i f(xg), pri cemu
je xg = aTer aritmeticka sredina krajnjih tocaka a i b segmenta [a, b]. Odatle dolazi jos jedan
naziv za ovo pravilo, a to je pravokutno pravilo.

Greska ove integracijske formule jednaka je integralu greske interpolacijskog polinoma

stupnja nula, tj. konstante, koji interpolira f u srednjoj tocki segmenta [a, b] i iznosi:

(b—a)’
24

E=f"(¢) § € la, b].

Koristimo li produljenu midpoint formulu na n ekvidistantnih podsegmenata duljine h,
dobijemo generalizirano midpoint pravilo. Ono se dobije primjenom midpoint pravila na
svakom podsegmentu [z;, ;1 1], 7=0,...,n—1

Ti+1 b i
[ @de=nt@y = L= [1@d=hY sy
xZ; a Z:O

Pogreska generaliziranog midpoint pravila je dana s

(b — a)h?

E=—

f'©), &€la, b

15
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3.5 Zatvorene 1 otvorene Newton — Cotesove formule

Prikazat ¢emo tablicama listu otvorenih i zatvorenih Newton — Cotesovih formula n-tog
reda za i =0,...,n. Neka je f : [a,b] — R neprekidna fukcija.

e Zatvoreni tip: Neka je x; = a + zb_T“ = a + ih i oznaéimo f(z;) = f;, i =0,...,n.
Uzima se za odgovarajuce £ € [a, b].

n h Ime metode Formula Pogreska aproksimacije
1 b—a Trapezno pravilo %(fo + f1) _E (2)(§)
2 bfTa Simpsonovo pravilo %(fo +4f1+ fa) —g_Zf(4)(§)
3 b*T“ Simpsonovo 3/8 pravilo %(fo +3f1+3f2+ f3) _% () (£)
4 bfTa Booleovo pravilo i—g(?fo +32f1+12fo + 32f3 + Tf4) _%f(ﬁ) ©)

Tablica 2: Zatvorene Newton — Cotesove formule (vidi [9])

e Otvoreni tip: Neka je x; = a + zb_T“ = a+ih i oznac¢imo f(z;) = fi,1=0,...,n, te
za & se uzima odgovarajuce elemente iz [a, b].

n h Ime metode Formula Pogreska aproksimacije
0 I’*T“ midpoint pravilo 2hf(“T+b) %3 @)(¢)
i Lo+ 1) 32 @)(¢)
2 ba Milneovo pravilo 8(2fo — f1 +2f2) 13}515 FO(e)
3 | % L(11fo+ fi+ Hr+11f5) 9312 () )

Tablica 3: Otvorene Newton — Cotesove formule (vidi [9])
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3.6 Formule za polinome viSeg stupnja

Newton — Cotesova formula moze se konstruirati uporabom bilo kojeg stupnja n aprok-
simacije.

Neka je f neprekidna funkcija, P, polinom n-tog stupnja i neka su dane tocke zg, ..., z,
tako da je f(xz;) = y; za i = 0,...,n. Rezultati aproksimacija integrala polinoma viseg
stupnja mogu se dobiti u obliku

Tn

/ ) i = Ohllagyn +agn 4 £ 630)

Zo

pri cemu su C'1i ¢;, i = 0,...,n konstante za nekoliko prvih n vrijednosti dane sljede¢om
tablicom

n c Co cy Ca C3 Cy Cs Co cr Cg

1 % 1 i 0 0 0 0 0 0 0

2 % 1 4 1 0 0 0 0 0 0

3 % 1 3 3 1 0 0 0 0 0

4 % 7 32 1.2 32 7 0 0 0 0

6 ﬁ 41 216 27 272 27 216 41 0 0

8 144775 989 5888 —928 10496 —4540 10496 —928 5888 989

Tablica 4: Konstante Newton — Cotesovih formula (vidi [6], poglavlje 14)

Medutim, za veliki n Newton-Cotesova formula moze ponekad patiti od katastrofalnog
“Rungeovog fenomena”® pa se formule viSeg stupnja rijetko koriste. Djelomi¢no zbog toga
Sto su dostupne jednostavnije i podjednako tocne formule, a i zbog pomalo iznenadujuce
¢injenice, da polinomi viseg stupnja ne moraju uvijek imati bolju to¢nost, tj. imati manju
pogresku. Metode poput Gaussove kvadrature i Clenshaw — Curtisove kvadrature s nejed-
nako rasporedenim tockama su stabilne i preciznije. Ako se ove metode ne mogu upotrijebiti,
jer je integral dan samo na ekvidistantnim udaljenostima, tada se Rungeov fenomen moze
izbjeé¢i koristenjem generaliziranih Newton — Cotesovih pravila.

8Problem oscilacija na rubovima intervala koji se javlja kada se koristi interpolacija polinomom viseg
stupnja te dolazi do eksponencijalnog rasta pogreske.
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