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Uvod

Tradicionalno se nastanak teorije vjerojatnosti stavlja u 17. stolje¢e. Njezini temelji
uspostavljeni su dopisivanjem Blaisea Pascala (1623. - 1662.) i Pierrea de Fermata
(1601. - 1665.). Dopisivanje je pocelo kada se kockar Chevalier de Méré obratio
Pascalu s dva problema. Jedno pitanje je bilo isplati li se kladiti da ¢e u 24 bacanja
dvaju kocaka bar jednom pasti dupla sSestica. Drugi je problem bio kako raspodijeliti
uloge ukoliko se prijevremeno prekine igra na sre¢u u kojoj u svakom krugu nema
neodlucenog ishoda, a pobjednik je onaj tko prvi pobijedi u odredenom broju kru-
gova. Pascal i de Fermat uspjeli su rijesiti ove probleme, a njihove rezultate nastavio
je znanstvenik Christiaan Huygens, dok su u djelu Jacoba Bernoullija, objavljenom
1713., prezentirani u potpuno sredenom obliku.

Medutim, teorija vjerojatnosti koristila se i prije 17. stoljec¢a, a postoje i nje-
zini brojni prethodnici. Jedan od njih je Girolamo Cardano koji je napisao knjigu
Liber de ludo aleae (Knjiga o bacanju kocke). To djelo je jedno od prvih djela o
kombinatornoj teoriji vjerojatnosti, a objavljeno je 1663., dakle 87 godina nakon
Cardanove smrti. U knjizi Cardano, koji je i sam bio kockar, bavi se problemom
izracuna vjerojatnosti dobitka u igrama na srecu, te daje i preporuke za varanje.

Osim Cardana vazno je spomenuti i indijske matematicare, koji su uglavnom iz
religioznih razloga, ve¢ oko 3. st. pr. Kr. rjesavali neka pitanja vjerojatnosti. Oni
su najstariji poznati matematicari koji su se bavili kombinacijama i permutacijama,
a njihova pravila zapisao je Mahavira u 9. stoljecu.

Nadalje ¢e ovaj rad pokusati pokriti poznatu povijest vezanu uz teoriju vjero-
jatnosti izmedu antickih vremena i Cardana, te detaljnije pojasniti dogadaje vezane

uz nastanak kombinatorne teorije vjerojatnosti u 17. stoljecu i nakon njega.



1 Vjerojatnost u antickoj Indiji

Od 5. do 4. st pr. Kr. napisana su dva glavna epa na sanskrtskom jeziku anticke
Indije, Mahabharata i Ramajana. Oba epa pisana su stihovima, te sadrze dugacke
price zajedno s filozofskim i molitvenim sadrzajima, ali imaju i uzbudljiv pogled na
matematicke interese u bujnom i egzoticnom okruzenju. Mahabharata se sastoji od
200 000 stihova, a medu glavnim pricama je pri¢a o kralju Nali i njegovoj vjernoj
zeni Damajanti.

Na samom pocetku price kralj Nala izgubi cijelo svoje kraljevstvo kockajuéi se.
Izgubio je sve do posljednjeg komada odjece u Sumi, te se pokriva polovicom haljine
svoje zene Damajanti i napusta ju za njezino vlastito dobro. Princ Naga rekao
je Nali kako ¢e mu tajno znanje kralja Rituparne o kockanju pomo¢i da osvoji
svoje kraljevstvo natrag. Stoga se Nala zaposljava, pod laznim imenom Vahuka,
kod Rituparne kao voza¢ bojnih kola. Rituparna je zZelio ozeniti Damajanti koja
se, s dvoje djece, vratila svojim roditeljima. Na putu prema dvorcu njezina oca
Nala zastaje pored bibithaki drveta !, a Rituparna ne moZe odoljeti pokazati svoje
matematicko znanje, te govori Nali: "Broj plodova na dvije grane ovog drveta je
2095, izbroji ih ako zelis."

Nala odluci brojiti plodove. Rituparna se uplasi zbog zastoja, svjestan da neée
sti¢i na vrijeme u dvorac, te predlaze Nali da izbroji plodove i lis¢e samo na dijelu
jedne grane, te ¢e biti zadovoljan njegovom tvrdnjom. Nala tako i ucini te sazna
da je procjena toc¢na. Zatim predlozi Rituparni da ga naudi toj "tajnoj vjestini' u
zamjenu za ucenje o krocenju konja. Rituparna pristaje na takvu pogodbu, a ¢im
Nala nauci vjestinu istog trena prestaje biti ovisan o kockanju.

U ovoj prici vidimo povezanost pojmova uzorkovanja i kockanja, ali ujedno vi-
dimo i da se takvo znanje smatra tajnom, te ga Rituparna odaje samo uz dobru
nagodbu. Osim toga, u navedenoj pri¢i spominje da je Nala izgubio svoje kraljev-
stvo igrajuci igru "Krave i Bik". Poznato je da se ta igra igrala s jednom velikom
kockom ili figurom koja se naziva bik i nekoliko manjih koje se nazivaju krave. Pra-
vila igre nazalost nisu poznata, no igre s kockom radaju potrebu za racunanjem
sansi, te na taj nacin vode razvoju teorije vjerojatnosti. Osim toga ova igra ima
jos jedno bitno obiljezje, a to je da ima sli¢nosti i smatra se pretecom saha, jer je

poznato da se igrala na ploci s nekoliko figura.

Drvo za ¢ije se plodove smatra da su se koristili za kockanje u Indiji



2 Rani koncepti vjerojatnosti na podrucju Europe

2.1 Dvosmislenost vjerojatnosti

Za razumijevanje razvoja vjerojatnosti na podrué¢ju Europe potrebno je razumjeti
dva koncepta vjerojatnosti. Njezin se sadrzaj postupno mijenjao pogotovo u filozof-
skoj literaturi, te i u sadasnjosti ima mnoga znacenja. Za nase potrebe dovoljno je
razlikovati dvije vrste vjerojatnosti koje ovise o kontekstu.

Objektivna, statisticka ili aleatorna * wvjerojatnost se koristi ukoliko opisujemo
svojstva nasumicnih mehanizama ili pokusa. Tu pripadaju igre na sreéu, opisivanje
vjerojatnosti u populacijskim dogadajima kao sto su vjerojatnost da se rodi dijete
muskog ili Zenskog spola, vjerojatnost za umiranje u odredenoj dobi i sli¢cno. Takve
vjerojatnosti izvedene su iz simetrije razmatranja ili procijenjene iz relativne frek-
vencije. Takva klasi¢na vjerojatnost, bazirana na idealiziranim igrama na srec¢u s
kona¢nim brojem jednako vjerojatnih ishoda, definira se kao omjer broja povoljnih
i broja svih moguéih ishoda.

S druge strane imamo takozvanu subjektivnu, osobnu ili epistemicka vjerojatnost
koja se koristi za mjerenje stupnja vjerovanja u neki prijedlog zagarantiran doka-
zom koji ne mora biti statisticke prirode. Takve vjerojatnosti odnose se na nase
nesavrseno znanje i prema tome samo indirektno na stvari ili dogadaje na koje se
izjava odnosi. Neki filozofi smatraju ovu vrstu vjerojatnosti mjerom snage logicke
povezanosti izmedu dva prijedloga i nazivaju ju logicka vjerojatnost.

Jasnu podjelu ove dvije vrste vjerojatnosti dao je Jacob Bernoulli (1713.). Vje-
rojatnost prije renesanse bila je nematematicka. Tek pocetkom 16. st. talijanski

matematicari poc¢inju raspravljati o sansama razli¢itih ishoda igara na srecu.

2.2 Vjerojatnost u antici

Poznato nam je da su grcki filozofi i znanstvenici helenistickog razdoblja zacetnici
mnogih suvremenih ideja u raznim podrucjima geometrije i astronomije. Primjer
njihovog znacaja je elementarno koristenje nekih metoda matematicke analize, te
Demokritova revolucionarna ideja o konceptu atoma koja je imala nepredvidive i
neocekivane posljedice. Poznato je da su se osnovni koncepti vjerojatnosti, sanse
i nasumicnosti pojavljivali kroz drevna vremena kao poveznica s vrac¢anjem, prori-
canjem budu¢nosti, igrama na srecu, zakonom, osiguranjem, ispitivanjem uzoraka

i pogresaka u predvidanjima razl¢itih znanosti kao $to su astronomija i medicina.

2Qvisna o sludaju



Stoga je zapanjujuce i zacudujuée da objektivna vjerojatnost nikada nije bila pred-
met njihova istrazivanja. Odnosno, nikada nisu iskoristili simetriju u igrama na sre¢u
ili stabilnost relativne frekvencije kako bi kreirali aksiomatsku teoriju vjerojatnosti
kao Sto su to ucinili s geometrijom.

Umjesto klasicne kocke u antickoj Grékoj koristeni su astragaloi, igrace kocke
izradene od kostiju zivotinjskih papaka. U popularnoj igri s astragaloima odredeno
bacanje donosilo je najvecu vrijednost unato¢ cinjenici da su ostali ishodi imali
manju vjerojatnost. Iz ovoga mozemo zakljuciti kako stari Grei nisu primijetili

magnitude pripadajucih relativnih frekvencija.

Slika 1: Astragaloi

U Talmudu se spominje jos jedan primjer nasumic¢nog mehanizma, a to je izvla-
¢enje zdrijeba. Ono se koristilo u religijskim obredima, za dodjelu dnevnih obveza
medu sve¢enicima u hramu i za razne zakonske svrhe.

Pretpostavlja se da je znanstveno istrazivanje ishoda u igrama na srecu sprijec¢eno
zbog religijskih razloga, a navodi se i nedostatak pojma o slu¢ajnim dogadajima sto
pokazuje filozofija Platona i Aristotela koja je ogranicila poglede grckih znanstvenika
na trazenje pravilnosti samo u matematici i raju. Aristotel je klasificirao dogadaje
na tri tipa:

1. odredeni dogadaji koji se nuzno dogadaju
2. vjerojatni dogadaji koji se dogadaju u veéini slucajeva
3. nepredvidivi ili nepoznati dogadaji koji se dogadaju ¢istom slucajnoséu.

Pri tome je Aristotel smatrao da igre na sreéu pripadaju tretem tipu dogadaja
zbog Cega nisu podlozne znanstvenim ispitivanjima, te se pojam vjerojatnosti nije
primjenjivao u igrama na srecu.

Rimski filozofi preuzeli su Aristotelovu klasifikaciju dogadaja, ali su ju trebali
pomiriti s deterministickom filozofijom Crkve, stoga su smatrali da su nepredvidivi
ili nepoznati dogadaji predodredeni Bozjom voljom. Na ovaj nac¢in Sanse za neki
dogadaj u deterministickom svijetu mogu se okarakterizirati subjektivnom vjerojat-

nosti.



2.3 Vjerojatnost u srednjem vijeku

U srednjem vijeku u Europi su se pocele pojavljivati osnovne ideje vjerojatnosti
povezane s bacanjem kocke. Pronadeno je nekoliko dokumenata u kojima se racuna
broj razli¢itih nac¢ina na koje mogu pasti dvije ili tri igrac¢e kocke. Izracunato je da
dvije kocke mogu pasti na 21 nacin, sto je tocno ukoliko nema permutacija. Dakle,
ukoliko bacamo dvije kockice postoji samo jedan nac¢in da dobijemo zbroj 2, jedan
nac¢ina da dobijemo zbroj 3, dva nacina da dobijemo 4 (21 2, te 1 i 3), dva nacina
da dobijemo 5 ( 114, te 21 3), itd. Na ovaj nacin ne dobivamo jednako vjerojatne
dogadaje, te oni ne mogu sluziti kao baza za racunanje vjerojatnosti za pobjedu u
igri. Smatra se da je brojanje nac¢ina na koje kocke mogu pasti poteklo od proricanja
pomocu kocke, tu je strana kocke pokazivala predodredenu buduc¢nost, pa stoga nije
bilo ni potrebne za Sansama. Na isti nacin izrac¢unato je, oko 960., da tri kocke mogu
pasti na 56 nacina.

Najstariji poznati komentar na tu temu je latinska pjesma De vetula nepoznatog
pisca napisana izmedu 1200. i 1400. koja kaze da postoji 216 nacina na koje mogu
pasti tri kocke.
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Slika 2: De vetula

2.4 Vjerojatnost od renesanse do sredine 17. st. opcenito

Tijekom renesanse vjerojatnost je i dalje bila nenumericki epistemicki koncept, me-
dutim u 16. stolje¢u pocinje se razvijati ideja o jednako vjerojatnim dogadajima i

postaje moguce izracunati stvarne vjerojatnosti.



Prve primjere numericke vjerojatnosti koji se ne odnose samo na primjenu u
igrama na sre¢u dali su A. Arnauld i P. Nicole u djelu La logique, ou l'art de penser
(1662.). Doktrina o Ssansama, kako se u pocetku nazivala, tada se razvila u teoriju
vjerojatnosti s primjenom na razli¢ita podrucja, no nije bilo mnogo zabrinutosti o
interpretaciji te vjerojatnosti sve do Jacoba Bernoullija.

Povjesnicari su raspravljali i o teoloskim i pravnim aspektima riskiranja za razvoj
koncepta ocekivanja u teoriji vjerojatnosti u renesansi. Crkva je proklela kockanje
i lihvarstvo te ih proglasila moralno neispravnima, ali bilo je nemoguce zanemariti
postojanje rizika u komercijalnom zivotu koji su identic¢ni rizicima kockanja. Tako
je u renesansi nastala nova vrsta ugovora, takozvani aleatorni ugovori, koji su se
koristili u pomorskom osiguranju, nepredvidivom zivotu, ocekivanom nasljedstvu,
lutrijama i riskantnim ulaganjima u poslu. Baza takvih ugovora bili su posebni uvjeti
koji su zadovoljavali pravo svih ukljuc¢enih strana, sto je uklju¢ivalo procjenu rizika
zajedno s mogué¢im dobicima i gubicima. Aleatroni ugovori na taj nacin su odgovarali

pravednoj igri, odnosno igri u kojoj svi sudionici imaju jednaka ocekivanja.

3 Prethodnici teorije vjerojatnosti

3.1 O igrama na srecu

Ranije smo spomenuli da su u srednjem vijeku racunali broj nac¢ina na koje mogu
pasti dvije ili tri kocke. U 14. stolje¢u igrama s kockom koje su popularne jos od
antickih vremena, pridodaju se igre s kartama. U pocetku su karte bile skupe, te su
ih koristili samo bogatasi koji su igrali na velike rizike, a u nekim drzavama karte su
bile i zabranjene. Iz ovih razloga kartaske igre sirile su se sporo i bilo je potrebno
nekoliko stotina godina kako bi postale popularnije od kocke.

Lutrije su se koristile jos u vrijeme Rimljana. U srednjem vijeku i renesansi lutrije
su postale sredstva za financiranje drzavnih troskova. Cvjetale su i privatne lutrije,
medutim zbog losih uvjeta su potisnute ili proglasene ilegalnima, ali su kasnije
autorizirane za pomo¢ dobrotvornim svrhama i likovnim umjetnostima. Engleski
ekonomist William Petty u djelu Treatise of Taxes and Contributions (1662.) ostro
je osudio ljude koji igraju lutrije, te rekao kako je lutrija porez na nesretne "umisljene
budale". Medutim, ovakva ostra osuda nije sprijecila ljude da igraju lutrije tada pa
ni u kasnije vrijeme.

U svijetu u kojem su igre na sre¢u imale ekonomsku i rekreacijsku vrijednost,
nema sumnje da su matematicari pokusavali analizirati igre kako bi odredili sanse

za pobjedu, a time i uloge za postenu igru. Radovi u 16. i 17. stoljeé¢u uglavnom



su okupirani problemima kocke, igrama loptom, igrama na stolu i lutrijama, dok se
problemi karata javljaju pocetkom 17. stoljeca.

Terminologija koja se koristila u navedenim problemima bila je ovisna o problemu
koji se proucavao. Medutim, postojali su osnovni koncepti: broj sansi iz kojeg su
izvedene sanse, te vrijednost ili ocekivanje za bacanje ili izvlacenje koje u obzir uzima
uloge i nagrade i iz kojeg se moze procijeniti pravednost igre. Argumenti koji su
koristeni bili su ¢isto matematicki bez naznaka o promatranju relativnih frekvencija.
Pojam "vjerojatnost" nije se koristio u igrama na sre¢u prije pocetka 18. stoljeca,
medutim iz danasnje perspektive lako je zakljuciti kako se radi o vjerojatnosti.

Poznato je da su talijanski matematicari jos od 1500-tih godina pokusavali rijesiti
problem pravedne raspodjele uloga u ranije zavrSenoj igri. Ovaj je problem bio
pravi izazov jer nije postojala kombinatorika, pa stoga mnogi nisu uspjeli u svojim

pokusajima rjesavanja.

3.2 Rani pokusaji rjesavanja problema raspodjele

Problem raspodjele uloga jo$ se naziva i problem bodova * jer pobjednik svake igre
osvaja odredeni broj bodova. Apstraktna formulacija problema glasi: Dva igraca A
i B igraju igru naizmjence dok jedan od njih ne osvoji zadani broj bodova, neka je
to s. Iz nekog slucajnog razloga igra se zaustavlja u trenutku kada A ima s;, a B
s bodova i s1, s9 manji su od s. Kako pravedno raspodijeliti uloge?

Prvi pisani pokusaj rjeSavanja ovog problema ostavio je Luca Pacioli (1445. -
1517.) u svom djelu Summa objavljenom 1494. Omno daje sazetak svog poznatog
znanja matematike u to vrijeme, te je unato¢ manjku originalnosti kasnije bilo baza
mnogim naprecima u europskoj matematici. Djelo sadrzi prouc¢avanje igara na srecu,
a izmedu ostalog i Paciolijev pokusaj rjesavanja problema raspodjele.

Pacioli je pokusao dati rjesenje za problem s = 6, s = 5 i sy = 3, smatrajudi
ga problemom proporcija i predlaze podjelu uloga kao s; : sy. Dakle, igra traje
najmanje s, a najviSe 2(s — 1) + 1 = 2s — 1 poteza. Pacioli, bez ikakvog razloga

1 . _S82
2s—1 ° 2s-17

je jednako s; : s9 kako je i ranije receno, odnosno 5 : 3 u promatranom primjeru.

sto

uvodi maksimalan broj poteza u igri i tvrdi da podjela treba biti

Primje¢ujemo da Pacioli nije koristio vjerojatnosno niti kombinatorno rasudivanje
u rjesavanju problema raspodjele.

Niccolo Fontana (1500. -1557.), poznat kao Tartaglia, kritizirao je Paciolijev rad
oko 60 godina kasnije u svom djelu Generale trattato (1556.), te je primijetio da
je odgovor netocan. Kao razlog netocnosti navodi da ako je igra¢ A dobio jednu

3Problem of points



pobjedu, a igra¢ B niti jednu tada je igra nevazeca, prvi igra¢ bi u tom slucaju uzeo
sve uloge, a drugi nista sto je nepravedno. Njegov prijedlog je sljedec¢i: Ukoliko je sy
veci od sy, igra¢ A treba dobiti natrag svoj ulog plus #-*2 uloga igraca B. Ukoliko
pretpostavimo da su ulozi jednaki tada podjela treba biti sljedeéa s 4+ s; — s9 :
5 — 51+ S9. Tartaglia nije bio samouvjeren u vezi svog odgovora te je stoga zakljucio
da je to pitanje vise sudske prirode nego matematicke jer na koji god nac¢in napravili
podjelu do¢i ¢e do sudskog spora.

Girolamo Cardano (1501. - 1576.) bio je prvi koji je primijetio da raspodjela ne
treba ovisiti 0 s, s1 1 s9 ve¢ samo o broju bodova koji svakom igrac¢u nedostaje za
pobjedu, pa uvodi @ = s — s; i b = s — s5. Nadalje, uvodi novu igru u kojoj je A
pobjednik igre ukoliko osvoji a bodova prije nego B osvoji b bodova u igri, te se pita
na koji nac¢in u tom sluc¢aju treba podijeliti uloge kako bi igra bila pravedna. Tada
kao pravilo za pravednu raspodjelu uloga u ranije prekinutoj igri uzima omjer uloga
u novoj igri te zakljucuje kako podjela treba biti jednaka b(b+ 1) : a(a + 1).

Sljededi primjer pokazuje njegovo razmatranje problema za a =11 b = 3: "Ulog
onoga koji osvoji 3 boda je 2 krune, koliki treba biti ulog drugog igraca? Ja kazem da
on treba biti 12 kruna iz sljedeéih razloga. Ako igrac¢ dobije samo jedan bod, 2 krune
je dovoljan ulog, a ako dobije 2 boda ulog treba biti 3 puta toliko jer pobjedom u
dvije igre ulog bi bio 4 krune, ali imao je rizik gubitka u drugoj igri stoga treba imati
trostruku naknadu. Nadalje ako pobijedi u 3 igre naknada treba biti Sesterostruka
jer se tezina jos jednom udvostrucila, prema tome ulog drugog igraca treba biti 12
kruna."

Vidimo da Cardano koristi argument induktivnosti. Ako ulog za igraca B pos-
tavimo na 1, tada ulog za A periodi¢no postaje jednak 1, 1+2=3,14+2+ 3 = 6.
Medutim, ne objasnjava kako iz posebnog slucaja (1,b), doéi do opcenitog slucaja
(a,b), ali pretpostavlja se da je koristio simetriju medu igracima.

Sigurno je da u Cardanovom rasudivanju postoje tragovi vjerojatnosti, medutim

njegovi argumenti su nejasni, te ne vode to¢nom pravilu raspodjele uloga.

3.3 Cardano i Knjiga o bacanju kocke

Girolamo Cardano ili Jerome Cardan istaknuti je matematicar 16. stoljeca, koji je
imao i odliku zagrizenog kockara, stoga ne ¢udi da se bavio proucavanjem teorije
kockanja, a ujedno je imao i nesavladiv poriv da svo svoje znanje podijeli javno.
Girolamo Cardano bio je nezakoniti sin Fazia Cardana. Otac mu je bio odvjetnik
u Milanu koji se bavio i pouc¢avanjem matematike, a Leonardo da Vinci savjetovao ga
je u pitanjima geometrije. U pocetku je Girolamo Cardano bio pomo¢nik svom ocu u



poslovima, a kasnije je pozelio biti nesto vise od oc¢eva pomoé¢nika. Otac ga je stoga
poucio matematici i Cardano je poceo razmisljati o akademskoj karijeri. Cardano
je poceo studirati medicinu na Sveucilistu Pavia, a diplomirao je na Sveudilistu u
Padovi. Nakon toga zelio se pridruziti Medicinskom fakultetu u Milanu, medutim
odbili su ga iako je bio izvrstan student. Formalno su ga odbili zbog nelegitimnog
rodenja, medutim vjerojatno je pravi razlog odbijanja bilo to sto je bio poznat kao
tezak covjek. Cardano je imao ostar jezik, te je bio poznat kao ¢udak i kockar.
Poslije je jos jednom odbijen.

Kasnije je dobio o¢evo mjesto predavaca matematike na Piatti zakladi u Milanu.
Zbog toga je imao dosta slobodnog vremena koje je iskoristio kako bi lije¢io nekoliko
pacijenata iako nije bio ¢lan Medicinskog fakulteta. Cardano je postigao neka gotovo
¢udesna izljecenja sto je podiglo njegovu lije¢nicku reputaciju.

Cardano je jos bio gnjevan zbog iskljucenja s fakulteta, te je 1536. objavio knjigu
u kojoj napada, ne samo lijecnicke sposobnosti ¢lanova fakulteta, veé¢ i njihov karak-
ter. To mu iduce godine nije pomoglo kako bi se pridruzio fakultetu, te je ponovno
odbijen. Medutim, dvije godine kasnije, nakon velikog pritiska njegovih obozava-
telja, postao je clan fakulteta. Iste godine objavio je i dvije matematicke knjige.
Nekoliko godina poslije postao je i rektor. Osim matematickih knjiga Cardano je
tijekom svoje karijere napisao brojne knjige s temama iz medicine, filozofije, astro-
nomije i teologije, te je postao jedan od najistaknutijih lijecnika u Milanu, a njegovo
najvaznije matematicko djelo je Ars Magna. U godinama izmedu, od 1540. do 1542.
Cardano nije radio na svojim studijama, te je samo kockao i igrao sah po cijele dane.

Na vrhuncu svoje slave, Cardano je dozivio svoju, kako je on naziva, "krunsku
nesre¢u'. Cardanov najstariji sin Giambatista je bio doktor, ali je otrovao svoju
zenu, te je pogubljen. Cardano se nikada nije oporavio od ovog dogadaja, a kao otac
ubojice u javnosti je postao omrazen, te se odlucio preseliti u Bolognu gdje postaje
profesor medicine. Njegova reputacija u kombinaciji s arogantnim stavom osigurala
mu je ondje brojne neprijatelje. Godine 1570. Cardano je uhi¢en pod presudom da
je heretik, stoga je otpusten i onemogucéeno mu je odrzavanje predavanja i izdavanje
knjiga. Cardano je brzo otpusten iz zatvora, nakon c¢ega odlazi u Rim gdje je primio
neocekivano ugodnu dobrodoslicu. U ovom razdoblju Cardano je napisao svoju
autobiografiju De Vita Propria Liber (Knjiga mog Zivota) koja je objavljena 1643.
Cardano u knjizi spominje svoje 4 najvece tuge zivota: "Prva je moj brak; druga,
gorka smrt moga sina; treca, zatvorenistvo; cetvrta, bazni karakter mog najmladeg
sina." Cardanov najmladi sin Aldo bio je zagrizeni kockar koji je cijelo bogatstvo
izgubio na kocki. Nadalje, Cardano je izvijestio kako je tocno izracunao dan svoje

smrti, ali smatra se da je to postigao pocinivsi samoubojstvo.



Medu mnogim Cardanovim neobjavljenim rukopisima je i knjiga Liber de Ludo
Aleae (Knjiga o bacanju kocke). Prvi puta je objavljena 1663., a nije poznato kada ju
je Cardano zavrsio. U knjizi Cardano ulazi u, do tada jos netaknuto, carstvo teorije
vjerojatnosti. To je prva studija o stvarima kao sto je bacanje kockice, bazirana na
pretpostavci da postoje osnovni znanstveni principi vodeni vjerojatnoséu postizanja
nedostizne "dvostruke Sestice', izvan okvira ciste sre¢e. U 5. poglavlju Cardano je
izjavio: "lako je kockanje potpuno zlo, zbog velikog broja ljudi koji igraju, ¢ini se da
je to prirodno zlo. 1z tog razloga potrebno je da ga lije¢nik razmotri kao neizljecivu
bolest."

Knjiga o bacanju kocke je rasprava o moralu, prakti¢nim i teoretskim aspektima
kockanja, napisana je vulgarnim jezikom, a sadrzi i anegdote iz Cardanova osobnog
iskustva. Knjiga ima 32 kratka poglavlja u kojima iskusni kockar, s 25 godina iskus-
tva u kockanju, daje prakticne savjete sto nagovjestavaju i neki od naslovi poglavlja.
Vecina teorije u knjizi dana je u obliku primjera iz kojih se mogu ili jesu izvuceni
generalni principi. U nekim slucajevima Cardano dolazi do rjesenja problema me-
todom pokusaja i pogreske, a knjiga sadrzi i tocna i neto¢na rjesenja. Cardano se
dotice i nekih problema ¢ija rjesenja ne zna i pokusava dati aproksimativna rjesenja.

Glavni rezultati o bacanju kocke mogu se pronaéi u poglavljima 9. - 15. i 31. - 32.
Cardano jasno izjavljuje da su svih Sest strana kocke jednako vjerojatne ukoliko je
kocka pravilna, te uvodi vjerojatnost kao omjer broja povoljnih sluc¢ajeva i broja svih
jednako moguéih sluéajeva. Koncept pravedne igre definira pomocéu pojma Sansa?,
kojeg je Cesce koristio, na sljedec¢i nacin: "Dakle, postoji jedno opée pravilo, naime,
trebamo razmatrati cijeli "krug" (ukupan broj jednako moguéih dogadaja) i broj
bacanja koja predstavljaju broj nacina na koje se povoljan rezultat moze dogoditi,
te usporediti taj broj s ostatkom od "kruga' i na temelju te proporcije potrebno je
donijeti uzajamnu okladu tako da se svatko moze natjecati pod jednakim uvjetima."

Nabrajanje jednako vjerojatnih sluc¢ajeva provedeno je na sljede¢i nacin. Prvo je
pronaden broj razlic¢itih vrsta ishoda. Na primjer, za odredivanje broja nacina na
koje mogu pasti tri kocke, navodi da je broj trojki 6, broj parova i jedne razlicite
strane je 30, a broj slucajeva u kojima su sve strane razlicite je 20. Zatim pronalazi
broj permutacija za svaki razli¢iti tip, u promatranom primjeru to su 1, 3 i 6, sto
daje konacan rezultat 6 -1+ 30 -3 + 20 - 6 = 216. Cardano provodi ovakvu analizu
u detalje za dvije i tri standardne igra¢e kocke, te za Cetiri cetverostrane kocke.

Dodavanjem niza jednako moguéih sluc¢ajeva, Cardano izvodi Sanse za slozene

dogadaje. Prvo stavlja u tablicu razdiobu suma bodova u igri s dvije ili tri igrace

4Sansa je omjer broja elemenata dva disjunktna skupa dogadaja koji u uniji ¢ine cjelinu
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kocke. Zatim pronalazi Sanse za razne kombinacije bodova u igri s dvije kocke.
Neka 1 oznacava pojavljivanje barem jedne jedinice, zatim 2 oznacava pojavljivanje
barem jedne dvojke, bez slucaja s jedinicom itd. Brojenjem samo odvojenih slucajeva
Cardano daje rezultate kao u sljedecoj tablici:

Povoljni slucajevi za kombinaciju
Dvije kocke Tri kocke

Slucajevi za 1 11 91
Dodatno za: 2 9 61
3 [ 37

4 5! 19

5 3 ¥

6 | 1
Ukupno: 36 216

Tablica 1

Cardanov najnapredniji rezultat je pravilo mnozenja za odredivanje Sansi ponov-
nog pojavljivanja odredenog dogadaja u n nezavisnih ponavljanja igre, te u knjizi
navodi kako je u pocetku bio zbunjen sto to¢no treba pomnoziti. Neka je ¢ broj svih
jednako mogucih dogadaja u igri i neka je r broj povoljnih dogadaja, stoga su sanse

——. Analizirajudi igrace kocke s tri, cetiri, pet i Sest strana, te metodom pokusaja

t—r’
i pogreske Cardano dolazi do vaznog zakljucka, a to je da ¢e u n ponavljanja Sanse
postati % Ukoliko uzmemo p = %, rezultat postaje 2 ;n. U knjizi se nalazi

i nekoliko primjera za ovu metodu, a najkompliciraniji slijedi. U igri s tri kocke
postoji 91 povoljan slucaj, u kojemu se dobije barem jedna jedinica, od 216 jednako

moguéih slucajeva. Sanse da se taj rezultat dogodi svaki puta u tri ponavljanja igre

913 753571 x4 - < " )
SU 5753913 = 9354125 SO je nesto manje od 1 : 12.

U nekoliko poglavlja knjige Cardano se bavi kartaskim igrama, tocnije sred-

njovijekovnom inacicom pokera, koja se zove Primero. Pokazuje kako izvlacenjem
karata iz snopa odrediti Sanse za neke jednostavne ishode.

Kako je Cardano bio praktican covjek kao i matematicar zacudujuce je sto nije
dao nikakve empirijske podatke, te da nije zabiljezio niti jednu relativnu frekvenciju
u svom dugotrajnom kockarskom iskustvu. S druge strane knjiga Knjiga o bacanju
kocke sadrzi mnogo vaznih zapazanja u praksi. Iako nije imala direktni utjecaj
na daljnji razvoj vjerojatnosti zbog kasne objave, razumno je za pretpostaviti da

su Cardanovi rezultati bili poznati matematickoj zajednici krajem 16. stoljeca. U

n

vrijeme Pascala (sredina 17.st.) Cardanova formula £— smatrala se elementarnom.

P
1-p
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3.4 Galileo i Razmisljanja o igrama s kockom

Kao sto je ve¢ receno, Cardanovo otkrice vjerojatnosti pojavljivanja svake strane
kocke brzo se prosirilo medu matematic¢arima, te je Galileo Galilei (1564. - 1642.)
objavio svoja Razmisljanja o igrama kockom (1620.) u kojima se uglavnom posvetio
vjerojatnostima ishoda ako se igra s dvjema kockama. Galileo je zakljucio sljedece:
"Bududi da igraca kocka ima Sest strana, kada je bacimo ona moze pasti na bilo koju
stranu... Ali ako zajedno s prvom kockom bacimo i drugu kocku, koja takoder ima
Sest strana, mozemo dobiti 36 razli¢itih ishoda, jer svaka strana prve kocke moze se
kombinirati sa svakom stranom druge kocke... sto ¢ini 6 puta 6, tj. 36 kombinacija."

Ako bacamo tri kocke, ne ra¢unajuéi permutacije, zbrojeve 9 i 10 mozemo dobiti
na 6 nacina. Galieo je zelio odgovoriti na pitanje: Kako je ta cinjenica spojiva s
iskustvom kockara, koji nakon dugotrajnog promatranja igre, smatraju da je dobi-
vanje zbroja 10 povoljniji dogadaj nego dobivanje zbroja 97 Kako bi odgovorio na
pitanje, Galileo je napravio listu tri-particija brojeva od 3 do 10, te na taj nacin
odredio broj permutacija svake particije. Na taj nacin je odredio "da suma 10 moze
biti dobivena na 27 razli¢itih nac¢ina, a suma 9 na samo 25 nacina. Primje¢ujemo da
je Galileo dosao do rezultata na slican nacin kao i Cardano, odnosno rjesenje dobiva
odredivanjem broja svih mogué¢ih dogadaja i prebrojavanjem povoljnih.

Ovaj dogadaj je osobit iz jos jednog razloga, a to je da je netko postavio pitanje
jer je nakon dugotrajnog promatranja igre primijetio relativnu frekvenciju, a Galileo

je na to pitanje odgovorio pomocu vjerojatnosnog modela.

4 Zacetak teorije vjerojatnosti

4.1 Pierre de Fermat

Pierre de Fermat (1601. - 1665.) potekao je iz obitelji bogatog trgovca kozom.
Studirao je pravo na sveucilistu u Toulouseu, a kasnije se preselio u Bordeaux gdje
je zapoceo svoju prvu seriju matematickih istrazivanja. Za zivot je zaradivao baveci
se odvjetnistvom, a matematika mu je bila cjelozivotni hobi. Fermat je 1631. postao
savjetnik Parlamenta u Toulouseu, a od tada je postupno unaprijedivan na vise
pozicije, te je 1652. unaprijeden na najvisi stupanj kaznenog suda. Fermat je 1653.
obolio od kuge i bio je proglasen mrtvim, medutim kratko nakon je ispravljena ta
pogreska i objavljeno je kako njegovo zdravlje vise nije u opasnosti.

Kako je Fermat bio covjek Sirokog raspona znanja, dopisivao se s mnogim ko-

legama, cak i onima izvan Francuske. U tim dopisivanjima i svojim rukopisima,
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govorio je o svojim vaznim matematickim rezultatima koje je davao bez dokaza ili s
nepotpunim dokazom. Na taj nacin sacuvao je svoju slobodu i status "amatera" bez
obveze objavljivanja, a u isto vrijeme je postao poznat, Sto mu se svidalo. Takvo
ponasanje dovelo ga je u sukob s nekim istaknutim matematicarima tog doba. Me-
dutim, stekao je i novog prijatelja Carcavia. Kao i Fermat, Carcavi je radio kao
savjetnik u Toulouseu, a zajednicka im je bila i ljubav prema matematici. Carcavi
je otiSao raditi u Pariz, te je stupio u kontakt s Mersenneom i njegovom grupom.
Mersenne je bio zadivljen Carcavijevim opisom Fermatovih otkri¢a o slobodnom
padu, te mu je i sam pisao.

Danas Fermatova slava lezi u njegovim doprinosima teoriji brojeva za koju je
dao brojne teoreme bez dokaza, ali ukazujuéi na opcéenitu metodu dokaza, a to je
metoda beskonac¢nog spusta. Fermat se teoriji brojeva posvetio od 1643. do 1654., a
u tom razdoblju nije kontaktirao ni svoje kolege matematicare u Parizu. Nakon tog
razdoblja brojni su matematicari pokusavali dokazati Fermatove teoreme. Fermatov
"posljednji teorem" ili Veliki Fermatov teorem kaze: "Nije moguce kub rastaviti na
dva kuba ili bikvadrat na dva bikvadrata niti opéenitije neku potenciju veéu od
druge na dvije potencije s istim eksponentom." Fermat je na marginama napisao:
"Za to imam stvarno ¢udesan dokaz, no rub je ovdje preuzak, da ga zapisem."

Fermat je ponovno uspostavio vezu s matematicarima u Parizu 1654. kada mu
se obratio Blaise Pascal sa zeljom da on potvrdi njegove ideje o vjerojatnosti. Blaise
Pascal znao je za Fermata preko svog oca, a bio je upoznat i s Fermatovim izvanred-
nim matematickim sposobnostima. U svom kratkom dopisivanju postavili su temelje

suvremene teorije vjerojatnosti i od tada se smatraju osnivacima iste.

4.2 Blaise Pascal

Blaise Pascal (1623.-1662.) bio je treée dijete pravnika Etienna Pascala i njegov
jedini sin. Blaiseova majka umrla je kada je on imao samo tri godine. Etienne se
iz hobija bavio matematikom, te je odlucio svog sina poucavati kod kuce. Osim
toga odlucio je kako ga nec¢e poucavati matematici do petnaeste godine, stoga je
iz kuce maknio sve matematicke knjige. Zbog toga se Blaise jos vise zainteresirao
za matematiku, te se u dobi od 12 godina samostalno poceo baviti geometrijom.
Otac ga je otkrio kako ugljenom na zidu ispisuje dokaz da je zbroj kutova u trokutu
jednak dva prava kuta, stoga mu je dopustio da proucava Euklidove Elemente. U
dobi od 14 godina Blaise Pascal pridruzio se ocu na sastancima Mersenneove grupe.

Pascalov otac radio je kao sakuplja¢ poreza, a kako bi mu olaksao rad Blaise
je izmislio mehanicki kalkulator, poznat pod nazivom Pascaline. Dogadaji u 1646.
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bili su iznimno vazni za Pascala, te je godine njegov otac ozlijedio nogu i morao
se oporavljati kod kuce. Pomagala su mu dvojica brace iz jansenistickog religijskog
pokreta koji su ostavili jak dojam na mladog Pascala i on je postao duboko religiozan.

U to vrijeme Pascal je poceo raditi pokuse s atmosferskim tlakom, te je do 1647.
dokazao postojanje vakuuma. Iste je godine Pascala posjetio Descartes, medutim
posjet je trajao samo dva dana jer su se posvadali oko vakuuma. Descartes nije
vjerovao da vakuum postoji, a u kasnijem pismu Huygensu napisao je da Pascal
'ima previse vakuuma u svojoj glavi'. Pascal je 1653. objavio djelo o ravnotezi u
tekuéinama u kojem se nalazi i Pascalov zakon tlaka, prema kojem je SI jedinica za
tlak dobila ima paskal (Pa).

Blaiseov otac umro je 1651., a on je nastavio zivjeti na naslijedenom bogatstvu.
Godine 1654. poceo je svoje slavno dopisivanje s Fermatom, a iste godine dozivio
je svoje "drugo preobracenje" i od tada je uglavnom bio okupiran religijskim proble-
mima. U to vrijeme poceo je pokazivati i prve ozbiljne probleme sa zdravljem, a u
listopadu 1654. gotovo je izgubio zivot u nesre¢i. U posljednjim godinama zivota
radio je na raspravi o krs¢anskoj filozofiji, Isprika krscanskoj religiji, a pronadeni
dijelovi te rasprave dodani su 1670. u djelo Pensées (Misli). To filozofsko djelo je
skup njegovih osobnih misli o ¢ovjeku koji pati i vjeri u Boga. U tom djelu je zapi-
sana i poznata Pascalova vaga: Ako Bog ne postoji, covjek nista ne gubi vjerujuci u
njega, a ako postoji ne vjerovanjem gubi sve. Pascal je bio duboko podijeljen izmedu
svoje odanosti matematici i prirodnim znanostima i odanosti religiji, a umro je u
39. godini.

4.3 Pascalov aritmeticki trokut

Osim nekoliko pisama koja je izmijenio s Fermatom, Pascalov doprinos vjerojatnosti
je dan u njegovoj Traité du triangle arithmétique (Treatise on the Arithmetical Tri-
angle) u javnosti objavljenoj 1665. godine. Pascal je 1653. otkrio aritmeticki trokut,
danas poznat kao Pascalov trokut. Aritmeticki trokut bio je veé stotinama godina
poznat Indijcima, Kinezima i Arapima, medutim Pascal je prvi koji je detaljno i
sistematicno izlozio svoje proucavanje trokuta. Pascal je umjesto danas poznatog

trokuta koristio sljede¢u pravokutnu tablicu:



14

T % 1 L 1
1 2 3 4 5
1 3 6 10 15
1 4 10 20 35
1 5

15 35 70

Tablica 2: Pascalov trokut

U prvom retku i stupcu nalaze se jedinice, a ostali brojevi nastaju zbrajanjem
broja lijevo i iznad onog kojeg zelimo upisati.

Pascal je brojeve u aritmetickom trokutu definirao rekurzijom. Neka je Pascalov
trokut (beskonacna) matrica T = [t;..], gdje je tn, broj u m-tom retku i n-tom

stupcu. Tada je on jednak:
b = bt F B i, =10,1,2,..., (w,5)# (0,0)
Granicni uvjeti su:
t,—1 =1t_1, =0, m,m=1,2, ...

i generator je top = 1. Pascal daje vrijednosti za t,,, do m = n = 9. Osim
konkretnim brojevima Pascal je u svojoj tablici Celije oznacio razlic¢itim grckim i
latinskim slovima kako bi lakse provodio dokaze. Tada jos nisu postojale oznake za
elemente tablice kao danas sto Pascalovu originalnu tablicu ¢ini nepreglednom. Radi
lakseg snalazenja uvodimo %,,, i dokaze provodimo prema tim oznakama. Dokazao
je 20 propozicija o t,,,, a posljednja je multiplikativna forma. Sve svoje rezultate
Pascal je dao u verbalnom obliku, a koristio je sume retka, sume stupca i dijagonalne

sume koje mozemo u danasnjem obliku zapisati na sljede¢i nacin:

n m
j=0 =0

Ovakav zapis i oznake odgovaraju Pascalovom verbalnom obliku, a prednost
ovakvog zapisa je sto se lako moze pokazati simetrija. Pascal je propozicije dokazao
ponavljajuéom primjenom rekurzivne formule. Veéina ih je lagana, stoga prvih 11
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Slika 3: Lijevo: Originalni Pascalov trokut
Desno: Trokut s novim oznakama

navodimo bez dokaza:
ton = tmo = too = 1
Svojstvo za sume redaka i stupaca:

bn = Rm— 1,n

= Umn-1

m—1 n—1
s — 4 = Z Ri,n—l = Z Cm—l,j
i=0 =0

Svojstvo simetrije:

tmj = tim, j=0,1,...
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Svojstva dijagonalnih suma:

Dk-+1 == 2Dk (7)
Iy =2F (8)
k
S Dy = Dyyr — 1 )
=0
Dz = Dy 350+ Di—ign—i (10)
tm,m — th,m—l = 2tm—l,m (11)

Nadalje, Pascal istice sljede¢u propoziciju za omjer kao posebno vaznu:

tm—i—l,n—l _ n (12>
tmn m+1

Dokaz za ovu propoziciju dan je indukcijom. lako je nepotpuna indukcija ko-
riStena jos od doba Euklida, Pascal prvi daje eksplicitnu i potpunu formulaciju
indukcije i to na sljedeéi nacin:

Kako propozicija pokriva beskona¢no mnogo slucajeva, dati ¢u kratki dokaz
koji se bazira na dvije leme. Prva lema, koja je ocita, kaze da propozicija
vrijedi za m +n = 1, jer je jasno da je omjer 1 : 1. Druga lema kaze da
ako propozicija zadovoljava danu bazu [npr. za danu vrijednost m + n] tada
neophodno vrijedi i za sljedeé¢u bazu.

Dakle, kombinacijom dvije leme zakljucuje da propozicija vrijedi za m +n = 2,
zatim m + n = 3 i tako dalje do beskonacnosti. Pascalov dokaz dan je na sljedeci
nac¢in. Ako postavimo m + n = k, tada propoziciju mozemo zapisati na sljedeci

nacin

tk—r,r . P41
tk—r—l,r+1 fy — 70,

r=n—1, r=0,1...,&6—1.

Sada treba pokazati da omjer vrijedi za m +n = k + 1, koriste¢i rekurzivnu

formulu dobivamo
tk+1—r,r o tk—r,r £l tk+1—r,r—1

tk—r,r+1 B tk—r—l,r+1 o tk—r,r .
Dijeljenjem i brojnika i nazivnika s £, i koriStenjem prethodne pretpostavke slijedi
da je omjer jednak
1+ k—:—l—l _ ril

1+E80  k+l-7
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¢ime je tvrdnja dokazana. Nadalje, kako znamo da vrijedi

tmn tmn tm—i—l,n—l tm—l—n—l,l

tm+n,0 tm+1,n—1 tm+2,n—2 tm—i—n,O
ponavljaju¢om primjenom tvrdnje (12) dobivamo:

T (m + n>7'1(.7n+_n1)_, 1) 1 m 41 (13)

sto je multiplikativni oblik za t,,,. Danas taj broj nazivamo binomni koeficijent i

prema Pascalovom originalnom trokutu zapisujemo ga kao

P <m+n) _ (m—:—?)' (14)

m mlin!
1
)| 1
1 2 1
1 3 3 1
1 4 6 4 1
1 5) 10 10 5) i
1 6 15 20 15 6 1

Tablica 3: Suvremeni Pascalov trokut

Binomne koeficijente lakse je odrediti u suvremenom zapisu Pascalova trokuta
kao (k + 1)-vi element u (n + 1)-vom retku, odnosno

n\ n! _npn—1) - (m—k41)
L :

 kl(n—k)! k!

Pascal daje primjer povezanosti binomnih koeficijenata s aritmetickim trokutom,

odnosno daje binomnu formulu:

k
(CL + b)k = Ztk_i,iak_ibi (15)
=0
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Sto je u danasnjem zapisu:
n g n kin—k
(a+b) :Z<k>a b (16)
k=0

Nadalje, Pascal definira kombinacije od k elemenata u skupu od n elemenata, te
kaze da su to svi razli¢iti skupovi od k elemenata bez obzira na poredak. Medutim
Pascal nije uveo oznake za broj kombinacija. Kasnije je postala popularna oznaka
C} sto je zapravo (Z), koju ¢emo nadalje koristiti. Pascal dokazuje cetiri leme. Prve

<k>:0 2a K> w <n>:1 i <1>:n; (17)

koje slijede direktno iz definicije. Lema 18:

(5= 662 o

pokazana je pomocu razli¢itih primjera. Pascalovo razmisljanje slijedi: n+1 element

tri

mozemo promatrati kao n elemenata plus jedan poseban element, neka je to A, i

neka se (":1) sastoji od svih kombinacija koje ne sadrze A i onih koje sadrze A, a

to je upravo ono Sto pise u (18).
Zatim slijedi osnovna tvrdnja o povezanosti izmedu sume retka u aritmetickom

trokutu i broja kombinacija:

1
Rn—k,k:<n—l: >7 k:()?lv ceey o N

Dokaz slijedi matematickom indukcijom. Pretpostavimo da je R,—1_pr = (Z)

B s =Ru b1+t np
= Rp 1-(-1) -1+ Rnc1-ki [tz (2)]

)+ )

n+1 .
:< P > [iz (18)]
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Kako tvrdnja sigurno vrijedi za n = 0, dokaz je gotov. Odavde slijedi da je

41
(") =t (19)

sto je veza izmedu broja kombinacija i Pascalovog originalnog trokuta.

Pascal je otkrio i da su nizovi u svakom retku njegovog nacina zapisa aritmetic-
kog trokuta figurativni brojevi®. Jos su pitagorejci promatrali glavna svojstva takvih
brojeva, a najpoznatiji figurativni brojevi su trokutni. Pascalov najvazniji doprinos
su najve¢im djelom njegovi dokazi, te jasan prikaz veza izmedu figurativnih, binom-

nih i kombinatornih brojeva.

4.4 Dopisivanje Pascala i Fermata

Vel je naglaseno da je za kombinatornu teoriju vjerojatnosti dopisivanje Pascala i
Fermata jedan od najvaznijih dogadaja. Prije nego razmotrimo problem raspodjele
uloga, pozabavimo se dvama jednostavnijim primjerima igara s kockom. Pascal je u
pismu, 29. srpnja 1654., Fermatu pisao o de Méréovom najjednostavnijem problemu,
a to je isplatili se kladiti da ¢e u 24 bacanja dvije kocke pasti dupla Sestica. Pismo
je glasilo:

Ukoliko osoba zeli dobiti Sest s jednom kockicom, Sansa njezinog dobivanja u
Cetiri bacanja je 671 : 625. Ukoliko osoba zeli baciti dvostruku Sesticu s dvije
kockice, postoji nedostatak Sanse za dobivanje iste u 24 bacanja. Stovise 24
prema 36 (Sto je broj strana na 2 kockice) je isto Sto i 4 prema 6 (Sto je broj
strana na jednoj kocki). [2]

Pascal nije imao vremena Fermatu pisati rjesenje, te je smatrao da ¢e ga Fermat
sam lako otkriti. Cardano je ve¢ dao rjesenje problema ranije. Potrebno je pronadi
najmanji broj pokusaja n takav da je

1l —qg*
qn

>1 ili ¢"<

N —

]
6
n treba biti 25 i priblizne sanse su 506 : 494, dok sanse

Dakle, za p = ¢ dobivamo da je n = 4 jer je ¢* = (3)* < 1, a Sanse su kako Pascal

navodi 671 : 625. Za p = %,
za n = 24 iznose 491 : 509.

Drugim rije¢ima, vjerojatnost da ¢e u jednom bacanju pasti dupla Sestica je

% ~ 2.78%, prema tome vjerojatnost da u jednom bacanju nece pasti dupla Sestica

jednaka je ¢ = g—g ~ 97.22%. Kako je svako bacanje nezavisno od prethodnog,

5Prirodni brojevi koji se mogu prikazati slaganjem kamenciéa u geometrijske likove



20

vjerojatnost da nece pasti dupla Sestica u 24 bacanja treba 24 puta pomnoziti sa
samom sobom odnosno P = ¢** ~ 0.5086 &~ 50.86%. Znamo da u 24 bacanja ili ¢e
barem jednom pasti ili nece niti jednom pasti dupla Sestica. Stoga vjerojatnost da
u 24 bacanja barem jednom padne dupla Sestica iznosi 1 — P = 0.4914 ~ 49.14%,
odakle slijedi da se ne isplati kladiti da ¢e u 24 bacanja para kockica barem jednom
pasti dupla Sestica. Medutim, isplatilo bi se kladiti da ¢e dupla Sestica pasti u 25
bacanja, s vjerojatnoséu priblizno 50.55%.

Pascal je u jednom od svojih djela o koristenju aritmetickog trokuta rijesio pro-
blem raspodjele uloga, prvo pomocu rekurzije za oc¢ekivanje, a zatim pomocu arit-
metickog trokuta, te uvijek pretpostavlja da oba igraca imaju jednaku Sansu za
pobjedu u svakoj pojedinoj igri. Izlaganje rjesenja Pascal zapocinje s dva aksioma
za raspodjelu. Prvi aksiom kaze da ako igra¢ dobije odredenu sumu, kakav god ishod
igre bio ta suma mu treba biti dodijeljena. Drugi aksiom kaze da ukoliko pobjednik
osvaja ukupan ulog s vjerojatnoséu % i igra nije do kraja odigrana, tada ulog treba
jednako podijeliti izmedu igrac¢a. Drugim rije¢ima, ukoliko je ukupan ulog ¢, tada
vrijednost igre ili igracevo ocekivanje iznosi L. Iz ovih aksioma, Pascal je dokazao

2
sljedeci korolar:

Korolar 1. Ako igrac dobiva iznos s ukoliko gubt, a iznos s +t ukoliko pobjeduje ¢

ako igra nije do kraja odigrana, tada treba dobiti iznos s + %

Dokaz je proveo pomoéu ranije navedenih aksioma. Dakle, prvi aksiom kaze
da igrac¢ treba dobiti iznos s koji mu pripada neovisno o ishodu igre, dok prema
aksiomu dva treba dobiti i % U Korolaru 2, Pascal navodi da se isti rezultat moze
dobiti zbrajanjem dvije veli¢ine i dijeljenjem zbroja s 2. Kasnije ¢emo vidjeti da
ovim korolarima Pascal izvodi igracevo ocekivanje u slucaju kada dva ishoda igre
odgovaraju razlicitim nagradama, koje trebaju biti ograni¢ene ukupnim ulogom i
nulom, kao u drugom aksiomu.

Pascal objasnjava da pravilo raspodjele uloga treba ovisiti samo o broju bodova
koji nedostaju svakom od igraca do pobjede. Oznacimo s e(a,b) udio igraca A u
ukupnom ulogu, tj. ocekivanje za igraca A, ukoliko je igra prekinuta u trenutku kada
igracu A nedostaje a bodova, a igracu B b bodova za pobjedu u igri. U pocetku
Pascal u primjerima razmatra ukupan ulog 8, koji kasnije mijenja u 1 sto znaci da
je ocekivanje jednako vjerojatnosti da A pobijedi.

Pascalovi rezultati podijeljeni s 8 prikazani su u Tablici /. U prva dva retka
rezultat je ocit. Od treéeg retka pa nadalje, Pascal razmatra dva moguca ishoda
iduceg poteza, A igrac ili pobjeduje ili gubi. Za svaki od ovih sluc¢ajeva ocekivanje je

poznato iz prethodnih izracuna. Konac¢no ocekivanje racuna se prema Korolaru 2.
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Nadalje, Pascal zakljucuje kako se ova metoda moze koristiti opcenito, te je vidljivo

e(a—1,b)
a b e(a,b—1) e(a,b)

) 0 n>0 1
(2) n on z
(3) 1 2

(3a) A pobjeduje 0 2 1 5

(3b) A gubi 1 1 : 4
(4) 1 3

(4a) A pobjeduje 0 3 1 .

(4b) A gubi 1 2 8 8
(5) 1 4

(5a) A pobjeduje 0 4 1 i

(5b) A gubi 1 3 I 16
6) 2 3

(6a) A pobjeduje 1 3 I 11

(6b) A gubi 2 3 2 16

Tablica 4: Pascalov rekurzivni izracun ocekivanja
da koristi argument koji odgovara formuli

oy _ {B(X14) + BX[A)}

: (20)
Pascalov postupak mogli bismo zapisati na sljedec¢i nacin:
e0m)=1 4 elmm)= %, = LZ s

e(a,b) = %[e(a —1,b) +e(a,b—1)], a,b=1,2,.... (21)

Vidimo da je Pascalov rezultat s tablicom pomalo nezgrapan, to je vjerojatno
i razlog zbog kojeg je i sam Pascal oducio potraziti bolji nac¢in. Pronasao ga je
usporedujuéi rekurzivnu formulu za ocekivanje s brojevima u aritmetickom trokutu,
shvatio je da ih ne razlikuje nista osim faktora % i grani¢nih uvjeta, te predlaze
rjeSenje ¢iji detalji se nalazi u [2].

Pascalovi su radovi ¢isto matematicki, nije pokusao dati njihovu kombinatornu
interpretaciju iako spominje da pravilo za raspodjelu moze biti dano kombinatornim
metodama. O toj temi raspravljao je s Fermatom u pismima.

U pismu 24. kolovoza 1654. Pascal detaljno opisuje Fermatov postupak. Fermat
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kaze da ukoliko igracu A nedostaje a bodova za pobjedu, a igracu B, b bodova za
pobjedu tada ée igra biti zavrSena u najvie a + b — 1 krugova, tada postoji 2%+*~1
jednako moguéih ishoda i svi ishodi koji su povoljni za igraca A daju njegov udio
pri raspodjeli uloga. Uzmimo za primjer neka igracu A nedostaju 2 boda, a igracu
B 3 boda za pobjedu. Neka slovo A oznacava pobjedu igraca A, a B pobjedu
igraca B. Promotrimo svih 16 kombinacija od 4 kruga igre: AAAA, AAAB, AABA,
ABAA, BAAA, AABB, ABBA, BBAA, ABAB, BABA, BAAB, ABBB, BABB,
BBAB, BBBA, BBBB. U svakoj od kombinacija u kojoj se nalazi barem dva A,
igra¢ A pobjeduje, dok za one koje imaju barem tri B igra¢ B pobjeduje. Vidimo
da ima 11 povoljnih sluc¢ajeva za igraca A i 5 povoljnih slucajeva za igraca B odakle
slijedi da ulog treba raspodijeliti u omjeru 11 : 5.

Kako se radi o kombinacijama, koristenjem Pascalova trokuta izbjeé¢i ¢emo ispisi-
vanje svih mogué¢ih kombinacija. Dakle, u navedenom primjeru potrebno je pogledati
cetvrti red Pascalova trokuta koji je jednak 1, 4, 6, 4, 1. U tom su redu redom na-
brojani brojevi kombinacija u kojima igra¢ A pobjeduje 4, 3, 2, 1 i 0 puta, odnosno
igra¢ B pobjeduje 0, 1, 2, 3, 4 puta. Igracu A potrebno je 2 kruga za pobjedu, stoga
su za njega povoljna prva tri sluc¢aja pa zbrajamo 1+ 4+ 6 = 11. Za igraca B su
povoljna preostala dva slucaja, dakle 4 + 1 = 5, odakle slijedi da omjer pravilne
razdiobe uloga iznosi 11 : 5.

Na taj nacin se doslo do onoga s$to danas nazivamo binomna razdioba. Ona
opisuje vjerojatnost uspjeha ukoliko pokus, koji ima samo dva moguca ishoda, po-
novimo n puta. Neka je p vjerojatnost uspjeha, a ¢ = 1 — p vjerojatnost neuspjeha.
Vjerojatnost da u n ponavljanja pokusa bude toc¢no k uspjesnih, odnosno n — k
neuspjesnih, jednaka je k - tom ¢lanu binomnog razvoja (p + q)™:

n o

Pascal je jos pisao da je raspravljao o Fermatovom rjesenju s kolegom profeso-
rom matematike Robervalom. Roberval je imao prigovor na Fermatovu metodu jer
pravilo raspodjele ovisi o igri koja vjerojatno nece biti odigrana, odnosno hipotetska
je. Medutim, Pascal kaze kako je to nebitno, stvarna i hipotetska igra ¢e uvijek dati
isti rezultat za dva igraca jer su slucajevi u kojima A pobjeduje ili gubi u stvarnoj
igri isti onim slucajevima u kojima A pobjeduje ili gubi u hipotetskoj igri. Ovo
je zapravo lako vidljivo iz danog primjera. Dakle, kako u svakoj kombinaciji od
Cetiri slova samo jedan igra¢ moze pobijediti, pobjednik ¢e biti jednak i u slucaju
da se odigraju sve cetiri igre i u slucaju da se igra prekine nakon sto netko dobije
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pobjednicki rezultat.

U svom odgovoru 25. rujna Fermat se slozio s Pascalovim objasnjenjem, te
dodaje dvije vazne napomene kojima ¢e uvjeriti Robervala u valjanost metode. Prva
kaze da duljina hipotetske igre, produljene preko a + b — 1 krugova, ne utjece na
raspodjelu uloga. Uzmimo na primjer da je igra s 4 runde produzena na 5 rundi,
tada ¢e se svaka od 16 kombinacija udvostruciti dodavanjem A ili B na kraj, imati
¢emo 32 kombinacije, i to neée utjecati na relativan broj slucajeva u kojima A
pobjeduje. Drugu napomenu Fermat je prikazao pomoéu primjera s tri igraca [2],
ali radi jednostavnosti ¢emo se drzati ranije navedenog primjera za a = 21i b = 3.
Dakle, igra¢ A moze pobijediti u dva, tri ili ¢etiri kruga igre sto odgovara razmjestaju
AA, ABA, BAAi ABBA, BABA, BBAA, od kojih svaki u sebi sadrzi dva A i jedan
A se nalazi na kraju. Za dva kruga igre imamo 22 jednako vjerojatnih ishoda od
kojih je jedan povoljan za igrac¢a A. Za tri kruga igre imamo 22 jednako vjerojatnih
ishoda od kojih su dva povoljna za A, te za 4 kruga imamo tri povoljna ishoda.
Ocekivanje za igraca A moze se odrediti izrazom

1 2 g 1
6(2,3):?4-?4‘?:176,
Sto odgovara ranije dobivenom rezultatu. Opéenito za (a, b) igra¢ A moze pobijediti
u a-tom, (a+1), ..., ili (a+b— 1) krugu. Broj razli¢itih razmjestaja od a pobjeda
igraca A it pobjeda igraca B, takvih da je A na posljednjem mjestu jednak je broju
kombinacija a — 1 pobjeda igraca A i ¢ pobjeda igraca B, prema tome slijedi

e(a,b):bz_:l(a_l—i_i) (%)Hi. .

i\ a—1
lako Fermat nije dao ovu posljednju formulu, napisao je:

Pravilo je dobro i vrijedi opcéenito za sve slucajeve, stoga bez pribjegavanja
hipotetskoj igri, stvarne kombinacije za svaki broj krugova igre daju rjesSenje i
pokazuju ono sto sam rekao na pocetku, da produljenje igre za odredeni broj
krugova nije nista drugo nego smanjenje razli¢itih udjela s istim nazivnikom.[2]

Obojica, Pascal i Fermat, rijesili su problem raspodjele uloga kombinatornim me-
todama, Pascal ga je rijesio i pomocu rekurzivne formule, te pokazao da je rjesenje
jednako kombinatornom. Metode koje su razvili koristili su Johann Bernoulli, Mon-
tmort i de Moivre kako bi rijesili problem raspodjele za igrace s razli¢itim vjerojat-
nostima za pobjedu u jednoj igri.

Pascalovo i Fermatovo dopisivanje je nastavljeno 1656. kada je Pascal postavio
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Fermatu problem koji je danas poznat kao "problem kockareve propasti'. Carcavi
je taj problem proslijedio Huygensu, koji ga je u svoju raspravu uvrstio kao peti
problem.

5 Christiaan Huygens i prvo djelo o teoriji vjero-

jatnosti

......

clanovi su imali visoke pozicije u civilnim i diplomatskim sluzbama Nizozemske.
Christiaan i njegova brac¢a imali su opseznu privatnu edukaciju. Christiaan je u to
vrijeme ucio geometriju, pravljenje mehanickih modela, te je naucio svirati lutnju.
Descartes je ostavio snazan utjecaj na Christiaana. Studirao je matematiku i pravo
na fakultetu Orange u Berdi. Na njega su utjecali njegov profesor matematike Van
Schooten i Mersenne s kojim se u to vrijeme poceo dopisivati. Do 1666. Christi-
aan je uglavnom zivio u obiteljskom domu uz ocevu financijsku potporu. Huygens
nije imao previse zanimljiv niti buran zivot, medutim njegovi doprinosi znanosti su
vrlo znacajni. Bavio se geometrijom, fizikom, optikom, izumio je sat s njihalom,
poboljsao teleskop pomocu kojeg je rijesio mnoge astronomske probleme, pod nje-
govim nadzorom izraden je i prvi dzepni sat s reguliraju¢om oprugom, te je postao
najistaknutiji znanstvenik svog vremena u FEuropi. Bio je toliko znac¢ajan da mu je
francuski kralj Louis XIV 1666. dao mirovinu uz uvjet da se preseli u Pariz, sto je
Huygens prihvatio. Ondje je ostao do 1681. kada se zbog bolesti odlucio vratiti u
Nizozemsku. Nije se vise vracao u Pariz zbog sve vecte netolerancije katolika prema
protestantima, a posljednje godine zivota proveo je u rodnom Den Haagu.

Huygensovo glavno djelo je Horologium oscillatorum (The Pendulum Clock) objav-
ljeno je 1673. Drugo glavno djelo u kojem pise o teoriji svjetlosnih valova je objav-
ljeno 1690. kao Traité de la lumiére. Naslijedio je Descartesove ideje o mehanici, te
je promatrao svjetlost kao efekt valova u eteru koji se sastoji od jako malih cCestica,
odakle je izveo zakone refleksije i refrakcije. Huygens je nerado objavljivao svoje
radove i mnoge su njegove knjige tiskane mnogo godina nakon Sto su napisane.
Njegovi prikupljeni radovi s biljeskama i komentarima objavljeni su u 22 sveska
od strane nizozemske znanstvene zajednice. U matematici Huygensov rad je vazan
za matematicku analizu, diferencijalni racun, diferencijalnu geometriju, te teoriju
vjerojatnosti.

Tijekom posjeta Parizu u jesen 1655. Huygens se poceo zanimati za pitanja

vjerojatnosti. U proljece iduée godine je, na temelju Pascalovih i Fermatovih re-
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zultata, napisao malu raspravu od 16 stranica naslova De ratiociniis in ludo aleae
(On Reasoning in Games of Chance). Na latinski ju je preveo i 1657. objavio Van
Schooten na kraju svoje knjige Fzercitationum Mathematicarum. Ova rasprava prvo
je objavljeno djelo o teoriji vjerojatnosti, koje je odmah prepoznato i bilo je norma
za teoriju vjerojatnosti iduc¢ih 50 godina. Ovo je iznenadujuce jer je Pascalova ras-
prava iz 1665. opseznija od Huygensove. Mogu¢ razlog tomu je to sto je Huygensova
rasprava bila dostupna na latinskom, te je bila sadrzana u nasiroko poznatom Van

Schootenovom djelu.

5.1 De ratiociniis tn ludo aleae

Ovo Huygensovo djelo sadrzi 14 propozicija, a na kraju se nalazi pet problema. Za
prva tri je dao rjesenje, a dokazi su ostavljeni ¢itaocu. Iz aksioma za vrijednost pra-
vedne igre Huygens izvodi tri teorema o ocekivanju i te teoreme koristi za rjesavanje

11 drugih problema.

Propozicija 1. Ako imam jednake Sanse dobiti a ili b, ocekivanje iznosi “%°.

Propozicija 2. Ako imam jednake Sanse dobiti a, b ili ¢, ocekivanje iznost %”“

Propozicija 3. Neka broj sansi za dobivanje a iznosi p, a broj sSansi za dobivanje b

pa+tqb

iznost q. Pod pretpostavkom da su Sanse jednake, ocekivanje ce tada biti o

Danas ovo smatramo definicijom matematickog ocekivanja, medutim Huygens
je smatrao da treba dati dokaz. Kako bi dokazao Propoziciju 1 uvodi lutriju s dva
igraca koji se dogovore da e svaki uloziti x i pobjednik treba dati gubitniku iznos
a, tako da pobjedniku ostane 2x — a. Postavljanjem b = 22 — a lutrija postaje
ekvivalentna danoj igri i vrijedi x = “T“’ Dokaz Propozicije 2 slijedi analogno.
Huygens tvrdi da ovu tvrdnju mozemo prosiriti na bilo koji broj igraca tako da
vrijednost igre s kona¢nim brojem jednakih Sansi bude jednak aritmetickoj sredini
nagrade. Za dokaz Propozicije 3 o tezinskoj sredini Huygens kaze da promatra
lutriju s p + q igraca ukljucujudci i sebe, te svaki igra¢ daje ulog z. Zatim se s g
igraca dogovorim da mi svaki treba dati iznos b ukoliko on pobijedi, a ja éu mu dati
iznos b ukoliko ja pobijedim. Nadalje s p— 1 igraca se dogovorim da mi svaki od njih
treba dati iznos a ukoliko on pobijedi, a ja ¢u njemu dati iznos a ukoliko ja pobijedim.
Odatle slijedi da imam oc¢ekivanje p+q za osvojiti iznos (p+q)z—gb—(p—1)a, te imam
ocekivanje ¢ za iznos b i ocekivanje p—1 za iznos a. Ako je (p+q)r—qb—(p—1)a =a

tada slijedi z = 2t
p+aq



26

Huygens je kao aksiom za vrijednost pravedne igre uzeo tvrdnju da je svaki
igra¢ u pravednoj igri voljan riskirati samo pravedan izracunati udio i nije spreman
riskirati vise od toga. Medutim, gledaju¢i povijest kockanja i danasnje stanje s
kockanjem, nije bas sigurno da je njegov definirani pravedan udio najvise sto bi
neka osoba zeljela riskirati kako bi sudjelovala u igri. Uspjesno poslovanje drzavnih
lutrija i privatnih kockarnica govori nam upravo suprotno.

Prvih devet problema Huygens rjesava rekurzivnom metodom, koristeci se pret-
hodno navedenim propozicijama. Probleme promatra samo numericki, te je vidljivo
da je njegova metoda ista kao Pascalova. U Propozicijama 4-7 Huygens razmatra
problem pravedne raspodjele uloga.

Propozicija 4. Pretpostavimo da igram igru protiv drugog igraca ¢ za pobjedu je
potrebno pobijediti u tri kruga, te sam ja vec pobijedio u dva kruga, a on je pobijedio
u jednom. Zelim znati koliki je moj udio u ulogu v slucaju da odlucimo prekinuti

igru u ovom trenutku © podijeliti ulog pravedno medu nama.

Vidimo da je ovo zapravo problem raspodjele uloga za (a,b) = (1,2). Propozicije
5-7 odgovaraju problemima za (a,b) = (1,3),(2,3),(2,4) i rijeSeni su na isti nacin.
Huygens rjeSava ove probleme koristeéi Propoziciju 1 i rekurziju (21) istu kao i
Pascal, te dobiva iste rezultate kao u Tablici 4.

Propozicija 8. Pretpostavimo da igru igraju tri osobe, te prvom nedostaje jedan

bod za pobjedu u igri, drugom isto toliko, a treem nedostaju dva boda.

Propozicija 9. Kako bismo izracunali udio za bilo koji broj igraca, od kojih svakom
nedostaje dani broj bodova za pobjedu u igri, potrebno je odrediti koliki iznos cée dobiti
igrac, c¢iji udio Zelimo saznati, ukoliko on ili bilo koji drugi igrac pobijedi u sljedecem
krugu. Zbrajanje dijelova v dijeljenje s ukupnim brojem igraca dati ée nam traZeni

udio.

Vidimo da u Propoziciji § Huygens razmatra problem raspodjele uloga za tri
igraca, dok u Propoziciji 9 generalizira postupak za bilo koji broj igraca.

Koristeéi Propoziciju 2 rjesenje Propozicije § mozemo zapisati kao
1
e(a,b,c) = g[e(a —1,b,¢) +e(a,b—1,¢c) +e(a,b,c—1)]. (23)

Huygens je nacinio tablicu od 17 razli¢itih vrijednosti za e(a, b, ¢) za male vrijednosti
(a,b, ).
Nadalje, u Propozicijama 10 7 11 Huygens se bavi de Méréovim prvim proble-

mom, a problemi su rijeSeni rekurzijom koriste¢i Propoziciju 3.
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Propozicija 10. Odredimo koliko je puta potrebno baciti jednu kocku kako bi se

okrenuo broj sest.

Huygens razmatra igru u kojoj se igra¢ A kladi na iznos t da ¢e u n bacanja

jedne kockice dobiti barem jednu Sesticu. Neka je ocekivanje igraca A jednako e,

11¢ 91t

o i _tos y 1 5 5 o o
pa slijedi da je e; = g ida je e,y = gt+3e,. Prema tome imamo e; = 3¢, e3 = 3¢,

Gy = %;é, .... Vidimo da Sanse za n = 4 iznose 671 : 625, do ¢ega su dosli i Pascal
i Fermat.

Propozicija 11. Odredimo koliko je puta potrebno baciti dvije kocke kako bi se

okrenula dupla Sestica.

Sanse 1 i 5 iz prethodne propozicije zamijenimo s 1 i 35, te dobivamo e; = &

36
71t

i eg = 1555. Kako bi ubrzao rekurziju Huygens prelazi direktno s e; na e4 prema

formuli
71t + 1225e9 178 991t
64 — —

1296 1679616
Kako bi izveo ovu formulu promatrao je 71 i 1225 kao broj Sansi za dobivanje duple

Sestice u dva bacanja. Nadalje je istu metodu koristio kako bi odredio eg, e 1 €24,
te je za n = 24 dobio Sanse nesto manje od 1 : 1, dok za n = 25 dobiva Sanse nesto
malo vec¢e od 1 : 1. Huygens nije prikazao eksplicitno rjesenje jednadzbe

Cntl = pt+q€n7 €1 :pta n = 1727 ceey (24)

za koje se lako pokaze da iznosi e, = (1 — ¢")t.

Propozicija 12. Odredimo koliko kocaka treba baciti igrac tako da se u jednom

bacanju okrenu dvije Sestice.

Ovaj problem identi¢an je problemu odredivanja broja bacanja jedne kockice
tako da se "sigurno" okrenu barem dvije Sestice. Pretpostavimo da igra¢ A koji ulozi
iznos t oc¢ekuje baciti barem dvije Sestice u n bacanja. Iz Propozicije 10 vidimo da

ukoliko se kladi da ¢e dobiti barem jednu Sesticu u dva bacanja ocekivanje iznosi

%, a iz Propozicije 3 slijedi da je

1 11t 5

“tl =5 36 6

3—%, dobivamo da je ez = % itd. Huygens dolazi

do zakljucka da za m = 10 Sansa iznosi nesto vise od 1 : 1. Ocito je da Huygensovu

Stoga, ukoliko krenemo od e; =
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formulu mozemo zapisati i na sljedeéi nacin:
ent1 =p(1 —q")t+qge,, n=23,... . (25)

Propozicija 13. Pretpostavimo da jednom bacam dvije igrace kocke protiv druge
osobe pod uvjetom da ako dobijem 7 ja pobjedujem, a ako dobijem 10 ona pobjeduje,
za ostale ishode ulog trebamo podijeliti jednako. Zelimo odrediti udio koji svatko od

nas osvaja.

Huygens je ovaj problem rijesio ponavljaju¢i primjenu Propozicije 3. Prvo je
odredio Sanse za sva tri ishoda, a to su redom 6, 3 i 27. Zatim zanemaruje posljednji
92t , 27t _ 13t

” : T 06 4,3 . 2t : M e e 92t 27t _ 13t
ishod i odreduje ocekivanje g-t+5-0 = 3, pa je konacno ocekivanje -z 5+ 5.5 = 57

Propozicija 14. Pretpostavimo da igram igru s drugim igracem ¢ naizmjence ba-
camo dvije kockice pod uvjetom da ja pobjedujem ukoliko dobijem 7, a on pobjeduje

ukoliko dobije 6 i on je prvi na potezu. Zelimo odrediti omjer moje i njegove Sanse.

Ovaj problem raspodjele uloga razlikuje se od do sada promatranog problema
jer nema gornju granicu za broj pobjeda u igri, stoga do sada primjenjivana metoda
nije prikladna. Huygens je stoga osmislio novu metodu koju Jacob Bernoulli kasnije
naziva Huygensova analiticka metoda.

Oznac¢imo igrace s A i B. Vjerojatnost da igra¢ A pobijedi u jednoj igri iznosi 3%,

5

a za B iznosi 5. Pretpostavimo da je ukupan ulog ¢ i o¢ekivanje za igraca A je z,

tada je ocCekivanje za igra¢a B ¢t — z. Svaki puta kada je igra¢ B na redu ocekivanje
igraca A je z, ali kada je A na redu njegovo ¢e ocekivanje imati vec¢u vrijednost,
oznacimo je s y. Kada je B na redu iz Propozicije 3 slijedi da oc¢ekivanje za igraca A
35—6 0+ % -y = x. Kada je A na redu ocekivanje je %t—i— %x = y. RjeSavanjem
sustava za x dobivamo z = %, prema tome slijedi da je omjer x i t —x iznosi 31 : 30.

Huygensova rasprava, kao sto je ve¢ spomenuto, zavrsava s pet problema koji su

1Znosi

ostavljeni ¢itaocu na rjeSavanje. Problemi i rjeSenja se mogu pronaéi u [2]. Navodimo

samo posljednji problem:

Problem 5 (Problem kockareve propasti). Igraci A i B igraju igru s tri kocke i svaki
od njih na pocetku ima 12 bodova. Igraju pod uvjetom da ako zbroj na kockicama
bude 11, igra¢ A daje bod igracu B, a ako zbroj bude 14 igrac B daje bod igracu A,
a igra zavrsava kada jedan igrac drugome uzme sve bodove i on je pobjednik igre.
Otkriveno je da je ovdje broj sansi igraca A prema Sansama igraca B jednak 244 140

625 : 282 429 536 481.
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Pascalova verzija ovog problema bila je da igrac¢i zapocinju s rezultatom (0,0),
a pobjednik je onaj koji prvi skupi 12 bodova. Ovakav oblik je i Huygens koristio u
svom dokazu.

Huygensovih pet problema postali su izazov matematicarima tog doba i o nji-
hovim rjesenjima, interpretacijama i generalizacijama raspravljao je i sam Huygens,

ali i Hudde, Spinoza, Bernoulli, Montmort, de Moivre i Struyck.

6 Jacob Bernoulli i teorijska diskusija vjerojat-

nosti

U odredenim tipovima igara rani kockari uspijevali su pronaci nacine za brojenje
uspjeha i neuspjeha te na taj nacin odrediti ocekivanje ili vjerojatnost a priori.
Medutim, u realisti¢cnim situacijama tesko je bilo izmjeriti rizik, te odrediti koliko
je razuman covjek spreman riskirati. Kako uopce odrediti sto je razumno? Jacob
Bernoulli proucavao je ovu temu preko 20 godina, zelio je izmjeriti rizik u situacijama
u kojima nije moguce prebrojiti sve moguce ishode, te je iz tog razloga predlozio
uvodenje vjerojatnosti a posteriori.

Medu ¢lanovima obitelji Bernoulli u Baselu bilo je mnogo uglednih trgovaca,
politi¢ara, umjetnika, pravnika i znanstvenika. Cetvorica, Jacob, John, Nicholas i
Daniel pridonijeli su razvoju teorije vjerojatnosti.

Jakob (James, Jacques) Bernoulli (1654. - 1705.) studirao je filozofiju i teologiju
u Baselu, a u isto vrijeme i matematiku i astronomiju. Cetiri je godine proveo
putujuéi kao instruktor i ucenjak po Svicarskoj i Francuskoj. Mogudée je da se
tijekom posjeta Parizu zainteresirao za teoriju vjerojatnosti. U to vrijeme proslo je
samo 13 godina od objave Pascalove rasprave, a Huygens je jos bio ¢lan Znanstvene
akademije. U Baselu je prvo poceo proucavati eksperimentalnu fiziku, a potom je
postao profesor matematike na sveucilistu u Baselu. Bio je izvrstan ucitelj, te je imao
brojne studente medu kojima su bili njegov mladi brat Johann i ne¢ak Nicholas.

Jakob Bernoulli dao je vazne doprinose teoriji diferencijalnih jednadzbi i meha-
nici, varijacijskom racunu, teoriji beskonacnih nizova i teoriji vjerojatnosti. Njegov
najveéi doprinos teoriji vjerojatnosti je djelo Ars Conjectandi. To je prva teorijska
diskusija vjerojatnosti kao broja izmedu 0 i 1.
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6.1 Ars Conjectandi

Poceci Bernoullijevog rada na vjerojatnosti mogu se prona¢i u njegovim Meditati-
ones ¢ izmedu 1684. i 1690. Rad je zapocéeo rjeSavanjem Huygensovih problema,
zatim nastavlja s napomenama i primjerima moguénosti koristenja vjerojatnosti na
probleme koji nisu vezani s igrama na srec¢u, te naposljetku razmatra konvergenciju
binomno distribuiranih relativnih frekvencija i daje poznati teorem. Nakon 1690.
nema zapisa u Meditationes jer je vjerojatno bio zaokupljen matematickim radom,
a put od biljeski do rukopisa Ars Conjectandi bio je dug. 1z dopisivanja s Leibnizom
poznato je da je Bernoulli radio na tom djelu posljednje dvije godine svog zivota i
nije ga dovrsio. Beronulli je umro 1705. i njegov rukopis je bio pri kraju, ali nije
objavljen sve do 1713. zbog nesuglasica u obitelji. Vise o tome [2].
Ars Conjectandi sastoji se od cetiri dijela:

1. Huygensova rasprava De Ratiociniis in Ludo Aleae s biljeskama Jacoba Ber-

noullija
2. Doktrina o permutacijama i kombinacijama

3. Primjena doktrine o predvidanjima na razli¢itim igrama na srecu i igrama s

kockom
4. Primjena doktrine i predvidanja na gradanske, moralne i ekonomske poslove.

Sadrzi jos i dodatak naslovljen Pismo prijatelju o bodovima w igri tenis. U prva tri
dijela Bernoulli generalizira doktrinu o Sansama koju su razvili Pascal i Huygens.
U slucaju nezavisnosti zagovara pravilo mnozenja, izvodi binomnu distribuciju, pro-
nalazi vjerojatnost za pobjedu u igri s beskonacno mnogo ponavljanja kao sumu
beskonac¢nog niza. Naposljetku, pokazuje mo¢ svoje metode rjesavajuci 24 problema
iz popularnih igara na sre¢u. Djelo sadrzi formulirane teoreme s razradenim aps-
traktnim dokazima i numerickim primjerima. Cetvrti dio knjige sadrzi 30 stranica
i ujedno je najvazniji.

U prvom djelu Ars Conjectandi Bernoulli poboljSava i nadopunjuje Huygensove
zakljucke, zamjenjuje Huygensove numericke rezultate formulama, te generalizira
probleme i daje bolje metode za njihovo rjesavanje. Njegov komentar je 4 puta dulji
od same rasprave, a slijede neki od rezultata.

Bernoulli je razmatrao ponavljanje igre na srecu, te naglasava da je vjerojatnost

pobjede u jednoj igri konstanta i da je neovisna o ishodu prethodne igre. Danas

5Bernoullijev dnevnik



31

se iz tog razloga ponavljajuc¢i pokus koji za svako ponavljanje ima samo dva mo-
guéa ishoda (uspjeh ili neuspjeh), te je vjerojatnost tih ishoda jednaka u svakom
ponavljanju, naziva Bernoullijev pokus.

Nadalje, Bernoulli daje novi dokaz za Huygensovu Propoziciju 3. Pretpostavimo
da se lutrija sastoji od p srecki s nagradom a i g srec¢ki s nagradom b. Neka postoji

p—+ q igraca od kojih svaki kupi jednu srecku, tada ukupan iznos koji osvajaju iznosi

pa+gb
p+q

navodi i kako je ocekivanje isto $to i pravilo za pronalazak prosjecne cijene proizvoda

pa + gb. Kako svaki igra¢ ima isto ocekivanje, ono mora iznositi . Osim toga
dobiveno promatranjem razli¢itih cijena nekoliko proizvodaca.

U generalizaciji Huygensovih Propozicija 10 - 12, Bernoulli razmatra vjerojatnost
postizanja m uspjeha u n ponavljanja. Pretpostavimo da je broj uspjeha z, a broj
neuspjeha y, te z +y = n i A pobjeduje ako je z > m. Neka je ocekivanje igraca B
dano s e(m,n) kojeg Bernoulli pronalazi pomocu rekurzije

e(m,n)=p-e(m—1,n—1)+q-e(mn—1), m=1,2 n—1

v ?

n

pri ¢emu vrijedi e(0,n) = 01 e(n,n) = 1—p" = (p+ g™ — p". Nepotpunom
indukcijom zakljucuje da je

n n Ft— n T— n t—)  T—m
e(mmn)=q"+ |, |pd" "+ | |P°¢"*n+---+ prTrgt
1 2 m—1

Bernoulli takoder napominje kako se rezultat moze dobiti direktno zbrajanjem m

vjerojatnosti ishoda koje promatramo. Uvedimo oznake

n Tr N—x
bz, m,p) = AP =12, T=01...,m 0<pgl

B(C, n7p) = b(ovnvp) L b(l,n,p) pabll —|—b(C,TL,p), c= 07 17 ceey N

Iz gornje formule mozemo zakljuciti da se vjerojatnost da igra¢ B pobijedi moze
napisati kao
1 _B(n_man>q) = B(m_ lvnvp)7

pri ¢emu redom vrijediy 2n—m4+1lixz<m—1.

Najvazniji doprinos prvog dijela je komentar na Propoziciju 14 o beskonacnom
broju krugova s redom bacanja BA BA BA ...Koriste¢i se pravilima zbrajanja i
mnozenja, te teorijom beskonacnih nizova daje opcenitiju metodu od Huygensove.

On zamislja beskonacno mnogo uzastopnih igraca, od kojih parni igraci imaju vjero-
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jatnost p; za pobjedu, a neparni igrac¢i imaju vjerojatnost ps;. Promotrimo cetvrtog
igraca, kako bi on imao mogucénost pobjede igraci prije njega moraju izgubiti, a
vjerojatnost da pobijedi je g2q1gop;. Bernoulli daje listu vjerojatnosti pobjede za
svakog igraca prema Tablici 5. Vjerojatnost da igra¢ A pobijedi je ocito suma vjero-

Igracev broj 1 2 3 4 5 6
Vjerojatnost ps  Gop1 G2iP2 GOPT BEP2 GG
Igrac B A B A B A

Tablica 5: Lista vjerojatnosti za Propoziciju 14

jatnosti parno oznacenih igraca, analogno vjerojatnost igraca B je suma vjerojatnosti

neparno oznacenih igraca. Zbrajanjem dvaju geometrijskih nizova Bernoulli dobiva

p1q
Pr=p1g[l +q1q2 + (q1q2)2 $ses] = 1172
— 4192
p
Pg=p[l+ g+ (ae)’+--]= 1_2
— G192

Drugi dio Ars Conjectandi sastoji se od devet poglavlja u kojima se Bernoulli
bavi raznim zakonima permutacija i kombinacija jer je smatrao da pogreska u pro-
nalazenju prave vjerojatnosti dogadaja lezi u nepotpunoj numeraciji svih moguéih
ishoda. Bernoulli je prvi koji metodom indukcije dokazuje da broj permutacija od n
elemenata iznosi n!. Dao je generalizaciju Pascalovih ideja o raspodjeli uloga u ranije
prekinutoj igri u slucajevima gdje Sanse za pobjedu igraca nisu jednake i opéenitije u
sluc¢ajevima gdje vjerojatnost uspjeha i neuspjeha nisu jednake. Beronulli je pokazao
da ako je vjerojatnosti uspjeha a, a neuspjeha b od a+b pokusaja, tada je vjerojatnost
r uspjeha u n pokusaja jednaka omjeru (nT_Lr> a"b™ " : (a+ b)". Sli¢no, vjerojatnost

barem r uspjeha u n pokusaja jednaka je omjeru » "7 (")a”_jbj :(a+b)". Tuse

=0 \;j
pojavljuju i Bernoullijevi brojevi: to su brojevi oblika B,,, gdje je By =1, By = —%,
B, = 0 ako je n neparan i veéi od 1, B, 1 = —#2 36 <”z2> By.. Dao je jos mnoge

druge kombinatorne rezultate ¢iji se detalji mogu pronadi u [2].

Treci dio djela sastoji se u primjeni prethodnih rezultata na 24 rijeSena primjera
igara na sre¢u, kako izmisljenih tako i onih stvarnih iz Bernoullijevog vremena.
Problemi se mogu pronadéi u [2]. U ovom djelu Bernoulli takoder zapaza kako postoje
dva tipa vjerojatnosti: objektivna i subjektivna kako smo naveli u poglavlju 2.1.
Poprili¢no je zbunjujuce kako se ista rije¢, vjerojatnost, koristi za dva tako razli¢ita

koncepta, a medu znanstvenicima i filozofima stolje¢ima se raspravljalo o tome koja
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je ispravna definicija vjerojatnosti.

Cetvrti dio govori o novim fundamentalnim problemima teorije vjerojatnosti i
njezinoj primjeni. Umjesto starog koncepta vjerojatnosti baziranom na simetriji,
Bernoulli uvodi novi koncept vjerojatnosti definiran kao stupanj pouzdanosti, od-
nosno mjera znanja o istinitosti neke tvrdnje. Na ovaj nac¢in vjerojatnost se odnosi
na tvrdnju, a ne na dogadaj i iz tog je razloga ovaj Bernoullijev pothvat revolu-
cionaran. Bernoulliju se ¢inilo oc¢itim da Sto je vise opazanja napravljeno za danu
situaciju, lakse je predvidjeti buduée dogadaje. Medutim, zZelio je dati znanstveni
dokaz ovog principa, te naposljetku pronalazi dokaz za svoj zakon velikih brojeva. To
je prvi grani¢ni teorem u teoriji vjerojatnosti i vrlo je vazan za statisticku procjenu.

Osim definicije vjerojatnosti, Bernoulli uvodi definiciju slucajnosti, te kaze da
ona ovisi o nasem znanju. To ilustrira pomocu tri primjera: predvidanje ishoda pri
bacanju kockice, predvidanje sutrasnjih vremenskih prilika, predvidanje pomrcine.
On kaze da ukoliko mozemo izmjeriti pocetne uvjete i poznajemo fizikalne zakone
tada mozemo odrediti predvidanje za prva dva primjera jednako tocno kao i za tredi.

Nadalje uvodi pojam moralne sigurnosti, te kaze da je dogadaj moralno siguran
ako ima vjerojatnost vecu ili jednaku 0.999, dok za dogadaj koji ima vjerojatnost
manju ili jednaku 0.001 kaze da je moralno nemoguc.

6.2 Bernoullijev teorem i njegova formulacija

Razmatranjem relativne frekvencije nekog dogadaja, koja se racuna iz ponavljanja
dogadaja pod istim okolnostima, Bernoulli navodi kao osnovnu empirijsku ¢injenicu
da "Sto vise opazanja napravimo to je manja opasnost odstupanja od istine". Pos-
tavio je vrlo vazno pitanje: Postoji li teorijski ekvivalent za navedenu empirijsku
¢injenicu? Ukoliko postoji, tada mozemo sigurno primijeniti racunanje vjerojatnosti
na podrucja u kojima postoje stabilne relativne frekvencije.

Kako bismo bolje razumjeli diskusiju o teoremu trebamo imati na umu Bernoul-
lijev primjer. Pretpostavimo da se u urni nalazi 3000 bijelih i 2000 crnih oblutaka,
medutim promatracu je taj broj nepoznat. On zeli saznati omjer crnih i bijelih
oblutaka tako da izvuce odredeni broj oblutaka i zabiljezi ishod izvlacenja, te u sva-
kom koraku vraca izvuceni oblutak natrag u urnu prije ponavljanja pokusa. Dakle,
promatrani dogadaj je izvlacenje jednog oblutka i uspjeh je ukoliko je oblutak bijeli.
Pretpostavimo da imamo N opazanja, odnosno ponavljanja pokusa, te da je njih X
uspjesno i vjerojatnost uspjeha je p.

U danasnjim terminima, teorem formuliramo na sljede¢i nacin. Neka je N broj

nezavisnih ponavljanja pokusa, X broj uspjeha s vjerojatnoséu p u svakom ponav-
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ljanju, te neka je hy = % relativna frekvencija. Zanima nas vjerojatnost dogadaja
{|hn — p| < €}, a mozZe se pokazati da vrijedi

P{lhy —pl <e}>1-6

za N > N(p,e,0) gdje su € i 6 dani mali pozitivni brojevi. Moze se reéi i da hy
konvergira prema stvarnoj vjerojatnosti p ukoliko N — oo.

U svom dokazu Bernoulli razmatra pokus s t = r + s jednako vjerojatnih ishoda,
od kojih je njih r povoljnih, pa vrijedi p = e On pokazuje da hy konvergira
prema vjerojatnosti p, odnosno u njegovim terminima receno, mozemo biti moralno
sigurni da hy ne odstupa previse od p ukoliko je N dovoljno velik. Nadalje koristi
relativnu frekvenciju kao procjenitelj za p.

Bernoullijeva originalna formulacija teorema je sljedec¢a: "Mora biti pokazano da
se moze napraviti toliko ponavljanja pokusa tako da bude ¢ puta vise vjerojatno nego

nevjerojatno da omjer broja povoljnih ishoda prema ukupnom broju ponavljanja ne

bude niti ve¢i od “ niti manji od “." Tu jednakost moZemo zapisati
r—1 r+1
t <hy < :

Sto se moZe zapisati i kao |hy — p| < §. Primijetimo da je za Bernoullija ¢ = §, a

§ = -1, Prema tome slijedi zapis teorema.
c+1

Teorem 1 (Bernoullijev teorem). Neka su r i s dva pozitivna cijela broja, neka je

T

p= i it=r+s. Tada za bilo koji pozitivan realan broj ¢ vrijedi
1 &
Plhy —p| <=} > : 26
fiw-s<i}> 5 20

Tada za N(c) mozemo uzeti bilo koji broj koji je veéi od veéeg od brojeva

st(m — 1) P, rt(n — 1)

t
il s r+1 N s+1

gdje su m, n prirodni brojevi za koje vrijedi

Ine(s—1) . Ine(r —1)
WEy " )

r

m =

U svom primjeru Bernoulli je izra¢unao da je za r = 301 s = 20 drugi izraz vedi, stoga

N = 25500 za ¢ = 1000. Na taj nacin odredio je da je potrebno 25 550 ponavljanja
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pokusa kako bi bilo barem 1000 puta vjerojatnije da se hy nalazi unutar intervala
[%, %}, nego izvan njega.

Bernoullijev rad zavrsava s jos nekoliko razli¢itih vrijednosti za ¢, vjerojatno jer
je bio nezadovoljan rezultatom. Za rano 18. st. 25550 je bio ogroman broj, ve¢i od
cijele populacije Basela u to vrijeme. Stoga mu se mozda ¢inilo da je njegov zadatak
pronalazenja stupnja sigurnosti promasaj jer ne moze nista korisno dobiti pomoéu
razumnog broja promatranja. Medutim, Bernoulli je krenuo u pravom smjeru i to je
njegovog mladeg suvremenika Abrahama de Moivrea dovelo do uspjeha u rjesavanju

problema.

7 Abraham de Moivre

Abraham de Moivre (1667. - 1754.) roden je u protestantskoj obitelji u Vitryu,
Francuska. Otac mu je bio kirurg i nisu pripadali francuskom plemstvu. Moivre je
studirao humanizam na fakultetu Sedan i Samir, te se samostalno bavio matemati-
kom. Kada je poceo progon protestanata u Francuskoj, osamnaestogodisnji Moivre
bio je u internatu kako bi ga se navelo na promjenu religije. Nakon tri godine je
pusten i odmah je otputovao potraziti azil u Englesku. Ondje je postao privatni
ucitelj matematike sinovima bogatih gradana. Prema nekim izvorima za zivot je za-
radivao i dajudi savjete kockarima i prodavac¢ima osiguranja. Preko Halleya, kojeg
je poznavao od 1692., upoznao se s krugom znanstvenika koji su bili okupljeni oko
Newtona, a 1697. usao je u Royal Socisty. Poslije je izabran za ¢lana komisije koja
je trebala rijesiti sukob Leibniza i Newtona oko prvenstva u otkrivanju infinitezi-
malnog racuna. Royal Society ga je imenovao na to mjesto upravo zbog prijateljstva
s Newtonom. Zanimljivo da je imenovan kao ¢lan tog uglednog drustva, a da nije
bio zaposlen na nekom od sveucilista. De Moivre se nadao da ¢e se uspjeti zapos-
liti kao profesor matematike, medutim u Engleskoj je bio diskriminiran zbog svog
francuskog porijekla. Cak ni njegovi utjecajni prijatelji nisu mu mogli pomoéi, pa je
stoga cijeli zivot bio siromasan i nije imao stalni posao. De Moivre je bio poprili¢no
star kada je zapoceo svoja matematicka istrazivanja, a otprilike u 41. godini zivota
poceo je svoj rad na teoriji vjerojatnosti. Medutim, ipak je uspio postati vodeci
znanstvenik tog podrucja od 1718. pa sve do smrti. Nikada se nije ozenio, a zanim-
ljiva je anegdota da je predvidio dan svoje smrti. Naime, utvrdio je da svaki dan
spava po 15 minuta dulje, sumacijom odgovarajuc¢eg aritmetickog niza izracunao je
da ¢e umrijeti na dan kada prespava puna 24 sata i bio je u pravu.

De Moivre je objavio u Phil. Trans.-u ukupno 15 ¢lanaka izmedu 1695. i 1746.,
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a dva njegova clanka bave se teorijom vjerojatnosti, jedan od njih pod nazivom De
Mensura Sortis. Jedan ¢lanak je na temu matematike u osiguranju, a ostalo su ¢isto
matematicki ¢lanci ili primjena matematike na fizikalne i astronomske probleme.
Osim navedenih ¢lanaka objavio je i nekoliko izvanrednih knjiga, a njegovi glavni
doprinosi ti¢u se teorije vjerojatnosti. Glavno djelo mu je Doktrina o sansama (The
Doctrine of Chances) objavljeno 1718. To je djelo znatno poboljsano u sljedeé¢im
izdanjima 1738. i 1756. godine. Izdanja pokazuju razvoj teorije vjerojatnosti kroz
cijelo to razdoblje, te je svako novo izdanje prosirenje prethodnog. Godine 1725.
je objavio djelo Annuities upon Lives koje je kasnije ukomponirao u Doktrinu o
sansama. Njegova djela sadrze mnoge originalne doprinose u teoriji vjerojatnosti i

matematici u osiguranju, te su godinama bile najbolje knjige u tim podrucjima.

7.1 Doctrine of Chances i ostali doprinosi

De Moivreovo najvaznije djelo Doktrina o Sansama sastoji se od uvoda u kojem se
nalaze definicije, osnovni teoremi i tablice, popraceni nizom numeriranih problema.
Prvo izdanje knjige sadrzi 53 problema vezana za vjerojatnost, drugo izdanje 75 pro-
blema vezanih za vjerojatnost i 15 problema vezanih za osiguranje, dok trece izdanje
sadrzi 74 problema vezana za vjerojatnost i 33 problema vezana za osiguranje.

De Moivre daje preciznu definiciju vjerojatnosti koja do tada jos nije dana, a
glasi: "Vjerojatnost dogadaja je veca ili manja, ovisno o broju slucajeva u kojima
se dogadaj moze dogoditi ili ne dogoditi." Nadalje, kaze: "Vjerojatnosti dogadanja
i ne dogadanja se zbrajaju i njihova suma ¢e uvijek biti jednaka jedinici." Kao i
Bernoulli daje jasnu definiciju nezavisnih dogadaja i odgovarajuce pravilo za mno-
zenje vjerojatnosti. Takoder je eksplicitno definirao zavisne dogadaje i dao pravilo
za njihovo mnozenje. Nadalje, definira oc¢ekivanje i primje¢uje da je suma ocekivanja
jednaka ocekivanju sume. Tu se nalaze i neki osnovni primjeri koji vode prema bi-
nomnoj distribuciji, te rasprava o problemu raspodjele bodova i problemu kockarove
propasti.

Vrlo je vazna De Moivreova numericka analiza aproksimacije sume ¢lanova bi-
nomnog izraza (a+b)" za velike n, koja se u Doktrini o sansama prvi puta pojavljuje
pod nazivom normalna aproksimacija binomne distribucije. Tu se prvi puta u povi-
jesti pojavljuje integral gustoce vjerojatnosti normalne distribucije i tzv. centralni
granicni teorem koji kaze da za veliki broj pokusa binomna razdioba tezi prema
normalnoj.

De Moivre, kao i Bernoulli, za rac¢unanje vjerojatnosti koristi se metodom racu-

nanja odredenih binomnih koeficijenata. U pocetku se ogranic¢io samo na jednako
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vjerojatne dogadaje i Zelio je pronaci vjerojatnost 7 uspjeha u n ponavljanja pokusa,
Sto je omjer srednjeg ¢lan izraza (1 4 1) prema sumi svih élanova, 2". Odredio je

da se taj omjer, (Z) : 2" priblizava % kada n postane velik, pri ¢emu je
2

1 1 1 1 By By Bg Bg

i e e il = e g
. 12 360+1260 1680+ 1-2+3-4+5-6+7-8jL '

gdje su B; Bernoullijevi brojevi. De Moivreov rezultat pokazuje njegovo dobro
poznavanje beskonac¢nih nizova i logaritama. Detaljan dokaz nalazi se u [1].

Kako je de Moivre zelio moguénost izracuna ovog omjera pokazao je, koristeci
InT i 2T, da on iznosi otprilike 2.168 = f—gé, te je na slican nacin odredio i da za
velike n vrijedi

= 1
Inn! = Zlnk: = <n+§> Inn—n+1InB
k=1
nl &~ Bn"Tre ™ = B\/ﬁ<2> i
e
gdje jeInB =1 —1InT, a to je formula koja se danas naziva Stirlingova formula.
Stirling je prvi koji je izracunao da je B = /2.
Kako bi izracunao clanove koji su razliciti od srednjeg clana M de Moivre je
generalizirao metodu. Pokazao je da ukoliko je @ ¢lan izraza (1 + 1)" koji je za t
udaljen od srednjeg clana M tada za m = % vrijedi

M /| )| (s
In 1) = <m+t—§> In(m+t— 1)+(m—t—|—§> In(m —1t+1)—2mInm-+ln (1 - E)

Aproksimirajuéi logaritme pomocu nizova potencija, za velike n dobiva

) Q 212
n—as~ ———
M n
t2 t2
Q%Me_gn = <n>6_2T
m

Modernim zapisom bismo to zapisali kao

+2 2 +2
P<X=§+t>zp<ng>e—2n: =

De Moivre je promatrao razli¢ite pojedinacne (), te zakljucio da oni formiraju kri-
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vulju koja ima dvije tocke infleksije s obje strane najveceg ¢lana. Izracunao je da
se te tocke nalaze na udaljenosti %\/ﬁ od maksimalnog ¢lana. Na taj je nacin de
Moivre otkrio, danasnju normalnu krivulju kao aproksimaciju binomne distribucije.

Objasnimo to i na drugi nac¢in. Kako je suma svih binomnih koeficijenata u
formuli (1 + 1)" uvijek jednaka 2", dijeljenjem svih binomnih koeficijenata (Z) s 2"
mozemo ih "normalizirati’, a zbroj takvih koeficijenata biti ¢e jednak 1. De Moivre
je primijetio da ukoliko te binomne koeficijente pomnozimo s y/n, te ih u obliku
tocaka (k, % (Z)) ucrtamo u koordinatni sustav, onda dobivamo nizove tocaka koji
slice istoj krivulji. Na primjer, ukoliko imamo n = 3, tada redom imamo binomne
koeficijente: za k = 0 koeficijent je 1, za k = 1 koeficijent je 3,zak =2 je3izak =3
je 1. Zatim koeficijente normaliziramo dijeljenjem s 2" = 23 = 8iza k = 0,1,2,3
redom dobivamo normalizirane koeficijente %, %, 3 %. Sada ih mnozimo s \/n = v/3

89
i dobivamo da su za k = 0 i k = 3 koeficijenti ? ~ 0.216506, dok su za k = 11

k = 2 koeficijenti % ~ 0.649519. Ucrtavanjem ovih koeficijenata u ovisnosti o k
dobili bismo graf prikazan na Slici /.

08
0.6

04

0 02 04 06 08 1 12 14 16 18 2 22 24 26 28 3 32 34

Slika 4: Binomni koeficijenti za n = 3, normalizirani i skalirani s v/3.

Ukoliko sada sve tocke pomaknemo za % ulijevo, Sto je u opisanom primjeru

g

% = 1.5, dobivamo tocke koje su simetri¢ne obzirom na os y. Dijeljenjem svih

apscisa s y/n dobivamo tocke s koordinatama (%, g (Z)), te ¢emo pri crtanju tih

tocaka dobiti grafove kao na Slici 5. Posljednji graf na toj slici je graf u obliku

zvonolike krivulje. To je graf funkcije f : R — R zadane s f(z) = \/26_212, sto je
1

funkcija gustoce vjerojatnosti s parametrima p = 01i 0 = 3. Na Slici 5 je vidljivo

.....

Vratimo se pojedina¢nim c¢lanovima () binomnog izraza i de Moivreovom pri-
kazu razlic¢itih Q kao krivulje. Pomoc¢u njih je mogao izracunati zbroj vise clanova

koristenjem integrala i tako znacajno poboljsati Bernoullijevu koli¢inu nesigurnosti.
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Slika 5: Normalna distribucija kao limes binomnih. Zadnji graf je

flg) = \/ge_QIQ.

Njegova aproksimacija je sljedeca

graf funkcije

zatim je funkciju zapisao kao niz potencija i integrirao ¢lan po ¢lan. Promatrao je
konvergenciju niza za k = % n i, modernom terminologijom receno, zakljucio da za
velike n vjerojatnost da ¢e broj pojavljivanja simetri¢cnog binomnog pokusa upasti
unutar 1,/n srednje vrijednosti $n iznosi 0.682688. Za razlicite \/n zakljucio je da
se pove¢anjem broja pokusa povecava to¢nost procjene vjerojatnosti kao /n.
Navedeni rezultati mogu se primijeniti samo u slucajevima dva jednako vjero-
jatna ishoda. De Moivre je dao neke nacrte za generalizaciju ove metode gdje je
pokazao kako aproksimirati ¢lanove u izrazu (a + b)", za a # b. Ukoliko je n velik i

M je najvedi ¢lan binomnog razvoja, tada prvo

M a-+b 1
~~ i P(X = >
(a+b)"™  2rabn " ( )
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Zatim, ako je @) ¢lan koji je za t udaljen od M vrijedi

a+b t2

Q ~ Me™ zabn ili P(X =np+t)~ P(X =np)e 2»0-»

U navedenim formulama druga formula je u modernom zapisu pri ¢emu je X bi-
nomna distribucija s n ponavljanja i vjerojatnoscu p = %3, a np je cijeli broj.

Ideje koje je dao de Moivre mogu se iskoristiti kako bi se pokazalo da je potrebno
znatno manje ponavljanja pokusa kako bi se postigla sigurnost koju je Bernoulli zah-
tijevao. Na primjer, moze se pokazati da u slucaju gdje je Bernoulli pokazao da je
potrebno 25 550 ponavljanja, de Moivreovom metodom dobivamo da je potrebno
6 498 ponavljanja. lako su de Moivreovi rezultati bili mnogo precizniji od Berno-
ullijevih, on ih nije bio u moguénosti primijeniti, ali njegov rad je imao znacajan
utjecaj na daljnji razvoj teorije vjerojatnosti u 18. stoljecu.

Spomenimo jo$ i njegovo rjesenje za problem kockareve propasti: Dva igraca A
i B igraju igru u kojoj u svakom krugu ulazu isti iznos (npr. 1 novc¢anu jedinicu)
i Sto jedan dobije drugi gubi. Neka je p vjerojatnost da A dobije u nekom krugu,
a vjerojatnost da B dobije je ¢ (pri ¢emu je p 4+ g = 1). Igraju sve dok jedan od
njih ne ostane bez novca. Ako A igrac¢ na raspolaganju ima n novcanih jedinica za
ulaganje, a B ima njih m, kolika je vjerojatnost da ¢e A izgubiti sve? De Moivre je
1712. objavio rjesenje za p # q, a trazena vjerojatnost je

q\n

Pa=7T (ﬂ( ;37l>+m
p

Dok u sluaju p = ¢ = 5 iznosi

m

pA:m+n-

Zmnacajna je jos i de Moivreova formula
(cosz +isinz)" = cosnx + isinnz, Vn €N

koja se prvi puta pojavila u takvom obliku u de Moivreovom clanku iz 1722., me-
dutim slican je oblik formule koristio i u ¢lanku iz 1707. De Moivre je izveo ovu
formulu za n prirodan broj, te ju je koristio u brojnim problemima. De Moivre je
imao jos mnogo vrijednih postignuca u teoriji vjerojatnosti, a dodatni detalji mogu

se pronadi u [2].
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Sazetak

Ovaj rad otkriva povijest kombinatorne teorije vjerojatnosti od najranijih poznatih
zapisa do sredine 18. stoljeca. Rad se dotice povijesti od drevnih indijskih znanja
o vjerojatnosti, preko koncepta vjerojatnosti u antickoj grckoj i srednjem vijeku,
za koji se smatralo da je odreden Bozjom voljom, do pocetka odredivanja Sansi za
pobjedu u igri u doba renesanse. Zatim slijedi zacetak teorije vjerojatnosti za koju
su zasluzni Pierre de Fermat, Blaise Pascal i njihovo slavno dopisivanje. Oni su
postavili temelje na kojima nastavljaju graditi Christiaan Huygens i Jacob Berno-
ulli. Na posljetku dolazi Abraham de Moivre koji objedinjuje sve poznate rezultate i

donosi svoje nove ideje koje postaju osnova teorije vjerojatnosti za buduce generacije.

Kljucne rijeci: Igre na srecu, sanse, subjektivna vjerojatnost, objektivna vjerojat-
nost, ocekivanje, problem bodova, problem kockarove propasti, aritmeticki trokut,
Aristotel, Tartaglia, Girolamo Cardano, Galileo Galilei, Pierre de Fermat, Blaise
Pascal, Jacob Bernoulli, Bernoullijev pokus, Bernoullijev teorem, suma binoma, bi-
nomna distribucija, normalna distribucija, integral gustoc¢e vjerojatnosti normalne

distribucije, centralni granicni teorem.
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Abstract

This paper reveals history of combinatorial probability theory from oldest known
sources to mid 18th century. It touches the history from ancient Indian knowledge
of probability, through the concept of probabilty in ancient Greek and Middle ages,
which they taught was determined by the will of God, to the beginning of calculating
chances for winning a game in Renaissance. Then follows beginning of probability
theory for which Pierre de Fermat and Blaise Pascal are credited through their fa-
mous correspondence. They set the basis on which Christiaan Huygens and Jacob
Bernoulli will continue to work. In the end comes Abraham de Moivre who brings
together all probality theory knowledge and gives his own new ideas that become
basis of probability theory for the future generations.

Key words: Games of chance, chance, subjective probability, objective probabi-
lity, expectation, problem of points, problem of gamblers ruin, aritmetical triangle,
Aristotel, Tartaglia, Girolamo Cardano, Galileo Galilei, Pierre de Fermat, Blaise
Pascal, Jacob Bernoulli, Bernoulli’s experiment, Bernoulli’s theorem, binomial sum,
binomial distribution, normal distribution, normal probability integral, central limit
theorem.
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