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Sazetak

U ovom zavrsnom radu bavimo se algoritmima u teoriji brojeva. Navesti ¢emo osnovne
teoreme i dokaze potrebne za shvac¢anje i implementaciju tih algoritama. Pokazati ¢emo novi
nacin zapisa brojeva u racunalima kako bi se mogle odvijati osnovne aritmeticke operacije sa
velikim cijelim brojevima. Na kraju ¢emo dati efikasnu implementaciju Euklidovog algoritma
i Kineskog teorema o ostacima u pseudojeziku.

Kljucne rijeci
algoritmi, teorija brojeva, Euklidov algoritam, Kineski teorem o ostacima
Abstract

In this paper we deal with algorithms in number theory. We will present basic theorems
and proofs necessary for understanding and implementation of those algorithms. We will
show a new way of storing numbers in a computer so we can do basic arithmetic with large
integers. In the end, we will give an efficient implementation of Euclidean algortihm and of
the Chinese remainder theorem in pseudocode.

Key words

algorithms, number theory, Euclidean algorithm, Chinese remainder theorem



1 Uvod

Algoritmi teorije brojeva od velike su vaznosti, ne samo za matematiku, nego i za progra-
miranje. Posebno su znacajni u raznim enkripcijski sustavima npr. RSA kriptosustav u
kojem se primjenjuje Euklidov algoritam, koji ¢emo u ovom radu prezentirati. Brojevi s
kojima rade takvi algoritmi cesto se u racunalima ne mogu zapisati kao brojevi pa je stoga
bilo potrebno pronaci novi na¢in zapisivanja brojeva i definirati aritmetiku na tom novom
zapisu Sto ¢emo pokazati u tre¢em poglavlju. U ¢etvrtom poglavlju detaljno ¢emo pokazati
dva oblika Euklidovog algoritma, a na kraju rada prezentirati ¢emo i algoritam za Kineski
teorem o ostacima.



2 Kineski teorem o ostacima

Teorem 2.1 (Kineski teorem o ostacima). Neka su ny,na, ...,ng u parovima relativno prosti
prirodni brojevi te neka su ay, as, ..., ay proizvoljne cijeli brojevi. Tada postoji rjesenje sustava
kongruencija

a=a; (modn;) (t=1,..,k).
Stovise, a' € 7 je rjesenje ovog sustava kongruencija ako i samo ako je a = o’ (mod n), gdje
. k

Dokaz. Da bi dokazali postojanje rjesenja, prvo ¢emo pokazati kako konstruirati cijele bro-
jeve e1, eg, ..., ex takve da za i, j = 1, .., k vrijedi

1 (modn;) 4i=j
e; =
’ 0 (modmn;) i#j

Ako to uspijemo, tada za

a = E a;€;,

i=1
iz § = L, . &k vrijedi

k
a= Zaiei =a; (mod ny),
i=1

jer su svi izrazi u sumi jednaki 0 modulo n;, osim za izraz gdje je i = j, koji je kongruentan
a; modulo n;.

Neka je n := Hle n; kao u iskazu teorema i neka je n; := g da § = 1al 1.
je produkt svih n; (i # j). Kako su ny,..,n; u parovima relativno prosti, slijedi da je za
i =1,..,k (n;,n}) = 1 pa mozemo definirati t;. = (n})™! (mod n;) i e; := nit;. Vidi se

da je ¢; = 1 (mod n;), dok za j # i, imamo n;n}, pa je e; = 0 (mod n;), tj. uspjesno
smo konstruirali brojeve e; kako je navedeno gore. Time smo dokazali postojanje rjeSenja
sustava kongruencija. Ako je a = @’ (mod n), onda zbog n;|n za i = 1,...;k vidimo da je
a = a = a; (mod n;) tj. @ je rjeSenje sustava. Ostaje jos pokazati da ako je a’ rjeSenje
sustava kongruencija, onda je a = a; = @’ (mod n;) za i = 1,..., k. Kako su n; u parovima
relativno prosti slijedi n| (a — a’) sto je ekvivalentno sa a = a’ (mod n). O

Kineski teorem o ostacima ima Siroku primjenu, a mozemo ga izre¢i i na sljede¢i nacin:
Neka je I, = {0, ..,m — 1} za prirodan broj m, neka su ny, ..., ng u parovima relativno prosti
in:=][;_; n;. Tada je preslikavanje

a3y B K
ar— (a (mod ny),..,a (mod ny))
bijekcija.
Promotrimo primjer za ny = 3 i ny = 5 sljede¢om tablicom.

a|0(1]2|3|4|5|6|7|89|10|11]12|13 |14
a(mod3)|0|1]2|0|1|2]|0]1]|2]0[L1|2]0]1]2
a (mod 5) |01 314|0(1(2|3|4|0|1]|2]|3]4

DNO| BN




Vidimo da kako a poprima vrijednosti od 0 do 14, parovi (a (mod 3),a (mod 5)) poprimaju
sve vrijednosti (ay,ay) za a; = {0,1,2} 1 ay € {0,..,4} i da je svaki par pogoden tocno
jednom. Algoritam za kineski teorem o ostacima pokazati ¢emo kasnije, kada prodemo
potrebne rezultate.



3 Racunanje s velikim brojevima

Kako je memorija za spremanje brojeva u racunalima ograniCena, potrebno je definirati
drugaciji nacin zapisivanja brojeva, a samim time i drugaciji na¢in ra¢unanja za takve bro-
jeve. Predstaviti ¢emo ih kao vektor znamenaka u nekoj bazi B, zajedno s indikator varija-
blom koja ¢e nam govoriti predznak broja, tj. za a € Z pisat ¢emo

k-1
&= 1 ZaiBi = t(ag_1...a109)B,
i=0

gdjeje0 < a; < Bzat=0,...,k—1. Iz tehnickih razloga, ¢esto je dobro za B uzeti potenciju
broja 2. U ovom radu, zbog jednostavnosti, baviti ¢emo se algoritmima za racunanje s velikim
prirodnim brojevima. Uz male modifikacije ti algoritmi se mogu koristiti za rac¢unanje s
proizvoljnim cijelim brojevima. Radi jednostavnosti zapisa prvo éemo za z,y € Z, y # 0
definirati QuoRem(z,y) kao par kvocijenta i ostatka (|z/y]|,z (mod y))

3.1 Zbrajanje

Neka su a = (ag_1...a9)p i b = (b—1...bg)p prirodni brojevi i neka je bez smanjenja
opcenitosti k£ > [ > 1. Tada reprezentaciju od a + b u bazi B mozemo izracunati na sljedeci
nacin:
carry <0
fori < 0tol—1do
temp < a; + b; + carry
(carry, ¢;) < QuoRem(temp, B)
end for
fori<Iltok—1do
temp < a; + carry
(carry, ¢;) < QuoRem(temp, B)
end for
ck < carry
Primijetimo da je u svakoj iteraciji petlje vrijednost carry 0 ili 1, a vrijednost temp izmedu
0i2B-1.

3.2 Oduzimanje

Neka su a = (ag_1...a9)p i b = (b_1...bg)p prirodni brojevi i neka je bez smanjenja
opCenitosti £ > | > 1. Za racunanje razlike ¢ := a — b dovoljno je malo modificirati
algoritam za zbrajanje. Svako pojavljivanje izraza a; + b; zamjenimo s a; — b;. Pri svakoj
iteraciji vrijednost carry je ili 0 ili —1, a vrijednost temp je izmedu —B i B — 1. Ako je
a>bondajec, =0inacejecy =—1(ib—a=B*—(c4_1...c0)B).

3.3 Mnozenje

Nekasua = (ag_1...a0)pib= (b_1...by)p prirodni brojevi, k > 1,1 > 1. Produkt ¢ := a-b
je oblika (¢gi;_1...¢o)p 1 racunamo ga na sljede¢i nacin:
fort < 0tok+1{—1do
¢+ 0



end for
fori<0tok—1do
carry <0
for j <~ 0tol—1do
temp < a;b; + ciy; + carry
(carry, ciy;) < QuoRem(temp, B)
end for
Cipl  carry
end for
Primijetimo da je u svakom koraku algoritma vrijednost carry izmedu 01 B —1, a vrijednost
temp izmedu 0 i B? — 1.

3.4 Dijeljenje s ostatkom

Neka su a = (ay_q1...a0)pib= (b_1...by)p prirodni brojevi, k > 1,1 > 11ib_; # 0. Zelimo
izracunati q i r takve da je a =bg+1r i 0 < r < b. Pretpostavimo da je k > [ , u suprotnom
a <b,pajeq=01ir=a. Kvocijent q ¢e imati najvise m := k — [ + 1 znamenaka u bazi B
(¢ = (gm-1---90)B). Strategija kojom ¢emo odrediti ¢ i 7 je sljedeca:
réa
for i < m — 1 down to 0 do
q; < |r/B'b]
r<r— B.gb
end for
Lako se indukcijom pokaze da na pocetku svake iteracije petlje vrijedi 0 < r < B**'b pa je
svaki ¢; izmedu 0 i B — 1. Da bi gornju strategiju pretvorili u algoritam potrebno je pronaci
efikasan nacin za racunanje |r/B'b|.
Promotrimo prvo specijalan sluc¢aj [ = 1. Tada kvocijent mozemo odrediti pomocu sljedeceg
teorema:

Teorem 3.1. Neka su x vy cijeli brojevi takvi da

0<z=2'2"+s5 0<y=92"
za neke cijele brojeve n, s, x’,y’ gdje jen > 01410 <s<2". Tada |x/y| = |2'/y].
Dokaz. 1z

z x s '

+ — /
y oy oy Ty
direktno slijedi |z/y]| > |2//y']. Takoder imamo

m_m’+s<x’+1< :U’+y’—1 +1<:lc’ L1
y - y/ y/2n Yy y Yy Yy Y~ Yy

Dakle, imamo z/y < |2'/y'] + 1 pa je onda |z/y] < |2'/y/]. O

Prema ovom teoremu, sljedeéi algoritam korektno racuna kvocijent i ostatak (za slucaj
I=1y:
hi <0
for i <+ k — 1 down to 0 do
temp < h; - B+ a;



(g, hi) < QuoRem(temp, by)
end for
Kvocijent je vektor ¢ = (qr_1...qo)p a ostatak je h;. U svakoj iteraciji petlje vrijednost hi
nalazi se izmedu 0 i by < B — 1, a vrijednost temp izmedu 0i B - by + (B —1) < B? — 1.
Time je rjesen slucaj [ = 1. U slucaju [ > 1 nije tako jednostavno odrediti znamenke ¢; ali
ih mozemo procijeniti pomoc¢u sljedeceg teorema:

Teorem 3.2. Neka su x 1y cijeli brojevi takvi da
0<z=22"+s5,0<y=92"+1

za neke cijele brojeve n, s, t, 2’y gdje jen > 0,0 < s < 2"0 <t < 2". Neka je dodatno
2y' > x/y. Tada vrijedi
lz/yl < 12'/y'] < x/y] +2.

Prvo ¢emo predstaviti algoritam za dijeljenje s ostatkom koji radi uz pretpostavku da je
b "normaliziran”, tj. da je b;_; > 2*7! gdje je B = 2¥.
fori«< 0tok—1do
T, < a
end for
r, < 0
for i «+ k — [ down to 0 do
gi < [(rizB + rigi—1/bl — 1]
carry < 0
for j < 0tol—1do
temp < ri ; — q;b; + carry
(carry,riy;) < QuoRem(temp, B)
end for
Titl < Tigl +carry
while r;,; <0 do carry < 0
for j <~ 0tol—1do
temp < Ty + b; + carry
(carry,riy;) < QuoRem(temp, B)
end for
Tipl < Tip +cCarry
¢ —q—1
end while
end for

Primijetimo:

(1) U 4. redu racunamo ¢;, koji je prema teoremu 3.2 vedi ili jednak pravoj znamenci
kvocijenta, a moze biti ve¢i najvise za 2

(2) U 5. redu reduciramo ¢; ako je ocito prevelik.
(3) U redovima 6-10 ra¢unamo
(Ti—H o e .T'i)B — (Ti—i-l . .’I"i)B — sz

U svakoj iteraciji petlja vrijednost temp je izmedu —(B? — B) i B — 1, a vrijednost
carry izmedu —(B — 1) 1 0.



(4) Ako je procijena ¢; prevelika, r;,; ¢e imati negativnu vrijednost u 10. redu. Redovi
11-17 tada popravljaju tu pogresku.

Pogledajmo sada opéeniti slucaj, kada b ne mora biti normaliziran. Pomnozimo a i b vri-
jednoséu 2, gdje je 0 < W' < w, i dobijemo @’ := a2*" i V' := b2*', gdje je V' normaliziran.
Tada izracunamo q i 7’ tako da je @’ = b'q + 7', koristeci gore navedeni algoritam. Primije-
timo da je ¢ = |a’/b'| = |a/b] i v = 2%, gdje je r = a (mod b). Da dobijemo ostatak r,
podijelimo ' sa 2+



4 FEuklidov algoritam

4.1 Osnovni algoritam

Promotrimo sljede¢i problem: za proizvoljna 2 prirodna broja a i b, treba odrediti njihov
najvedi zajednicki djelitelj. To mozemo odrediti pomocéu Euklidovog algoritma na sljedeci
nacin. Bez smanjenja opc¢enitosti, pretpostavimo da je a > b > 0. Ako je b = 0, tada je ocito
NZD(a,0) =a. Za b > 0 izra¢unamo q i r kao (¢,7) = QuoRem(a,b), gdje je 0 < r < b. Iz
jednadzbe

a=bq+r,
lako se vidi da ako d € Z dijeli i a i b tada d takoder dijeli i r, analogno ako d dijeli i b i
r, tada dijeli i a. Iz toga mozemo zakljuciti da je NZD(a,b) = NZD(b,r) i da dijeljenjem
problem racunanja NZD(a,b) mozemo reducirati na problem NZD(b,r).
Teorem 4.1. Neka su a,b € Z,a > b > 0. Koristenjem teorema o dijeljenju s ostatkom,
definiramo cijele brojeve rq, ..., qq, .., q, | > 0 na sljedeci nacin:

a =Ty
b:’f'l

ro=r1q1 +12 (0 <71y <m)
=T+ O<ntl<ny)

Tiea =7Tic1q—1+ 71 (0 <7 <7iq

Ti-1 =1q (ri41 =0)
Dokaz. Zav=1...limamo r;_1 = 7;¢;+7;.1, iz ¢ega slijedi da su zajednicki djelitelji od r;_;
i r; jednaki kao zajednicki djelitelji od r; i 741 te je stoga NZD(r;—1,7m;) = NZD(r;,riv1).
Iz toga slijedi

NZ Dl b) = NZD{ry, 71) = 5« = NEZD(py, i) = NZD(r,0) =5
U

Promotrimo sljedeéi primjer: neka je a = 100 i b = 35. Tada po prethodnom teoremu
jednostavno mozemo izracunati sljedece:

? 0 112 (3|4
r; | 100 | 35 | 30

Sada vidimo da je NZD(a,b) = r3 = 5.
Shemu opisanu u teoremu 4.1 lako mozemo pretvoriti u algoritam na sljede¢i nacin:
T a
b
while " # 0 do
" ¢+ r (mod 1)
(ry,7’) (', 7"
end while
d+r
output d

ot
e}




4.2 Modifikacija Euklidovog algoritma

Neka su a i b cijeli brojevi i neka je d := NZD(a,b). Iz Bezuotovog identiteta znamo
da postoje cijeli brojevi s i t takvi da je as + bt = d. Brojeve s i t efikasno mozemo
izracunati modifikacijom Euklidovog algoritma. Sljedeéi teorem definira vrijednosti koje ¢e
taj algoritam racunati i daje vazne ¢injenice o njima koje ¢e biti bitne u primjeni algoritma.

Teorem 4.2. Neka su a,b,rq,...,7121,q1, .., q kao u teoremu 4.1. Definiramo cijele brojeve
504 «+5 S141, Lo, --, tix1 na sljedect nacin:

Sp -— 1, to = 07
S1 = 0, tl — 1,
Siy1 = st —1— Siq;, ti—i—l = ti—l — thz (Z = 1, 55 l)

Tada vrijedi:
(i) zai=0,..,l+ 1 vrijedi as; + bt; = r; , posebno, as; + bt; = ged(a,b)
(ii) zai=0,...,1 vrijedi s;it;s1 — t;si01 = (—1)°

(1ii) zai=0,...,l + 1 vrijedi NZD(s;,t;) =1

(v) za i = 0,..,01 vrigedi tit; 1 < 04|t < |tiy1 ; za i = 1,...,1 vrijedi s;s;11 < 0 4
|sil < sital

(v) zai=1,..,014+1 vrijedi ri_1|t;| < a iri1|si| <b
(vi) ako je a >0, onda za i =1,...,01+ 1 vrijedi |t;| < a i|s;| < b; akojea>1ib>0,
onda |t;)| < a/2 i|s| <b/2.

Dokaz. (i) se jednostavno pokaze indukcijom po i. Za i = 0,1 tvrdnja je oc¢ita. Za i =
2,...,l +1 imamo

as; + bt; = a(si—2 — 8i—1¢i—1) + b(ti—a — ti_1qi—1)
= (a8;_0 + btio) — (@si_1 + bti_1)gia
=19 — 1;_1¢;_1 (indukcijom)

=T;.
(ii) se takoder lako pokaze indukcijom po i. Za i = 0 tvrdnja je oc¢ita. Za i = 1,...,] imamo
— tigi) — ti(si-1 — siqq)

si(ti-
= —(si- 1t ti-15:)
= —(=1)""! (indukcijom)

— (—1)",

Sitiy1 — LS =

(iii) direktno slijedi iz (ii).

Obje tvrdnje u (iv) se mogu pokazati indukcijom po i. Tvrdnja za t; je ocita za i = 0.
Za v =1,...,l imamo t;,1 = t; 1 — t;q;. Po pretpostavci indukcije ¢; i ;_; imaju razlicite
predznake i [t;| > |t;_1|. Slijedi da je |t;y 1| = |ti_1] + |tilg; > |t:i] 1 da su predznaci od t;,; i

10



t; razliciti. Dokaz za tvrdnju o s; je analogan, osim Sto indukcija pocinje sa @ = 1.
(v) Promotrimo sljedeée jednadzbe:
as;_1 + bty =1
asg -+ btl =T;.

Oduzimanjem druge jednadzbe pomnozene s t;_; od prve pomnozZene sa t; i primjenom (ii)
dobijemo +a = t;r;_1 — t;_1r;. iz Cinjenice da t; i t;_; imaju suprotne predznake slijedi

a = |tiri—1 — tiami| = |ti|ricy + |tiza|m > |tilriza.

Analogno se pokaze nejednakost za s;.
(vi) slijedi iz (v) i sljedeceg: ako je a > 0, onda jer; 1 >0zai=1,...01+1; akojea > 11
b>0,ondajel>0ir_;>2. O

Nastavimo s primjerom za osnovni Fuklidov algoritam. Iz ¢; se mogu jednostavno
izracunati s; i t;:

t| 0 |1 |2(3] 4
r; 1100|3530 5| 0O
qi 2| 1 |®

s | 1 0|1 -1|7
t; 11-2]3]-20

Vidimo da je NZD(a,b) = 5 = —a + 3b. Shemu teorema 4.2 za zadane a,b € Z,a > b >0
lako mozemo pretvoriti u sljedeci algoritam:

74— a,r’ < b
s+ 1,8 +0
t«0,t'+1
while " # 0 do
q <+ [r/r']
" < r (mod 1)
(rys, t,r' s ) « (', s, ¥, t" s — s'q,t —t'q)
end while
d«r
output d, s, t

11



5 Racunanje modularnih inverza i algoritam za kineski
teorem o ostacima

5.1 Modularni inverzi

Bitna primjena modificiranog Euklidovog algoritma je problem rac¢unanja multiplikativnih
inverza u Z,

Teorem 5.1. Neka sun,b € Z,0 < b <n. Ako su b v n relativno prosti, mozZemo odredit
b~ (mod n).

Dokaz. Mozemo pretpostaviti da je n > 1, jer ako je n = 1, onda je b =0 = b~! (mod n).
Pomoéu modificiranog Euklidovog algoritma za n,b dobijemo brojeve d, s,t takve da je d =
NZD(n,b) i ns + bt = d. Ako je d # 1 onda b nema multiplikativni inverz modulo n.
Inace, za d = 1, t je multiplikativni inverz od b (mod n); iako je moguée da nije u skupu
{0,...,n — 1} kao sto zahtjevamo. Po (iv) teorema 4.2, slijedi [t| < n/2 < n. Stoga, ako je
t >0, onda je b~! (mod n) jednako ¢; inace, b=! (mod n) je jednako t + n. O

Primjer: Neka su dani cijeli brojevi a,b,n 10 < a < n,0 < b < n i zelimo izracunati
rjesenje z kongruencije az = b (mod n) ili pokazati da takvo rjesenje ne postoji. To mozemo
uciniti sljede¢im algoritmom

d <+ NZD(a,n)
if d 1 b then output "no solution”
else
a < a/d
b« b/d
n' «n/d
t < (a/)7! (mod n)’
z  tb' (mod n)’
output z

5.2 Algoritam za kineski teorem o ostacima

Primijetimo da teorem 2.1 mozemo preoblikovati u oblik koji je efikasniji za racunanje.

Teorem 5.2. Neka su ny,..ng,ay,...,ar € Z i neka su n; u parovima relativno prosti, n; >
1,0<a; <m zai=1,... k. Nekajen:=][_,ni. Tada mozemo odrediti jedinstveni a € Z
takav da je 0 <a<nia=a; (modn;) zai=1,.. k.

Dokaz. Algoritam je jednostavna implementacija dokaza teorema 2.1 dana na sljedeé¢i naé¢in:
A= Hf:l n
for : < 1 to k do
b; < n; - (mod ny)
t; < b7 (mod n;)
e < n;-t;
end for
a < (38 ae;) (mod n)
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