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Uvod

U ovom radu bavimo se analizom varijance (engl. analysis of variance - ANOVA) koju je origi-
nalno razvio R.A.Fisher! 1920-ih godina. Analiza varijance je statisticka metoda koja se koristi
za testiranje postojanja statisticki znacajnih razlika izmedu dviju ili vise grupa podataka. Prije
postojanja ANOVA procedure koristen je t-test, no problem je sto on, za razliku od ANOVA
procedure, nije primjenjiv na vise od dvije grupe podataka.

Analizu varijance mozemo provesti na tri nacina s obzirom na klasifikaciju podataka pa stoga
razlikujemo jednosmjernu, dvosmjernu te visesmjernu klasifikaciju. Kod jednosmjerne klasifi-
kacije pri izgradnji linearnog modela koristimo samo jednu nezavisnu varijablu, u dvosmjernoj
klasifikaciji koristimo dvije nezavisne varijable, a u viSesmjernoj koristimo tri ili vise nezavisnih
varijabli. ANOVA metodologija se moze objasniti na razli¢ite nac¢ine. U ovom radu odabran
je pristup prezentiranja ANOVA procedura koristenjem teorije linearnog regresijskog modela.
Primjena analize varijance je vrlo Siroka i primjenjiva je u gotovo svim podrucjima, a neki od
primjera su:

e medicina - testiranje ucinka vise razlicitih terapija na pacijente sa slicnim dijagnozama,

e poljoprivreda - testiranje ucinka razlicitih pesticida te vremenskih uvjeta na urod poljo-
privredne kulture,

e skolstvo - utvrdivanje postojanja razlike u rezultatu ucenika kod kojih je primijenjen novi
program obrazovanja u odnosu na klasic¢ni,

e industrija - testiranje kvalitete automobila ovisno o tvornici koja ga proizvodi.

Nakon uvodnog dijela, u prvom poglavlju rada definirat ¢emo osnovne pojmove koji ¢e nam
biti potrebni za analizu varijance kao Sto su kvadratna forma, linearan model, procjenitelja
metodom najmanjih kvadrata, normalni regresijski model, F' test i drugi. U sljede¢em, glavnom
poglavlju ovog rada dajemo teorijski uvod u sam proces analize varijance definirajué¢i neke od
jednakosti potrebnih u nastavku od kojih su najvazniji rastavi ukupne varijabilnosti modela na
komponente kako bi se analiza olaksala. Poglavlje smo podijelili na dva dijela. U prvom dijelu
provodimo analizu varijance za jednosmjernu klasifikaciju podataka u kojoj pri izgradnji modela
koristimo jednu zavisnu, kontinuiranu varijablu te jednu nezavisnu, kategorijalnu varijablu. Ov-
dje smo definirali sve potrebne sume kvadrata te F-statistike za testiranje hipoteza o jednakosti
parametara unutar grupa i medu grupama podataka te smo dobivene rezultate obuhvatili u

'Ronald Aylmer Fisher (1890.-1962.) britanski statisticar i geneticar



obliku ANOVA tablice. Postupak analize varijance smo demonstrirali i na primjeru o koristenju
tri razlicite dijete. U drugom dijelu glavnog poglavlja bavili smo se dvosmjernom klasifikacijom
podataka u okviru analize varijance koristenjem linearnog regresijskog modela u kojem smo uz
jednu zavisnu, kontinuiranu varijablu koristili dvije nezavisne, kategorijalne varijable pri izgrad-
nji modela. Takoder smo, kao i u prethodnom dijelu, odredili sve potrebne sume kvadrata te
F-statistike kako bismo u okviru modela za dvosmjernu klasifikaciju analizom varijance odgo-
vorili na pitanja o postojanju razlike izmedu podataka klasificiranih u retke, odnosno stupce te
nas je zanimalo postojanje interakcijskog efekta izmedu dvije nezavisne varijable modela. Sve
dobivene rezultate smo prikazali u obliku ANOVA tablice, a dodatno smo sve demonstrirali na
primjeru.



Poglavlje 1

Osnovni pojmovi

Prije samog postupka objasnjenja analize varijance koristenjem linearnog regresijskog modela
definirat ¢emo neke kljuéne pojmove koji su nam potrebni u radu. Za pocetak é¢emo definirati
bitne distribucije koje ¢e nam biti izuzetno korisne.

Pri analizi distribucije kvadratne forme normalnog slu¢ajnog vektora spomenut ¢emo centralnu
te necentralnu x? distribuciju. Centralna y? distribucija s n stupnjeva slobode je distribucija
sume kvadrata n nezavisnih, standardnih, normalnih slucajnih varijabli. U sljedecoj definiciji
definiramo i necentralnu x? distribuciju.

Definicija 1.0.1. Neka su Z, ..., Z, nezavisne, normalne slucajne varijable, Z; ~ N (p;,1).

Tada kazZemo da slucajna varijabla W = Z Z? ima necentralnu x* distribuciju s n stupnjeva

1=1

1 n
slobode i parametrom necentralnosti v = 3 Z,uf Pisemo W ~ x%(n, 7).

=1

Jedna od distribucija zasnovanih na y? distribuciji je Snedecorova! F distribucija. U analizi
varijance F distribucija je upravo distribucija test statistike koju koristimo.

Definicija 1.0.2. Neka su Vi ~ x%(n) i Vo ~ x*(k) nezavisne sluéajne varijable, tada sluéajna

varijabla
Vi

—_n
L=
k

ima tzv. F distribuciju sa stupnjem slobode brojnika n, a nazivnika k Sto zapisujemo kao F(n, k).

Takoder ¢emo koristiti i necentralnu F distribuciju ¢iju definiciju navodimo u nastavku.

!George Waddel Snedecor (1881.-1974.) americki matematicar i statisticar



Definicija 1.0.3. Neka suV; ~ x%(n,7) 1 Vo ~ x2(k) nezavisne slucajne varijable, tada slucajna
varijabla

Vi

n
Va
k

ima necentralnu F distribuciju sa n 1 k stupnjeva slobode i parametrom necentralnosti vy sto
zapisujemo kao F(n, k,v).

¥ —



1.1 Kvadratna forma

Kvadratna forma je opéenito homogeni polinom drugog stupnja od n varijabli. Sljedeca definicija
definira kvadratnu formu sluc¢ajnog vektora koja ¢e nam biti korisna u nastavku rada.

Definicija 1.1.1. Neka je Y n-dimenzionalni slucajni vektor 1 A n x n matrica. Kvadratna
forma slucajnog vektora Y je slucajna varijabla Y'AY .

Sljededi teorem daje nam informaciju o distribuciji kvadratne forme normalnog sluc¢ajnog
vektora.

Teorem 1.1.2. Neka je Y ~ N (u,1) slucajan vektor i M matrica ortogonalne projekcije. Tada
vrijedi da je Y' MY ~ x*(rang(M), /' Mp).

Dokaz. Vidi [7]. O

Nadalje, pretpostavimo da je Y slucajan vektor koji se sastoji od n nezavisnih, normalnih
slucajnih varijabli s ocekivanjem E(Y) = p i matricom kovarijanci V(Y) = I, te da vrijedi

k
Y'Y =) YAY,
i=1
pri cemu matrica A; ima rang r;. Mozemo primijetiti kako ovaj zapis odgovara sumi k kvadratnih
formi. Posebno nas zanimaju distribucije kvadratnih formi @); = Y’A;Y te uvjeti njihove
nezavisnosti. Prema teoremu 1.1.2 znamo da Y'Y ima x?(n, u/p) $to znaéi da océekujemo da
sve komponente imaju jednak tip distribucije, a odgovor lezi u sljede¢em teoremu kojeg zovemo
Cochranov teorem.

Teorem 1.1.3. Cochranov* teorem
Neka je Y =Y1,Ys,...,Y, pri éemu suY; ~N(0,1), i =1,...,n te pretpostavimo da vrijedi

SV2=Qu+ Qo+ Qs
i=1
gdje su Q1,Qa, . .., Qk pozitivne, semi-definitne kvadratne forme slucajnih varijabli Y1,Ys, ..., Y,
pri cemu su Q; = Y'A;Y za j=1,...,k te neka je rangA; = r;. Ukoliko vrijedi
T +7re+--+Tpg="n
tada su kvadatne forme Q1,Qs, ..., Qr nezavisne i vrijedi Q; ~ x*(r;).

Dokaz. Vidi [10]. O

Napomenimo da u nastavku rada, zbog jednostavnosti, u oznakama ne¢emo praviti raz-
liku izmedu slucajne varijable i njene realizacije, podrazumijevajuéi da izraz u kojem se koristi
odreduje znacenje.

2William Gemmell Cochran (1909.-1980.) americki statisticar
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1.2 Linearni regresijski model

Kako se u ovom radu bavimo analizom varijance pomocu linearnog regresijskog modela potrebno
je definirati i sam linearni regresijski model te gresku modela.

Neka su dani podaci (y;, zi1, ..., %), © = 1,...,n, vektor koeficijenata @ = (g, 61,...,60;) te
vektor gresaka € = (€1, €9,...,€,)". Linearni regresijski model pretpostavlja da vrijedi

yi:60+61$i1+"'+0k1‘ik+6i:X;0+Ei,izl,...,n,
Sto u matri¢noj notaciji mozemo zapisati kao
y = X0 +e¢, (1.1)

gdje je y vektor opazaja, a X fiksna matrica dizajna sljedec¢eg oblika

/
Vi X3 1 11 ss: L1k
/
AP X Xo 1 oy ... Xop
y — i — —
/
Vn X, 1 z,1 ... T

Gresku modela € (n x 1) mozemo zapisati kao € = y — X80 te pretpostavljamo da za njeno
ocekivanje i matricu kovarijanci vrijedi

Ele|X] =0, (1.2)

V(e) = E(e€') = 0°1. (1.3)

1.3 Procjenitelj metodom najmanjih kvadrata

Neka je dan linearan model oblika (1.1) pri ¢emu su podaci {(yi,X1),...,(yn,Xn)} jednako
distribuirani. Procjena parametra @ metodom najmanjih kvadrata (eng. least squares - LS )
podrazumijeva minimizaciju srednje kvadratne greske S(0) = (y — X80)'(y — X8) po 6, odnosno
mora vrijediti

o6 "

Diferenciranjem dobivamo sljede¢u jednadzbu

2X/(y — X8) = 0.



Rjesavanjem prethodne jednadzbe po @ dobivamo procjenitelja metodom najmanjih kvadrata
kojeg oznacavamo s @ te on iznosi

6 = (X'X)"'Xy. (1.4)

Zanima nas je li dobiveni procjenitelj nepristran. Kako bismo to pokazali prvo ¢emo procjenitelj
0 zapisati koristeéi (1.1). Slijedi da je

6= (X'X)"'X'(X0+¢€) =0+ (XX) X (1.5)

Kako je E(€) = 0 iz prethodnog zapisa zakljuéujemo da je E(0) = 0, §to znaéi da je 6 nepris-
tran procjenitelj za parametar 6.
Zanima nas i matrica kovarijanci procjenitelja 6,

Kao nusprodukte procjene definiramo:

e teorijske vrijednosti y = X8,

A

e reziduale e=y —y.

Kako su greske nemjerljive veli¢ine reziduali ¢e nam biti od velike koristi pri analizi.
Sada ¢emo navesti i dva bitna svojstva reziduala koja ¢emo u nastavku rada koristi pri za-
kljuc¢ivanju o ortogonalnosti.

n n
A >,
E X;€; = E XZ(Y’L —XZO)
i=1 i=1
n n
.
= E Xi¥i — E x;X,;0
i=1 i=1
n n n -1 n
'4 /
= E Xiyi — E XiXi(E Xixi) (E XiYi)
i=1 i=1 i=1 i=1
n n
= E Xiyi — E x;y; =0,
i=1 i=1

odnosno zakljucujemo da je uzoracka korelacija izmedu regresora i reziduala jednaka nula.
Takoder, ukoliko matrica dizajna X sadrzi konstantu vrijedi

1 n
— e =0, 1.8
R;E (1.8)

T

(1.7)



odnosno, zaklju¢ujemo da je uzoracka aritmeticka sredina reziduala jednaka nula.

1.4 Normalni regresijski model

Normalni regresijski model je linearni regresijski model s nezavisnom, normalno distribuiranom
gre§kom, odnosno € ~ N(0,0°I,,). Funkcija vjerodostojnosti normalnog regresijskog modela je

-1 )
1 ) (yi — x;0)”
L(0,0%) = ————=¢ =1 ;
(27T0-2)n/2
a prema tome je logaritam vjerodostojnosti jednak
n [ .
1(0,0°) =logL(0,0°) = —§log(27m2) ~ 52 Z(Yl —x,0)%. (1.9)

(=il

Kako bismo odredili procjenitelje za parametar 6 i varijancu greske o2, logaritam vjerodostoj-
nosti éemo maksimizirati po 0 i o2, odnosno mora vrijediti

ol e
R O
00 o2 =

n

ol n 1 ,
— =4 — ; —X.0)% = 0.
Oo? 202 H o4 P (yi —x:6)

Rjesavanjem ovih jednadzbi dobivamo procjenitelje
R n —dll n
0 = (ZXzX;) (ZXiYi>7
i=1 i=1
1 n
~2 ~
g = — €,

pa 6 odgovara procjenitelju metodom najmanjih kvadrata (1.4). Uvrstimo li ove vrijednosti u
(1.9) dobivamo vrijednost maksimuma logaritama vjerodostojnosti

16,67 = —glog(Qﬁ&2) - g (1.10)



1.5 F Test

Kako u nastavku rada zelimo testirati hipoteze na skupu regresijskih koeficijenata to u nor-
malnom regresijskom modelu mozemo uciniti pomocu F' testa koji se izvodi iz testa kvocijenta
vjerodostojnosti (engl. likelihood ratio test). Za pocetak ¢emo regresore rastaviti na sljedeci
nacin x; = (x};,X5,;), a slicno i vektor koeficijenata 8 = (07, 63). Uz ove oznake regresijski model
mozemo zapisati kao
/ /
yi = X1;01 + %9,02 + €,

uz pretpostavku da je k = dim(x;), r = dim(xy;) te ¢ = dim(xy;) pri cemu vrijedi k = r + q.
Zelimo testirati sljedeée hipoteze
HO : 02 = 0,

H11027é0

te zakljucujemo da u uvjetima istinitosti hipoteze Hy regresore x5, mozemo izostaviti iz regresije
¢ime dobivamo sljede¢i model
yi = Xx,01 + €. (1.11)

Prilikom kreiranja testa metodom kvocijenta vjerodostojnosti pravilo je odbaciti Hy u korist
H, za velike vrijednosti kvocijenta vjerodostojnosti koji je kvocijent maksimizirane funkcije vje-
rodostojnosti u uvjetima Hi, odnosno za puni model i maksimizirane funkcije vjerodostojnosti
u uvjetima Hy, odnosno za restringirani model. Zelimo konstruirati ovakvu statistiku u nor-
malnom regresijskom modelu koristeé¢i se maksimumom logaritama vjerodostojnosti (1.10) koja
odgovara punom modelu. Potrebno je jos odrediti maksimumom logaritama vjerodostojnosti
za model (1.11). Procjenitelje za restringirani model ra¢unamo na sli¢an na¢in kao i za puni
model pri ¢emu ¢e procjenitelj metodom maksimalne vjerodostojnosti odgovarati procjenitelju
metodom najmanjih kvadrata za y; i x;;. Dobiveni procjenitelji su:

él = (XIIXI)_IXIva

n
o 1 _
o :_E €
n <
i=1

pri ¢emu su reziduali
~ ! N
€ =Yi — xhﬂl.

Uvrstavanjem dobivenih procjenitelja u jednadzbu (1.9) dobivamo vrijednost maksimuma loga-
ritama vjerodostojnosti za restringirani model

1(,,5%) = —glog(2ﬂ52) - g



Sada mozemo definirati test statistiku za testiranje Hy nasuprot H; kao

LR = 2[1(,52) — 1(8,,52)]

=9 [< - glog(27T52) - %) - (— %log@?f@j) B g)}

Test kvocijenata vjerodostojnosti (engl. Likelihood ratio test (LR)) odbacuje hipotezu Hy za ve-
like vrijednosti test statistike LR, a ekvivalent tome je F statistika za testiranje Hy nasuprot Hi:

g
I
(=)

(1.12)

[

o

n—k

pri cemu F test takoder odbacuje hipotezu H za velike vrijednosti test statistike F. Ekvivalencija
test statistike LR i F statistike dolazi od ekvivalencije sljede¢ih tvrdnji ”Odbaci Hy za LR > ¢,”
i1 70dbaci Hy za F > ¢3” za co = (exp(c1/n) —1)(n—k)/q. Distribuciju ove F statistike odredit
¢emo koristeéi matricu projekcije P = X (X'X) !X’ i matricu ortogonalne projekcije M = I, —P
koje imaju sljedeca svojstva:

1. P=P, M =M, P*=P, M* =M,
2. PX=X, MX =0,
3. trP =k, ttM =n — k.

Matrica P u metodi najmanjih kvadrata kreira teorijske vrijednosti dok matrica M kreira rezi-
duale, odnosno vrijedi

X6 = X(X'X) Xy = Py,
y -3y =, - P)y = My.

Koristeéi svojstvo 2. i jednadzbu modela (1.1) reziduale mozemo zapisati kao € = Me.
Ranije smo odredili procjenitelje varijance greske 6% i 2 koje u matri¢noj notaciji mozemo

y

3

zapisati kao

Koristedi izraz € = My = Me i svojstva matrice M za procjenitelj 62 vrijedi

il 1
% ahla
62 = —ée = —e'Me.
n n

10



U uvjetima istinitosti hipoteze Hy vrijedi ng? = €'M;e pri ¢emu je M, = I, — Py, gdje je
P, = X, (X[ X,)"'X/. Primje¢ujemo da je M; — M = P — P; idempotentna s rangom ¢ te je
(M; — M)M = 0 pa slijedi da je €' (M; — M)e ~ x?(q) i nezavisna je od €' Me. Test statistiku
(1.12) sada mozemo zapisati u matricnom obliku

p_ €M -—Me/g  xXd/g
eMe/(n—k)  x*(n—k)/(n—k)

i zakljucujemo da ona ima F distribuciju sa stupnjem slobode brojnika ¢, a nazivnika n — k,
odnosno F' ~ F(q,n — k).
Oznacimo li sa Sg sumu kvadrata gresaka tako da je

n

Se(6) =) (vi —xi0)%,

i=1
tada test statistiku (1.12) mozemo zapisati i u sljede¢em obliku

Sp(8) — Sg(0)

F=
qs>

’

11



Poglavlje 2

Anliza varijance

Cilj analize varijance je testirati hipoteze koje se odnose na vrijednosti odabranih podskupina
parametara kako bismo mogli donijeti zakljucke o postajanju razlika medu njima, a ideja je
da sumu kvadrata y'y prikazemo kao sumu nenegativnih komponenti od kojih svaka odgovara
podskupini parametara linearnog modela ¢ime ¢emo dodatno pojednostaviti analizu.

Za pocetak ¢emo linearni model (1.1) zapisati pomoc¢u matrice projekcije P i matrice ortogonalne
projekcije M koje smo definirali u prethodnom poglavlju. Vrijedi:

y=Py+My=y +e. (2.1)

Primjenom svojstava matrica P i M zaklju¢ujemo da je dekompozicija (2.1) ortogonalna, od-
nosno vrijedi

y'é = (Py)'(My) = y'PMy = 0.

Sada sumu kvadrata y'y, koristeéi prethodno definiran model (2.1) i svojstvo ortogonalnosti,
mozemo zapisati na sljedec¢i nacin

Yy=39y+2ye+ée=yy+ée, (2.2)
odnosno vrijedi
Yo=Y m+) &
i=1 i=1 i=1

Oduzmemo i ¥, odnosno prosjek podataka, s obje strane jednakosti (2.1) dobivamo:

y_lny:y_lny‘i‘é
Pokazat ¢emo da je i ova dekompozicija ortogonalna u slucaju kada matrica dizajna sadrzi
konstantu. Koristeéi svojstvo reziduala (1.8) dobivamo:

(V- Lyye=ye—yl,e=o.
Kako je dekompozicija ortogonalna dobivamo sumu kvadrata
(y - 1nY),(y - 1ny) = (}A’ - 1ny),(y - 1ny) - é/é

12



koju mozemo zapisati i u sljede¢em obliku:

Q=P =D G-+ & (23)

i=1 1=l

Lijeva strana izraza (2.3) oznacava kvadratno odstupanje podatka od srednje vrijednosti poda-
taka odnosno ukupnu varijabilnost podataka te se stoga izraz (2.3) ¢esto naziva i formula za
analizu varijance. Mi éemo ju u nastavku zvati ukupna suma kvadrata i oznacavati sa St.
Nadalje, koristeéi definiciju teorijskih vrijednosti i reziduala iz (2.2) dobivamo sljedeéi rastav
sume kvadrata y'y:

~

(y —X0)(y —X0)+6(XX)6.  (2.4)

I
<
|
'
=
<
|
'
2
+
a
2
'
=
I

Yy

Kako bismo mogli testirati zeljene hipoteze o podskupinama parametara potrebno je odrediti
distribucije pojedinih komponenti rastava (2.4) te kreirati test statistiku za testiranje hipoteza.
Iz (1.5) moZzemo primijetit da je 6 linearna funkcija greske e te ukoliko je greska € normalno
distribuirana zakljuc¢ujemo da 6 ima multivarijatnu normalnu distribuciju s o¢ekivanjem 6 i ma-
tricom kovarijanci V(8) definiranom kao u (1.6). Takoder, mozemo primijetiti da é,(X'X)é /o?
ima oblik kvadratne forme te primjenom teorema 1.1.2 zaklju¢ujemo da ima necentralnu x?2
distribuciju s k stupnjeva slobode i parametrom necentralnosti A = O’V_l(é)B = 0X'X0/5>.

U nastavku rada, cilj nam je testirat hipoteze sljedeceg oblika:

H()IOZO,

Stoga ¢emo promotriti specijalni slucaj kada je hipoteza Hj istinita. U slucaju istinitosti nul
hipoteze parametar necentralnosti A jednak je 0 te prema tome drugi ¢lan u (2.4) ima centralnu
x? distribuciju s k stupnjeva slobode. Ostaje nam ispitati tip distribucije prve komponente iz
(2.4) ukoliko je Hy istinita. Primje¢ujemo da (y —X8) (y —X8)/0? ima x2(n—k) distribuciju te
prema tome y'y/o? ima x?(n) distribuciju. Ukoliko pretpostavka Hy vrijedi moZemo primijeniti
Cochranov teorem (Teorem 1.1.3) prema kojem su (y — X8)(y — X8) i é,(X'X)é nezavisne
komponente u (2.4). Ukoliko podijelimo navedene komponente s pripadajuéim stupnjevima
slobode te ih medusobno podijelimo dobivamo F' statistiku za ovaj specijalni slucaj koju ¢emo

koristiti u nastavku: Ny )

0 (X'X)0
F= i . (2:6)

(y = X60)'(y — X6)
(n—k)

U uvjetima istinitosti hipoteze Hy F statistika (2.6) ima F distribuciju F(k,n — k). Uoc¢imo da
ovaj F-test odgovara F-testu iz poglavlja 1.5. ukoliko restringirani model pretpostavlja samo

postojanje konstantnog clana, dok svi koeficijenti uz prediktor is¢ezavaju. U nastavku rada ana-
lizu varijance ¢emo demonstrirati na primjeru jednosmjerne i dvosmjerne klasifikacije koristeci
se rezultatima dobivenim u ovom poglavlju.
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2.1 Jednosmjerna klasifikacija

2.1.1 Uvod i motivacija

Kako bismo lakse razumjeli problematiku analize varijance u jednosmjernoj klasifikaciji ovo
poglavlje zapocet ¢emo s konkretnim primjerom u kojem ¢emo proucavati ucinke tri razlicite
dijete na gubitak kilograma.

Primjer 2.1.1. Baza podataka koju koristimo u ovom primjeru preuzeta je s internetske stra-
nice https://www.scribbr.com/, a sadrzi podatke o 72 osobe koje su u ovom eksperimentu
isprobale jednu od tri moguée dijete. Radi se 36 zena i 36 muskaraca pri cemu je svaku od dijeta
isprobao jednak broj zena i muskaraca, odnosno 12 zena te 12 muskaraca. Varijable koristene u
ovom eksperimentu te njihove opise mozemo pogledati u tablici (2.1) dok u tablici (2.2) mozemo
vidjeti prikaz prvih te zadnjih Sest redaka baze podataka.

Varijabla Opis
Osoba Oznaka za svaku pojedinu osobu u eksperimentu (1-72)
Spol Spol osobe (0-zensko, 1-musko)
Dob Dob osobe u navrsenim godinama
Visina Visina osobe u centimetrima
Tezina Tezina osobe u kilogramima
Dijeta Oznaka dijete na kojoj je osoba bila (1, 21 3)
Tezina_6tjedana | Tezina osobe nakon 6 tjedana primjene dijete
Razlika Varijabla dobivena kao razlika varijable Tezina i Tezina_6tjedana pri
¢emu negativan predznak oznacava da je osoba izgubila kilograme, dok
pozitivan predznak znaci da je osoba dobila kilograme u eksperimentu

Tablica 2.1: Varijable koristene u eksperimentu

Kao sto smo ve¢ rekli u uvodu, analiza varijance u jednosmjernoj klasifikaciji podrazumijeva
koristenje jedne nezavisne varijable pri izgradnji linearnog modela. U nasem primjeru ¢emo
kao zavisnu varijablu koristiti varijablu Razlika, dok ¢emo za nezavisnu varijablu uzeti varijablu
Dijeta. S obzirom na ovako postavljen linearan model cilj ovog eksperimenta je utvrditi postoji
li statisticki znacajna razlika u gubitku kilograma ovisno o odabranoj dijeti, odnosno daju li
sve dijete iste rezultate ili ne. Iako analizom varijance ne mozemo utvrditi koja od dijeta daje
najbolje rezultate, pogledamo li sliku 2.1 koja prikazuje kutijaste dijagrame varijable Razlika
obzirom na varijablu Dijeta mozemo naslutiti kako dijeta 3 u prosijeku daje najbolje rezultate.
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Osoba Spol Dob Visina Tezina Dijeta Tezina 6tjedana Razlika

1 1 40 167 87 3 T8 9,2
5 1 43 162 80 1 71,0 9,0
3 1 26 179 78 3 69,4 8,6
4 0 28 176 69 1 60,5 85
5 1 37 198 79 2 71,1 7.9
6 0 36 160 66 3 58,2 7.8
67 0 55 170 64 1 63,3 0,7
68 0 51 174 63 2 62,4 0,6
69 1 29 169 i 2 77,5 0,5
70 1 39 168 71 1 71,6 0,6
71 1 39 180 80 9 81,4 1,4
72 0 44 174 58 2 60,1 2,1

Tablica 2.2: Prvih i zadnjih Sest redaka baze podataka

— _| JE—
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iy |
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g o - ' :
1
= 1 ! —_—
74 1 1 1
T O | |
o i
1
5 _ 1
o ] ]
ke : '
c o N T :
Qo ! !
e i T
% P —— :
N g !
I I I
1 2 3

Dijeta
Slika 2.1: Kutijasti dijagram izgubljenih/dobivenih kilograma s obzirom na dijete 1, 211 3

Takoder mozemo primijetit kako dijeta 11 2 daju podjednake rezultate te samim pogledom
na podatke i kutijaste dijagrame ne mozemo potvrditi postajanje razlike izmedu ovih dijeta.
Stoga ¢emo testiranje postojanja razlika izmedu ove tri dijete provesti kroz postupak analize
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2.1.2 Analiza varijance za jednosmjernu klasifikaciju

Za pocetak pretpostavimo da je uzorak nezavisnih opazanja podijeljen u k grupa sa n;, © =

k
1,2,...,k, opazaja u i-toj grupi pri cemu je Z n; = n. Ovu klasifikaciju mozemo prikazati i u
i=1
obliku sljedece tablice:
yYiu Yizo - Yim
Yor Y22 ..o Vomg
Ye1r Yk2 oo Ykny

Tablica 2.3: Tablica klasifikacije

Ako se grupe razlikuju samo u njihovim ocekivanjima te oznac¢imo li s y;, g-ti opazaj u i-toj
grupi mozemo pisati
Yo =i Fapy = L% B = LiBenag i

pri éemu su greske €;, nezavisne s ocekivanjem 0 i varijancom o2 §to zadovoljava formu linearnog
modela (1.1), gdje je

Tl 10 ... 0] Eil
Y12 . . . €12
. . : ; ny
1 o 0 .
Yiny 0, 0 1 .. 0 o
Yoi, , 0, N : : : Ny 21
Y= = e ==y 4 ... @ b He =
Y2‘n2 ek ” 62712
0 0 - 1
Yk : : : N €k1
10 0 o 1]
_Yknk_ _eknk_

Kako je analiza varijance modela zasnovana na ideji da ukupnu sumu kvadrata y’y rastavimo
na nacin kao u (2.4) potrebno je u okviru modela u jednosmjernoj klasifikaciji izracunati njene
komponente. Za pocetak racunamo komponente procjenitelja parametra @ metodom najmanjih
kvadrata, odnosno 8 = (X'X)~'X'y. S obzirom da matrica dizajna X sadrzi konstante slijedi
da i matrica X'X takoder sadrzi konstante, odnosno ona je jednaka

nq 0
na

X'X =
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Stoga koristeéi svojstvo reziduala (1.8) zakljucujemo da je analiza ortogonalna bez obzira na
vrijednosti n;, odnosno one ne moraju biti jednake. Nadalje racunamo sljede¢u komponentu
procjenitelja 6:

- .
E Yiq
q=1
n;
§ Y2q
g=1

n;
§ Ykq
L a=1 _

Koriste¢i dobivene rezultate procjenitelja metodom najmanjih kvadrata za @ mozemo zapisati
na sljedeci nacin:

- _
> Vi
=1
ni 0 4 yi.

n;
D) § : Y2q ye.
: q=1 .

6= (X'X) X'y =

YE.

n;
§ Ykq
L=l |

n'L
pri cemu smo uveli novu oznaku y; = E Viig/ s
q=1

Koristec¢i oznake koje smo uveli preostaje nam odrediti i drugu komponentu rastava ukupne
sume kvadrata (2.4), odnosno X6. Vrijedi:

10 ... 0] Fy1] )
: . : . -
1 0 v1 )
1 Of T34 Vo
N : Y. : L)
i 0 |
Y.
0 0 1 Vi | )
: N,
0 0 1 [ ied )
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~/ ~
te je prema tome suma kvadrata 8 (X'X)6 koju u nastavku oznacavamo sa S; dana sljede¢im
izrazom

k
1=1

Sumu kvadrata (y — X8)'(y — X6) nazivamo rezidualna suma kvadrata i oznacavamo ju sa Sg,
a prema (2.4) ona iznosi:

Sp=Yy—-5
k n; k k
=D v Do mviE) vt
=1 ¢g=1 1=1 1=1
k  n; k k
- ZZY% - 22”2'3’?. T Zmyf
i=1 g=1 i=1 i=1
ko n; k. n; kE  n;
=D D Vu—2) ) Vvt ) ) vi
=1 g=1 =1 gq=1 =1 g=1
k  n;
= Z Z(yzq - Yi.)Q
=1 g=1

Suma kvadrata Sk predstavlja odstupanje opazaja od aritmeticke sredine podataka, odnosno
varijabilnost unutar grupe (engl. within-group variation), a jo$ se naziva i rezidualnom ili
neobjasnjenom varijabilnoscu.

Nadalje, kako je cilj analize varijance testirati postojanje razlika medu grupama zelimo testirati
hipoteze s k ogranicenja

H; -8 =10,
H!:0+#0
pri ¢emu koristimo F-statistiku (2.6). S obzirom na prethodno definirane sume kvadrata S; i
Sk ona iznosi
- ()
k /Sgr

te ima necentralnu F distribuciju F(k,n — k, \;) s parametrom necentralnosti

k
i=1

)\1_

o2

koja se reducira na centralnu F(k,n — k) u uvjetima istinitosti hipoteze Hj.
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Kako nas ¢esto u primjeni vise zanima jesu li svi parametri 0; jednaki bez da odredujemo
njihovu pravu vrijednost, umjesto Hy mozemo testirati hipoteze s (k — 1) ogranicenja:
Hg:91—9k:92—0k:---zek_l—ﬁk:O,

2.4
Hf:91—9k#Qg—ek%...%ek_l—ek%(), za barem jedan k. 2}

U uvjetima istinitosti H3 su svih n opazaja jednako distribuirani te uvodimo oznaku

ni/n
k

na/n
i=1 '

ng/n

odakle slijedi da je procjenitelj metodom najmanjih kvadrata za 6, u ovom slucaju

k
é* =¥, = %ZZY@(] ZTLZYZ

Neka je sada 1 vektor jedinica dimenzije (n x 1). Linearni model (1.1) mozemo zapisati koristedi
navedeni vektor jedinica te 6, na sljede¢i nacin:

ni/n
ng/m
y=X0+e€+10,—-10,=16,+ [ X -1 i 0+ €.

ng/n

Primje¢ujemo da vrijednost 6, nije ukljuéena u hipotezu Hy te sumu kvadrata (lé*)’ (lé*) = my°,
moramo oduzeti od sume kvadrata S; kako bismo dobili sumu kvadrata s obzirom na ostalih
(k — 1) ogranicenja koju oznacavamo s So:

Sy =51 —ny” —an (vi.—v.)

te ona predstavlja sumu kvadrata medu grupama, odnosno varijabilnost medu grupama (engl.
between-group variation).
Test statistika za testiranje hipoteza (2.7) s obzirom na definirane test statistike ima sljededi

oblik % @
n— 2

F = —
(k‘— 1> Sgr’

s ne centralnom F distribucijom F(k — 1,7 — k, \2), gdje je parametar necentralnosti jednak

k
1=1

)\2: )

o2
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dok u uvjetima istinitosti hipoteze HZ test statistika F ima centralnu distribucija F(k—1,n—k).
Radi jednostavnijeg izracuna sume kvadrata Sy i Sg mozemo zapisati i na sljedeéi na¢in

z< ) ( )’

D T S =i

Ove rezultate vrlo pregledno zapisujemo i u obliku ANOVA tablice pri ¢emu srednje kvadratno
odstupanje oznac¢avamo s M.S i racunamo kao

S — Suma kvadrata

Stupanj slobode’

[zvor varijabilnosti | Stupanj slobode | Suma kvadrata | Srednje kvadratno odstupanje

Medu grupama k-1 Sy MS,
Unutar grupe n—=k Sk MSg
Ukupno n—1 St MSr

Tablica 2.4: ANOVA tablica za jednosmjernu klasifikaciju
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2.1.3 Primjer

Nakon sto smo definirali sve potrebno za analizu varijance u jednosmjernoj klasifikaciji vra¢amo
se na primjer 2.1.1 s pocetka poglavlja. Kao sto smo na pocetku naveli, cilj je testirati ovise li
izgubljeni/dobiveni kilogrami o odabranoj dijeti. Za pocetak, s obzirom da imamo tri razli¢ite
vrste dijeta u ovom eksperimentu, mozemo zakljuciti da je broj grupa k = 3, a s obzirom da
imamo 72 osobe koje su sudjelovale u eksperimentu broj podataka je n = 72. Kako imamo velik
broj podataka za racunanje potrebnih suma kvadrata te srednje kvadratnih gresaka koristena
je funkcija aov() u programskom jeziku R. Dobiveni rezultati pri analizi varijance prikazani su
u tablici 2.5.

[zvor varijabilnosti | Stupanj slobode | Suma kvadrata | Srednje kvadratno odstupanje

Medu grupama 2 65.2 <261
Unutar grupe 69 379.1 5.49
Ukupno 71 444.3 38.1

Tablica 2.5: ANOVA tablica za jednosmjernu klasifikaciju za Primjer 2.1.1

Koristenjem iste funkcije dobili smo i vrijednost F-statistike /' = 5.935 te P-vrijednost P =
0.004180. Takoder je uz nivo znacajnosti o = 0.05 kriticna vrijednost F testa jednaka [, 5 69 =
3.1296 sto je manje od dobivene vrijednosti F-statistike. S obzirom na sve dobivene vrijednosti
zakljucujemo da odbacujemo nul hipotezu Hj o jednakosti parametara i prihva¢amo alternativnu
hipotezu odnosno mozemo zakljuciti kako postoji razlika izmedu tri dijete u gubitku kilograma.
Dakle, zakljuc¢ujemo da primjena razlicitih dijeta daje i razlicite rezultate. Bitno je naglasiti
da samom analizom varijance ne mozemo potvrditi koja od dijeta daje najbolje rezultate te
da je za takve zakljucke potrebno provesti post-hoc testove odnosno procedure visestrukog
usporedivanja.
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2.2 Dvosmjerna klasifikacija

2.2.1 Uvod i motivacija

Dvosmjerna klasifikacija za analizu varijance je jedna vrsta prosirenja jednosmjerne klasifikacije
koja proucava utjecaj dvije razlicite nezavisne kategorijalne varijable na jednu kontinuiranu
zavisnu varijablu. Ovdje ¢e nas zanimati i interakcije izmedu dvije nezavisne varijable.

Slicno kao i u prethodnom poglavlju analizu varijance za dvosmjernu klasifikaciju zapocinjemo
s primjerom kako bismo jasnije shvatili problematiku, a koristimo se istom bazom podataka kao
u primjeru 2.1.1.

Primjer 2.2.1. Za razliku od jednosmjerne klasifikacije gdje smo pri izgradnji linearnog modela
uz zavisnu varijablu Razlika koristili jednu nezavisnu varijablu (Dijeta) kod dvosmjerne klasi-
fikacije koristimo dvije nezavisne varijable koje ée u nasem primjeru bite Dijeta i Spol. Cilj
je testirati postoji li razlika u gubitku kilograma s obzirom na spol © odabranu vrstu dijete. Za
pocetak pogledajmo sliku 2.2 koja graficki prikazuje interakciju izmedu varijabli Dijeta i Spol.

@
@ 7 Spol
@ N - Musko
£ o —e— Zensko
o _
5 7
(0]
o _
o
° o
E 97
< |
o
o
[

Dijeta

Slika 2.2

Na slici 2.2 oznakom kruzica prikazane su aritmeticke sredine varijable Razlika za Zene za
svaku od tri dijete dok su oznakom trokutica prikazane aritmeticke sredine varijable Razlika za
muskarce za svaku od tri dijete. Spajanjem ovih oznaka linijama dobili smo interakcijski graf.
Ukoliko su linije interakcijskog grafa paralelne one ukazuju na nepostojanje interakcije. Kako
linije na nasem grafu nisu paralelne nego se sijeku mozZemo zakljuciti da postoji interakcija
izmedu spola 1 odabrane dijete pri gubitku kilograma Sto ¢emo u nastavku pokusati potvrditi kroz
postupak analize varijance u dvosmjernoj klasifikaciji.
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2.2.2 Analiza varijance za dvosmjernu klasifikaciju

Pretpostavimo da sada, za razliku od prethodnog poglavlja gdje smo uzorak klasificirali u &
grupa, slucajan uzorak od n opazaja klasificiramo na nac¢in prikazan u tablici 2.6 te frekvenci-
jama prikazanim u tablici 2.7.

By B, . B.
Ay Y111, Y1125 - - -5 Y11ny, Y121, Y122y -5 Y1210 -+ Yiely Yie2s - - -y Yienie
AQ Y211, Y212, - - -, ¥Y2Inoy  ¥Y221,¥2225---5Y22n00 -+ Y21y Y225 - - -5 Y2enoc
Ar Yri1,¥Yr12, .- - 7y1”177,7-1 Yro21,¥Yr22, .- - 7y7‘2nr2 o Yrels ¥Yre2y - - - s Yrenye

Tablica 2.6: Tablica dvosmjerne klasifikacije uzorka

Ny Nyg ... MNye | Ny,
No1 No2 ... MNagc | N,
N1 Ny ... Npe | N,
na no 1 & n. n

Tablica 2.7: Tablica frekvencija

Napomenimo da tocka koja zamjenjuje indeks u n oznacava sumaciju po tom indeksu, od-

T e r c
1=1 j=1

i=1 j=1

nosno vrijedi

U ovom radu promatrat ¢emo slucaj proporcionalnih frekvencija odnosno pretpostavljamo da
vrijedi da je

_ ning;
Mozemo primijetiti da Tablica 2.7 ima oblik tablice kontingencije, ali je ovdje vazno da je
vrijednost y poznata za svaki opazaj dok su u tablici kontingencije poznate samo frekvencije
odabranih kategorija.
Cilj analize varijance u dvosmjernoj klasifikaciji je odgovoriti na sljedeca tri bitna pitanja koja

si postavljamo tijekom analize:
1. Postoje li razlike u klasifikacijama po redcima (Ay, Ag, ..., A)?
2. Postoje li razlike u klasifikacijama po stupcima (By, Ba, ..., B.)?

3. Postoji li interakcijski efekt izmedu stupaca i redaka?
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Odgovor na ova pitanja lezi u testiranju hipoteza koje su kljucne za analizu varijance te
¢emo ih postaviti u nastavku. Za pocetak uvodimo nove oznake kako bismo si olaksali proces
analize te definirali model za ovaj tip klasifikacije. Neka y;;, oznacava p-ti opazaj u i-tom redu
i j-tom stupcu tablice 2.6, sukladno tome uvodimo i sljede¢e oznake:

— Yij.
Yig. = ZYijpv Yij. = Z‘j‘7
p=1 g
c y
Vi, = ZYij» Fi. = nL>
jzl 1.
- (2.8)
— Y.j.
¥i = Z}%n Y4 = #,
i=1 o
r c MNij y
P = Zzzyz'jp> B = g™
=1 =l =il

Nadalje, oznacimo s p slobodan clan, «; efekt obzirom na i-ti redak, 3; efekt obzirom na j-ti
stupac, (af3);; interakcijski efekt izmedu «; i B te €, gresku modela povezanu s p-tim opazajem
u i-tom retku i j-tom stupcu. Koriste¢i navedene oznake mozemo definirati model za dvosmjernu
klasifikaciju s interakcijom koji je dan sljede¢im izrazom:

Yijp = p + o + B + (aB)ij + €ijp,
30,0 = 1,507 = L s @P—= Ly 00Ty

(2.9)
j.

Slicno kao kod jednosmjerne klasifikacije model (2.9) zelimo zapisati u obliku osnovnog linear-
nog modela (1.1). U svrhu ilustracije pretpostavimo da su parametri 7 = 2 i ¢ = 2, matri¢ni
zapis modela (2.9) je sljedeéi:

1 1010100 0] a“ ™
110101000 1 é119
110010100 €191
110010100 b €19
y= Be | +
1 01 100O01O0 (066)11 €211
1 01 100O01O0 (065)12 €212
1 01010001 (065)21 €221
101010001 (0B | 22|

Napomenimo jos da interakcijski efekt (af3);; predstavlja odstupanje ocekivanja u (7, j) ¢eliji
tablice (2.6), koje oznac¢avamo s fi;;, od sume prva tri ¢lana u (2.9), dok za konstante «;, 3 i
(af)ij vrijede sljedeci uvjeti:

c

Zai = Zﬁj - Z(O‘ﬁ)zg = Z(aﬁ)” = 0.

i= j=1
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Prvi korak ka analizi varijance je kao i u prethodnom poglavlju rastaviti ukupnu sumu kvadrata,
odnosno ukupnu varijabilnost modela (2.9) na ne negativne komponente. Uzmemo li u obzir
oznake definirane pod (2.8) odstupanje podatka y;;, od aritmeticke sredine podataka mozemo
zapisati na sljedeéi nacin

Yisp— Fo = . — T+ Fp —F )4 G — Fi. — Fi +F.0 Wi — Fig )
Ovakvim rastavljanjem gornjeg izraza te kvadriranjem i sumacijom po odgovaraju¢im indeksima
dobivamo sljedeéi izraz za ukupnu sumu kvadrata modela (2.9):

c MNgy T ¢
ZZZ Vip =72 =Y niFi —F. )2+ > _niF; —7.)+
i=1 g=1 p=1 i=1 j=1
T c Mg
+Zzn” yU y] +¥.. 2+ZZZ(yijp—yij_)2
i=1 j=1 i=1 j=1 p=1

Na ovaj smo nac¢in dobili ¢etiri nove sume kvadrata i time olaksali analizu, odnosno ukupnu
varijabilnost modela smo rastavili na sljede¢i nacin

St =Sa+ Sg+ Sap + SE,

pri cemu vrijedi:

8 o r ¢ MNij
ST_ZZZYUP v.) Zzyfjp i
Zl]lp_ i=1 j=1 p=1
r 2 9
5A=Zm<y —y.._>2:;%_%
c 2
SB:ZnJ( _
]:1

Sap = Z Z (Vi — Vi, =5, +5.)°

1=1 j—l
c
Vi b
DHILHR-Lpre s
=1 g=1 v . J= J
c Mij
SE - Z Z Z Yijp — yU
i=1 j=1 p=1
c N4y
=33 - ZZY”
=1 3=1 p=1 =1 j=1
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Suma kvadrata S 4 oznacava varijabilnost podataka izmedu redaka, suma kvadrata Sg oznacava
varijabilnost podataka izmedu stupaca dok S4p oznacava interakcijski zbroj kvadrata. Suma
kvadrata Sg oznacava sumu kvadrata pogresaka odnosno sumu kvadrata odstupanja podataka
od odgovarajucih sredina. Sada je potrebno odrediti i stupnjeve slobode za odgovarajuce sume
kvadrata. Za sume kvadrata S i Sg vrijede sljedeée restrikcije:

T c

Y F:.-7.)=)_F;-7.)=0,

i=1 =1

te su stoga stupnjevi slobode za njih redom r — 1 i ¢ — 1. Za sumu kvadrata Ssp radi jednos-
tavnosti uvodimo oznaku

0ij = (¥ij. — Vi. — ¥4 +7.)

pri ¢emu vrijede sljedece restrikcije
Z 91] = Oa \V/],
i=1
> 6 =0,Vi.
j=1

Medutim, postoji samo 7 + ¢ — 1 nezavisnih restrikcija na 6;; jer sumacijom restrikcija (2.10)
dobivamo

(2.10)

(50)

7=

5 ($20,) =0

i=1 N j=1

Stoga ¢e samo r — 1 restrikcija od njih 7 iz (2.10) biti nezavisne i ukupan broj nezavisnih restrik-
cija na 0, je r + ¢ — 1. Kako varijabli 6;; ukupno imamo rc, stupanj slobode za sumu kvadrata
Sapjerc—(r+c—1)=(r—1)(c—1). Uz ove rezultate je stupanj slobode za sumu kvadrata
Sgjednak (n—1)—(r—1)—(c=1)—(r—1)(c—1)=n—rec

Dobivene rezultate ¢emo, kao i u prethodnom poglavlju, zapisati u obliku ANOVA tablice za
dvosmjernu klasifikaciju koja je prikazana u tablici 2.8.
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Izvor varijabilnosti | Stupanj slobode | Suma kvadrata | Srednje kvadratno odstupanje
Izmedu redaka p—1 Sa MS4
Izmedu stupaca c—1 Sg MSg
Interakcije (r—1)(c—1) SaB MSaB
Greska n—rc Sg MSg
Ukupno n—1 St

Tablica 2.8: ANOVA tablica za dvosmjernu klasifikaciju

Kako bismo odgovorili na pitanja postavljena na pocetku poglavlja postavljamo odgovarajuce
hipoteze te za njih kreiramo test statistike. Zelimo li testirati postoji li interakcijski efekt izmedu
stupaca i redaka postavljamo sljedeée hipoteze

HYE - (af)ij = 0 za sve i, j,
H8 : (afB);; # 0 za barem jedan 4, j.
Test statistika koju koristimo za testiranje ovih hipoteza je

_ MSas

Potrebno je odrediti distribucije za MSag i MSEg kako bismo mogli odrediti distribuciju test
statistike. Prema definiciji centralne i ne centralne y? distribucije lako je zakljuciti da vrijedi

MSg  x*(n—rc)

Y
ae n—rc

MSAB - X2(<T — 1)(6— 1);)\AB)
o2 (r—1)(c—1) ’

gdje je

s c

Aap = % > ni(ap).

€ =1 j=1I

U uvjetima istinitosti hipoteze H{'P, test statistika Fi4p ima F distribuciju F((r—1)(c—1),n—rc),
pri ¢emu hipotezu H{'Podbacujemo za velike vrijednosti statistike Fyp.
Nadalje, postojanje razlike u klasifikacijama obzirom na retke testiramo postavljanjem hipoteza

H(;‘:Ozi:()zasvei,

H : o; # 0 za barem jedan 1,
te koristimo test statistiku
M Sa

Fy =
2= MS,
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pri cemu je
MSA X2(T—1,)\A)

~

2 —
op r—1

)

dok je parametar necentralnosti A4 jednak

1 T
A= =— § n;.os.
20_3 : 7. 7

=1

Test statistika Fi4 u uvjetima istinitosti hipoteze Hg' ima F distribuciju F(r — 1,n — re). Sli¢no
prethodnom, postojanje razlike u klasifikacijama obzirom na stupce testiramo hipotezama

HE : B; = 0 za sve j,
HP . Bj # 0 za barem jedan j,

pri cemu je test statistika
MSg

~ MSg

Na slican nac¢in odredujemo i distribuciju za M Sp te parametar necentralnosti Ag

Fp

MSB XQ(C—l,AB)

~

2 _ Y
a: e—1

C

1
Ap =

2
=—3 nzf;.
202 iP5

j=1

U uvjetima istinitosti hipoteze HP test statistika F takoder ima F distribuciju F(c—1,n—rc).
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2.2.3 Primjer

Vratimo se sada na primjer 2.2.1. Ranije smo zakljuéili da je broj podataka n = 72, a s obzirom
da promatramo tri razlicite dijete vrijedi » = 3. Nadalje, osobe smo klasificirali i po spolu te je
stoga ¢ = 2. Koristenjem programskog jezika R dobivamo podatke koje prikazujemo u sljedecoj

tablici.

Lyvor Stupani Srednje
..ZV.O 3 UPAN | g ima kvadrata kvadratno F-statistika | P-vrijednost
varijabilnosti | slobode :
odstupanje
Dijeta 2 65.2 32.61 5.984 0.00409
Spol 1 0.6 0.61 g1 0.74003
Interakcija 18.8 9.42 1.729 0.18539
Greska 66 359.6 5.45
Ukupno £l 444.2 48.09
Tablica 2.9: ANOVA tablica za dvosmjernu klasifikaciju
Hipoteze Test statistika Distribucija u uvjetima H,
H#B . (aB)i; =0zasvei,j MS
) F — AB F - 1 - 1 N

H{B : (af);; # 0 za barem jedan i, j AB = "MSp (r=1){c=1),n=rc)
H{ : (a); =0zasvei MS

Fq==24 F(r—1.n—
H{: (a); # 0 za barem jedan i AT MSp (r—=1n—rc)
HP : (8); =0zasve j MS

Fp =228 Flc—1,n—
HP : (B); # 0 za barem jedan j B~ MSp (e=1,n—rc)

Za pocetak zelimo testirati postojanje interakcije izmedu varijabli Dijeta i Spol. Za nivo
znacajnosti uzimamo o = 0.05. Kako je p-vrijednost interakcije veca od nivoa znacajnosti a te
je kriticna vrijednost F testa [y 266 = 3.135918 veca od vrijednosti F-statistike za interakciju
zakljucujemo da ne odbacujemo nul-hipotezu odnosno nemamo razloga sumnjati u postojanje
statisticki znacajne interakcije izmedu efekta dijete i spola na gubitak kilograma. Sli¢no kao i
kod jednosmjerne klasifikacije iz tablice 2.9 te kriticne vrijednosti F' testa Iy 266 = 3.135918,
koja je manja od vrijednosti F-statistike zaklju¢ujemo da odbacujemo nul hipotezu o nepos-
tojanju efekta, odnosno mozemo zakljuciti da efekt dijete postoji Sto znaci da razlicite dijete
daju i razlicite rezultate u gubitku kilograma. Za kraj ostaje nam testirati postojanje efekta
varijable Spol na gubitak kilograma. Iz tablice 2.9 vidimo da je p-vrijednost za varijablu Spol
veca od nivoa znacajnosti «, te je kriticna vrijednost F testa F}, 1 66 = 3.986269 Sto je vece od
vrijednosti F-statistike za varijablu Spol. Sve navedene vrijednosti upué¢uju nas da nemamo
razloga sumnjati u istinitost nul-hipoteze, odnosno u nepostojanje efekta. Tako zakljucujemo
da nemamo razloga sumnjati da postoji razlika izmedu gubitka kilograma kod zena i muskaraca.
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Sazetak

U ovom diplomskom radu upoznali smo se s postupkom analize varijance koristenjem linearnog
regresijskog modela. U uvodnom dijelu definirali smo osnovne pojmove potrebne u nastavku
rada, a nakon toga dajemo teorijski uvod u analizu varijance. Definirajuéi i rastavljajuéi ukupnu
varijabilnost modela na komponente dobivamo jednostavnu formulu za analizu varijance koju
¢emo koristiti u nastavku. Postupak analize varijance koristenjem linearnog regresijskog modela
objasnili smo u okviru jednosmjerne i dvosmjerne klasifikacije podataka. Sve dobivene sume
kvadrata i F-statistike prikazali smo u obliku ANOVA tablice. Takoder smo na primjeru prika-
zali postupak izrade ANOVA tablice te interpretaciju njenih koeficijenata.

Kljuéne rijeci: analiza varijance, F test, greska modela, linearni model, procjenitelj meto-

dom najmanjih kvadrata , reziduali, suma kvadrata, test-statistika, jednosmjerna klasifikacija,
dvosmjerna klasifikacija, kvadratna forma, srednje kvadratno odstupanje

31



Summary

In this thesis, we introduced the procedure of analysis of variance using a linear regression
model. In the first chapter we defined the basic concepts that we will need for the analysis
of variance. In the next, main chapter of this thesis, we give a theoretical introduction to the
process of variance analysis itself. By defining and breaking down the total variability of the
model into components, we obtain a simple formula for analysis of variance. The procedure
of analysis of variance using a linear regression model was explained within the one-way and
two-way data classification. All obtained sums of squares and F-statistics are presented in the
form of ANOVA table. We also presented the process of making the ANOVA table and the
interpretation of its coefficients as an example.

Key words: analysis of variance, linear model, least squares estimator, sum of squares, error,

test-statistics, F test, residuals, one-way classification, two-way classification, quadratic form,
mean of squares
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