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Sazetak

U ovome radu ¢emo promatrati podatke u visokodimenzionalnim prostorima. Analiza poda-
taka u takvim prostorima moze biti racunski i vremenski zahtjevna. Stoga uvodimo pojam
redukcije (smanjenja) dimenzije kako bismo mogli lakse i brze provesti analizu te ¢emo pro-
matrati sljede¢e metode za redukcije dimenzije:

« slucajna projekcija,
o analiza glavnih komponenti,
o skaliranje najmanjih kvadrata.

Za svaku metodu ¢emo navesti prednosti i nedostatke te ¢emo za metodu skaliranja najma-
njih kvadrata dodatno prouciti algoritam pod nazivom 'skaliranje majorizacijom komplici-
rane funkcije.

Kljucne rijeci

Redukcija dimezije, slucajna projekcija, skaliranje najmanjih kvadrata, Sammon-ovo mapi-
ranje, metoda glavnih komponenti, skaliranje majorizacijom komplicirane funkcije.

Abstract

In this paper, we will observe data in high-dimensional spaces. Data analysis in such spa-
ces can be a computational and time demanding. Therefore, we introduce the concept of
dimensionality reduction so that we can more easily and quickly perform data analysis. We
will observe the following three methods for reducing dimensions:

o random projection,
e principal component analysis,
o least-squares scaling.

For each method we will list the advantages. Additionaly, for the least-squares scaling
method we will study the algorithm: scaling by majorizing a complicated function.

Key words

Dimensionality reduction, randomized projection, least-squares scaling, Sammon mapping,
principal component analisys, scaling by majorizing a complicated function.
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Uvod

U problemima strojnog ucenja ponekad imamo previse faktora na temelju kojih se vrsi kla-
sifikacija podataka. Ti su faktori u osnovi poznati kao varijable (ili, znacajke). Sto je vedi
broj varijabli, to je teze vizualizirati skup trening podataka i raditi na njemu. Ponekad je
veéina ovih varijabli povezana, a samim tim i suvisna. Takoder, racunanje s velikim bro-
jem varijabli moze biti zahtjevno te u tu svrhu uvodimo pojam smanjenja ili redukcije
dimenzije. Pod pojmom redukcije dimenzije podrazumijevamo transformaciju podataka iz
visokodimenzionalnog prostora u prostor nize dimenzije tako da ostane sacuvan sto veéi broj
informacija o podacima. Reducirati dimenziju podataka mozemo uciniti na dva nacina. Prvi
nac¢in je odabrati podskup varijabli, iz skupa varijabli originalnih podataka, pomocu kojih
¢emo prikazati originalne podatke, dok je drugi nacin koristiti neku od metoda za redukciju
dimenzije. Od metoda za redukciju dimenzije podataka najpoznatije su:

o analiza glavnih komponenti (eng. principal component analysis),
« slucajna projekcija (eng. random projection),
e Sammon-ovo mapiranje (eng. Sammon mapping),

 Skaliranje majorizacijom komplicirane funkcije (eng. scaling by majorizing a compli-
cated funciton).

Sljedeca slika prikazuje primjer redukcije dimenzije, odnosno kako podatke iz trodimenzi-
onalnog prostora mozemo prikazati u dvodimenzionalnom prostoru:

Dimensionality Reduction

>

™~

Slika 1: Primjer redukcije dimenzije.



1 Klasi¢cni MDS

1.1 Analiza glavnih komponenti

Analiza glavnih komponenti (ili, kra¢e, PCA) je tehnika koja se ¢esto koristi u praksi za
smanjenje dimenzije, kompresiju podataka, prepoznavanje znacajki i prikazivanje podataka.
PCA je jos poznata i pod nazivom Karhunen-Loéve transformacija.

Najcesce su dvije koristene definicije PCA tehnike iz kojih proizlazi isti algoritam. Jedna
definicija je da je PCA pronalazak ortogonalnog projektora koji ¢e projicirati podatke u nize-
dimenzionalni prostor, poznat kao principijalni potprostor, i o¢uvati sto vise varijance medu
projiciranim podacima. Druga definicija PCA je pronalazak linearnog projektora koji mini-
mizira gresku projiciranih podataka, definiranu kao suma kvadrata udaljenosti originalnih i
projiciranih podataka. Ova tehnika je bazirana na sljede¢em vrlo vaznom teoremu.

Teorem 1.1 (Eckart-Young-Mirsky teorem)
Neka je X € R™ ™ centrirana matrica ¢iji je rang r(X) te je pripadna SVD dekompozicija
(vidi [10]) matrice

X =UxVvT,

pri cemu je Y dijagonalna matrica
o -
Y =diag(oy, ..., 04,0, ...,0) = o
0

sa singularnim vrijednostima na dijagonali o1 > --- > 0, > 0, a matrice U © V ortogonalne
matrice. Tada je

X =USV"
rjesenje optimizacijskog problema

in [|[X—-Y 1

Join, | I, (1)

gdje je matrica Sy dijagonalna matrica sa prvih k najvecih singularnih vrijednosti matrice 3
na dijagonali, odnosno

01

S = diag(oq, ..., 0%, 0, ..., 0) = o

Teorem navodimo bez dokaza, no ukoliko citatelj zZeli vidjeti dokaz moze ga pronaci u
[5]. Uodimo da ako uzmemo matricu Vi € R™* &ji su stupci prvih k stupaca ma-
trice V, onda rjesenje US,VT minimizacijskog problema iz teorema moZemo zapisat kao
US,VT = XV,Vi'. Tim zapisom dobija se linearno mapiranje Vi’ koje ¢e podatak z; iz
originalne dimenzije n mapirati u podatak VI x; u prostor niZe dimenzije k.



Ako pak zelimo vratiti podatak u originalnu dimenziju, mozemo to ucinit opet matricom Vj,
kao Vi Vil z;.

U svrhu lakseg razumijevanja redukcije dimenzije, koristit ¢éemo umjetno generirani skup
podataka u prostoru R®. Sljedeéa slika prikazuje umjetno generirani skup to¢aka koji pred-
stavlja otvorenu kutiju.
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Slika 2: Skup podataka: otvorena kutija.

Iz slike 2 mozemo uociti da su podaci u obliku otvorene kutije, odnosno imamo 5 stranica,
svaka stranica otvorene kutije sadrzava 10x10 podjednako rasporedenih tocaka, Sto znaci
da taj skup ukupno sadrzi 500 razli¢itih podataka. Primjenom PCA tehnike na dani skup
podataka, odnosno kao rjesenje optimizacijskog problema (1) dobivamo skup podataka Y

oblika:



PCA on box(10)
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Slika 3: PCA na otvorenoj kutiji.

Slika 3 predocava sto to zapravo znaci reducirati dimenziju tehnikom PCA. Dakle, pronala-
zimo svojstvene vektore smjera u kojem je rasprsenost (ili, varijanca) podataka najmanja te
brisanjem tih vektora "spljosti" podatke u nizu dimenziju. U slucaju slike 2, podatke smo
"spljostili" u smjeru od otvora prema dnu kutije i time dobili prikaz koji predstavlja slika 3.

1.1.1 Metoda glavnih koordinata

Kao ekvivalent metodi PCA, metoda glavnih koordinata, ili, kra¢e, PCO (eng. principal
coordinate analisys), pronalazi linearno mapiranje podataka u nizu dimenziju koristeéi samo
matricu medusobnih euklidskih udaljenost. Ukoliko nam je zadana matrica udaljenosti D
nepoznatih podataka X, ovom metodom uz malu transformaciju D mozemo dobiti matricu
X ¢ije medusobne udaljenosti podataka odgovaraju udaljenostima iz dane matrice i kao po-
sljedicu dobiti jednu metodu za snizenje dimenzije. U sljedec¢oj propoziciji ¢emo pokazakati
koja je to transformacija koja daje zeljene podatke.

Propozicija 1.1
Neka je dana matrica udaljenosti D € R™ ™ nepoznatih podataka. Tada postoji matrica
podataka X € R™, g < m, ¢ija je matrica udaljenosti jednaka D 1 vrijedi

1
XXT = —§HD[2}H,

gdje je H matrica centriranja i D? matrica kojoj je svaki element dodatno kvadriran. Do-
datno spektralnom dekompozicijom dobivamo jedno od rjesenja

X =U%.



Dokaz.

Radi jednostavnosti, trazit ¢emo centriranu matricu podataka X. Za tu matricu vrijedi
i
Kako bismo pronasli odgovarajuce tocke, potrebna nam je transformacija udaljenosti
d2(X) = alw; — 22 x; + xl x;

te sumacijom po %, po j te po ij dobivamo

=1 =1
1 m m
m Z dij(X) = r) T+ — Z:L‘fx],
7j=1 7j=1
1 m m 2 m
Y = St
e B0 =5, 2

te uz odgovarajuée oznake

gdje je
L
Qij = _§dij<X)7
1 m
a; = %FI Qyj,
aj; = ;Z%a

S\H&

S
I
[}
s <
B

N
I
—
.
I
—

Ukoliko definiramo matricu A kao A = [a;;], dobivamo da je
XX" =HAH.

Kako je D realna simetricna matrica, tako je HAH realna pozitivno semidefinitna matrica,
slijedi da je i X X7 pozitivno semidefinitna. Spektralnom dekompozicijom dobivamo

XXT =Uuz*U".
Ako uzmemo korjen od 2, tj. korjenujemo svaki element dijagonale, dobivamo
XxT=vs ()"
X =UX.



Primijetimo kako udaljenost neka dva podatka novodobivene matrice X iznosi
dig(X) = 0@ — zj0)". (2)
r=0

Ukoliko zelimo sniziti dimenziju podataka, a da Sto bolje oc¢uvamo kvadrate originalnih
udaljenosti podataka, treba sacuvati samo prvih £ najvec¢ih desnih singularnih vektora, sto
vrijedi za sve centrirane matrice.

Primjenom Eckart-Young-Mirsky teorema na danu propoziciju, tj. na X = U, dobivamo
da je Vi = I, jedini¢na matrica I, € R™* i sniZenje dimenzije postiZemo ¢uvanjem samo
prvih k singularnih vrijednosti, sto odgovara primjedbi (2). Dakle, ukoliko je matrica poda-
taka centrirana, tehnika PCA ¢e nastojati o¢uvati kvadrate medusobne udaljenosti podataka.

Dodatno, ako je matrica podataka centrirana i zahtijevamo da projicirani podaci isto budu
centrirani, snizenje dimenzije tehnikom PCO i tehnikom PCA je ekvivalentno minimizaciji

funkcije
min > (d2,(X) = d(v)) .
i

r(Y)=

1.2 Slucajna projekcija

Metoda slucajne projekcije (ili, kraée, RP) je jednostavna, ali efikasna metoda smanjenja
dimenzije iza koje stoje lijepi teorijski rezultati. Metoda se provodi jednostavnim mnoze-
njem podataka slu¢ajnom matricom, odabranom tako da ima Johnson-Lindenstrauss (JL)
svojstvo. Matrice s elementima realiziranim iz jedne velike klase distribucija, kao na primjer
normalne ili diskretne uniformne distribucije, sadrze JL svojstvo.

RP metoda se uspjesno koristi u raznim primjenama kao sto su procesuiranje signala, strojno
ucenje, podatkovno i tekstualno rudarenje, prijenos podataka i optimizacija odredenih funk-
cija. Ta metoda zahtijeva znatno manje racunanja u odnosu na ostale metode koristene u
navedenim podruc¢jima primjene, ali greska i koli¢ina izgubljenih podataka ovisi o slucaj-
nosti i vjerojatnosti. PCA tehnika snizenja dimenzije racunski zna biti skupa i separirane
klastere podataka, zna zbliziti dok kod RP to nije slu¢aj. Dodatno, ukoliko podaci dolaze iz
mjesavine Gaussijana, primjenom ove tehnike Gaussijani ¢e postati vise sferi¢ni nego sto su
bili u originalnoj dimenziji. Metoda RP se temelji na sljede¢im lemama, koje navodimo bez
dokaza (vidi [4, str. 4]).

Lema 1.1 (Johnson-Lindenstrauss lema)
Za dani 0 < e < 1, X € R™" i realan broj k > Ce ?logn, gdje je C > 0 dovoljno velika
konstanta, postoji linearno mapiranje f : R™ — R* takvo da vrijedi

(L= e)llws — wjllz < [[f(@s) = flzpll < A+ )|lwi — ajll2, Vi j=1...m.
Lema 1.2 (Lema slucajne projekcije)
Neka je € € (0,1) i slucajno normalizirano linearno mapiranje T : R™ — R*. Tada za svaki
x € R" vrijedi
P((1=¢)|lells < [Tall2 < (14¢) [la]l5) > 1 - 2e7*,

gdje je ¢ > 0 neka konstanta neovisna o n, k i .



Sluc¢ajno normalizirano linearno mapiranje 7" iz leme 1.2 mozemo izabrati kao npr.

o T = ﬁA gdje je svaki element matrice A slucajno odabran iz standardne normalne
distribucije N (0, 1),

o T = ﬁA gdje svaki element od A poprima vrijednost 1 ili —1, svaku s vjerojatnoséu
1
5.
Leme 1.1 1 1.2 nam govore da ukoliko nam originalni podaci imaju distribuciju neke mjesa-
vine Gaussijana, tada postoji vjerojatnost da ¢e Gaussijani u toj mjesavini ostati jednako
separirani. Definirajmo mjesavinu Gaussijana.

Definicija 1.1
n—dimenzionalni Gaussijan je slucajna varijabla N(p,X), ¢ija je funkcija gustoce

1
T = Gy

e~ 3@=—mTE a—p)

Definicija 1.2 (c-separiranost klastera)
Dva sfericna Gaussijana N(uy,0°1,) @ N(ug,0%1,) su c-separirana ako

2 = piall = cov/n.

Opéenitije, Gaussijani N(p1,%1) @ N(u2, X2) uR"™ su c-separirani ako

i — aal| = eyfmax {tr(S1), tr(22)}

Sljedec¢e dvije leme nam govore o svojstvima projiciranih podataka koja su oc¢uvana RP
tehnikom redukcije dimenzije.

Lema 1.3 (Dasgupta [4])

Neka je mjesavina od t Gaussijana iz R" c-separirana i neka su 0,e € (0,1) vjerojatnosni
parametar i parametar preciznosti. Ukoliko je mjesavina projicirana u podprostor dimenzije
k > % ln%, gdje je Cy neka univerzalna konstanta, tada s vjerojatnoséu vecom od 1 — 4,
projicirana mjesavina Gaussijana u R* ée biti ¢/1 — e-separirana.

Lema 1.4 (Dasgupta [4])

Neka su 0, € (0,1) vjerojatnosni parametar i parametar preciznosti. Ako je proizvoljan
Gaussijan iz prostora R" projiciran u nasumicno odabran podprosto dimenzije k takav da
vrijedi

Amax (2) 1 k

—— = |log =+ klog— |,

Amin(2)e2 ( &5 & 5)

gdje je Csy meka univerzalna konstanta. Tada uz vjerojatnost vecom od 1 — 9§, omjer za
projicirane podatke bit ce

n>C'2

Mmax(X) L

/\min(z)
gdje je Amax(X) najveca svojstvena vrijednost matrice X, a Apin(X) najmanja svojstvena
vrijednost. Ako vrijedi za originalne podatke

_ 1
7) < n'2¢, 1/2 (log

~1/2
3 + klog k) ;



onda s vjerojatnoscu vecom od 1 — 9, projicirani podaci ce imati

A

A

)\max Z 9.
)\minz

Lema 1.3 govori o o¢uvanju c-separiranosti klastera dok lema 1.4 govori o obliku novih
klastera, odnosno, novi klasteri ¢e biti vise sferi¢ni nego $to su bili klasteri u originalnoj
dimeniziji. Ova dva svojstva metode RP su se pokazala jako korisnim u strojnom ucenju, u
problemima klasifikacije i grupiranju podataka.



2 Metricki MDS

U ovom poglavlju bavit ¢emo se metrickim visedimenzionalnim skaliranjme (ili, kra¢e, mMDS-
om). mMDS je klasican algoritam za pronalazak strukture podataka preko matrice medu-
sobnih udaljenosti ili matrice razlic¢itosti. Glavna ideja MDS algoritma je pronalazak tocaka
X = [$1,$2,.--,$n]T,

u zeljenoj dimenziji, ¢ije medusobne euklidske udaljenosti (||lz; — x;||2) odgovaraju danoj
matrici udaljenosti A = [§;;]. Za razliku od klasi¢nog visedimenzionalnog skaliranja, me-
tricko visedimenzionalno skaliranje projicira podatke u nizu dimenziju na nelinearan nacin
i eksplicitno ne daje funkciju projekcije kojom radi projiciranje. Prvu metodu za racuna-
nje mMDS-a predlozio je Sammon jos 1969. godine koja Newton-ovom metodom rjesava
minimizacijski problem oblika

X = argn}}na(X).

1 3 (I — z4l|2 — 6i;)°
p— 3
3 0ij i ij )
i<j

......

o(X)

trazenoj matrici udaljenosti A. Kako ju je Sammon prvi predlozio, funkcija (3) dobiva naziv
Sammon-ovo mapiranje. Cesto se u literaturi, zbog oblika funkcije (3), mMDS jo§ naziva
i skaliranje pomoc¢u najmanjih kvadrata te se u praksi umjesto minimizacije funkcije (3)
optimizira generalnija funkcija

ow (X) Zzwij(||$z‘—xj||2—5z‘j)27 (4)

koja rjesava isti problem. Funkcije (3) i (4) nisu konveksne zbog ¢ega, ovisno o izboru po-
cetnih parametara i veliina w;;, moZemo dobiti razlic¢ita i neoptimalna rjesenja. Jednako
tako, matrica euklidskih udaljenosti je neovisna o rotaciji, translaciji i zrcaljenju rjesenja sto
ne utjece na vrijednost funkcije, nego samo na podatke X.

Kako bismo mogli minimizirati funckiju (4) trebamo prvo poznavati gradijent te funkcije.

Parcijalna derivacija funckije d;;(X) = ||#; — ;|2 po podatku z, iznosi nula ukoliko 7 # ¢ i
j # t. U slucaju kada je ¢ = t, ona iznosi:
0 s 0
oz, (di; (X)) = £($t — ;)" (2 — ;)
0
20y (X) iy (X) = 2, — ). 5)

T

Izrac¢unajmo sada derivaciju funkcije cilja (4) po podatku z;:
0 0 9
%UW(X) = o > wij ([lzs — sll2 — 6i5)"

1<j

. . . v . . 2 . v .
Dovoljno je gledati samo ¢lanove u sumi oblika wy; (||x; — x;]|)2 — d¢;)” jer ostali clanovi ne
ovise o varijabli x; te stoga njihova derivacija iznosi nula.
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Dakle, tada imamo:

oW () = S e =l =0,
() - 2w (= 5 = 05)- ol =l
te koristenjem (5) dobivamo
%o—mm =23y "xj@f”;j[f“ (w0 = 7). (6)

Formula (6) nam govori u kojem smjeru moramo pomaknuti tocku z; zelimo li smanjiti vri-
jednost funkcije cilja. Uoc¢imo da funkcija nije diferencijabilna u svim toc¢kama jer za x, = x;
dobivamo nulu u nazivniku, sto stvara problem pri racunanju.

Kako bismo si lakse predocili sto to zapravo Sammon-ovo mapiranje radi, reducirajmo otvo-
renu kutiju (Slika 2) ovom nelinearnom tehnikom smanjenja dimenzije.

SMACOF on box(10)

0.75 ..:::.\'.\'.". E § =: ...' ..O ..o ..
0.50 - ...:'.:Q : : } } ? E s‘. o:.
0254 :.':o: : o : : o A .. o ..o
....:.. o : .o * o o : s} -Q:
0.00 4 .....“. °* . : : : ® : :“.::::
-0.25 - :::.:.:'.‘..:'.. .. ..‘ :' :° : : :' :05:‘.'.'..
050] e ': .:'.?;.“:.ﬂ.ﬂ.n.n.’:’:ﬁ :. ’

T T T T T T T
—0.75 —0.50 —0.25 0.00 0.25 0.50 0.75

Slika 4: SMACOF na otvorenoj kutiji.

Slika 4 prikazuje otvorenu kutiju nakon redukcije dimenzije nelinearnom tehnikom Sammon-
ovo mapiranje. Za optimizaciju funckije cilja (4) koristen je specijalizirani algoritam SMA-
COF, o kojem ¢emo nesto vise reci u sljede¢em poglavlju.

Lako je vidljiva razlika izmedu linearne tehnike PCA (Slika 3) i nelinearne tehnike Sammon-
ovo mapiranje (Slika 4). Nakon $to su podaci “spljosteni”, Sammon-ovo mapiranje dodatno
pogura podatke u smjeru u kojem ¢e medusobne udaljenosti podataka biti najbolje oc¢uvane.
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2.1 SMACOF

Skaliranje majorizacijom komplicirane funkcije (ili, kra¢e, SMACOF) je algoritam od
teorijske i prakticne vaznosti. Napravljen je kao rjesenje problema nediferencijabilnosti ori-
ginalnog algoritma za minimizaciju Sammon-ove funkcije. Sam algoritam je jednostavan za
implementirati te koristi osnovne rezultate linearne algebre i diferencijalnog racuna.

Guttman prvi predstavlja verziju ovog algoritma zvanu Guttman transformacija koja

pomocu rjesenja jednadzbe
X =V'B(X)X

po X pronalazi podatke u nizoj dimenziji za koje vrijedi da je (4) minimalna. Za pronala-
zak X, Guttman predlaze gradijentnu metodu te ne daje dokaz o konvergenciji. Zatim, De
Leeuw predlaze trenutni majorizacijski pristup pronalaska X poznat kao SMACOF. Tako-
der, nudi iterativnu metodu rjesavanja mMDS problema te jednostavnim dokazom pokazuje
konvergenciju novog predlozenog algoritma koji rjeSava problem nediferencijabilnosti (6) u
odredenim tockama.

Radi lakseg razumijevanja, uvest ¢emo nekoliko oznaka i definicija. Pocet ¢emo s upravlja-
njem osnovnim podacima te kasnije do¢i do matri¢nog zapisa osnovnih funkcija. Ako bismo
htjeli uzeti i—ti podatak iz nase matrice X, tu matricu bismo trebali pomnoziti sa i-tim
vektorom kanonske baze, t.j. vektorom koji na i-toj poziciji sadrzi jedinicu, a na ostalim
pozicijama nule, odnosno

€T; = XTei.

Koristeéi takav zapis podatka, ponvno definirajmo udaljenost dva podatka.
Definicija 2.1
Definirajmo matricu A;; na nacin:

Ay = (e; —¢;)" (e; — €;),

gdje je e; i-ti vektor kanonske baze. Tada udaljenost d;;(X) i-tog i j-tog podatka moZemo
transformirat tako da dobijemo oblik iskazan pomocu matrica:

(di(X))* = ll&s — 515

= (2 — 2;)" (2 — 1)

= (XTGi — XTGJ')T(XT(?Z‘ — XTej)

= (62' — ej)TXXT(eZ- — €j>

=tr (XT(eZ» — ;)" (e — ej)X)
Kako bismo preoblikovali funkciju cilja (4) u nama pogodniji oblik, trebaju nam sljedeée
dvije definicije.
Definicija 2.2

Difinirajmo matricu teZina V' koristeci tezine w;; iz (4) na nacin:

i<j
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Iz ovakve definicije matrice V slijedi elegantan zapis izraza:

> wi (dij(X))2 =1tr (XTVX) :

i<j
Definicija 2.3
Definirajmo matricu B(X) po uzoru na prijasnju matricu, na nacin:

5i
B X == i Y Az e
X)= 2. wy dij(X)" "

1<j
dij(X)>0

Jednako kao i V', matricu B(X) smo uveli da bismo mogli elegantnije zapisati izraz oblika:
i<j
Sada kada smo definirali osnovne matrice, funkciju cilja (4) moZemo zapisati na pogodniji

nacin u obliku sljedece definicije.

Definicija 2.4
Ponovno definirajmo funkciju cilja o(X) za problem smanjenja dimenzije. Pocevsi od (4),
nizom transformacija dobivamo izraz oblika:
2
o(X) =D wi (0i; — dij (X))
i<j
— 2 T T
=Y w6y — 2tr (XTB(X)X) +tr (X"VX) .
i<j
Buduéi da je Y wijc% konstanta, uvodimo oznaku ¢ = Y wijéizj te time zapis postaje
i<j i<j

o(X) =c—2r (X"B(X)X) +tr (XTVX). (7)

Kako smo funkciju (4) zapisali koriste¢i matrice, tako mozemo i njenu derivaciju (6). Slje-
de¢om definicijom dajemo taj zapis derivacije.

Definicija 2.5
Definirajmo derivaciju Vo (X), koristeéi (6) i definicije 2.2 ¢ 2.3, na nacin:

Vo(X) = —2B(X)X +2VX.

Uoc¢imo da ukoliko postavimo Vo (X) na nula dobivamo kojeg su oblika stacionarne tocke
X funkcije (7):

VX = B(X)X.
Koristeéi Moore-Penrose inverz V' (vidi [8]) dobivamo temeljnu jednadzbu za konstruckiju
SMACOF algoritma:

X = VtB(X)X.

Rac¢unanje desne strane ove jednakosti je SMACOF algoritam. Definirajmo to kao jednu
iteraciju alogritma.

Definicija 2.6 (Guttman transformacija)
Definirajmo Guttman transformaciju I'(X) na nacin:

I'(X)=V'B(X)X (8)
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Primjenom Guttman transformacije na projekciju podataka smanjujemo vrijednost funkcije
cilja (4). Konvergenciju algoritma ¢emo dokazati u teoremu korak SMACOF-a, pa su nam
u tu svrhu potrebne sljedece leme.

Lema 2.1
Za sve X i Y iz R™" vrijedi

tr (X"B(X)X) > tr (X"B(Y)Y).
Dokaz.

Po Cauchy-Schwarz nejednakosti (vidi [3]) slijedi

tr (XTA”Y) S \/tT (XTA”X \/t’l“ YT A Y dZ’J(X) : dZ](Y)

Ukoliko pomnozimo obje strane s w;;0; ;/d;;(Y") 1 prosumiramo po svim ¢ < j dobivamo:

S (X7 (wsziys) ¥ ) < Dot 032G

1<j 1<j

tr (XTB(Y)Y) <tr (X"B(X)X).

Lema 2.2
Za sve X 1Y iz R™" vrijedi

—2tr (XTVY) +2(X) = * (X =Y) = (V)

gdje je
"(2) =tr (2"'VZ).

Dokaz.
Bududi da je n*(Z) = tr (ZTVZ), tada za Z = X — Y imamo:
X =Y)=tr (X -Y)'V(X -Y))
=tr (XTVX = X"VY —YTVX +YTVY)
=12 (X) = tr (XTVY) —tr (YI'VX) + (V).

Znamo da je tr(X) = tr(X7) te iz konstrukcije matrice V vrijedi V7 =V pa imamo:

tr (YTVX) =tr (XTVTY)

tr (XTV'Y) =tr (XTVY)
iz ¢ega trivijalno slijedi:

(X =) =12(X) = 2tr (XTVY ) + (V).
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Lema 2.3
Za sve X 1Y iz R™" vrijedi
o(X) <c—n* (DY) +7° (X = T(Y)),

gdje je
(2) =tr (2"VZ).

Dokaz.
Prema definiciji o(X) slijedi
o(X) = c—2tr (XTB(X)X) +n*(X).
Koristenjem leme 2.1 dobivamo
o(X) <c—2r (XTBY)Y) +n*(X)
te uvodenjem zamjene VI'(Y) = VVTB(Y)Y = B(Y)Y imamo
o(X) <c—2r (XTVF(Y)) +n*(X).

Iz leme 2.2 slijedi:
o(X) <c—n* (DY) +n* (X —T(Y)).

[ |
Teorem 2.1 (korak SMACOF-a)
Za sve X € R™ " vrijedi
o (I(X)) < o(X).
Dokaz.
Uvrstavanjem I'(X) u lemu 2.3 dobivamo
o (D(X)) <c—n* (DY) +7* (T(X) = T(Y)), VY € R™".
Posebno, za Y = X imamo
o(T(X)) <e—n* (T(X)).
Kako je za svaki Z € R™"", 7*(Z) > 0, jer je n*(Z) = ¥ wi;d;;(Z), vrijedi
i<j
o(0(X)) < c—n* ((X))
<c—n* (0(X) + 7 (X = (X))
=o(X).
[ |

Teorem 2.1 nam govori da iterativnom primjenom funkcije (8) na nase podatke funkcija cilja
(4) monotono pada. Znamo da je funkcija cilja nenegatvina iz ¢ega, zajedno sa monotonim
padom, slijedi da funkcija cilja konvergira.
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Napomena 2.1
Vazno je napomenuti da kako n — oo i 0(X,) — o, ne znaci da vrijedi X, — X. Razlog
tome je to sto za matricu rotacije K vrijedi D;;(X) = D;j(KX) pa onda i o(X) = o(KX).

Odnosno, ako funkcija cilja o(X,,) konvergira prema o, ne znaci da ¢e i niz novih poda-
taka X, konvergirati prema rjesenju X. Rjesenje X nije jedinstveno i za proizovljnu matricu
rotacije ili matricu zrcaljenja K, matrica KX je jos jedno rjesenje optimizacijskog problema
(4) s funkcijom cilja jednakom rjesenju X. Naime, to znaci o(X) = o(KX).

Sada kada imamo dokazan teorem o konvergenciji SMACOF-a, mozemo dati i sam algo-
ritam. Radi jednostavnosti, algoritam dajemo napisan u programskom jeziku python.

import numpy as np
from scipy.spatial.distance import squareform, pdist

def D(X : np.array):
return squareform(pdist (X))

def SMACOF(Delta : np.array, dim : int, W : np.array, max_iter = 300):
Vo= -W
np.fill_diagonal(V, -V.sum(axis = 0))

Vp = np.linalg.pinv (V) # Moore-Penrose

X = np.random.rand(len(Delta), dim)

for _ in range(max_iter):
Dx = D(X)
Bx = -W * Delta * np.reciprocal(Dx, where = (Dx!=0))

np.fill_diagonal (Bx, -Bx.sum(axis = 0))
X = Vp.dot(Bx).dot(X)

return X
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