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SaZetak

Tema ovog rada su 0 — 1 matrice. U prvom dijelu rada definirat ¢emo osnovne
pojmove koje ¢emo koristiti u radu. Upoznat ¢emo se s nekoliko vrsta 0 — 1 ma-
trica gdje su prve matrica komunikacije i permutacijska matrica. Proucit ¢emo
Sto nam matrice komunikacije omogucuju pri racunu s Kroneckerovim produktom
te njihovu povezanost s vec i devec operatorima. Upoznat ¢emo se s matricama
eliminacije i duplikacije te s rezultatima koji se ticu 0 — 1 matrice vezane s ma-
tricom reda n. Na kraju ¢emo se upoznati s matricama pomaka i s njihovom
primjenom u vremenski povezanim procesima.

Kljué¢ne rijeci: 0 — 1 matrice, Kroneckerov produkt, matrica komunikacije, ma-
trica pomaka

Abstract

The theme of this paper are 0 — 1 matrices. The first part will define the basic
terms that will be mentioned in the paper. A few types of 0 — 1 matrices will be
presented where the first ones are communication matrix and the permutation
matrix. We will study what the communication matrices enable us with the Kro-
necker product and their connection with vec and devec operators. Elimination
and duplication matrices will also be presented as well as the results concerning
0 — 1 matrices connected to n X n matrices. In the end, shifting matrices will be
presented and their use in time connected processes.

Key words: 0 — 1 matrix, Kroneckers product, communication matrix, shift
matrix
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1 Uvod

0 — 1 matrica je cjelobrojna matrica u kojoj je svaki element 0 ili 1. Takoder se naziva i
binarna matrica, logicka matrica, matrica relacija ili Boolean matrica.

Prva 0 — 1 matrica se pojavila u ekonometriji i statistici koju nazivamo matrica izbora
¢ije stupce ¢ine odgovarajuce odabrani stupci iz jedini¢ne matrice. Mnozenjem s desna dane
matrice A matricom izbora kao rezultat dobijemo matricu ¢iji su stupci izabrani stupci ma-
trice A. Matrica permutacija je takoder 0 — 1 matrica. Stupci matrice permutacija dobiveni
su permutacijom stupaca jedini¢ne matrice, a mnozenje (s lijeva) s desna dane matrice A
matricom permutacija kao rezultat dobijemo matricu ¢iji su (retci) stupci dobiveni permu-
tacijom (redaka) stupaca matrice A.

Jos neke od 0 — 1 matrica koje ¢emo takoder proucavati u radu su matrice komunikacije,
matrice eliminacije i matrice kopiranja koje su povezane s vec, vech i 7 operatorima. Nave-
dene matrice su bitne jer se prirodno pojavljuju u matri¢nom rac¢unu.

Posljednje 0 — 1 matrice koje ¢emo razmatrati su tzv. matrice premjestanja. Mnoze-
njem (s lijeva) s desna dane matrice A matricom premjeStanja (retci) stupci matrice A su
premjesteni poprijeko (dolje) za odredeni broj mjesta te su novonastala mjesta popunjena

nulama.



2 Osnovni pojmovi

Definicija 1. Za n € N definiramo jedini¢nu matricu reda n kao kvadratnu matricu

(1 00 -+ 0
010 - 0
=10 01 -~ 0
000 -+ 1

Dakle, jedini¢na matrica ima jedinice na dijagonali, a svi ostali koeficijenti jednaki su joj 0.

~Za matricu B = (b;;) € M, kazemo da je donjetrokutasta ako vrijedi b;; = 0,Vi < j.“
( Baki¢, 2008: 38).

Pricamo li o permutaciji od npr. n elemenata, nije nam vazna priroda tih elemenata, veé¢

samo efekt djelovanja svake pojedine permutacije.
Definicija 2. Neka je n proizvoljan prirodan broj. Permutacija skupa {1,2,--- ;n} je bilo
koja bijekcija p : {1,2,...,n} — {1,2,...,n}. Cesto se kaze i da je p permutacija od n
elemenata. Skup svih permutacija od n elemenata oznacavamo sa S,,.

Kroneckerov produkt se definira za dvije matrice proizvoljne veli¢ine nad nekim prstenom.

S M, xn(F) oznacavamo skup svih matrica tipa m x n s koeficijentima iz polja F, gdje je F
polje R ili C. U slucaju kada je m = n pisemo M,,(F).

Definicija 3. Neka su A € M,,.,(F) i A € M,,,(F). Kroneckerov produkt matrica A i

B definiramo kao
anbB - ay,

A®B: eMmenq(F)

amB o
Neka od svojstava, koje éemo koristiti u radu, Kroneckerovog produkta su:
. A (Be(O)=(A®B)@C=ABxC,
2. (A® B)(C® D)= AC ® BD, ukoliko postoje AC' i BD,
3. (A B)T = AT @ BT |
4. (A B)t'=A"1g B!
5. Opéenito, A B# B® A

Svojstvo 5. Kroneckerovog produkta ne vrijedi za vekotre istog tipa a i b, tj. vrijedi a? @b =
b® a’ = ba’ i upravo ta iznimka nam dozvoljava da A ® b, gdje je A matrica tipa m x n, a
b vektor tipa p x 1, zapiSemo u obliku
at®b b®al
A®b= : = :
a” ®b b®a™



Vektorizacija matrice je linearna transformacija. Ona pretvara matricu u vektor stu-
pac. Princip rada operatora vektorizacije je prilicno jednostavan, on svrstava sve stupce
matrice jedan ispod drugog i moze se primijeniti na matrice bilo kojeg tipa.

Definicija 4. Neka je A matrica tipa m x n i a; je j-ti stupac matrice A. Tada je vec A
vektor tipa mn x 1
a1
vec A =

G

Navest ¢emo i neka osnovna svojstva operatora vektorizacije: Neka su A, B € M,,x,(F), i

neka je a € " . Tada vrijede sljedeca svojstva:
1. vec (A+ B) = vec A + vec B,
2. vec (A) = avec A,
3. vec (aT) = vec (a) = a.

Slicno, neka je A matrica tipa m x n i neka je a' i-ti redak matrice A. Tada je devec A
1 x mn vektor, tj.

devec A = [a*,--- ,a™
Dakle, devec operator transformira matricu A u redak vektor slazuci retke matrice A jednog
do drugog. Ocito je da su ta dva operatora medusobno povezana pa uo¢imo:

1. (vec A)T =[al,---al] = devec AT,

2. Ako je AT = B, tada vrijedi vec BT = (devec B)”.

3 Matrice izbora i permutacijske matrice

Promotrimo matricu A = (a; - - - a,), gdje je a; i-ti stupac od A, tipa m X n. Pretpostavimo
da zelimo pomoéu matrice A konstruirati novu matricu B ¢iji ée stupci biti npr. prvi, ¢etvrti
i peti stupac matrice A. Neka je & = (efejes), gdje je e} j-ti stupac jedini¢ne matrice I,
reda n. Ocito je

AS = (a1a4a5) = B.

Matricu § nazivamo matricom izbora, a njeni stupci su sacinjeni od stupaca jedini¢ne
matrice. Matrice izbora primjenjuju se u ekonometriji, grani ekonomije koja se bavi primje-
nom statistickih metoda na ekonomske podatke. Primjerice, matrica A moze predstavljati
zapazanja na svim endogenim varijablama u ekonometrijskom modelu, a matrica B moze
predstavljati zapazanja na endogenim varijablama koje se pojavljuju na desnoj strani odre-
dene jednadzbe u tom modelu. Uobic¢ajeno je koriStenje matrica izbora, a i matematicki je
prikladno, te pisSemo B = AS.

Navedeno svojstvo matrica izbora se generalizira u slucaju kada su dane matrice blok



matrice. Pretpostavimo da je A = (A, --- A,) matrica tipa m x np koja se sastoji od p m xn
matrica - svaka matrica A; je tipa m x n. Nadalje, pretpostavimo da Zelimo konstruirati
novu matricu B pomocé¢u matrice A, i to na nacin da se B sastoji od Ay, A4 1 As. Tada je

B = (A1 Ads) = AS® 1),

gdje je S = (efejer), isto kao u primjeru s pocetka ovog poglavlja.

Matrica P dobivena permutacijom stupaca i redaka jedini¢ne matrice naziva se permu-
tacijska matrica. Permutacijom redaka i stupaca jedini¢ne matrice dobivamo matricu u
kojoj svaki redak i svaki stupac sadrzi to¢no jedan element 1, a ostali elementi su 0. Svaka
permutacijska matrica je ortogonalna, tj. PT = P~! jer stupci jedini¢ne matrice ¢ine skup
ortonormiranih vektora. Rezultat mnozenja s lijeva (s desna) dane matrice A i matrice per-

mutacija je matrica ¢iji su retci (stupci) dobiveni permutacijom redaka (stupaca) matrice

A.

4 Matrica komunikacije i uopéenje vec i devec operatora
matrice komunikacije

4.1 Matrica komunikacije

Promotrimo situaciju kada imamo matricu A tipa m xn. Matricu A moZzemo zapisati u obliku

gdje je a; j-ti stupac, a a’ i-ti redak matrice A. Onda je

a1
vec A = : ,
Qp,
gdje je
al
vec AT =
am

Uocimo da vec A i vec AT sadrZe elemente matrice A, a razlikuju se samo u rasporedu tih
elemenata. Iz toga mozemo zakljuciti da postoji matrica permutacija K,,, reda

mn za koju vrijedi
Knvee A = vec AT



Matricu K,,, nazivamo matricom komunikacije. K,,, je matrica komunikacije povezana

s matricom tipa n x m. Vrijedi
KoK mvee A = vec A,

iz Cega slijedi K, = K,! = KT . Zadnja jednakost vrijedi jer je K,,, permutacijska
matrica. Uo¢imo i
Kln = Np1 = In

Eksplicitni zapis matrice komunikacije K,,, je

I, @€l
I, ®el
Ko, = ] =, @, ey I, e,

I, ®en
gdje je e j-ti stupac jedini¢ne matrice I,, reda m, a el je i-ti supac jedini¢ne matrice I,
J 7

reda n.

4.2 Matrice komunikacije, Kroneckerov produkt i operator vekto-
rizacije
Matrice komunikacije nam dozvoljavaju izmjenjivanje matrica u Kroneckerovom produktu,

to je njihovo osnovno svojstvo. Teorijski dio vezan za ovo poglavlje je preuzet iz [3].
Neka je A matrica tipa m X n, B matrica tipa p X ¢, a b vektor tipa p x 1. Tada je

Kpm(A® B) = (B & A)Kqn,

Kpm(A® B)Kyg = B® A,
Kym(A®b) =b® A,

Kp(b® A) = A®b.

Druga svojstva komunikacijskih matrica vezana uz Kroneckerov produkt nisu dobro poznata.

Neka su A i B navedene matrice i neka je

bl
B = :
b?
gdje je b' i-ti redak matrice B. Tada vrijedi:
b A® bt
AB=Ax | : | # :
bP AP
Teorem 1.
A® b
K,m(A® B) = :
AR



Dokaz.

I, ® el A® B A b
Kpm(A® B) = : (A® B) = : = :
L, ®ep A®e§B AR bP

]

Sliéno, ako zapiSemo matricu B u obliku B = (by ---b,), gdje je b; j-ti stupac matrice B,
tada vrijedi:
ARB=A® (by---by) #(A®by--- AR by)

Teorem 2.
(A9 B)Kpy=(A®b;---A®b,)

Dokaz.

(A B)K,g=(A®B)([,®¢] - I,®el) = (A® Bef--- A® Bel) = (A@by--- A®b,)

O
Slijeded¢i teoremi su povezani s prethodno navedenim teoremima.
Teorem 3.
AR b
(Kgm @ 1p)(A® vec B) = :
A® b,
Dokaz.
I, ® (ef ® I,) A® (ef ® I,)vec B A® b
(Km®I,)(A®vec B) = : (A®vec B) = : = :
I @ (el ®1,) A® (el ® I)vec B A®b,
O
Teorem 4.
B ® aq
(I, ® Kpm)(vec A® B) == :
B®a,
Dokaz.
Kpm 0 CL1®B Kpm(al ®B) B®a1
([, @Kpm)(vec AQB) = : = : = ;
0 Kpm a, @B Kym(a, ® B) B ® a,,



Bududi da vrijedi K.} = K,,,,, navedeni teoremi iziskuju slijedece korolare:

A®b!
A®B = Ky, : ,
AP
A®B=(A®0b - ARby)Ken,
A® b
(A®vee B) = (King ® I, : )
A®D,
B ® ay
(vec A® B) = (I, ® K,,)) :
B®a,

Analizom teorema mozemo dobiti jos nekoliko sli¢nih korolara.
Teorem 3. i 4. nam omogucuju pretvorbu vec-a Kroneckerovog produkta u Kroneckerov
produkt vec-a i obrnuto. Promotrimo slijedecu situaciju. Neka su matrica A tipa m x n i

matrica B tipa p X ¢ zapisane u obliku:
A:(al-..an)7 B:(bl"'bq>‘

Dakle, vrijedi:

A®B: (al®b1"'a1®bq"'an®bl"'an®bq);
iz Cega slijedi:
a; ® by
a1 Q bq
vec (A® B) = :
Qp & bl

a, ® by
gdje je

b1
ar ® :
by
vec A®vec B = :

by
an ® :

q

b
Uoc¢imo da su elementi oba vektora jednaki, samo im je poredak drugaciji od vektora

do vektora. Svaki je vektor moguée dobit mnoZenjem drugog vektora odgovaraju¢om 0 — 1

matricom. Primjenjujuéi Teoreme 3. i 4. slijedi

vec (A® B) = (I, ® Ky ® I,)(vec A ® vec B), (1)
(I, @ Ky @ I,)vee (A® B) = vec A® vec B. (2)

10



Navedena svojstva matrice komunikacije nam omogucuju da zapiSsemo vec (A ® B) po-

mocu vec A ili vec B. Zapis nam ilustrira slijedeéi teorem.

Teorem 5.
-[m & bl
vec (A® B) = |I,® : vec A,
I, ® b,
I, @ a ]
vec (A® B) = : ® I, | vec B.
I, ®a,

Dokaz. 1z jednadzbe (1) slijedi:
vec (A® B) = (I, ® Ky ® 1) (vec A®@ vec B) = (I, ® Ky, @ I)vec [vec B(vec A)7],
vrijedi:
vec [vec B(vec A)T] = [I,, ® (I,, ® vec B)]vec A = [(vec A® I,) ® I,|vec B,
pa je
vec (A® B) = {1, @ [(Kyn ® I,) (I, ® vec B)|}vec A = {[(1, @ Kym)(vec A®I,)]® I,}vec B.

Koristeéi Teoreme 3. 1 4. dobivamo traZzeni rezultat. O

5 Generalizirani vec i devec operatori matrice komunika-
cije
5.1 Eksplicitni izrazi za K], i K
Matrica K,,, je matrica komunikacije koju mozemo zapisati u obliku
I, ® el
Konn = : =[ln @€l In®ep], (3)
I, ®em

m

gdje je e} j-ti stupac jedini¢ne matrice I, reda n. Dakle, matrica KT je tipa n x nm? i

dana je s
K=l @el" I, ®ep], (4)

a matrica K7™ je matrica tipa mn? X m i dana je s

I, ®e}
Ko = :
I, ®e;

11



Iz Teorema 5. slijedi da za matricu A, tipa m x n vrijedi

I, ® elG
vec (AR Ig) = |1, ® : vec A. (5)
I, ® e

Slijedi da sada vec(A ® I) mozemo zapisati pomocu generaliziranih vec-ova kao
vec (A® Ig) = (I, ® K] )vec A (6)
U posebnom slucaju, kada je a vektor tipa m x 1 vrijedi
vee (a® Ig) = K)a

pa, sli¢no, mozemo zapisati

I, ® ef
vec (Ig @ A) = : ® I, | vec A
I, ® eg
= (K% ® I,)vec A (7)

te vrijedi
vec (Ig ® a) = (vec Ig ® I,)a.

Jednadzbe (6) i (7) ¢e omoguciti zapis izvoda vec (A ® Ig) i vec (Ig ® A) pomocu generali-

ziranih vec-ova i devec-ova matrice komunikacije.
3 3 Tn 3 Tn
5.2 Korisna svojstva K .1 K
U izvodima za K%, i K7 uobitajeno ih je izraZavati pomoc¢u matrice komunikacije Kgy,.

Teorem 6.

Ky = (Kgn ® Ig) (1, @ vec 1) = (Ig ® Ku¢)(vee Ig ® 1),
Kg’; = [In X (VeC [G)T](Kn(; & [G) = [(VeC Ig)T X [nKIG X KGn)'

Dokaz. Koriste¢i jednadzbu (3), mozemo zapisati

I, @ (e§" @ Ig) (vee Ig)
(Kgn ® 1) (I, @ vec Ig) = :
I, ® (& @ Ig)(vec Ig)

Ovo odito izjednacuje K72 s (e§" @ Ig)(vec Ig) = e§ za j=1,...,G paslijedi
Kng(e? X In) [n X 6?
(Ie ® Kng)(vee Ig @ 1) = : = : = K¢
KnG<eg X In) In & eg
Odgovarajuéi rezultati za K77, dobiveni sus K7 = (KZ)". O

12



Koriste¢i svojstva matrice komunikacije i Teorema 6. moguce je izvesti izraze za K™% i K.
Primjerice, znamo da za matricu A tipa m X n, matricu B tipa p X ¢ i vektor b tipa p x 1
vrijedi

Kym(A®b) =b® A,

Kp(b®A)=AR0D.

Teorem 7. Za matricu A tipa m X n, matricu B tipa p X ¢ i vektor b tipa p x 1 vrijedi

T (ARb® I,) =b® (vec AT,
K%@@A@I) A b,

mio(In @b ® A) = devec A® D,
K”% RA®Db) =0 ® A.

Dokaz.

Ki(A®b® I,) = [I, ® (vec I,) ] (b® A® L,) = b® (vec I,,)T(A® I,,)) = b® (vec A)T,
KTm(b RARIL,) = [I,® (vec ) (A®bR 1) =A® (vec [,)’' (b I,) = A®b",

min(In @b ® A) = [(vec I,)T @ L](I,, ® A®b) = (vec 1,,)T (I,, ® A) @ b = devec A® b,
KTm( @ A®b) = [(vec )T @ L,](I[, @ b® A) = (vec I,)' (I, ® b) @ A = b" @ A.

O

Moguce je dobiti i odgovarajucée rezultate za generalizirane vec-ove komunikacijske matrice
K uz pomo¢ odgovarajucih matrica, no takvi su dokazi neefikasni jer te rezultate je lakSe

dobltl pomocu svojstava generaliziranih vec i devec operatora. Primjerice, imamo
K,m(A®b) =b® A.
Uzimajuéi devec,, od obje strane, dobivamo
Km(l,® A®b) =b" @ A.
Sli¢no, uzmemo li devec, jednadzbe K,,,(b® A) = A ® b, dobijemo
Kr (In @ b® A) = devec A®b.
Takoder, znamo da vrijedi K, /), = Ipn 1 uzimajudi vec,, od obje strane jednadzbe slijedi
(I & Kypm) K = (I72).

Takoder je moguée dobiti i ostale slicne dokaze koriste¢i navedena svojstva.

5.3 Ostali teoremi o K7, i K,

U ovom ¢emo potpoglavlju obraditi teoreme vezane uz Kzg, a ekvivalentne teoreme vezane uz
K[ mozemo takoder dobiti koristenjem odgovarjau¢ih matrica. U ovom ¢emo potpoglavlju
koristiti 7 za notaciju devecg i T za notaciju vecg operatora. Ostali generalizirani devec i
vec operatori bit ¢e oznaceni odgovarajué¢im indeksima. Teorijski dio vezan za ovo poglavlje

je preuzet iz [3].

13



Teorem 8. Neka je a vektor tipa n x 1. Tada vrijedi
Kigla® Ig) = (I ® a'),
Kl © a) = (a” ® Ig).

Dokaz. Neka je a = (a1 ---a,), tada

al(IG ®In>
Kigla® Ig) = (Ig®el - Ig®ey) :
an(IG ®]n>
=ai(lg®et)+ - +a,(lg @ ey)

=Ig®a’

Sli¢no, vrijedi

KigIng®a) = (Ig®ej - Ig@ep)[l, @ (Ig ® a)]
=(Ig®ela--Ig® ela)
=(le®ay---1g @ ay)

— (CLl[G"'anIG)

= CLT X [G-
O
Teorem 9. Neka je A matrica tipa n x p. Tada
(I, » KI5)(vec A® L,¢) = Kyo(lg ® AT). (8)

Dokaz. Neka je A = (a1---ap), gdje je aj n x 1 j-ti stupac od A. Tada je lijevu stranu
jednadzbe (8) moguce zapisati kao
KZG 0 a; X InG’ Kzg(al X ]nG’)
- : = : (9)
0 Kic] \ & ® I Kra(ap ® Ing).
S druge strane, koriste¢i Teorem 7., desnu stranu jednadzbe (9) mozemo zapisati kao (/g ®
ar -+ Ig®ay)', i, prema svojstvima matrice komunikacije, to je jednako K,g(Ig ® AT). O

Teorem 10. Neka je U matrica tipa n x G i neka je u = vec U. Tada je K ,(I, ® u) =
Ul = (u™)T.

Dokaz. Ocito je

Kia(ln@u) = (Ig@et - Ig®ep) :
0 u
=[Ie®et)u--- (Ic ® e)ul.
Zapisimo u u obliku (uf ---ul)T, gdje je u; j-ti stupak od U. Tada

n -
€j U1 Uj1

(I ®e})u= : = : |=0U"

n .
6j uag U;a
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Teorem 11. Neka je u vektor tipa nG x 1. Tada

Dokaz. Zapisimo u = (ul ---ul)T gdje je svaki vektor u; G x 1.
Tada
uy & I,
Kawel,) =(Ie@e - Ig®ep) :
Up @ I,

(@)t (B ).
Vrijedi u; ® €} = ujef = (0---u---0),
pa slijedi
Klo(ux )= (u - u,) =u’.

Teorem 12.
(]m X K:G)Kmn,nG = KmG(IG ® KZ/:Z,)

Dokaz. Mozemo zapisati Kpng = [Im @ (I, ® €19) - I, @ (I, ® e"S)], pa slijedi
(In @ K76) Kmnng = [In @ KJg(In @ €19) -+ Iy @ K (I ® €3], (10)
Sada, prema Teoremu 10. slijedi
KoL @ ei) = [(er9)]",
i, buduéi da vrijedi e7¢ = e @ e iz svojstava generaliziranih devec operatora, slijedi
(1) = e,

pa slijedi
Ko(I, @ e1) = ef @ e = e[el.

Prvih n matrica na desnoj strani jednadzbe (10) mogu se zapisati kao

Ly@efet - In@efen = (In@el)In@el - I, @ep)
= (In ® 7' ) (K7)-

Slijedi da lijevu stranu jednadzbe (10) moZe biti zapisana kao

[(Ln @ €)Km -+ (I ® eG) K] = K (I ® K.

Teorem 13. Neka su b i d vektori tipa n x 1 i neka je ¢ G x 1 vektor. Tada

K (b®c®d) =d b
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Dokaz.
b1 (C ® d)

K;G(b®0®d):([G®€?---Ig®62) :
by(c® d)
=bi(c®d)+ - +b(c®d,)
= (bldl + - bndn)c

O
Teorem 14. Neka je b vektor tipa n x 11 neka je A Gn x p matrica. Tada
c(b®A) = (Ie@b")A.
Dokaz.
b1 A
Klo(0@A)=(Ig@el - Ig®ep) |
b, A
=bh(lgReP A+ +b,(IgRe")A
Neka je A = (AT ... AL)T | gdje je svaka podmatrica A; tipa n x p. Tada
(g @ A= (AT} ALen)"
pa slijedi
Kra(b® A) = bi(Afel - Agey)” + -+ bu(Af e - - Agep)”
Uzmimo u obzir prvu podmatricu,
ble’fAl +---+ anZAl = bTAl,
pa mozemo pisati
Tb@ A) = (ATb--- ALD)T = (I @ b1 A.
O

54 Kppp naspram K

Kpnp 1 K7 imaju np? stupaca. Promotrimo §to se dogada kada je Kroneckerov produkt sa
np? redaka naknadno pomnoZen navedenim matricama. Neka su A i B matrice takve da je
matrica A tipa m X p i matrica B je tipa r X np. Tada je A® B takav Kroneckerov produkt.
Iz Teorema 2. slijedi

(AR B)Kpnp = (A®@0b1--- AR byy), (11)
gdje je b; i-ti stupac matrice B. Slijede¢im teoremom je dan ekvivalentan rezultat za K.

Teorem 15. Neka je A matrica tipa m X p i neka je B matrica tipa r x np. Tada

B(I, ® a')
(A® B)K[» = :
B(I, ® a™)

gdje je a’ i-ti redak od A.
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Dokaz. )

(a' @ B)K]»
(A® B)K; = :
(a™® B)Kn

Iz Teorema 14. slijedi (o' ® B)Kn = B(I,, ® a'). O

Uzimajuéi transponirane oblike jednadzbi (11) i (12), mozemo uo¢iti da ako je C' matrica

tipa p X m i matrica D tipa np X r slijedi

Ced
Kpp(C® D) = : (13)
C®d?”
za koje vrijedi
Kn(C®D)=[I,®c)D-- (I, ®ch)D], (14)

gdje je d' i-ti redak matrice D i ¢; je j-ti stupac matrice C.

5.5 Matrica N,

Matrica N,, je reda n? povezana je s matricom komunikacije K,,. Matrica N, definirana je

s
1
N, = §(In2 + Kon).

Za matricu A reda n vrijedi
1 T
N,vec A = vec 5(14 + AY).

Ocito je, iz svojstava matrice komunikacije, da je N,, simetri¢na idempotentna matrica. To
znaci da vrijedi NI = N, = N2. Ostala svojstva matrice N,, koja ¢emo navesti su na
jednostavan nacin izvedena iz svojstava matrice K,,. Neka su A i B matrice reda n i neka
je b vektor tipa n x 1, tada vrijedi

1. NyKpp = Ny = Kpu Ny,
2. Ny(A® B)N, = N,(B® A)N,,

3. NN(AR B+ B® A)N,, = N,(A® B+ B®A) = (A® B+ B® A)N,, = 2N,,(A® B)N,,,
4. Ny(A® AN, = Ny(A® A) = (A® A)N,,

5. Na(A®b) = N,(b® A) = L(A@b+b® A).

Opéenito, za matricu K,, Cesto se koristi simbol K, a za matricu N, se koristi N.

Sukladno tome, nije neuobic¢ajeno ne pisati indekse matrica eliminacije i matrica duplikacije.
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6 Matrice eliminacije L, L

Ukoliko je matrica A reda n, tada vec A sadrzi sve elemente u vech A i u 7(A). Iz toga
slijedi da postoje matrice L tipa %n(n +1) x n?i L tipa %n(n — 1) x n? takve da vrijedi

Lvec A = vech A,
Lvec A = v(A).

Matrice L i L nazivaju se matricama eliminacije. Na primjer, za matricu A reda 3 vrijedi

100000000
010000000
L_|001000000
000010000]’
000001000
(00000000 1|
(001000000 0]
Ly=[0 01000000
(00000100 0|

7 Matrice duplikacije D, I

Vrijedi, ako je matrica A koja je reda n simetri¢na, tada vech A sadrzi sve osnovne elemente
matrice A, a neki od tih elemenata su duplirani u vec A. Iz toga slijedi da postoji 0 — 1
matrica D tipa n? X n(n + 1) za koju vrijedi

Dvech A = vec A.

Primjerice, za simetri¢nu matricu reda 3 je

100000
010000
001000
010000

Dy=|000100],
000010
001000
000010

(00000 1|

Sli¢no, ukoliko je matrica A donjetrokutasta matrica, tada su svi njeni osnovni nenul elementi
sadrzani u 7(A). Iz toga slijedi, postoji 0 — 1 matrica I tipa n? x %n(n —1) takva da vrijedi
=T

L 7(A) = vec A.

Matrice Di T nazivaju se matricama duplikacije.
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8 Rezultati koji se ticu 0 — 1 matrice vezane s matricom
reda n
Vrijedi
1. KD=D=ND,LD =1,
9. LTL=1,
3. DLN = N,
4. D'D = (LNL) "' =2I — LKL",
5. D= NL(LNL)"' = 2NL” — L"LKL",
6. DDT =2N — L"LKL"L,
7. IL =1,
8. LKL" =0,
9. Generalizirani inverz matrice D je D" = LN,
10. D*(A® B)D = D*(B @ A)D,
11. Za nesingularnu matricu A vrijedi [DT(A® A)D|™' = LN(A"'@ A"')NLT,

12. Neka je A = {a;;} matrica reda n. Tada je T Tvec A = vec A, gdje je A strogo
donjetrokutasta matrica dana s

0 0o - 0 0
Z _ a.21 asy - 0 0
Gp1 Ap2 " Qpp—1 0

Jos jedan od korisnih rezultata dan je slijede¢im teoremom

Teorem 16. Neka je A dijagonalna matrica s dijagonalnim elementima a1, ass - - - a,,. Tada
je DT(A® A)D takoder dijagonalna matrica dana s

P
ary
2@116L22 0

2alla’rm

DT (A® A)D = 255

2a22ann
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9 Matrice pomaka

Matrice koje ¢emo predstavit u ovom poglavlju se ¢esto koriste za analizu vremenski po-
vezanih modela. ,Kada je vremenski povezan proces zapisan u matricnom obliku, matrice
pomaka igraju istu ulogu kao lag operatori koji se pojavljuju kada zapiSsemo proces za odre-
deni vremenski period. Medutim, precizirajué¢i proces u matricnom zapisu koristeéi 0 — 1
matrice uvelike olakSava uporabu matri¢nog rac¢una® ( Turkington, 2002: 46). Lag operatori
su operatori koji djeluju na element nekog vremenskog niza te je dobiveni rezultat njegov

prethodni element.

9.1 Definicija i osnovne operacije

Razmotrimo matricu reda n

S

[oT o
Ly o]

Ocito je S; 0—1 matrica, i to donjetrokutasta. Nju nazivamo matricom pomaka. Mnozeci
danu matricu slijeva ili zdesna matricom S; elementi dani matrice se pomaknu za jedno
mjesto i nule se smjestaju na "novonastala" mjesta. Primjerice, neka je A = (a;;) matrica

tipa n x m 1 B = (b;;) matrica tipa m x n. Tada

0 0
a11 T Qim
S1A=| | |
ap—11 -+ Qp—1

pa uoc¢avamo da pri formiranju matrice S; A prvi redak matrice A je pomaknut dolje za jedno

mjesto i zamjenjen je s ret¢anim nul vektorom. Sli¢no,

big -+ by, O
BS, = | : R
b2 - byun O
pa uoCavamo da pri formiranju matrice BS; pomi¢emo stupce matrice B u lijevu stranu za
jedno mjesto te zamjenimo posljednji stupac stupcéanim nul vektorom. Uoc¢imo da za vektor

a tipa n x 1 vrijedi
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Ostale matrice pomaka mogu biti formirane iz matrice S; i one ¢e takoder pomaknuti ele-

mente dane matrice za jedno mjesto. Ocito

Q21 -+ Q2m
STA =
0 Anm
o .- 0

pomice retke matrice A gore za jedno mjesto i zadnji red je zamjenjen s ret¢anim nul vektorom

i

0 bir - b
BS{ =|: z
0 bt - bpni

pomice stupce matrice B u desno za jedno mjesto i prvi redak je zamjenjen nul vektorom.
Pretpostavimo da Zelimo zamjeniti prvi ili zadnji redak (stupac) dane matrice nul vektorom,
a da nam ostali elementi ostanu isti. To takoder mozemo napraviti koriste¢i matricu pomaka

S1. Primjetimo

o 0 by e b,
S5TA= | T, BSST= z
‘ ‘ 0 bm2 bmn
Qp1 *++ OGpm
et A b o+ by 0
SITS]_A: a a 5 BS{S]_: : :
nall n61m bml bmnfl 0

Takoder, matrica pomaka se moze koristiti da prvi redak (stupac) dane matrice ostavimo
isti, a da sve ostale elemente matrice pomnozimo danom konstantom k. Na primjer, ako je

I,, jedini¢na matrica reda n, tada

ai; - Qim

kayy -+ kaay,
I+ (k—1)88TA=| 2 ’

kanl T kanm

9.2 Matrice pomaka povezane s matricama reda n

Ukoliko je dana matrica pomnoZena slijeva (zdesna) matricom pomaka S; (S7) retci (stupci)
dane matrice su pomaknuti za jedno mjesto. Ostale matrice pomaka definiramo na slican
nacin i one pomicu elemente dane matrice za bilo koji broj mjesta. Primjetimo, dana matrica
reda n ima n matrica pomaka vezanih uz nju. Jedini¢na matrica [,, pomice elemente za nula
mjesta, matrica pomaka S; pomice elementa za jedno mjesto i nule idu na novonastala

mjesta, matrica pomaka
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o0 -
0 . 0
So = |1
10 I 0 0]
pomice elemente dane matrice za dva mjesta i nule idu na novonastala mjesta.
pomaka,
0
Sn—l = 0
0 .
1 0 --- 0

pomice elemente za n — 1 mjesta i na novonastala mjesta idu nule.

Ukoliko oznacimo j-ti stupac jedini¢ne matrice reda n s e;, tada je ocito

Sj= Y eely,
i=j+1
Sjei = €itj, t+7<n,
Sjei:(), 1+7 > n.
Stovise
S; =5, j=01,...,n—1

pod uvjetom da je S = I,,.

Analiza matrice pomaka S; je slicna analizi matrice S;.

Matrica

Ukoliko je A matrica reda n, tada je S} AS; matrica nastala pomicanjem elemenata ma-

trice A 7 redaka gore i pomicanjem j redaka prema lijevo, a novonastala mjesta su popunjena

nulama.

9.3 Neka od svojstava matrica pomaka

Ocito je da sve matrice pomaka, osim jedini¢ne matrice imaju slijedec¢a svojstva:
1. Sve su singularne, ¢ak Stovise, vrijedi 7(S;) =n — j.
2. Sve su nilpotentne, primjerice ST = 0.
3. 55 = Siyj, i+j<n.
4. 5;5; =0, i+j7>n.

Posljednja dva svojstva se mogu koristiti za pronalazenje i inverza matrica.
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Teorem 17. Neka je R matrica reda mi razmotrimo matricu reda mn danu s
M(r) = Lim + (R® S1).

Tada je
M) =Ly — R+ R*® 844 (—1)" (R © S,_y).

9.4 DMatrice pomaka i vremenski povezani procesi

Ocita primjena matrica pomaka je u vremenski povezanim procesima. U matricnom za-
pisu vremenski povezanih procesa matrice pomaka imaju istu ulogu kao lag operatori kada
zapisujemo proces za odredeni vremenski period t.

Razmotrimo autoregresivan proces reda' od 1, u, + cajus—y = &, t = 1,...,0 gdje su g
neovisne jednako distribuirane slucajne varijable. Koristeé¢i lag operator [y, gdje je lyu; =
u;—1, proces u trenutku ¢ mozemo zapisati kao (1 + aqly)uy = &;.

U matri¢nom zapisu, dani proces mozemo zapisati kao

U+ ou_1 = ¢,

gdje je
Uy Ug €1
Uy
U = , U1 = , €=
U, Un—1 €n

Novonastale vrijednosti vektora u_; mogu se zamjeniti nulama bez da uticu na rezultate.

Ukoliko to u¢inimo, slijedi

U1 = . = SlU/,

Up—1

pa matri¢ni zapis autoregresivnog procesa mozemo zapisati kao

I+ aShu =e.

1Poveznica izmedu matrica pomaka i lag operatora se moZe koristiti za izvode rezultata za matrice
pomaka. Primjerice, za —1 < @7 < 1 znamo da moZemo pretvoriti proces pokretnog prosjeka poretka
od [ u autoregresivan proces koristeéi prosirenje

(1+aql) 'y = (1 — agly + 212 -y,
gdje je Pu, = ug—j. Iz Cega slijedi
(In + a151)71 = In — 01151 + Oz%S% —
Znamo da vrijedi
SiSj = Si+j7 1+7<n,
SiSj = 0, Z+] > n,

pa slijedi
(In + 05151)_1 =1I,— o151 + a%S% — 4+ (—1)"_104?715’“,1.
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Sli¢no, ako razmotrimo autoregresivan proces od niza od p:
U+ QO Upg + - F QU =&, t=1,...,m,
gdje je p < n. U matri¢cnom zapisu, dani proces mozemo zapisati kao
U+ Uu—q + -+ Qpl_p =€,

gdje je
U—j4+1

Uog
U

Up—j

Opet, ako zamjenimo novonastale vrijednosti nulama, slijedi

0

0

Uy

Up—j
i autoregresivan proces mozemo zapisati kao
U+ apSiu -+ apSpu = €,
ili
u+ Upa = ¢,

gdje je
Uy, = (Siu---Spu) = S(I, ®u),

iS=(S;---95,) je matrica tipa n x np.
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