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Sazetak

U ovom zavrsnom radu upoznat ¢emo se s pojmom interpolacije funkcije polinomom
te dokazati egzistenciju i jedinstvenost Hermiteovog interpolacijskog polinoma. De-
finirat ¢emo Gaussove kvadraturne formule, te pokazati kako se one mogu dobiti in-
tegracijom Hermiteovog interpolacijskog polinoma. Detaljno ¢emo obraditi specijalne
slucajeve Gaussovih formula, Gauss-Legendreove formule te ¢emo iskazati i dokazati
tvrdnje koje pokazuju svojstva Legendreovih polinoma. Pokazat ¢emo kako odrediti
tocke integracije i tezinske koeficijente, te pronaéi ocjene pogresaka za te formule.
Na kraju rada ¢emo navesti neke od ostalih specijalnih sluc¢ajeva Gaussovih formula:
Gauss-Cebisevljeve formule prve i druge vrste, Gauss-Laguerreove i Gauss-Hermiteove
kvadraturne formule, te odgovarajuce primjere.

Kljuéne rijeéi: Gaussove kvadraturne formule, Hermiteov interpolacijski polinom,
Legendreov polinom, Gauss-Legendreove kvadraturne formule, ortogonalni polinomi,
ocjene pogresaka

Abstract

In this final paper, we will explain polynomial interpolation of a function, prove the
existence and uniqueness of Hermite polynomials. We will define the Gaussian quadra-
ture formulae, and show how it is obtained by integrating the Hermite interpolation
polynomial. We will consider a special case of the Gaussian formulae, the Gauss-
Legendre formulae, and we will state and prove statements that show the properties of
Legendre polynomials. We will show how to determine integration points and weights,
and find the error estimates. At the end of the paper, we will list some of the other
special cases of the Gaussian formulae: Gauss-Chebyshev formulae of the first and of
the second kind, Gauss-Laguerre and Gauss-Hermite quadrature formulae, and corre-
sponding examples.

Keywords: Gaussian quadratures, Hermite polynomial, Legendre polynomial, Gauss-
Legendre quadrature formulae, orthogonal polynomials, error estimates
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1 Uvod

Neka je zadana funkcija f : I — R, gdje je I interval. Zelimo izracunati integral funkecije
f na [a,b]

I(f) = /bf(x)dx-

Potreba za pribliznim odredivanjem vrijednosti odredenih integrala pojavila se onda kada
se pokazalo da ima mnogo funkcija za koje ne mozemo odrediti primitivne funkcije na ele-
mentaran nac¢in pa ne mozemo koristiti Newton-Leibnizovu formulu za ra¢unanje I(f) preko
vrijednosti primitivne funkcije /' od f u rubovima intervala

1(f) = / f(x)dz = F(b) - F(a).

Jedino sto nam preostaje je numericko racunanje.

Pojam numericke integracije odnosi se na priblizno odredivanje vrijednosti jednostrukih
i viSestrukih integrala koristenjem vrijednosti funkcije f na nekom kona¢nom skupu tocaka.
Zbog interpretacije integrala kao povrSine ispod krivulje pojam koji se tu javlja je pojam
kvadraturne formule sa ili bez ostatka. Ona ima oblik

[ H@de =Y wi(w) + )

gdje su w; > 0 tezinski koeficijenti, a ¢vorove x; obi¢no biramo iz segmenta integracije
[a,b], dok je E(f) ostatak, odnosno greska u toj formuli.

U ovom radu razmatrat ¢emo klasi¢ne tezinske Gaussove ! kvadraturne formule

oblika
b

[ wia) @y

a

gdje je w > 0 tezinska funkcija. Te formule se baziraju na zamjeni funkcije f Hermi-
teovim ? interpolacijskim polinomom. Objasnit éemo Hermiteov oblik interpolacijskog
polinoma i na koji nac¢in odabiremo tocke x; tako da nakon §to integriramo Hermiteov po-
linom, vrijednosti derivacija f’(z;) ne udu u kvadraturnu formulu. Detaljno ¢emo objasniti
specijalni slu¢aj Gaussove formule, Gauss-Legendreove® formule. Iskazat ¢emo i doka-
zati neke tvrdnje vezane za nju, odrediti ocjenu pogreske te pokazati kako ju koristimo na
primjeru. Na kraju ¢emo navesti ostale oblike Gaussovih formula, njihove tezinske funkcije,
kao i oblike ortogonalnih polinoma vezanih uz njih te svaku formulu upotpuniti primjerom.

!Carl Friedrich Gauss (1777.-1855.), njemacki matematicar i astronom
2Charles Hermite (1822.-1901.), francuski matematicar
3 Adrien-Marie Legendre (1752.-1833.), francuski matematicar i astronom



Gaussove kvadraturne formule

2 Hermiteov interpolacijski polinom

U numerickoj matematici cesto za neku funkciju f nemamo analiticki izraz, ali su nam
poznate neke informacije o njoj. Na osnovu tih informacija, kao Sto je poznavanje njene
vrijednosti u nekoliko tocaka xo < r; < --- < x,, zelimo zamijeniti funkciju f nekom dru-
gom funkcijom koja je najbliza funkciji f. Drugim rije¢ima, zelimo funkciju f aproksimirati
novom jednostavnijom funkcijom tako da su im vrijednosti u spomenutim tockama jednake.
Potreba za aproksimiranjem se najcescée javlja u dvije razlicite situacije. Prvi slucaj je kada
je poznata funkcija f, ali je njen izraz preslozen za racunanje, dok u drugom slucaju funk-
cija f nije poznata, ali su poznate neke informacije o njoj, primjerice njezine vrijednosti na
nekom kona¢nom skupu tocaka. Ova druga situacija se, u praksi, ¢esce javlja i koristi kod
mjerenja veli¢ina, te ¢emo se mi njome baviti. Naime, poznavajué¢i vrijednosti funkcije f
u nekoliko toc¢aka, mi zelimo konstruirati novu, jednostavniju funkciju, koja ima iste vri-
jednosti u tim tockama kao i funkcija f. Ovaj postupak odredivanja jednostavnije funkcije
nazivamo problem interpolacije.

Jedan takav oblik interpolacije u kojoj su zadane tocke xg < z; < --- < x,, 1 vrijed-
nosti funkcije f u tim tockama je Lagrangeov interpolacijski polinom koji je oblika

n

pu(x) = [ [ f(=)li(2),

i=0
pri cemu su
Lo —x;
li(m):Hm_; i=0,...,n (2.1)
g=0""

J#k

funkcije Lagrangeove baze. Vise o njemu moze se pronaéi u [8] i [6].

Osim vrijednosti funkcije u tockama xy < 7 < --+ < x,, mogu nam biti zadane i deri-
vacije iste funkcije u tockama. Takav slucaj posebno promatramo zbog vaznosti za teoriju
numericke integracije, odnosno Gaussovih kvadraturnih formula. Prije definiranja samog
polinoma iskazat ¢emo i dokazati teorem koji osigurava egzistenciju i jedinstvenost takvog
polinoma. Iskaz i dokaz preuzeti su iz [3].

Teorem 2.1. Postoji jedinstven polinom honyq Stupnja najvise 2n + 1, koji zadovoljava
interpolacijske uvjete

h2”+1(‘ri) = fia h/2n+1<xl> = fz, i1=0,...,n,

gdje su x; medusobno razlicite tocke i f;, f! zadani realni brojevi.

Dokaz. Postojanje polinoma hg,1(z) mozemo dokazivati konstrukcijom eksplicitne baze.
Neka su

hio(z) = [1—2(z — 2;)li(z:)]lF (2)

hip(z) = (z—x)(x),
gdje su [; funkcije Lagrangeove baze. O¢ito su h;o(z) i h;1(z) polinomi stupnja 2n + 1 za
koje je lako vidjeti da zadovoljavaju sljedece relacije

hio(x;) = dij, hin(z;) =0
;,0(%‘) =0, ;1(%) = 0i,

(2.2)
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pri ¢emu je d; ; Kroneckerov simbol definiran izrazom

5 — l,za1=y
W) 0, zad # .

Ako definiramo polinom formulom

n

hony1(x) = D (fikio(x) + fihia(2)), (2:3)

=0

zakljucujemo da hs,,1 zadovoljava uvjete teorema.

Preostaje nam jos pokazati jedinstvenost. Neka je go,41(x) bilo koji drugi polinom koji
ispunjava interpolacijske uvjete teorema. Tada je ho,y1(2)—¢ons1(2) polinom stupnja manjeg
ili jednakog od 2n + 1, koji ima nultocke kratnosti barem 2 u svakom ¢voru interpolacije
x;, tj. ima barem 2n + 2 nultocke, Sto je jedino mogucée ako je identicki jednak nuli iz cega
slijedi jedinstvenost. O]

Polinomi h; ¢, h;1 zovu se funkcije Hermiteove baze, a polinom hy,1 obi¢no se zove
Hermiteov interpolacijski polinom.

Primjer 2.1. Odredimo Hermiteov interpolacijski polinom za funkciju za koju je poznato

F(0) =2, £(0) = 4, F(1) = 20, f'(1) = 40.

Vidimo da je n =1 zbog toga sto imamo zadane uvjete za dvije razlicite tocke
Ty = O, T = 1.

Uvrstavanjem xo © 1 uw (2.1) imamo

T —x z—1 T — Xg z—0
lO(x) Lo — I1 0—-1 r+h ll(x) 1 — Xo 1-0 ¢

Sada kad smo dosli do ovih jednakosti, njih cemo, zajedno sa spomenutim tockama uvrstit
u (2.2)
hO’O - 2373 - 3%2 + ]_7 h(]’l = x3 — 2x2 _|_ I',

hl,O = —21}3 + 3%2, h171 = .1'3 — x2.
Koristeéi poznate izraze i (2.3) dobivamo trazeni Hermiteov interpolacijski polinom

hs(x) = f(0)hoo + f'(0)hos + f(1)h1o+ f'(1)ha,
ha(z) = 8x° +62° + 4z + 1.
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2.1 Ocjena pogreske

Nakon Sto smo iskazali i dokazali teorem o jedinstvenosti i egzistenciji Hermiteovog in-
terpolacijskog polinoma pogledat ¢emo aproksimaciju ocjene pogreske kroz sljedeci teorem
(preuzet iz [3]).

Teorem 2.2. Greska kod interpolacije Hermiteovim polinomom hoy1(x) funkcije

fe O g i Tmae] un+1 évorova x, . .., x, je oblika
Jer2(g)
e(x) = f(z) — han1(x) = mWQ(m)a
pri éemu vrijedi Tppn = min{zo, ..., r,} < & < max{xg,...,Tn} = Tmaz, a w(x) je defini-

n
rana izrazom w(x) = H((I} — ).
k=0

Dokaz. Ako pogledamo uvjete interpolacije vidimo da je f(x) = hopy1(2) i f'(2) = R, ()
za r = X, ..., Ty, pa za neku konstantu C' ocekujemo da je

f(@) = honia () = Cw?(x).

Definiramo

F(z) = f(x) — haps1(z) — Cw?(2),
i vidimo da F' ima nultocke kratnosti 2 u @ = wqg,...,2,, tj. F(zx) = F'(x;) = 0 za
k =0,...,n. Odaberemo li neki Z,,11 € [Tmin, Tmaz] kOji je razlicit od postojeéih évorova

moéi ¢emo odrediti konstantu C' takvu da vrijedi F(z,+1) = 0. F(z) sada ima (barem)
n + 2 nule, a F’" ima n 4+ 1 nulu u nekim tockama izmedu njih. Ona takoder ima nule u
xg, ..., Ty, Sto znaci da ima ukupno (barem) 2n + 2 nula. Onda F” ima bar 2n + 1 nula,
F" 2n nula, itd., na osnovu Rolleovog teorema . Na kraju, "2 ima barem jednu nulu
u promatranom intervalu, ozna¢imo ju £. Deriviranjem izraza za F'(x) dobijemo

FER(g) = fo2(9) = C(2n+2) =0,

i iz toga izracunamo C. Uvrstimo li taj rezultat u izraz za gresku, imamo

P L Fe2E)

Tnt1) — hont1(Tnt1) = F——FwW*(Tpt1)-

(@n+1) — hont1(Tntr) n12) (%nt1)

Kako je x,.1 proizvoljan, ali razli¢it od ¢vorova x = xy,...,r,, mozemo ga zamijeniti s
proizvoljnim z. Na kraju primijetimo da je gornji rezultat tocan i za x € {xo,...,x,}, jer
su obje strane nula, pa dokaz slijedi. O]

4Neka je f : I — R, diferencijabilna na otvorenom intervalu I C R i neka za a,b € I, a < b, vrijedi
f(a) = f(b) = 0. Tada 3c € (a,b) takav da je f'(c) = 0.

4
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3 Gaussove kvadraturne formule

Kao $to smo u uvodu veé¢ spomenuli, Gaussove kvadraturne formule su oblika

b

[w@s@is =Y wiw),

a

gdje se tocke integracije x; racunaju tako da postignemo maksimalan stupanj egzaktnosti,
a w je tezinska funkcija koja je pozitivna na otvorenom intervalu (a, b). Koeficijenti w; > 0
se zovu tezinski koeficijenti ili tezine. Pritom, za kvadraturnu formulu kazemo da je stup-
nja egzaktnosti m ako joj je ostatak jednak nula za sve polinome stupnja manjeg ili jednakog
m.

Ovisno o tezinskim funkcijama na odredenim intervalima imamo vise specijalnih slucajeva
Gaussove formule kao sto su Gauss-Legendreove, Gauss-Cebisevljeve prve i druge vrste,
Gauss-Laguerreove i Gauss-Hermiteove kvadraturne formule.

U prethodnom poglavlju upoznali smo se s Hermiteovim interpolacijskim polinomom:.
Sada ¢emo vidjeti kako se Gaussove formule mogu dobiti integracijom tog polinoma. Takav
pristup je ekvivalentan s pristupom u kojem zahtijevamo da Gaussove formule integriraju
egzaktno polinome $to je moguce viseg stupnja, odnosno da su tocke integracije x; nultocke
polinoma koji su ortogonalni na intervalu (a, b) obzirom na tezinsku funkciju w, tj. da vrijedi

b n
/ w(x)xjd:c:Zwixf, j=0,1,...,2n— 1.

i=1

Ovu relaciju mozemo koristiti da napisemo 2n jednadzbi s 2n nepoznanica z; i w;, ali je
takav pristup znatno tezi, jer u tom slucaju imamo nelinearni sustav jednadzbi.

Za Hermiteov interpolacijski polinom hy,_; stupnja 2n — 1, koji u ¢vorovima integra-
cije x; interpolira vrijednosti f; = f(x;) 1 f/ = f'(z;), za i =1,...,n, iz relacija (2.2) i (2.3)
imamo

n

hon_1(x) = Z(hi,o(x)fi+hi,l($)fi/)

=1
n

hon1() = Y ([1 =20z — 2)l(x))} (@) fi + (@ — @)} () ).

i=1
Ako prethodnu jednakost pomnozimo s w(x) i nakon toga integriramo dobijemo

n

/ w(x)hoy_1(z)dx = Z(A’f’ + Bif}), (3.1)

=1

gdje su

A;

J (@) [1 = 20 — el (w2 (z)ds,
% (3.2)
B, =

w(z) (x — ;) (x)dz.
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Integracijska formula (3.1) je slicna Gaussovoj kvadraturnoj formuli, osim $to sadrzi do-
datne clanove B f!, koji koriste i derivacije funkcije f u ¢vorovima integracije.

Kada bi ¢vorovi x; bili unaprijed zadani, iz uvjeta egzaktne integracije polinoma trebalo
bi odrediti 2n parametara A;, B;. Zbog toga o¢ekujemo da takva formula egzaktno integrira
polinome do stupnja 2n — 1. Za njenu upotrebu trebamo jos znati, osim funkcijskih vrijed-
nosti f(z;), i vrijednosti derivacije funkcije u tim ¢vorovima.

Zelimo izborom évorova z; ponistiti koeficijente B; i time izbjeéi koristenje derivacija. Tako
dobivena formula bi postala Gaussova kvadraturna formula.

Uvedimo posebni polinom ¢vorova w, koji ima nultocke u svim ¢vorovima integracije
wp(z) = (x —z1)(x — x9) -+ (T — 7).
Sljedeca lema pokazat ¢e nam kako treba izabrati ¢vorove.

Lema 3.1. Ako je w,(x) = (x — x1)(x — z3) - -+ (x — x,) ortogonalan s teZinom w na sve
polinome niZeg stupnja, tj. ako vrijeds
b
/w(m)wn(x)xkdx =0, k=0,1,....,n—1, (3.3)

onda su svi koeficijenti B; u (3.2) jednaki nula.

Dokaz. 1z (2.1) i definicije polinoma w,, dobijemo jednakost

wn ()

wy (i)

(x —x)li(z) =

Ako prethodnu jednakost uvrstimo u (3.2) imamo

b

/ w()wn (@) (x)da.

a

1

wy, ()

B =

Kako je I; polinom stupnja n — 1, a po pretpostavci je polinom w,, ortogonalan s tezinom w
na sve takve polinome pa tvrdnja slijedi. O

Pogledajmo sada da vrijedi i obrat, odnosno da su svi koeficijenti B; = 0 u (3.1), ako
i samo ako je polinom ¢vorova w, ortogonalan na sve polinome nizeg stupnja, s tezinskom
funkcijom w, tj. da vrijedi

/w(x)wn(x)p(x)dx =0 VpeP,.

Pokazimo prvo da iz B; = 0 slijedi ortogonalnost.
Akoje B;=0,i=1,--- ,n, vidi se da je w, ortogonalan na sve polinome l;, zai=1,---  n.
Kako ti polinomi ¢ine bazu prostora P,,_1, onda je

b
/w(x)wn(x)p(x)d:v =0, VpeP,.
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Za drugi smjer moramo pokazati da ortogonalnost povlaci B; = 0.
Ako je w, ortogonalan na sve polinome p € P,_1, onda je takoder ortogonalan i na polinome
Lagrangeove baze, tj. stavimo p = [;, pa je

iz ¢cega slijedi

Kako bismo dobili Gaussovu kvadraturnu formulu, polinom ¢vorova w, mora biti or-
togonalni polinom s vode¢im koeficijentom 1. Vidimo da w, postoji i jedinstven je. Uvjet
ortogonalnosti (3.3) jednozna¢no odreduje raspored ¢vorova za Gaussovu integraciju. Znamo
da w, ima n jednostrukih nultoc¢aka u intervalu (a,b) pa njih mozemo samo permutirati, a
uz standardni dogovor jednoznac¢no su odredene.

Time smo dokazali sa postoji jedinstvena Gaussova kvadraturna formula oblika

b

/ w(o) (@) = 3 wef (@),

a

pri ¢emu su ¢vorovi integracije x; nultocke ortogonalnog polinoma stupnja n na [a,b] s
tezinskom funkcijom w.

Tezinski koeficijenti se mogu izracunati iz (3.2), zbog toga Sto je tada w; = A;, za
1t =1,...,n. Kada se iskoristi pretpostavka ortogonalnosti, te relacija za B;, B; = 0 dobi-
jemo da je

b

w; = / w(@)i2(z)dz.

a

Iz ovog izraza mozemo vidjeti pozitivnost tezinskih koeficijenata. Naime, kako znamo da je
tezinska funkcija w(z) pozitivna, te je svakako kvadrat Lagrangeove baze pozitivan vidimo
da su i tezinski koeficijenti w; takoder pozitivni.

Moze se jos pokazati da je

w; = /bw(:c)lf(:c)da:’: /bw(x)li(x)dx. (3.4)
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Po definiciji polinoma I;, polinom [;(x) — 1 se poniStava u tocki x = x;, $to znaci da [;(x) — 1
mora sadrzavati  — x; kao faktor, pa to mozemo napisati na sljede¢i nacin

Li(z) = 1= (z — z)q(x),
gdje je ¢ neki polinom stupnja n — 2, sto je za jedan manje od stupnja polinoma /;. Onda je

wn () (Ii(z) —1) = #)wn(iﬁ)q@),

wy, (i) (T — ;) w! (x;

Li(x)(li(z) —1) =

pa je zbog svojstva ortogonalnosti w, na sve polinome nizeg stupnja

b b

/w(x)l,(a:)(ll(:v) — 1l)dz = ! /w(:r)wn(as)q(x) =0.

wy, ()
a a

Time smo pokazali da Gaussovu kvadraturnu formulu mozemo dobiti kao integral Hermite-
ovog interpolacijskog polinoma, uz odgovarajuci izbor ¢vorova pri ¢emu su tezinski koefici-
jenti definirani sa (3.4).
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3.1 Gauss—Legendreove formule

Kao sto smo rekli, ortogonalnost funkcije w, na sve polinome nizeg stupnja odreduje
tocke integracije x;. Pristup koji smo objasnili moze se koristiti za sve moguce intervale
integracije i razne tezinske funkcije. No, za polinome veceg stupnja odredivanje nultocki nije
egzaktno moguce. Zbog toga nam je cilj do¢i do vise informacija za ortogonalne polinome
na specijalnim intervalima i tezinama. Uz to, zelimo formulom izra¢unati tezinske faktore
w; u Gaussovim formulama. Do takvih rezultata je moguce doé¢i za mnoge specijalne tezine

w(z), a u ovom poglavlju éemo izvesti specijalne Gauss-Legendreove fomule.

Za pocetak, uzet ¢emo slucaj kadajew =1,a=—-1,b=1

j Fla)d gwifm).

Legendreov polinom stupnja n definiran je Rodriguesovom formulom

1 d

2 n
= — 1)
2nn! dam (@ )

P,(x)

Primjer 3.1. Iz Rodriguesove formule izracunajmo prvih osam Legendreovih polinoma:

Vidimo da traZenje nultocaka Legendreovih polinoma nije jednostavno jer egzakini nacini

1
_ 1Y 2 = 235t — 3042
16-24dx4(x ) 8(35x 30z° + 3),

1
g(63:c5 — 702° + 157),

1
E(231356 — 3152* + 1052% — 5),

1
E(4:299;7 — 6932° + 3152° — 35).

preko algoritama i tablica postoje samo za male stupnjeve.

Polinomi koji su tako definirani ¢ine ortogonalnu bazu u prostoru polinoma stupnja n,

Sto znaci da su linearno nezavisni i ortogonalni obzirom na skalarni produkt

1

(P,Q) = / P(2)Q(x)dx. (3.5)

-1



Gaussove kvadraturne formule

U sljede¢im tvrdnjama ¢emo iskazati i dokazati neka bitna svojstva Legendreovih poli-
noma. Ona su preuzeta iz [3].

Lema 3.2. Legendreov polinom stupnja n ortogonalan je na sve potencije x* nizeg stupnja,
7. vrijeds
1

/iL‘kPn(iL'>diL‘:O, za k=0,1,...,n—1,

-1

1

/ 2" P, (z)dx =

2n+1 (n[)2

(2n+ 1)1

Dokaz. Koriste¢i Rodriguesovu formulu dobijemo

1

1
1 d"
k _ k=™ (.2 __1\n
/az P,(z)dx = S /x e (z* —1)"dz.
Z1 “1

Sada primjenjujemo parcijalnu integraciju na dani integral, pa imamo

1 1

dn dnfl
k 2 1\n —_ .k 2 1\n
/x - (= 1)"de = x d:):"—l(x 1)

-1 -1

Mozemo uociti da je
1
= 07

-1

n—1
e d

dxn—1 (@* —1)"

pa nakon toga nastavimo primjenjivati postupak parcijalne integracije, te za k < n dobijemo

1 1
/wkﬂ(xz —1)'dx = (—1)’%'/ at (22 — 1)"dx =0

dx" ) dank ’
1 S

pa smo time dokazali prvu formulu.
Istim postupkom, za k = n imamo

1 1 1

/m"i(mQ —1)"dz = (—=1)"n! /(mQ —1)"dz = 2n! /(1 — %) "dw.

dz™
gl gl 0

Primijenimo supstituciju x = sint i dobijemo

1 w/2
v
"—(2* — 1)"dz = 2n Lt dt.
/x dx”(x )'dx = 2n /cos
-1 0

Parcijalnom integracijom zadnjeg integrala dobijemo

/2 ) w/2
cos“tsint

/ cos?" Mt dt =

0

w/2 9
+ n /cosQn_lt dt.
0 n+1

0

2n+1

10
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Vidimo da je

Nastavljajuci taj postupak imamo

w/2 /2

/C082n+1t dt = 2n(2n —2)---2 /cost dt
@n+1)(2n—1)---3 ’
0

pa iz toga slijedi da je

1

" 2n(2n —2)---2
/x”d—(x2 — 1)"dz = 2n! n(2n—2)

Cn+1)(2n—1)---3

dx™

~1
Prvo pomnozimo brojnik i nazivnik s 2n(2n — 2)---2 = 2"n!. Nakon toga, zbog definicije

Legendreovog polinoma P, sve podijelimo s 2"n!. Onda dobijemo

1
1 2mpl - 2mpl 2nti(n!)?
"P,(x)dx = 2n! = .
/x (@)de = 2 o 1 ~ @ 1))
—1

]

Lema 3.3. Legendreovi polinomi su ortogonalni na intervalu (—1,1) obzirom na skalarni
produkt (3.5)

1

/Pm(:z)Pn(x)dx =0, za m#n.

Norma Legendreovog polinoma je

1

1P = / (Py(a) Pz =

-1

2
on—+1

Dokaz. Prva tvrdnja je direktna posljedica Leme 3.2, a druga tvrdnja slijedi iz

j[Pn(x)]dezfl{ ! @xu Py (x)dz.

-1 -1

Potencije manje od z" nisu od vaznosti za integral, pa druga tvrdnja Leme 3.2 povlaci

1

o, (2n)l 27t (a2 2
/[P"(x)] = 2r(n!)2 2n+1)!  2n+1

-1

11
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Lema 3.4. Legendreovi polinomi P, imaju n nultocaka, koje su sve realne i razlicite, i nalaze
se u otvorenom intervalu (—1,1).

Dokaz. Dokaz ide iz definicije Legendreovih polinoma Rodriguesovom formulom
1L
~2npl dan

P,(x) (2% — 1),

induktivnom primjenom veé¢ spomenutog Rolleovog teorema. Vidimo da je polinom (x?—1)"
stupnja 2n i ima n-terostruke nultocke u rubovima intervala +1. Prva derivacija ima jednu
nultocku na intervalu (—1,1) (prema Rolleovom teoremu). No, prva derivacija je nula u %1,
pa ukupno mora imati tri nultocke u zatvorenom intervalu [—1,1]. Druga derivacija ima
dvije unutarnje nule po Rolleovom teoremu, i dvije u £1, pa slijedi da ima cetiri nule u
[—1,1]. Nastavljamo postupak i vidimo da n — 1-a derivacija ima n — 1 unutarnju nulto¢ku
i jos dvije u £1. Na kraju zakljucujemo da n-ta derivacija ima n unutarnjih nultocaka.
Kako je ta n-ta derivacija do na multiplikativni faktor jednaka P,, polazna tvrdnja je ovime
dokazana. 0

Trazec¢i nultocke Legendreovog polinoma zapravo nalazimo tocke integracije u Gauss-
Legendreovoj formuli i bez rjesavanja nelinearnog sustava jednadzbi za w; i xz;, iz uvjeta
egzaktne integracije potencija najveéeg moguceg stupnja o cemu nam govori i sljedeci teorem.

Teorem 3.1. Cvorovi integracije u Gauss-Legendreovoj formuli reda n su nultocke Legen-
dreovog polinoma P,, za svakin.

Dokaz. Po konstrukciji polinoma w,, nam je ve¢ poznato da su tocke integracije x; nultocke
tog polinoma. Polinom w,, s vodeéim koeficijentom 1 je, zbog uvjeta ortogonalnosti (3.3),
proporcionalan Legendreovom polinomu P,. Vodeéi koeficijent u P, ¢emo dobiti iz Rodri-
guesove formule, iz ¢ega slijedi
27(nl)?
wp(T) = P.(z),
() = "y Po@)

pa vidimo da su sve nultocke polinoma w,, zapravo nultocke od P,. O

Legendreovi polinomi zadovoljavaju rekurzivnu relaciju
(n+1)Py1(x) — 2n+ 1)zP,(z) + nP,—1(z) = 0, (3.6)
uz Py(xr) =1, Pi(z)==x.

te postoji laksi nacin za trazenje nultocaka od P, preko te rekurzivne formule. Ona je vazna
u konstrukeiji algoritma za trazenje nultocaka. Vise o tome moze se naéi u [3].

Nakon sto smo pokazali kako odrediti tocke integracije x; preostaje nam jos odrediti
tezinske faktore kako bismo dobili kona¢éna svojstva vezana uz Gauss-Legendreove formule,
te odrediti ocjenu pogreske i navesti uvjet egzaktnosti. Sve tvrdnje vezane uz ove rezultate,
kao i dokaz sljedece leme, preuzeti su iz [3].

Lema 3.5. Tezinski faktori v Gauss-Legendreovim formulama mogu se eksplicitno izracunati
formulama

2(1 — z?)
w; = ——————,
n? [Py (z)]?
gdje su x;, 1 =0,...,n, nultocke Legendreovog polinoma P,.

12
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Osim ovoga, imamo jos nacina za racunanje tezinskih faktora

2(1 — 22)

i

2

w; =

(0 + V)P (@)]? nP(x) P ()

(n+ 1) Py (i) Poya (2:)

a vise o tome kako doéi do njih moze se vidjeti u [3].

[zracunavanjem nultocki Legendreovih polinoma i koristenjem prethodne formule za dobi-
vanje tezinskih faktora mogu se dobiti rezultati prikazani u sljedecoj tablici. Vise rezultata

moze se vidjeti u [2].

n | nultocke | tezinski faktori
S
V3
3| -y
0 5
3 5
5 9
4 1-0.861136 0.347855
-0.339981 0.652145
0.339981 0.652145
0.861136 0.347855
51 -0.90618 0.236927
-0.538469 0.478629
0 0.568889
0.538469 0.478629
0.90618 0.236927
6 | -0.932469 0.171324
-0.66121 0.36076
-0.23862 0.46791
0.23862 0.46791
0.66121 0.36076
0.932469 0.171324
71 -0.94911 0.12958
-0.74153 0.27981
-0.40585 0.38183
0 0.41796
0.40585 0.38183
0.74153 0.27981
-0.94911 0.12958

Tablica 3.1: Nultocke i tezine koje se koriste u Gauss-Legendreovoj integraciji
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U sljede¢em teoremu je dana ocjena pogreske za Gauss-Legendreovu integraciju.

Teorem 3.2. Za funkciju f € C*"[—1,1] Gauss-Legendreova formula integracije glasi

/ f@)de = 3" wifw) + Eal),

gdje su x; nultocke Legendreovog polinoma P, i w; dani w Lemi 3.5. Za gresku E,(f) vrijedi

22n+1 (n|)4

(2n) -
(2n + 1)[(2n)!]3f €), &e€(-1,1).

En(f) =

Dokaz. Kako bismo dokazali ovu tvrdnju, dovoljno je samo dokazati formulu za ocjenu po-
greske. To ¢emo napraviti tako da integriramo gresku kod Hermiteove interpolacije koju smo
procijenili u Teoremu 2.2 jer je Gauss-Legendreova formula zapravo integral Hermiteovog
interpolacijskog polinoma i uvrstimo odgovaraju¢i w,. Integracijom i primjenom teorema
srednje vrijednosti za integrale®, dobivamo

(20) () |
Eu(f) = f@—ng?) [wraas,

za neki € € (—1,1). Kako je

2"(n!)?
zbog poznatog kvadrata norme Legendreovog polinoma (Lema 3.3), imamo
(2n) 21 ()2 2 2 92n+1(p1)4
(2n)! 2n)! | 2n+1  (2n+1)[(2n)!]

]

Ovaj izraz za gresku nije lagano primijeniti jer je potrebno naé¢i neku ogradu za vrlo
visoku derivaciju funkcije f. Clan uz f®(€) jako brzo pada s porastom n. Na primjer, za
n = b5, greska je oblika

8.08 - 10710 f10)(¢).

Korolar 3.1 (Uvjet egzaktnosti). Gauss-Legendreova formula egzaktno integrira polinome
stupnja 2n — 1.

Dokaz. To je ocito jer se greska, koja ukljucuje 2n-tu derivaciju, ponistava na takvim poli-
nomima. [

b
®Teorem: Neka je f € C([a,b]). Tada postoji tocka c € [a,b] tako da je [ f(z)dz = f(c)(b— a).
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1

Primjer 3.2. Aproksimirajmo integral [ e“cos(x)dx koristeéi Gauss-Legendreovu integra-
“1
ciju za n = 3.

Trebat ée nam nultocke Legendreovog polinoma Py(x) = 5(52° — 3x).

Dobijemo da su to x1 = —\/g, 29 =0, v5 = \/é

Sada éemo pomocu njih dobiti teZinske faktore u Gauss-Legendreovim formulama kao $to
je navedeno u Lemi 3.5:

o — 2(1 —a}) 2(1 — 22) 5

LB 93B3 -1)? 9

o — 2(1 — 23) 2(1 — 23) 8

B 9B a3 -1)? 9

o 2i-ad) _21-m) 5

W?[Po(as)P 9 (333 —1)2 9

Za greSku imamo
E.(f) = 72T((?g!>;f(6)(§) =6.35-107°fO(), €€ (~1,1).

Dakle,

/excos(x)d:c = szf(l'z) + En(f)

= 1.93339+6.35-107°f©)(¢), €e(-1,1).

Prethodnu Gauss-Legendreovu formulu smo obradili detaljno, a u nastavku ¢emo se jos
dotaknuti ostalih specijalnih sluc¢ajeva Gaussovih kvadraturnih formula. Naime, postoji
mogucénost da nam se pojave integrali koji ukljucuju neke druge tezinske funkcije na speci-
jalnim intervalima, ¢esto neogranicenima. Takve intervale nije moguce jednostavnom sups-
titucijom prebaciti na interval (—1, 1), te uz to postiéi da je tezinska funkcija jedini¢na kao
sto je slucaj u Gauss-Legendreovim kvadraturnim formulama. Ideja je doé¢i do polinoma koji
su ortogonalni obzirom na tezinsku funkciju w na polinome nizeg stupnja da bismo dosli
do eksplicitnih fomula. Pogledajmo sada neke od tih ortogonalnih polinoma i pripadnih im
Gaussovih kvadraturnih formula. Vise o tome moze se nac¢i u [1] i [5].

15
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3.2 Gauss-Cebisevljeve formule prve vrste
Pogledajmo prvo Gauss-Cebisevljeve fomule prve vrste. Za tezinsku funkeciju

w(@) = —— pel-1.1]

V1—2?

imamo formule oblika

1 X i

Cvorovi integracije su nultocke Cebisevljevog polinoma prve vrste. Oni su ortogonalni poli-
nomi na intervalu [—1, 1] s obzirom na spomenutu tezinsku funkciju. Obi¢no se oznacavaju
s Ty, n € Ny, a definirani su s

T, (x) = cos(ncos*(z)).

Prvih pet Cebisevljevih polinoma prve vrste su oblika

To(z) = 1,

Ti(z) = =,

Ty(z) = 22°—1,

Ts(z) = 42° — 3z,
Ty(x) 8t — 82 + 1.

Nultocke tih polinoma mogu se izracunati iz

((2i—1)7r> ,
r; =cos | ———— 1=1,---,n.

2n

Tezinski koeficijenti u Gauss-CebiSevljevim formulama prve vrste dani su s
™ .
w; = —, Z:]-?"'ana
n

dok je greska dana formulom

™

E.(f) = mf@n)(f), e (-11).

1
Primjer 3.3. Lzracunajmo [ \/11_7(963 + 1)dx koristeéi Gauss-Cebisevljeve formule prve
1

vrste. Upotrigebit cemo formulu reda 2 za koju su nam ¢vorovi nultoce polinoma Ty, odnosno
T = —\/75 Z To = \/75

Dobit éemo egzaktni rezultat, jer je f@ =0, pa imamo

2+ 1)dzr = = (—Q) +1+<£) +1| =m.

1
| 7=
V=22 2 {2 2
-1

16



Gaussove kvadraturne formule

3.3 Gauss-Cebisevljeve formule druge vrste

Druge na redu su formule oblika
1 n
[V @) = 3 it @) + B
-1 =1

koje zovemo Gauss-Cebisevljeve formule druge vrste.

Koeficijenti w; su definirani s

T g AT
w; = sin ;
n+1 n+1

1=1,---,n.

Cvorovi ovih formula su nultocke Cebigevljevog polinoma druge vrste koji ima oblik

U () = sin[(n + 1) Cos_l(al:)]7

sin[cos™! ()]

T
T; = COS .
n+1

Prvih pet Cebisevljevih polinoma druge vrste su

te ih mozemo dobiti iz

Up(z) = 1,

Ui(z) = 2,

Uy(x) = 4a* -1,

Us(z) = 8a° — 4z,

Uy(z) = 162* — 1227 + 1.

Greska ovih Gaussovih formula iznosi

Buf) = gaiggm /OO, €€ (-L0).

(2n)

1

Primjer 3.4. Izracunajmo integral [ /1 — 2% - 2*dzx.
1

Da bismo dosli do egzaktnog rjesenja uzet cemo n = 3.

V2
2

V2

Nultocke polinoma Uz su vy = =%, 2o =0 i 23 = 5=.

Izracunavanjem koeficijenata w; dobivamo wy = %, wy =
pripadnih rezultata v Gaussovu formulu, imamo

1 4 4

/Vl—x2«x4dxzz. _Q +f.04+f. @ :1_
8 2 4 8

—1
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3.4 Gauss-Laguerreove formule

Sljedece na redu su formule oblika

/e_xf(x)dx = Zwif(xi) + E.(f)
0 i=1
koje zovemo Gauss-Laguerreove formule.

Cvorovi integracije u tim formulama su nultocke Laguerreovog polinoma L,, koji je definiran
izrazom

k=0
Prvih pet Laguerreovih polinoma su oblika

Lo(z) = 1,

Li(z) = —x+1,

Ly(z) = %(12 — 4z +2),

Ls(z) = é(—x?’ + 92 — 18z + 6),

Ly(z) = i(:& — 162 + 722 — 962 + 24).

Oni su ortogonalni na intervalu [0,00) s tezinskom funkcijom w(z) = e™* pa ih zbog toga
koristimo u spomenutoj kvadraturnoj formuli.

Tezine u tim formulama dane su s
B (n!)?
Ly (25) Ly ()

dok je greska kod numericke integracije dana s

Bu(f) = %f@% € € (0,00)

w;

Primjer 3.5. Izracunajmo integral [ e *z"dx.

0
Za n = 3 trazimo nultocke polinoma L3 pa su to x1 ~ 0.4158, xo ~ 2.2943, x3 ~ 6.2899.
Nakon izracuna odgovarajuéih teZina i wvrstavanja nultocaka u funkciju f(x) = z7 imamo

e}

/e"”ﬁda: ~ wif(x) +wef(z2) + wsf(xs)

0
= 0.7111- 0.41587 + 0.2785 - 2.20437 + 0.0104 - 6.28997 = 4143.9812,

a greska je
31)2 31)2
Es(f) = %f%) = %?! §=252¢, £€(0,00).
Primijetimo da bi za n = 4 dobili egzaktan rezultat jer bi tada osma derivacija funkcije f
bila nula sto bi znacilo da je E4(f) = 0.

18
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3.5 Gauss-Hermiteove formule

Zadnji slucaj koji ¢emo obraditi su Gauss-Hermiteove formule . One imaju oblik

/ e fa)de = 3 wif (@) + Balf),

pri cemu su ¢vorovi integracije nultocke Hermiteovog polinoma H,,. Oni su ortogonalni na
intervalu (—oo, c0) obzirom na tezinsku funkciju

w(r) =e

Za njih vrijedi
i [0 ,Zam #n
/ e Hm(q;)Hn(:L’)dZL’ o { 2"71!\/7_1', za m =mn,

—0o0
te Rodriguesova formula
:DQ dn 2

dzm (7).

Hy(z) = 1,

Hi(z) = 2,

Hy(z) = 42 -2,

Hs(z) = 82° —12x,

Hy(z) = 162" —482% + 12.

Tezinski koeficijenti u ovim Gaussovim formulama dani su s

2t inly/m
H) () Hpqr (2:)

W; = —

a ostatak je

_onlym
—27(2n)!

En(f) FE(E), €€ (o0, 00).

Primjer 3.6. Izracunaymo integral [ e 4a?d.

Primiyetimo da taj integral moZemo napisati u obliku

o0

/ e~ Hy(z)Hy(z)dz,

—00

pa je, zbog nacina definiranja Hermiteovih polinoma,

oo

/ e daPdy = 2\/T.

—0o0
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