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Sazetak: U ovome ¢emo se radu baviti svojstvima matrica i sustavom linearnih jednadzbi.
Najprije ¢emo definirati Sto je matrica, kako ih zovemo prema njihovom obliku, te koje
sve operacije mozemo raditi s njima. Definirat ¢emo $to je rang i determinanta matrice
i navesti neka njihova svojstva. Na kraju ¢emo se malim dijelom upoznati sa sustavom
linearnih jednadzbi, gdje ¢emo objasniti Sto je sustav linearnih jednadzbi i pokazati kako

rijeSiti najosnovniji sustav linearnih jednadzbi s m jednadzbi i n nepoznanica.

Kljucne rijeci: matrica, kvadratna matrica, dijagonalna matrica, donje trokutasta matrica,
gornje trokutasta matrica, transponirana matrica, regularna matrica, singularna matrica,
inverz, trag, rang, determinanta, elementarne transformacije, sustav linearnih jednadzbi,

koeficijent, homogeni sustav, prosirena matrica.

Abstract:

In this paper, we will deal with the properties of matrices and the system of linear
equations. We will first define what a matrix is, what we call them according to their
form, and what all operations we can do with them. We will define what is the rank and
determinant of a matrix and list some of their properties. Finally, we will get acquainted
in small part with the system of linear equations, where we will explain what the system of
linear equations is and show how to solve the most basic system of linear equations with m

equations and n unknowns.

Key words: matrix, quadratic matrix, diagonal matrix, lower triangular matrix, upper
triangular matrix, transposed matrix, regular matrix, singular matrix, inverse, trace, rank,
determinant, elementary transformations, system of linear equations, coefficient, homogene-

ous system, extended matrix.



Sadrzaj

1 Uvod 1
2 Matrice 2
2.1 Matrica . . . .. 2
2.2 Vrstematrica . . . . . .. Lo 2
2.2.1 Kvadratna matrica . . . . . .. ... Lo 2

2.2.2 Nul-matrica . . . . . .. ... o 3

2.2.3 Jedinicna matrica . . . . ... Lo 3

2.2.4 Dijagonalna matrica . . . . . . .. ... L0 3

2.2.5 Gornje i donje trokutasta matrica . . . . . ... .. oL 4

2.2.6 Simetri¢na i antisimetricna matrica . . . . . .. .. .00 4

2.2.7 Transponirana matrica . . . . . . . . .. ... L )

2.2.8 Jednake matrice . . . . ... ..o 5

2.3 Operacije matrica . . . . . . . ... 5
2.3.1 Zbrajanje i oduzimanje matrica . . . . . . . ... ... ... 5)

2.3.2 Mnozenje matrica skalarom . . . . . ... ... 0L 6

2.3.3 Mnozenje matrica . . . . .. ..o 6

2.3.4 Regularna i singularna matrica . . . . . .. .. .. ... 8

3 Rang i determinanta matrica 8
3.1 Svojstva determinante . . . . . . . ... .. 10
3.2 Svojstvaranga . . .. ... 14

4 Sustav linearnih jednadzbi 15
4.1 Egzistencija rjeSenja . . . . . . ..o 16
4.2 Skupsvih rjeSenja . . . . ..o 17
4.3 Gaussova metoda eliminacije . . . . . . . .. ..o 17

1



4.4  Gauss-Jordanova metoda

Literatura



1 Uvod

Jedan od najosnovnijih pojmova na kojemu se temelji linearna algebra su upravo matrice.
Takoder, matrice se koriste sve vise i u programiranju upravo zbog njihove jednostavnosti.
One nam uveliko olakSavaju i skra¢uju postupak trazenja zeljenog rezultata. Postojanje
brojnih oblika matrica moze nam uvelike pomo¢i u rjesavanju razlicitih matri¢nih problema.
Standardne operacije na realnim brojevima mozemo definirati i na matricama. Uz stan-
dardne operacije moramo navesti i vazna svojstva svake matrice koji se dobivaju pomocu
ranga i determinante. Najc¢eS¢a primjena matrica je u rjesavanju sustava jednadzbi. U
sljede¢em dijelu rada ¢emo obraditi najpoznatije i najefikasnije metode za rjeSavanje sus-

tava.



2 Matrice

2.1 Matrica

Definicija 2.1. Matrica reda (m,n) je preslikavanje
A:AL2,...,m} x{1,2,....,n} = F

gdje sum,n € N, a F € {R,C} polje.

Vrijednosti A(7, j) € F nazivamo elementi (koeficijenti) matrice A i oznacavamo s a;; ili
[A];;, odnosno a; ; kako ne bi doslo do zabune.

Matricu s m redaka i n stupaca standardno pisemo u obliku

a1 aip ... QA1

a91 a92 e A2p,
A =

Am1 Am2 ... Amn

i oznacavamo s A,.,.
Horizontalni niz brojeva u matrici nazivamo red matrice, a uspravni niz brojeva nazivamo
stupac matrice.

Glavnu dijagonalu matrice A ¢ine elementi a1, ass, ass, .. ..

Definicija 2.2. Neka je A € M,,,, i B € M,,. KaZemo da su matrice A i B ulan¢ane ako

jen=r.

Primjer 2.1. Neka je A € Mys i B € Ms,.

Uocimo kako su matrice A © B ulancane, a B i A nisu.

2.2 Vrste matrica

Obzirom na izgled matrica, razlikujemo nekoliko vrsta matrica.

2.2.1 Kvadratna matrica

Definicija 2.3. Kvadratna matrica M je matrica reda (n,n), te ju oznacujemo s M,,.



r11 12 ... T1in

o1 T2 ... Ton

Tpl Tp2 --- Tnn
2.2.2 Nul-matrica

Definicija 2.4. Nul-matrica je matricu za koju vrijedi: a;; = 0,Vi, j

2.2.3 Jedini¢na matrica
Definicija 2.5. Kvadratna matrica koja na glavnoj dijagonali ima jedinice, a ostale elemente
jednake nuli, nazivamo jediniéna matrica.

Jedini¢nu matricu zapisujemo i pomoc¢u Kroneckerovog simbola

1 , akor=
0 , akoi%j'

51']' -

Jediniénu matricu oznacujemo s I = [0;;] € M,,.

10 0 0

01 0 0
I=100

1 0

00 . 0 1

2.2.4 Dijagonalna matrica

Definicija 2.6. Kvadratna matrica reda (n,n) ¢iji su elementi izvan glavne dijagonale jed-

naki nult nazivamo dijagonalna matrica.

Dijagonalnu matricu oznacavamo s D = diag(dy,ds, ..., d,), gdje su dy,ds, ..., d, ele-

menti glavne dijagonale.

d 0 0 ... 0
0 do 0 ... 0
D= 0 0
dp—1 0
0 0 0 d,



Definicija 2.7. Trag matrice A je realan broj koji dobijemo kao zbroj elemenata glavne
dijagonale, tj. vrijeds
tT(A) = a1 + 9292 + -+ Ann,

gdjge je tr(A) oznaka za trag matrice A.

2.2.5 Gornje i donje trokutasta matrica

Definicija 2.8. Matrica reda (m,n) ¢iji su svi elementi ispod glavne dijagonale jednaki nuli,
. u; = 0,Vi>j,i=1,...,m,7 = 1,...,n , nazivamo gornje trokutasta matrica i

oznacujemo ju 8 Upy,.

Definicija 2.9. Matrica reda (m,n) ciji su svi elementi iznad glavne dijagonale jednaki
nuli, tj. l;; =0,Vie<j,i=1,...,m,7=1,...,n, nazivamo donje trokutasta matrica ¢

oznacujemo ju S Ly,

Uyp Uz U3 o Ui, lii 0 0 o 0
0 usy Uss . Uay, oy los O . 0
D= o 0 . : L= I3 I3
Um—1n-1 Um—1n : 7 peine1r O
0o 0 ... 0 Umn i lng oo lpp—1 lon

2.2.6 Simetricéna i antisimetri¢cna matrica

Definicija 2.10. Simetriéna matrica je kvadratna matrica za koju vrijedi:
aij:aj,-, Vi,j, i,jzl,...,n.

Definicija 2.11. Antisimetriéna matrica je kvadratna matrica za koju vrijedi:

ajj = —aji, V1, 7, ,7=1,...,n.
a;r a1 ... Q1n a1 12 Ce A1n
12 A22 ... A9y, —Qa192 9292 e Aoy,
Asimetréna = . . ) . Aantisimetriéna =
A1y Q2 ... Qpp —A1p, —Qo2p ... QApn



2.2.7 Transponirana matrica

Definicija 2.12. Transponiranu matricu je matrica dobivena zamgjenom redaka i Stu-

paca. Oznacavamo ju s AT.

aijlr agn ... Q1
AT _ a2 A9y ... A2
Aip Q2 ... Qmp
Napomena 2.1. 1. Za simetricne matrice vrijedi da je A = AT, a za antisimetricne

A=-AT,
2. Ako je A dijagonalna matrica, onda je AT = A.
3. Ako je A gornje trokutasta matrica, onda je AT donje trokutasta matrica i obrnuto.

4. Za svaku matricu A vrijedi (AT)T = A.

2.2.8 Jednake matrice

Definicija 2.13. Za matrice A, B € M,, kaZemo da su jednake ako su istog tipa i ako
vrijedi a;; = b, Vi, 5,1 =1,....m,5=1,....n

2.3 Operacije matrica

Matrice mozemo zbrajati, oduzimati i mnoziti dok dijeljenje matrica ne postoji.

2.3.1 Zbrajanje i oduzimanje matrica

Postupak zbrajanja i oduzimanja matrica je slican. Kod zbrajanja koristimo operaciju +, a
kod oduzimanja —.

Neka su A, B € M,,, proizvoljne matrice. Zbroj matrica A + B je matrica C' € M,,, s

elementima c¢;; = a;; + b;j,% = )
1 6
Primjer 2.2.
3 8
6 8
8 10 12



2.3.2 Mnozenje matrica skalarom

Neka je A € M,,,, i A € F. Tada je
M = [dlj] < an<F),
gdjeje dz‘j :)\CLZ‘]‘, Vi = 1,2...,m, \V/]: 1,2,...,71.

Primjer 2.3. Neka je dana matrica

1 2
A —
3 4
1 skalar A = 3.
1 2 3 6
Tada imamo NMA =3A=3 =
3 4 9 12

2.3.3 Mnozenje matrica

Element umnoska dviju matrica i-tog retka i j-tog stupca dobivamo kao sumu elementa

umnozaka elemenata i-tog retka i j-tog stupca, drugim rije¢cima imamo:
aitbij + Gigbaj + - - - + @inbn;.

Definicija 2.14. Neka su A = [a;j] € My, @ B = [b;j] € M,s ulancane matrice. Tada je

produkt AB definiran kao matrica
AB = [Cij] - Mms
pri cemu je
cij:Zaikbkj, Vizl,...,m,ijl,...,s.
k=1

Uoc¢imo da mnozenje matrice skalarom pridruzuje skalaru i matrici matricu, a faktori

skalar i matrica nisu istoga tipa.

1 2 5 6
Primjer 2.4. A = B =
3 4 7 8
1 2 5 6 19 22
AB = . =
3 4 78 43 50

Napomena 2.2. Svojstva mnoZenja matrica:



1. MnoZenje matrica je preslikavange
< My X Mys — M, m,n,s € N.
Posebno ako je m = n = s tada je
- M, x M, - M,
binarna operacija na skupu M,.
2. Ne vrijedi komutativnost mnoZenja matrica.

3. Jedini¢na matrica je neutralni element za mnoZenje matrica, pri cemu odgovarajuca

matrica i jedinic¢na matrica moraju biti ulancane. Vrijedi AI = TA = A.

4. UmnozZak matrice s ulancanom nul-matricom jednak je nul-matrici, tj. A0 = 0A = 0.

Teorem 2.1. Skup svih kvadratnih matrica M, za koju vrijedi sljedecih pet svojstava nazi-

vamo asoctjativna algebra s jedinicom:
(1) A(B+C)=AB+ AC
(2) (A+ B)C = AC + BC
(3) (¢ A)B = A(aB) = a(AB), Va € F
(4) (AB)C = A(BC)
(5) IA=Al=A

Dokaz. Bududi da se dokaz svojstava svodi na direktnu provjeru, dokazat ¢emo samo svojstvo
(4).

Neka je A = [a;;] € Myn, B = [bij] € M,s, C = [cij] € M.

Kako je produkt (AB) € M,,, tada je (AB)C € M,,;. Analogno se pokaze da je i A(BC) €
Mt Potrebno je samo pokazati da su matrice (AB)C' i A(BC') jednake, odnosno da su im

odgovarajuéi elementi jednaki. Uzmimo proizvoljne 1 <:<mil <j <t.

S S n

(AB)Cly; = Y [ABlucr; = ) (Z az'zbuf> Ckj

k=1 k=1 =1

S druge strane imamo

n

Aip < i bprcrj) = i ( Z aipbpr) Crj
r=1 r=1

p=1

M:

[A(BC)]U iaw BC

p=1 p=1

Dakle, umnozak matrica je jednak do na izbor indeksa sumacije. O]
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2.3.4 Regularna i singularna matrica

Definicija 2.15. KaZemo da je matrica A € M, (F) regularna ako postoji matrica B €
M, (F) takva da vrijedi
AB=BA=1.

Matricu B nazivamo multiplikativni inverz ili inverz matrice od A i oznacujemo s

ALY Za matricu A € M, koje nema multiplikativni inverz, nazivamo singularna matrica.
Napomena 2.3. (1) Svaka matrica A € M, ima najvise jedan inverz.

(2) Jediniéna matrica je regularna i sama sebi inverz jer vrijedi I -1 =1

(3) Ako je A regularna, vrijedi (A~')"! = A

(4) Ako su A, B € M, reqularne, onda je i umnozak AB regularna matrica i vrijeds

(AB) ' =B7tA™!
Dokaz. Koristeéi asocijativnost mnozenja matrica imamo
(AB)B'A' = (A(BB ')A '=(ADA ' =AA =1
= B'AY(AB) =1 /- (AB)™*
— B 'A = (AB)™!

O

(5) Skup svih regularnih matrica n-tog reda s koeficijentima iz polja F oznacujemo s GL(n, F).

GL(n,F) se naziva opéa linearna grupa reda n nad poljem F.

3 Rang i determinanta matrica

Neka je A € M,,,. Stupce matrice A mozemo zapisati u obliku:

A= [aij] = [CL17 az, ... aan]>
gdje su
a1 Q1n
a; — yeo ey QAp =
Qm1 Amn



Retke matrice A mozemo zapisati:
_ (1 : 1_ _
A=la;| = (a',...,a™), gdje sua' = (a11,...,a1),...,a" = (am1, - -, Qmn)-
Stupce i retke matrica mozemo promatrati kao vektore i ispitivati njihovu linearnu neza-

visnost.

Definicija 3.1. Neka je R(A) = L(ay,...,a,) vektorski prostor razapet stupcima matrice
A i R*(A) = L(a',...,a™) vektorski prostor razapet retcima matrice A. Maksimalni broj
linearno nezavisnih stupaca matrice A zovemo rang matrice A po stupcima,dim(R(A)),
a maksimalni broj linearno nezavisnih redaka matrice A zovemo rang matrice A po ret-
cima, dim(R*(A)).

Rang matrice po retcima jednak je rangu matrice po stupcima i oznacavamo ga s r(A)
1 nazivamo rang matrice A. Posebno, rang od nul-matrice je 0, a jedinicne matrice reda

(n,n) jednak je n.

1 1 3
Primjer 3.1. A=|0 1 2

2 3 8
Prva dva retka matrice A su linarno nezavsina, dok je treci linarna kombinacija prva dva

retka, tj. a® = 2a' + a®. prema tome, rang matrice A jednak je dva, r(A) = 2. Analogno

vrijedi 1 da smo promatrali stupce matrice A jer je az = 2as + ay.

Determinanta matrice je preslikavanje koje kvadratnu matricu preslika u cijeli broj.

a b a b
A= det A = = ad-bc (3.1)

Za matricu reda 3 imamo

ailz aiz as
Q22 Qa23 Q21 A23 Q21 Q22
21 Q9o Qo3| = Q11 — a2 + a3

a3z 33 a31 as3 a31 as2
a31 32 a3s3

Sada, koristedi izraz (3.1) dolazimo opcenito do determinante kvadratne matrice reda n.
Ako imamo kvadratnu matricu reda n, onda je

n

detA = andetAH — algdetA12 + e 4 (—1)”a1ndetA1n = Z(—l)kilalkdet}llk, (32)

k=1



gdje su Ay matrice (n — 1) reda koje dobivamo ispustanjem prvog retka i k—tog stupca od
matrice A. Ovakav postupak trazenja determinante nazivamo Laplaceov razvoj matrice

po prvom retku. Takav razvoj je moguéi po bilo kojem retku r,r € {1,2,... ,m} i glasi:
detA = Z(—l)”kamdeﬁlrk.
k=1

Analogno se provodi i Laplaceov razvoj deteminante po k-tom stupcu, k € {1,2,...,n} i
glasi:

detA = Z(— D) a,det Ay
r=1

Ova dva Laplaceova razvoja determinante po retku, odnosno stupcu, preslikaju se u isti cijeli
broj. Drugim rijec¢ima, prilikom rac¢unanja determinante gledamo po ¢emu (retku ili stupcu)
nam je pogodnije razvijati. Najcescée se uzimaju retci ili stupci koji sadrze element s najvise
nula ili jedinica jer je 0 - detA,, =011 -detA,, = detA,;.

U nastavku ¢emo navesti neka svojstva ranga i determinante koja nam pomazu u ra¢unanju.

3.1 Svojstva determinante

(1) Determinanta trokutaste matrice A € M,, jednaka je produktu elemenata glavne dija-
gonale.

detA = ay1 - asy...anp

Dokaz. Dokaz provodimo indukcijom. Za n = 2 oc¢ito vrijedi. Pretpostavimo da vrijedi
i za matricu (n-1)-og reda. Trebamo pokazati da vrijedi i za M,,.

Neka je A donje trokutasta matrica. Tada prema tvrdnji (3.2) vrijedi detA = a1 A1,
a kako je A;; € M,,_; i donje trokutasta matrica tvrdnja je dokazana.

Nadalje, neka je A gornje trokutasta matrica. Tada prema tvrdnji da ako svi elementi
iStezavaju, odnosno ako imamo nul-matricu, onda je detA = 0, tj. vrijedi

detAyg = -+ =detAy, =0 — detA=a  detAy;.

Buduéi da je A € M,,_; gornje trokutasta, imamo prema pretpostavci indukcije da je

detA = a11 - A22 ...0nny

Sto zajedno s prethodnom jednakos¢éu daje trazenu formulu. O
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(2) Ako dva stupca determinante zamijene mjesta, tada se mijenja predznak determinante.

(3) Ako matrica A € M,, ima dva jednaka stupca, onda je detA = 0.

Dokaz. Dokaz provodimo matematickom indukcijom.

Za n=2 tvrdnja ocito vrijedi. Pretpostavimo da vrijedi i za skup matrica M, ;.
Pokazimo da vrijedi i za skup matrica M,,.

Neka je A € M,,. Pretpostavimo da su r — ti i k — ti stupac matrice A jednaki. Tada

je A= AP, ', §to prema prethodnom svojstvu povlaci da je
detA = det(AP,;) = —detA = detA =0

]

(4) Ako je stupac a; matrice A € M,, linearna kombinacija nekih vektora stupaca b, ¢ €

M, vrijedi svojstvo linearnosti determinante:

detA =det]... \b+ pc...] = Mdet[...b...| + pdet]...c...].

Dokaz. Dokaz matematickom indukcijom. Za Ms, tvrdnja vrijedi. Pretpostavimo da
vrijedi i za M,,_;. Pokazimo da vrijedi i za A € M,,.
Bez smanjenja opcéenitosti pretpostavimo da je prvi stupac linearna kombinacija vek-

tora b,c € M1, tj. a; = Ab+ pc. Sada imamo

)\bl + MCr Q12 ... QAin b1 a2 ... Qip cCi Q12 ... Qip

)\bg + HC2 Q2o ... Q2p bg Ao9 ... Q9p Cy A29 ... Q9pn
. =A +

Aby + pcn Gpo ... gy by, Qpa ... Gun Cn QApa ... Qpn

Ako bi neki drugi stupac, npr. az = Ab + uc, tada bi primjenom Svojstva (2) pokazali

da vrijedi zeljena tvrdnja i za tredi stupac bi vrijedilo:

detA = —detlagazsaiay...| = —det[(Ab+ pc)asaiay . . .|
= —M\detlbasajay .. .| — pdet[casaiay . . . |
= Adetlayazbay . . .| + pdet[ajascay . . .|

LP., € M, je matrica koja se iz jediniéne matrice I dobiva permutacijom 1-tog i j-tog stupca. Ako neku
matricu A € M,,,, zdesna pomnozimo nekom matricom P, € M,,, u matrici A zamijeniti ¢e mjesta i-ti i j-ti

stupac.

11



Stoga, ovo svojstvo ¢emo dokazati za stupac a;. Oznac¢imo s a (K > 2) k-ti stupac
matrice A kojemu je ispusten prvi element. Analogno oznacimo i E, ¢. Laplaceovim

razvojem determinante po prvom retku imamo:

detA = ()\bl + MCl)det[ELg . ELn]

Aby +pcy ... Aop—1 Gogyr .. G2

+ Z(—l)kilalk
k=2

Abp + piCy, oo Qg1 Qpgtl oo Gpp

Nadalje, prema pretpostavci indukcije, prethodnu sumu mozemo zapisati kao

Adet[b...ag 10541 - .- Qp) + pdet[C. .. ag_1a541 - - - A,
odakle slijedi
detA = (Aby + pcy)det[as . . . ay)
+ A zn:(—w’“—lalkdet[é. TR TR ) Zn:(—l)k_lalkdet[é. Qg1 g1 - - -
k=1 k=1

= Abidet[ay...an) + Y (1) taydet[b. . ar_1dps - .])
k=2

+ M(Cldet[dg . gln] + Z(—l)k_lalkdet[é e dk—ldk-‘rl Ce ])
k=2

= Mdet[b,ay...a,| + pdet[c,as . .. ay).

O
(5) Determinanta se mnozi skalarom A tako da bilo koji njezin stupac pomnozimo s A.
Dokaz. Koristeé¢i prethodno svojstvo imamo:
det[...Xaj...| = Adet[...a;...] = AdetA.
O

(6) Ako matricu A € M,,,, pomnozimo nekim skalarom A € F, tada vrijedi

det(NA) = Mdet A.

(7) Ako nekom stupcu dodamo linearnu kombinaciju ostalih stupaca, determinanta se ne
mijenja.
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(11)

Dokaz. Dokaz matematickom indukcijom. Tvrdnja ocito vrijedi za n=2. Pretposta-
vimo da vrijedi i za M,_;. Pokazimo da vrijedi i za A € M,,.
Bez smanjenja opcenitosti pretpostavimo da je a; linearna kombinacija ostalih stupaca.

Koristeci prethodna svojstva (najprije svojstvo (4), pa svojstvo (3)) imamo :

detlay + Z Ak, Qg . . . ay) = det[ay, as . .. ay| + Z Ardetlag, as ... a,] = detA.
k=2 k=2

]

Ako je neki stupac linearna kombinacija ostalih stupaca matrice, onda je determinanta

jednaka nuli.

Dokaz. Dokaz matematickom indukcijom. Tvrdnja ocito vrijedi za n=2. Pretposta-
vimo da vrijedi i za M,,_;. Pokazimo da vrijedi i za A € M,,.
Bez smanjenja opcenitosti pretpostavimo da je a; = Y, _, Apay. Koristenjem svojstva

(4), pa svojstva (3) imamo:

detlay ...n] = det[z Ak, Qg . . . Ay = Z Ardetlag, as . . .a,] = 0.
k=2 k=2

Ako je matrica singularna, onda je detA = 0 i detAT = 0.

Dokaz. Ako je A singularna matrica, onda su njezini stupci linearno zavisni pa prema
prethodnom svojstvu je detA = 0. Prilikom transponiranja, retci postaju stupci pa je

dokaz za AT analogno. O

(Binet-Cauchyjev teorem)
Za bilo koje dvije matrice A, B € M,, vrijedi

det(AB) = detA - detB.

Matrica A € M, je regularna ako i samo ako je
detA # 0.

Dodatno, tada je




3.2 Svojstva ranga

(1) Za svaku matricu A € M,,, vrijedi
r(A) = r(A").

Takoder ako je A’ dobivena iz matrice A € M,,,, primjenom nekih elementarnih tran-
sformacija?, onda je

r(A) = r(A).
(2) Za dvije ekvivalentne matrice 3 A, B € M,,, vrijedi

A~ B <= r(A) =r(B).

(3) Matrica A € M,, je regularna ako i samo ako je

r(A) = n.

2vidi Definicija 4.4 na 17. stranici
3Kazemo da je matrica B € M,,, ekvivalentna matrici A € M., (i pisemo A ~ B) ako se B moze dobiti

iz A primjenom konaéno mnogo elementarnih transformacija redaka ili stupaca.
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4 Sustav linearnih jednadzbi

Linearna jednadzba nad poljem F u nepoznanicama xy, s,

171 + Aoy + -+ + apx, =0

pri éemu su ay,...,a,,b € F.

..., Ty je jednadzba oblika

Definicija 4.1. Sustav linearnih jednadZbi nad poljem F sastoji se od m linearnih

jednazbi s n nepoznanica, m,n € N:

a11x1 + a9 + - -+ + a1pTy bl
2171 + Q22X + +++ + A2, Ty by
........................... (4.1)
Am1T1 + A2l + -+ + Gpp Ty bm
Pritome, skalaria;;,1 =1,2,...,m,j =1,2,...,n zovu se koeficijenti sustava, by, b, ... b,

slobodni élanovzr.

Uocimo kako prvi indeks ¢ u a;; oznacuje redni broj jednadzbe, a indeks j redni broj

nepoznanice uz koji se taj koeficijent nalazi.

Definicija 4.2. RjesSenje sustava (4.1) je svaka uredena n-torka

(},...,2)) € Fy,

za koju supstitucija

/ /
lexI, $2:$2, ey

zadovoljava sve jednadzbe.

Za sustav (4.1) kazemo da je homogen ako su svi slobodni ¢lanovi jednaki nuli, tj. ako

jeby =by =--- =0b, =0. Usuprotnom ako je barem jedan slobodan clan razli¢it od nule,

kazemo da je linearni sustav jednadzbi (4.1) nehomogen.

Sustav (4.1) mozemo zapisati u matriénom zapisu:

ai; ... Q1n T bl
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Matricu A, nazivamo proSirena matrica matrice A.

Sada sustav (4.1) kra¢e mozemo zapisati kao:
AX = B. (4.2)

Napomena 4.1. Sustav (4.1) i matricna jedndzba (4.2) su ekvivalentne.

/
Ty

To znaci da uredena n-torka (7, ..., z!) zadovoljava (4.1) ako i samo ako | | zadovo-

~

ljava (4.2).

4.1 Egzistencija rjeSenja

Da bi rjesenje postojalo, sustav (4.1) mora zadovoljavati neke nuzne i dovoljne uvjete koje

¢emo iskazati u sljede¢im tvrdnjama.

Propozicija 4.1. Uredena n-torka (2, ...,x)) je rjesenje sustava (4.1) ako i samo ako je
B =zjay + zhas + - - + xa,,

gdje je {ay,aq, ..., a,} stupéana reprezentacija matrice A.

Dokaz. Tvrdnja izlazi direktno iz definicije operacija s matricama. ]

Teorem 4.1. (Kronecker-Capelli) Sustav AX = B je rjesiv ako i samo ako vrijedi

Dokaz. Prema definiciji ranga imamo:
r(A) = dimR(A) = dimL(ay,as, ..., a,)

r(A,) = dimL(ay,as, ..., a,, B).

Uoc¢imo da vrijedi sada
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Sada imamo sljedeéi niz ekvivalentnih tvrdnji:

L(ay,aq,...,a,) = L(ay,as,...,a,,B)
B € L(ay,aq, ..., a,)

(2], ..., 2}) € F takva da je B = 2a; + xhag + - - + 2},a,

1111

prema Propoziciji (4.1) postoji rjesenje sustava.

4.2 Skup svih rjesenja

Propozicija 4.2. Homogeni sustav je uvijek rjesiv. Skup svih rjeSenja homogenog sustava

AX = 0 je vektorski prostor.

Dokaz. Prvi dio tvrdnje vrijedi jer svaki homogeni sustav ima barem trivijalno rjesenje

/ / /
x; =0, Ty = 0, N z,, = 0.

Oznacimo s 2 C M, skup svih rjesenja homogenog sustava AX = 0. Za R, Ry, € Qi
A1, A2 € F sada, zbog distributivnosti i kvaziasocijativnosti mnozenja matrica i AR; =

ARy = 0 imamo da je
A()\lRl + )\QRQ) - )\1AR1 + /\QARQ - 0

Dakle, A\{ R1 + A2 Rs € ) pa je prema kriteriju za vektorski potprostor i {2 vektorski prostor.
O

4.3 Gaussova metoda eliminacije

Gaussova metoda eliminacije je jedna od metoda rjeSavanja sustava linearnih jednadzbi. U
Gaussovoj metodi nije potrebno unaprijed utvrdivati je li zadani sustav uopce rjesiv jer ona

u sebi ima racunanje ranga matrice sustava te ¢e eventualna nerjesivost sustava biti ocita.

Definicija 4.3. Dva sustava linarnih jednadzbi nad poljem F' su ekvivalentna ako imaju isti

broj nepoznanica i isti skup rjesenja.
Definicija 4.4. Elementarne transformacije sustava linearnih jednadzbi su:
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(I) zamjena poretka dviju jednadzbi
(II) mnozenje neke jednadzbe skalarom A # 0
(III) pribrajanje neke jednadzbe pomnozZene skalarom X nekoj drugoj jednadzbi sustava.

Napomena 4.2. Primjenom konacno mnogo elementarnih transformacija na dani sustav

linearnih jednadzbi dobiva se ekvivalentni sustav.

Gaussova metoda eliminacije radi na principu da se proSirena matrica (A,) elementar-
nim transformacijama sustava svede na gornje trokutastu matricu te nakon toga povratnom
supstitucijom dobijemo rjesenja linearnog sustava jednadzbi.

Neka je dan sustav

anry + aprs + -+ a1, = bl

2121 + Q2% + « ++ + A2y, = b2

........................... (4.3)
A1 %1 + Qoo + - - + Gy, = by

Elementarnim transformacijama sustava u kona¢no mnogo koraka dobijemo matricu

10 .. 0 dyy o d| b

0 1 " & ah,y ... dah, | b
0

00 0 1 a,, ... d,| 0

A=

0 0 0 0 0 |0,
0

0 O 0 0 0| ¥
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odnosno sustav

T+ + @) Trg1 oo AT, = D)
T + + Ay Ty + oo, = by
xr+a;~7r+1$r+1+"' +a;n$n = b:ﬂ (44>
0O-214+0-204+--+0-2,+0 2,41 +---+0-2, = b,

02140294402, +0- 2,41+ +0-2, = b,

Primjenom propozicije (4.2) dobiveni sustav (4.4) je ekvivalentan sustavu (4.3). Prema

Kronecker-Capelli teoremu, sustav (4.4) ima rjesenje ako i samo je
== =0

Ako za bar jedan i,7 + 1 < i < m, vrijedi b} # 0, zadani sustav nema rjesenja.
Pretpostavimo da vrijedi

Vo= =, =0.

Tada dobivena matrica A;) ima oblik

L 0 ... 0 dy,yy ... ap,|b
0 1 " i oah,yy ... dh, | b
0
0 0 0 1 a.,.y ... a,l|b
A=
0 0 0 0 010
0
0o 0 ... 0 0 .. 010
Odavde slijedi da je xg = (b}, 0,...,0.,0,...,0)T jedno partikularno rjesenje.
Kako bi pronasli bazne vektore uq, ..., u,_, €  promatrat ¢emo ekvivalentnu matricu po-

laznoj matrici prosirenog homogenog sustava.
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1 0 ... 0 a’LTH ...oay, |0
0 1 " ah,yy ... ah,|0
0
W 0 O 0 1 a;mﬂ . a0
0 O 0 0 010
0
0O 0 ... 0 0 ... 010
Uvrstavanje uq, ..., u,_, mozemo pokazati da su zaista rjesenje pripadnog homogenog sus-
tava. _ _ ~ _ ~ _
—a/ —a —a/
1,r+1 1,r42 in
_al277‘+1 _a'/2,7"+2 _a/Qn
_a;",rJrl _a’;“,r+2 _a;n
u; = s Ug = s ceey Up—r =
1 0 0
0 1 0
0 0 1

Opce rjesenje sustava moze se zapisati:
n—r
x:xo—l—Z)\iui, Al,...,)\n,TER.
i=1
Primjer 4.1. Rijesite sustav

5.7)1+I2+2I3 = 29
31‘1—91;2—1—:63 = 10

15E1—|—2£L‘2—|—4ZL'3 = 3l.

Rjesenge:
5 1 2129 1 2 4131 1 2 4 31
3 -1 110 | ~|3 -1 1|10 |~ 0 =9 —18|—126
1 2 4131 5 1 2129 0 -7 —11| —83
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1 2 4 31
01 2| 14 —> Povratnom supstitucijom: (x1,x2,x3) = (3,4,5).

0 0 =3|-15
Primjer 4.2. Rijesite sustav
3x1+4xy+23+2204 = 3

6£E1 +8$2 —|—2$3 +5$4 =7

9?[71 + 121’2 + 31’3 + 101‘4 = 13.

Rjesenge:
3 4 1 2|3 341 2|3 341 2|3
6 8 2 5|7 |~[00O0T1(1]|~[0O0O0T1/1]|— zg =1
9 12 3 10|13 0 0 0 44 00000

Iz prvog retka dobijemo jednadzbu:

3ZE1+4[E2—|—1’3+21’4 = 3

31’1+4$2+l‘3+2 = 3

3331 + 4%2 +x3 = 1
3£B1 = —4332 — T3+ 1
4 1 1
r = —gxg — gl’g + g

Dakle, rjesenje sustava je: (xq, T2, x3,T4) = <—%ZL'2 — %l‘g + %, To, T3, 1).

4.4 Gauss-Jordanova metoda

Ova metoda provodi se analogno kao i Gaussova metoda eliminacije, ali umjesto na gor-
nje trokutastu matricu, sustav se svodi na dijagonalnu matricu odakle direktno isc¢itavamo

rjeSenja polaznog sustava.

Primjer 4.3. Rijesimo Primgjer (4.1) Gauss-Jordanovom metodom.

Rjesenje:
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o =

1

2129

-1 1|10

2

4131
31
14

—15

~

~

1 2 4|31
3 =1 1110

o 1

2129

1 0 03
01 2|14

0 01

5

~

~

1
0
0
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0
0

=}

o =

2
-9
-7

1

3
4
)

4
—18
—11

31 1 2 4131
—-126 |~ |0 1 2 |14
—83 0 7 11|83

= (11, T, 23) = (3,4,5).
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