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Sazetak

U ovom zavr$nom radu definirat ¢emo Kroneckerov produkt te navesti i dokazati os-
novna svojstva istog. Takoder, definirat ¢emo Kroneckerovu sumu i vidjeti kako je ona
povezana sa Kroneckerovim produktom. Osim toga, odrediti ¢emo svojstvene vrijed-
nosti za Kroneckerov produkt i sumu. Na kraju ¢emo pokazati kako nam svojstvene
vrijednosti Kroneckerove sume mogu pomoc¢i u rjeSavanju matri¢nih jednadzbi.

Kljuc¢ne rijeci
Kroneckerov produkt, svojstva Kroneckerovog produkta, Kroneckerova suma, vec-operator,

Sylvestrova jednadZzba, simetri¢ni Kroneckerov produkt

Kronecker product and applications

Summary

In this paper, we will define the Kronecker product and list and prove its basic properties.
We will also define the Kronecker sum and see how it relates to the Kronecker product.
In addition, we will list the eigenvalue expressions for the Kronecker product and the
sum. Finally, we will show how the eigenvalues of the Kronecker sum can help us solve
matrix equations.

Key words

Kronecker product, properties of the Kronecker product, Kronecker sum, vec-operator,
Sylvester equation, symmetric Kronecker product
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1 Uvod

Kroneckerov produkt dobio je ime po njemackom matemati¢aru Leopoldu Kroneckeru,
ali ovaj produkt prvi je upotrijebio Johann Georg Zehfuss 1858. godine. Kroneckerov
produkt, u oznaci ®, je produkt dvije proizvoljne matrice koji za rezultat daje blok ma-
tricu. Zanimljiva prednost Kroneckerovog produkta u odnosu na standardno mnoZenje
matrica je ta Sto matrice ne moraju biti ulancane.

U Poglavlju 2 ovog zavrsnog rada definirati ¢emo Kroneckerov produkt te navesti i
dokazati njegova osnovna svojstva. U Poglavlju 3 definirat ¢emo Kroneckerovu sumu
i vidjeti povezanost sa Kroneckerovim produktom. Primjena Kroneckerovog produkta
je raznolika tako se Kroneckerov produkt koristi u linearnoj algebri, matri¢nom rac¢unu,
teoriji sustava, ali i u programiranju. U Poglavlju 3 navesti ¢emo osnovne ideje rjeSavanja
matri¢nih jednadZzbi i definirati simetrican Kroneckerov produkt.



2 Kroneckerov produkt

2.1 Definicija

Kroneckerov produkt definira se za dvije proizvoljne matrice nad bilo kojim poljem. S
obzirom na standardno mnoZenje matrica, Kroneckerov produkt je opéenitiji nac¢in na

koji moZemo pomnoZiti neke dvije matrice $to moZemo uociti ve¢ u samoj definiciji
Kroneckerovog produkta.

Definicija 1 Neka su A € My 4(F) i B € M,«s(FF), gdje je IF polje realnih ili kompleksnih
brojeva. Kroneckerov produkt matrica A i B definira se kao

allB 1112B cee aqu
a21B ElzzB 5] B
A®B= . . 7 EMprxqs(IF)'

Ocito je Kroneckerov produkt dijagonalnih matrica opet dijagonalna matrica. Isto vrijedi
i za gornjetrokutaste te donjetrokutaste matrice.
Kako bi nam definicija Kroneckerovog produkta bila jasnija navedimo primjer:

Primjer 1 Neka su zadane matrice A = {1 2 3} iB= {2 1} . Tada je

23 4 3 2
2142 6 3

B 2B 3B] [3264 9 6
A®B_{2B3B4B}_426384
6496 128

246 123

24 Al |46 8 23 4
B®A_[3A 2A]_369246
69 12 46 8

Iz primjera je vidljivo da Kroneckerov produkt opéenito nije komutativan,
tj. A® B # B® A iako su produkti A ® B i B ® A jednakog tipa.
U sljede¢im primjerima pogledajmo Kroneckerov produkt jedini¢ne i neke proizvoljne
matrice. Taj nam je produkt bitan u definiranju Kroneckerove sume koju ¢emo spome-
nuti nesto kasnije.



Primjer 2 Neka je I, jedinicna matrica reda 2 te neka je A € My ,(F) proizvoljna matrica.
Tada vrijedi:

L®A= {zﬁ O}

0 A
Ukoliko umjesto I upotrijebimo matricu 1,,, n > 2, dobivamo blok dijagonalnu matricu pri cemu
se matrica A ponavlja n puta na dijagonali.

Kako za Kroneckerov produkt ne vrijedi komutativnost pogledajmo A ® I,.
Primjer 3 Neka je A proizvoljna matrica reda 2. Tada je:

an 0 ain 0
0 a1 0 ain
an1 0 az» 0
0 an1 0 ano

AR =

Prosirenje na proizvoljnu matricu A te I,,n > 2 ovdje je oCito.

2.2 Svojstva

Kako bi shvatili primjenu Kroneckerovog produkta navest ¢emo njegova osovna svoj-
stva i dokazati neka od njih. Kroneckerov produkt ima neka svojstva koja vrijede i kod
standardnog mnoZenja matrica kao $to su npr. asocijativnost i distributivnost s obzirom
na zbrajanje matrica, dok se rezultati kod inverza i transponiranja razlikuju. U sljede¢em
teoremu navesti ¢emo i dokazati nekoliko osnovnih svojstava Kroneckerovog produkta.

Teorem 1 Neka je A € My q(FF) , 0y xn nulmatrica, o € I, gdje je IF neko polje. Tada vrijede
sljedeéa svojstva:

(1) (aA)®B=A® (aB) =a(A®B),Va € F,VYB € My «u(F)
2) AR(B®C)=(A®B)®C,zaB € Myxn(F),C € Msx:(F)
3) AR(B+C)=A®B+A®C,zaB, CE Myxn(F)

(4) (A+B)®@C=A®C+B®C,za Be My, (F),C e M;x(F)
(5) (A®B)T = AT® BT, za B € My »u(F)

(6) (A®B)*=A*® B*,za B€ My, «u(F)

(7) A®Omxn = Omxn ® A = 0pmxagn

Dokaz:
Dokaz ovih svojstava se provodi primjenom definicije Kroneckerovog produkta i os-
novnih svojstava matri¢cnog mnoZenja.



(3)

(4)

a1y a1q aayy a1q
(1) (A)®B=(a ) ®B = : | ®B
] Clap - apg Xdpy Xpg
wai1 B aa14B a11B a14B
: o= ;| =a(A®B)
=ocaplB ocaqu= ap1B ap,B
na11B aay4B a110B a140B
: o= : | =A®(aB)
| xap1 B QdpgB | ap1aB apqB
[a11B a14B (a11B) ® C (a14B) ® C
(2) (A®B)®C = : Dl eC= : :
| a,1B apgB (apB)®C (apgB) ® C
[a11(B®C) a14(B® C)
= : : =A®(B®C)
|ap1(B®C) apg(B® C)
[a11(B+ C) a14(B+C) a11B +aq1C a14B + a1,C
A®(B+C) = : : = : :
|ap1(B+C) apg(B+C) ap1B +apC apgB + ap,C
[a11B a14B a11C a14C
= : N =(A®B)+(A®C)
|ap1B apqB apC apaC
an a1q b1 b1,
(A+B)@C=(]| : PR I o C)eC
ap1 Apq bp1 bpq
[a11 + b1y a1q + big (a11 +b11)C (a14 + b14)C
= : : ®C= : :
| ap1 + bp1 Apg + bpg (ap1 +bp1)C (apg +bpg)C
_anC + b11C aqu + bqu
| ap1C + by C apgC + bp,C
—1111(: aqu b11C bqu
= : S t | =(A®0)+ (BeC)
_aplC aqu bplc bqu




a11B

(5) (A®B)T =
ElllB

(6) (A®B)* =
(7) A ®0m><n -
Omxn ®A -

-0110

[0A

0A

a1,B]" [anBT
ap'qB ) alq.BT
agB]"  [anB*
Y
a140 0
ap:qO ) 0
0A 0
O:A ) 0

: | =AT®BT
aquT
apqB*
0
| = Opqun
0
0
= Opqun
0

O
Teorem 2 Neka je A € My q(F), B € M, «s(FF), C € Myxy(FF) i D € Msxy(FF). Tada je
(A®B)(C® D) = AC® BD
Dokaz:
_ElllB Elqu C11D ClvD
(A®B)(C®D)=| : : : :
L]y a1ic1BD Y1, a1i¢ivBD
= : : = AC® BD
_Z?:l apicjiBD 2?21 apiCipBD
O

Sljedeci teorem je vrlo vaZan za primjenu Kroneckerovog produkta a u njemu su dane
svojstvene vrijednosti za Kroneckerov produkt.



Teorem 3 Neka su A € Mgyxyi B € Mpxp sa svojstvenim vrijednostima Aj,i = 1,...,q1
uji,j=1,...,p, redom. Tada su svojstvene vrijednosti matrice A @ B dane s

/\i-yj,i:1,...,q,j:1,...,p.

Propozicija 1 Neka je A € Myx,4(FF) i B € My ,(IF). Skupovi svojstvenih vrijednosti od
A®BiB® A su jednaki.

Dokaz: Vidi [4, str. 245]

Osim ovih navedenih i dokazanih svojstava postoje svojstva Kroneckerovog produkta
koja vrijede za neke dvije kvadratne matrice.

Korolar 1 Ako su A € Myuxu i B € My, xm kvadratne matrice redova n i m. Onda vrijede
sljedeéa svojstva:

1. tr (A® B) =tr (A)tr(B)
2. det(A® B) = (det A)P(det B)7 = det(B® A).

Dokaz:

1. Trag matrice jednak je sumi svojstvenih vrijednosti matrice. Ako su svojstvene vri-
jednosti matrice A jednake a; zai =1,2,...,7n i svojsteve vrijednost od B jednake ; za
j=1,2,...,m, tada

[y

AB) = 13 () = 1o ) fy = trA)r(B)
L

n
i=1 ]: 1=

2. Determinanta matrice jednaka je produktu svojstvenih vrijednosti pa imamo da je
det(A ® B) = [T Ai, gdje su A; svojstvene vrijednosti Kroneckerovog produkta A ® B.
Tada prema Teoremu 3 imamo:

det(A@ B) =[] A; =] ﬁ(aj/_%k):(Hzx}”)(l—[ﬁ@:(detA)m(detB)”

U standardnom matri¢cnom mnoZenju lako je pronaci ne-nul matricu za koju vrijedi
A% = 0, no kod Kroneckerovog produkta to nije slu¢aj. O tome nam govori sljedeci
korolar.

Korolar 2 Neka je A € My xu(F) i B € Mpxy(IF). Tada A® B = Oppxng ako i samo ako je
A - Omxn lll B == Opxq.

Teorem 4 Ako su A i B normalne, onda je i A ® B normalna.

Dokaz:



Kako su prema pretostavci A i B normalne vrijedi AAT = ATA i BBT = BTB.
Koriste¢i se time, svojstvom (5) iz Teorema 1 pa zatim Teoremom 2 slijedi:

(A®B)T(A®B) = (AT ®BT)(A® B)

= ATA®B'B
= AAT @ BBT
= (A®B)(A®B)T,
O
Teorem 5 Akosu A € M, i B € M, reqularne matrice, onda je (A® B)~1 = A1 @ B~1.
Dokaz:
Koristeé¢i Teorem 2 slijedi:
(A®B)(A'®B 1) = (AA )@ (BB ) =1, ®1I; = Iy
O

3 Kroneckerova suma
3.1 Definicija

Za neke dvije kvadratne matrice moZemo definirati Kroneckerovu sumu na sljedeci
nacin:

Definicija 2 Neka je A € M, i B € M, . Tada je Kroneckerova suma A © B definirana
izrazom:
A®B=1,0 A+ BRI,

Pogledajmo primjer za Kroneckerovu sumu.

212
Primjer 4 Neka su zadane sljedece matrice: A= |3 1 1| iB= E 5]. Tada je :

2 31

6 1 2 2 0 0]

351020

235002

APB=(L®A)+ (BRL) = 3007 12

030361

0 0 3 2 3 6]




2 01 0 2 0]
02010 2
301010
B®A=(L®B)+(A®DL) = 030101
203010
020 3 0 1]

Iz primjera moZemo zakljuciti da opéenito komutativnost za Kroneckerovu sumu ne
vrijedi, odnosno A ® B # B ® A.
Isto tako lako se provjeri da za Kroneckerov produkt i sumu ne vrijedi svojstvo dis-
tributivnosti:
(A®B)®C#(A®C)® (B®C)

i

A®(B&C)# (A®B) & (A®C)

Primjer5 Nekaje A=1,B=2C=1

(AGB)@C=(1-1+2-1)® I, =3
Pogledajmo desnu stranu:
(A X C) D (B X C) = (112) D (212) =bL® (112) + 2L QI = Iy + 214 = 31y

Analogno se pokaZe i za drugu nejednakost.
Uz navedenu definiciju i neka svojstva vazan nam je sljedeci teorem.

Teorem 6 Nekaje A € My xn(F)i B € Mypy,. Tada je

A®B=(A®1,)(I, ®B) = (I, ®B)(A® L)

Dokaz: Vidi [3, str. 32]



4 Primjene Kroneckerovog produkta

4.1 Maricne jednadzbe i Kroneckerov produkt

Kroneckerov produkt moZe se koristiti za rjeSavanje linearnih jednadZzbi u kojima su
nepoznanice matrice. Primjeri takvih jednadzbi su:

AX =B,
AX+ XB=C,
AXB =_,
AX+YB =C.

Kako bi mogli govoriti o primjenama Kroneckerovog produkta potrebno je definirati
tzv. vec-operator ili operator vektorizacije. Vektorizacija matrice je linearna transforma-
cija odnosno linearan operator koji pretvara matricu u vektor stupac.

Definicija 3 Za matricu A € My, xn(IF) operator vektorizacije definiran je kao

vec(A) = (a11, -+, Am1, 412, -, Am2, - - -, A1n, - - .,amn)T

Kako bi bolje shvatili definiciju pogledajmo primjer.

Primjer 6 Neka je dana matrica A= E é ‘2} . Tada je:
o
4
2
vec(A) = 5
3
6]

Svojstva operatora vektorizacije bitna su kod primjene Kroneckerovog produkta na ma-
tricne jednadzbe. U sljedecem teoremu navest ¢emo ona koja ¢e nam biti potebna da bi
objasnili primjenu.

Teorem 7 Neka su A, B i C matrice jednakih redova te neka su «, B skalari. Tada vrijedi:
vec(awA + BB) = avec(A) + Bvec(B)

vec(ABC) = (CT ® A)vec(B)

Primjena Kroneckerovog produkta je raznolika. Najpoznatija primjena je u rjeSavanju
linearnih jednadZzbi gdje su nepoznanice matrice. Primjer takve jednadzbe je Sylvestrova
jednadzba
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AX+XB=C,

gdje za dane A € M,,(FF), B € M, (F)iC € My, x»(FF) Zelimo pronaci sve X € M, (F)
koje zadovoljavaju danu jednadzbu. Specijalni slucaj Sylvestrove jednadzbe kad je m =
n, B= AT iCT = C, odnosno matri¢na jednadZba oblika

AX + XAT =C

naziva se Lyapunovljeva jednadzZba.
Kriteriji egzistencije rjeSenja Sylvestrove jednaZbe dan je u sljede¢em teoremu.

Teorem 8 Sylvestrova jednadzba AX + XB = C ima rjeSenje ako i samo ako su matrice

o S [o 5

slicne.

Koriste¢i Kroneckerov produkt i operator vektorizacije, te koriste¢i svojstva operatora
vektorizacije Sylvestrovu jednadZbu moguce je pretvoriti u linearni sustav reda mn x mn

oblika

Dx =c¢,
gdjeje D = (I, ® A) + (BT ® I,,) = BT @ A, x = vec(X) i ¢ = vec(C).
Odnosno, zapisano u obliku matrica

A+ bql by b1l X c
byl A+ byl ... buol 1 1
blnI bZnI “ e A+bnn1 xn Cn

Ova pretvorba je dobra ali ne i efikasna u rjeSavanju opce Sylvestrove jednadZbe jer
je dobiveni sustav velike dimenzije, ali nam daje nuzan i dovoljan uvijet za postoja-
nje jedinstvenog rjeSenja Sylvestrove jednadZbe. U pronalasku jedinstvenog rjeSenja biti
¢e nam korisne svojstvene vrijednosti Kroneckerove sume. Jednadzba Dx = c¢ ima je-
dinstveno rjeSenje ako i samo ako je D regularna matrica. Kako su prema Teoremu 5
svojstvene vrijednosti matrice D dane s A; + ]/t]-,i =1,...,m,j=1,...,n lako se dobiva
fundamentalni teorem za egzistenciju i jedinstvenost rjeSenja Sylvestrove jednadzbe.

Teorem 9 Neka je A € M, (F), B € My (), C € Myxn(F) . Tada Sylvestrova jednadzba
AX+XB=C

ima jedinsteno rjeSenje ako i samo ako A i —B nemaju zajednickih svojstvenih vrijednosti.
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Pogledajmo jednadZbu oblika
AXB=C

ovu jednadZbu moZemo zapisati u obliku

(BT @ A)vec(X) = vec(C).

Sljedeci teorem nam govori o egzistenciji i jedinstvenosti rjeSenja ove jednadzbe.

Teorem 10 Neka su A, B,C € M,,(F). Matricna jednadzba AXB = C ima jedinstveno rjese-
nje X € M, (IF) za svaki C ako i samo ako su A i B regularne matrice.

Dokaz: Vidi [1, str. 30]

U sljede¢em primjeru pogledajmo kako rjeSavamo matri¢ne jednadZbe oblika AXB = C.

.. . 31 1 4 12 3 .
Primjer 7 Neka su zadane matrice A = {2 1}, B = L 1}, C = [O 0}, te neka je X =

Kl ;Cz] nepoznata matrica. JednadZbu AXB = C zapiSemo u obliku (BT @ A)vec(X) =
3 X4

vec(C) i imamo

31 12 4] [x 12
21 8 4| |x3| |0
31 3 1 XQ_3
21 2 1] |x4 0

Odnosno, dobili smo Cetiri linearne jednadzbe sa Cetiri nepoznanice

3x1 4+ 12xp + x3 +4x4 = 12
2x1+8xp +x3+4x4 =0
3x1+3x +x3+x4 =23
2x1+2xp +x3+x4=0

o 2o

4.2 Simetri¢ni Kroneckerov produkt

Rjesavanjem sustava dobivamo

Simetri¢ni Kroneckerov produkt ima primjenu u semidefinitnom programiranju. Semi-
definitno programiranje je poopcenje linearnog programiranja.

Definicija 4 Za bilo koju simetri¢nu matricu S € Sy« (IF) definiramo vektor svec(S) koji ima
in(n + 1) realnih komponenti sa

SUEC(S) = (511, \/5821, ceey \/ESn1/S22/ \/5532, ceey \/§5n2/ cee /Snn)T-
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Definicija 5 Simetricni Kroneckerov produkt definira se za bilo koje dvije (ne nuzno simetricne)
matrice G, H € My, Xy, (IF) kao preslikavanje na vektor svec(S), izrazom:

1
(G ®s H)svec(S) = Esvec(Hsc;T + GSHT).

Ovo je implicitna definicija simetri¢cnog Kroneckerovog produkta.
Nesto viSe o simetricnom Kroneckerovom produktu te semidefinitnom programiranju

moZete pronadi u [2].
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