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Sazetak: U ovom éemo se radu baviti vjerojatnosnim problemom iz 19. stolje¢a. Prvo
¢emo prouciti povijesni razvoj vjerojatnosti i upoznati se s prilikama i vremenom u kojem
je zivio Joseph Louis Francois Bertrand. Zatim ¢emo se pozabaviti nekim osnovnim vje-
rojatnosnim definicijama. Za razumjevanje Bertrandovog paradoksa ¢e nam biti potrebne
definicije pokusa, prostora elementarnih dogadaja i geometrijske vjerojatnosti. Vidjet ¢emo
da postoje razliciti pristupi geometrijske vjerojatnosti koje ¢emo upoznati i preko primjera.

Detaljno ¢emo proci kroz sve interpretacije Bertrandovog problema.

Kljuéne rijeci: Vjerojatnost, pokus, prostor elementarnih dogadaja, elementarni dogadaj,

geometrijska vjerojatnost, slucajna varijabla, gustoca, Bertrandov paradoks.

Abstract: In this work, we will deal with the probability problem of the 19th century.
We will first study the historical development of probability and become acquainted with
the circumstances and times in which Joseph Louis Frangois Bertrand lived. We will then
learn some basic probability definitions. To understand Bertrand’s paradox we will need
definitions of experiment, space of elementary events, and geometric probability. We will see
that there are different approaches to geometric probability that we will get to know through

examples as well. We will go through all the interpretations of Bertrand’s problem in detail.

Key words: Probability, experiment, space of elementary events, elementary event, geome-

tric probability, random variable, density, Bertrand paradox.
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1 Povijesni razvoj vjerojatnosti

Da bismo mogli pratiti i razumjeti vjerojatnosni problem bilo bi dobro upoznati se s povijesti
vjerojatnosti i vremenom u kojem je zivio i stvarao Joseph Louis Bertrand. Veé¢ u antickoj
Indiji poceli su se razvijati temelji vjerojatnosti koji su napisani u dva epa po imenu Ma-
habharata i Ramajana. Potreba za vjerojatnsoti se najvise razvija u obliku igara na srecu,
to jest kockanja.

Europski su filozofi razdvojili vjerojatnost na dva koncepta. Prvi koncept je bio objektivna
odnosno statisticka vjerojatnost u koju su se ubrajale igre na sre¢u, podaci o mortalitetu
stanovnistva, kao i pokusaji odredivanja spola nerodenog djeteta. Ovakav pristup je koristio
princip relativne frekvencije, to jest odnos povoljnih ishoda i svih moguéih ishoda. Drugi
koncept vjerojatnosti je bio subjektivna vjerojatnost koja je zapravo procjena pojedinca o
vjerojatnosti na osnovi iskustva. Navedenu podjelu tocno je definirao Jacob Bernoulli tek
1713. godine.

Treba naglasiti da je vjerojatnost prije renesansnog doba ipak bila nematematicka. Sred-
njevjekovne ideje za vjerojatnost vec¢inom su bile vezane uz bacanje kocke. Racunanja su
se svodila na broj nacina na koji mogu pasti dvije ili tri igrace kocke. O tome nam govori
latinski zapis De vetula koja se smatra zapisom koji nam otkriva da tri igra¢e kocke mogu
pasti na 216 nacina. Razvijanjem ideje o jednako vjerojatnim dogadajima u 16. stolje¢u
postaje sve izglednije dobiti tocan izracun o stvarnoj vjerojatnosti.

Antoine Arnauld i P. Nicole su objavili prvo djelo numericke vjerojatnosti koje se ne odnosi
samo na primjenu u igrama na sre¢u. Dosadasnja pri¢a o vjerojatnosti svodila se na jedan
oblik igre na srec¢u koji je bio bacanje igra¢e kocke, no u 14. stolje¢u pocinje novi oblik
igre na sre¢u pomocu karata. U samom pocetku karte su bile izrazito skupe pa nisu bile
pristupacne za obican puk, ve¢ samo za bogatase. Sama cijena karata onemogucéila je njihov
brzi rast popularnosti pa su tek nakon nekoliko stotina godina postale popularnije od igrac¢ih
kocaka. Kada ve¢ pricamo o temi igara na sre¢u nemoguce je ne spomenuti lutrije koje su
bile poznate jos u doba Rimljana.

Igre na srecu su se vec¢inom temeljile na ekonomskoj koristi pa se time razvija interes mate-
maticara u tome podrucju. Brojni matematicki radovi iz 16. i 17. stoljeca obraduju temu
igara na sre¢u kako bi povecali svoju moguénost dobitka. Tako se razvio i problem raspodjele

koji je bio temeljen na ranijem zavrsetku igre, a glasio je ovako:

Duva igraca A i B igraju igru naizmjenice dok jedan od njih ne ostvari zadani broj bodova.



Ukoliko se igra prekine prije nego bilo koji igrac ostvari zadani broj bodova, kako

ravnomjerno rasporediti dobitak?

U djelu Summa iz 1494. godine, autora Luce Paciolia, pronalazimo prvi pisani trag rjeSavanja
navedenog problema. Girolamo Cardano je bio spoj istaknutog matematicara i ljubitelja
kockanja. Tako je nastalo Cardanovo djelo Liber de Ludo Aleae ili u prijevodu Knjiga o
bacanju kocke koje se smatra prvim djelom o bacanju kocke ¢ije se pretpostavke temelje na
osnovi vjerojatnosti, a ne samo na principu ciste sre¢e. Galileo Galilei objavio je svoj rad

Razmisljanja o igrama kockom u kojem je donio sljedeci zakljucak:

"Bududi da igraca kocka ima Sest strana, te bacanjem moze pasti na bilo koju stranu.

Ukoliko zajedno bacimo dvije kockice mozemo dobiti 36 razlicitih ishoda.”

Ovaj rad je vazan posto je Galileo Galilei napravio vjerojatnosni model za bacanje dvije
igrace kockice. Dopisivanje dva ugledna matematicara kao sto su Pascal i Fermat smatra
se jednim od najvaznijih dogadaja u teoriji vjerojatnosti. Tema njihovog dopisivanja bio je

jedan vjerojatnosni problem koji je glasio:

Isplati li se kladiti da ée u 2/ bacanja dvije kocke pasti dupla Sestica?

Prema Cardanovoj teoriji potrebno je pronac¢i najmanji prirodan broj takav da je ¢" < %

Vjerojatnost da ¢e pasti dupla Sestica je % pa je prema tome vjerojatnost da nece pasti

35

55 Stoga je vjerojatnost da u 24 nezavisna bacanja nece pasti

dupla Sestica jednaka q¢ =
niti jedna Sestica jednaka ¢** sto je priblizno 50.86% pa je onda vjerojatnost da ée pasti par
Sestica u 24 bacanja jednak 49.14%. Zakljucak ovog dopisivanja je da se ne isplati kladiti
na to da ¢e pasti par Sestica u 24 bacanja. Ako broj bacanja povetamo s 24 na 25 tada se
stvari mjenjaju i vjerojatnost da ¢e pasti par Sestica je 50.55% $to znaci da se isplati kladiti.

Matematicar Christiaan Huygens objavljuje djelo De ratiociniis in lude aleae koje sadrzi 14

propozicija te jos pet problema. Huygensova tri teorema o oc¢ekivanju glase:

Propozicija 1.1. Ako imam jednake Sanse dobiti a ili b, onda ocekivanje iznosi “TJ“b

Propozicija 1.2. Ako imam jednake Sanse dobiti a, b ili ¢, onda ocekivanje iznosi %HC

Propozicija 1.3. Neka broj sansi za dobivanje a 1znosi p, a broj sansi za dobivanje b iznosi

pa+gb

q. Pod pretpostavkom da su Sanse jednake, ocekivanje ée tada biti e



U ovim trima propozicijama mogu se prepoznati matematicka ocekivanja nekih dobro
poznatih diskretnih distribucija. U Bernoullijevom radu Ars Conjectandi ponavljanjem igre
na srec¢u dolazi do zakljucka da je vjerojatnost pobjede u svakoj igri konstantna, to jest
da je neovisna o ishodu prethodne igre. U danasnje vrijeme ponavljanje pokusa koji ima
samo dva moguca ishoda, uspjeh ili neuspjeh, naziva se Bernoullijev pokus. Treé¢i dio rada
Ars Conjectandi bavi se razlikovanjem dva tipa vjerojatnosti kao $to smo ve¢ ranije napo-
menuli. Bernoulli je zakljuc¢io da poveé¢anim brojem zapazanja nekog pokusa mozemo lakse
predvidjeti njegov sljedeci ishod. Ovim principom je nastao teorem poznat kao zakon velikih

brojeva.

Teorem 1.1 (Zakon velikih brojeva). Neka je {X,},n € N niz slucajnih varijabli takvih
da za svaki n slucajne varyable X1, Xo, ..., X, su nezavisne, imaju ogranicenu varijanci
Var(X;) =c*< M i E(X;))=p,i=1,...,n.

Tada za aritmeticku sredinu
— 1

vrigeds
Ve>0lim P(|X —pul<¢e)=1
n— o0

(P) lim X = p.

n—o0

Pametno iskoristavanje vremena u kojem je radio i stvarao Abraham de Moivre svrstava
ga medu najvaznije znanstvenike teorije vjerojatnosti. Svojim znanjima i vjeStinama de
Moivre je usavrsio radove Christiana Huygesa i Bernoullija. Napisao je vrlo vazno djelo po
imenu The Doctrine of Chances. De Moivre iskazuje preciznu definiciju vjerojatnosti koja

glasi:

"Vjerojatnost dogadaja je veca ili manja, ovisno o broju slucajeva u kojima se dogadaj

moze dogoditi ili ne dogoditi.”
Jos jednu vaznu recenicu de Moivrea je nemoguce ne spomenuti, a glasi:

”Vijerojatnost dogadaja i ne dogadanja se zbraja i njihova suma ¢e uvijek biti jednaka

jedinici.”

U navedenom de Moivreovom radu se po prvi puta spominje integral gustoce vjerojatnosti

normalne distribucije i centralni grani¢ni teorem.

3



Teorem 1.2 (Centralni granicni teorem). Neka je {X,},n € N niz nezavisnih jednako
distribuiranih sluéajnih varijabli sa zajednickim ocekivanjem u i zajednickom varijancom o?.
Zan € N, definirajmo S, := X1+ ...+ X,,. Tada za sve x € R vrijedi

Jin P(2 22 <o) = 00

gdje je ® funkcija N(0,1)distribucije.

Drugim rijecima, niz {SZ—\_/’%H}, n € N konvergira po distribuciji ka N(0,1).



2 Joseph Louis Francois Bertrand

Prolaskom kronoloski kroz razvoj vjerojatnosti od anticke Indije do Abrahama de Moivrea
dolazimo do Josepha Bertranda. Joseph Louis Francois Bertrand je roden 11. ozujka 1822.
godine u Parizu. Bertrand je bio francuski matematicar koji se posvetio pojedinim granama
matematike kao $to su teorija brojeva, diferencijalna geometrija i teorija vjerojatnosti.

Vec¢ u djetinjstvu Bertrand je pokazivao talente prema matematici, pa je ve¢ sa jedanaest go-
dina dobio dozvolu za pohadanjem predavanja na Veleucilistu Ecole. Ve¢ u dobi od Sesnaest
godina stekao je prvi stupanj te je sa sedamnaest godina posjedovao doktorat iz termodina-
mike. Bertrand je svoju profesorsku karijeru obnasao na Ecole Polytechnique i Collége de
France.

Bertrand se istaknuo 1845. godine kada je naslutio da uvijek postoji prost broj izmedu n
i 2n, Vn > 3. lako je Bertrand svoju tvrdnju provjerio za n < 3 x 10° to se ne smatra
dokazanim, te je prvi put dokazana nakon pet godina od strane ruskog matematicara Puffya
Lvovicha Chebyshova. Ta tvrdnja je danas poznata kao Bertrandov postulat. Najpoznatija
tvrdnja iz vjerojatnosti opisana u knjizi Calcul des probabilités, a poznata je pod nazivom
Betrandov paradoks, o ¢emu ¢emo pricati kasnije. Bertrand je bio pisac brojnih knjiga za
ucenike srednje skole te je kasnije zapoceo s pisanjem knjiga za ucenike kao sto su Traité de
calcul différentiel et de calcul intégral i Thermodynamique. Kao krunu svoga rada Joseph
Bertrand je izabran u Francusku akademiju znanosti 1856. godine kao snazni promotor ma-
tematike. Brojna djela koja je objavio ucinila su ga ¢lanom knjizevne Francuske akademije.
Umro je 1900. godine u Parizu. Po vremenskom razdoblju mozemo uociti da je Bertrand
Zivio i stvarao nakon ranije navedenih znanstvenika te je stvoren temelj za rad na tezim

vjerojatnosnim problemima.



3 Uvod u vjerojatnost

Nakon upoznavanja povijesnog razvoja vjerojatnosti sljedec¢e na red dolaze osnovne definicije
i pojmovi. Povijest je vjerojatnost temeljila na pokusima sto je ostala praksa i danas pa bi

trebalo definirati pojam slucajnog pokusa.

Definicija 3.1. Pokus je svaka realizacija tocno definiranog skupa uvjeta pokusa. Kod sva-
kog pokusa imamo uvjete pokusa i rezultate odnosno ishode pokusa. Slucajni pokus je svaki
postupak koji rezultira jednim od wvise mogucih ishoda. Kod slucajnog pokusa ishodi nisu
jednoznacno odredeni uvjetima pokusa. Deterministicki pokus je pokus kojem je ishod jed-

noznacno odreden uvjetima pokusa.

Primjer 1. Deterministicki pokus: rezanje papira skarama

Slucajni pokus: bacanje simetricnog novcica koji ima ishod okretanja glave i pisma
Nakon navedene definicije pokusa trebali bi se upoznati s prostorom elementarnih dogadaja.

Definicija 3.2. Prostor elementarnih dogadaja nekog slucajnog pokusa je skup € sa svoj-
stvom da svakom ishodu pokusa odgovara tocno jedan element tog skupa €2.

Elemente prostora ) zovemo elementarni dogadaji.
Navest ¢emo jedan elementarni primjer za navedene pojmove.

Primjer 2. Slucajni pokus: bacanje dva simetricna novéica

U ovome pokusu éemo sa slovom P oznaciti da je novci¢ pao na pismo, a sa slovom G da je
novcic¢ pao na glavu.

Elementarni dogadaji: (P, P)-pala su oba pisma, (P, G)- prvi novcié je pao pismo, a drugi
novcié glava , (G, P)- prvi novéié je pao glava, a drugi novcié pismo, (G, G)- pala su oba
novcica na glavu

Prostor elementarnih dogadaja Q { (P P), (P, G), (G, P), (G, G)},tj. skup svih elementar-
nih dogadaja

Dogadaji: Palo je barem jedno pismo {(P, P), (G, P), (P, G)}

Nakon razumjevanja osnovnih pojmova mozemo polako uvoditi i pojam vjerojatnosti.
Vjerojatnost je "mjera” kojom izrazavamo ”stupanj uvjerenja” u realizaciju nekog dogadaja.
Ovakvim definiranjem vjerojatnost mi mozemo nas pristup zadavanja vjerojatnosti podijeliti

na:



e Kklasi¢ni pristup
e statisticki pristup
e aksiomatski pristup, koji pokriva sve pristupe definiranju vjerojatnosti

Svaki od navedenih pristupa ima jednak koncept koji se temelji na odnosu dijela i cjeline.

3.1 Koncept geometrijske vjerojatnosti na R i na R?

Definicija 3.3 (Geometrijska vjerojatnost na R). Neka je Q2 omeden interval realnih brojeva
i A(Q2) njegova duljina, a A podinterval od Q duljine A(A). Vjerojatnost da slucajno odabrana
tocka iz intervala 2 bude element njegovog podintervala A je kvocijent duljine intervala A 14

duljine intervala €0,tj.

Vazna pretpostavka ove definicije je omedenost intervala, to jest A(2) < co.

Definicija 3.4 (Geometrijska vjerojatnost na R?). Neka je Q ogranicen podskup ravnine i
A(QY) njegova pouvrsina, a A podskup od Q2 povrsine A\(A). Vjerojatnost da slu¢ajno odabrana
tocka iz  sadrzana u mjegovom podskupu A je kvocijent povrsine skupa A i povrSine skupa

Q1.
A(A)
(4) = Q)

Primjer 3. Iz segmenta Q = [0,4] slucajno odaberimo jednu tocku. Kolika je vjerojatnost

da je sluc¢ajno odabrana tocka iz segmenta A = [1, 3]

O=[0,4, AMUN=4-0=4, A=[1,3

M4 31 1

W= 170 2
Primjer 4. Koliko je vjerojatno da slucajno odabrana tocka na kruznici radiyusa R padne

na krusni luk BC odreden vrhovima B i C toj kruznici upisanog jednakostranicnog trokuta?
o A - kruzni luk BC, \(A) = 12R7r = 2Rz

o O - krug radijusa R, \(Q?) = R?w




Primjer 5. Kolika je vjerojatnost da sluc¢ajno odabrana tocka u krugu radijusa R padne

tocno u srediste S toga kruga?
o A - jednoclani skup koji se sastoji samo od sredista S kruga, A(A) =0

e Q- krug radijusa R, \(Q) = R?r

AA) 0
A =3 = e

Primjer 6. Kolika je vjerojatnost da slucajno odabrana tocka u krugu radijusa R padne u

jednakostranican trokut upisan tom krugu?

o A- jednakostranican trokut upisan krugu radijusa R

a_ 2_32_\/3_R2_R_\/§ —
5 \/R 1 1 5 =a=RV3
2
A(A):“f:—?’ff{?

o Q-krug radijusa R, \(Q) = R?7

3.2 Slucajne varijable

Da bi upoznali pojam slucajne varijable to ¢emo izre¢i na jednostavan nacin koji kaze da je

slucajna varijabla numericki ishod slucajnog pokusa.

Definicija 3.5. Neka je ) diskretan skup elementarnih dogadaja. Funkcija X : 2 — R koja

svakom elementarnom dogadaju pridruzuje pripadni realni broj naziva se slucajna varijabla.
X(wk):xk , wkeQ,l’kGR

Skupovi dogadaja nisu jedinstveno odredeni pa se tako i slucajne varijable mogu svrstati

u dva tipa.

Definicija 3.6. Slika slu¢ajne varijable X je skup R(z) = {x € R: X(w;) = z,w; € Q}. Ako
je R(X) konacan ili prebrojiv skup govorimo o diskretnoj sluc¢ajnoj varijabli. U suprotnom

govorimo o neprekidnoj slucajnoj varijabli.



Definicija 3.7. Diskretne slucajne varijable zadajemo tako da zadamo pripadni skup vrijed-
nostt R(X) = {x1,z9, ..., xp, ...} @ pridruZene vjerojatnosti p, = P(X = x,),5to zapisujemo

u obliku tablice:

Tr1 T2 ... Tp
X =

pPr P2 .. Dn
Ovu tablicu nazivamo distribucija ili zakon razdiobe slucajne varijable X. Distribucija ima

sljedeca svojstva:

o, F£x; za iF]

'2%‘20, Vi

° ipi =1.
i=1

Definicija 3.8. Gustoca diskretne slucajne varijable X je funkcija fx : R — R definirana
na sljedeci nacin:

pi T =T

0 ,x#ux;

gdje je p; = P{X(w;) = 2;}) = P(X = x;).

Definicija 3.9. Neka je dan vjerojatnosni prostor (S, F, P) i funkcija X : Q — R za koju

vrijedi:
e {weQ: X(w)<z}={X<z}€F zasvakiz e R
e postoji nenegativna realna funkcija realne variyjable, f, takva da vrijedi:

PlweQ: X(w) <z} =P{X Sx}:/x f(t)dt, vz € R.

Funkciju X zovemo neprekidna slucajna varijabla na 2. Funkciju f tada zovemo funkcija

gustoce slucajne varijable X .

Definicija funkcije gustoce neprekidne slucajne varijable nam govori da je povrsina ispod

njezing grafa nad nekim podskupom od R zapravo vjerojatnost realizacije tog podskupa od

R.



4 Bertrandov paradoks

Jos u 19. stolje¢u Joseph Louis Bertrand je proucavao primjenjeni problem vjerojatnosti te
je svoje novo otkri¢e nazvao paradoks. Bertrandov paradoks zanimljiv je iz razloga sto daje
tri razlicita odgovora na vjerojatnosni problem. Svaki dani odgovor je tocan za pripradno

tumacenje rijeci slucajno. Formulacija ovoga problema glasi

Kolika je vjerojatnost da duljina slucajno odabrane tetive kruznice bude veca

od duljine stranice toj kruznici upisanog jednakostrani¢nog trokuta?

Neka je dana kruznica radijusa R sa sredistem u tocki O te njoj upisan jednakostranican

trokut.

Slika 1: Jednakostranic¢an trokut i njemu opisana kruznica radijusa R

Sljedeée napomene ¢e nam biti korisne u razumjevanju vjerojatnostnog problema:

e Udaljenost stranice toj kruznici upisanog jednakostrani¢nog trokuta do sredista kruznice

jednaka je polumjeru r tom trokutu upisane kruznice i iznosi %:
r 1 R
cos(60°) = — = r =Rcos(60°) =R *x - = —.

(60°) = = (60°) = Ros 5 = -

e Sredisnji kut nad stranicom toj kruznici upisanog jednakostrani¢nog trokuta iznosi

120°.

e Povrsina jednakostani¢nom trokutu opisane i upisane kruznice su u sljede¢em omjeru:

Py B r’m r? B (%)2 B 1

P, R2r RZ R® 4
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e Vrhovi ovoj kruznici upisanog jednakostrani¢nog trokuta kruznicu dijele na tri kruzna
luka duljine

2
- =" _“Rr.
3

1

Pripadna tri odgovora na pitanje Bertrandovog paradoksa su %,% i 7 od kojih je svaki
posljedica razlicitog tumacenja slucajnog pokusa odabira jedne tetive kruznice u ovom pro-

blemu.
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5 Interpretacija problema

5.1 Prva interpretacija problema

Ovakva interpretacija problema poznata je i pod nazivom sluc¢ajne krajnje tocke. Slucajnim
odabirom tocke na kruznici odredimo tocku T i upiSemo joj jednakostranican troku AUTV

s vthom u T.

Slika 2: Jednakostranican trokut i njemu opisana kruznica

Sada na kruznici odaberimo drugu tocku 7" i povucimo tetivu T7”. Uocimo sljedece:

e Ako tocka T" lezi na kruznom luku ﬁ‘\/, a poznato nam je da je duljina tog kruznog
luka jednaka tre¢ini opsega kruznice, onda je tetiva 11" dulja od stranice upisanog

jednakostrani¢nog trokuta.

e Ako je tetiva TT" dulja od stranice upisanog jednakostrani¢nog trokuta, onda tocka T’

lezi na kruznom luku 517
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Slika 3: Jednakostranican trokut ATUV i njemu opisana kruznica

Iz navedenog mozemo zakljuciti da je skup svih krajnjih tocaka tetiva koje povlacimo iz
tocke T cijela kruznica, tj skup €. Neka je skup svih krajnjih tocaka tetiva koje povla¢imo
iz tocke T, a koje su dulje od stranice upisanog jednakostrani¢nog trokuta zapravo kruzni
luk UV = A.

Vjerojatnost da je slu¢ajno povucena tetiva kruznice dulja od stranice jednakostrani¢nog tro-
kuta upisanog toj kruznici jednaka je kvocijentu duljine kruznog luka Uv i opsega kruznice,
tj.

MA) 2Rr 1

( ):szmzs'

Ova interpretacija problema ima jos jedno slicno razmisljanje koje dovodi do vjerojatnosti

%. Drugi nacin razmisljanja se svodi na identifikaciju slu¢ajnog izbora tetive sa slucajnim
izborom sredisnjeg kuta 6. U ovom nacinu razmisljanja fiksiramo jednu tocku, koja je prva
krajnja tocka nase tetive, a drugu tocku odabiremo tako da radijus rotiramo brzinom i za-

ustavimo se negdje na kruznici.
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Tetiva 2

Slika 4: Izbor tetive sa slucajnim izborom sredisnjeg kuta 6

Zakljucujemo da ¢e tako dobivena tetiva biti dulja od stranice upisanog jednakostrani¢nog
trokuta ako i samo ako je pripadni sredisnji kut 6§ ve¢i od 120° i manji od 240°, tj 120° <

0 < 240°. Prema tome vidimo da je

240° —120° 1
PO="50 =5
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5.2 Druga interpretacija problema

Druga interpretacija problema poznata je pod nazivom slucajna udaljenost od sredista kruznice.
Neka je u kruznici upisan jednakostrani¢éni trokut. Sluc¢ajno odaberemo radijus te kruznice

te trokut zarotiramo tako da jedna njegova stranica postane okomita na odabrani radijus.

Slika 5: Jednakostranican trokut i njemu opisana kruznica sa radijusom okomitim na stranicu

trokuta

Odaberimo tocku radijusa i konstruiramo tetivu ¢ije je poloviste odabrana tocka.
Uoc¢imo da ¢e duljina tetive biti veca od duljine stranice kruznici upisanog jednakostrani¢nog
trokuta ako je udaljenost tetive od sredista O kruznice manja od polumjera r = % tom
trokutu upisane kruznice.

Skup koji sadrzi duljine tetiva vece od duljine stranice upisanog jednakostrani¢nog trokuta

je skup A = [0, %] Znamo da tetiva moze poprimiti duljinu iz segmenta [0, R], odnosno
imamo
R
A: |:07§:|,Q: [O,R]
AMA) R-0 R 1
P(A) = .
) AQ) E-0 §002



5.3 Treca interpretacija problema

Interpretacija problema paradoksa na ovakav nacin naziva se slucajno odabrano poloviste
tetive. Postupak zapoc¢injemo sa slu¢ajno izabranom tockom unutar kruga omedenog nasom

kruznicom i konstruiramo tetivu kojoj je ta tocka poloviste.

Slika 6: Jednakostranican trokut i njemu opisana kruznica sa oznacenim polovistima tetiva

Uoc¢imo da su tetive na slici oznacene crvenom bojom krace od stranice jednakostrani¢nog
trokuta upisanog u kruznicu. Plavom bojom smo oznacili tetivu ¢ija je duljina vec¢a od
stranice jednakostrani¢nog trokuta upisanog u kruznicu. Iz navedene slike mozemo uociti

da:

e ako slucajno odabrana tocka lezi unutar jednakostrani¢nom trokutu upisanog kruga,

R
2

koji ima radijus r = tada tetiva Cija je ta tocka poloviste ima vecu duljinu od

stranice pocetnoj kruznici upisanog jednakostrani¢cnog trokuta

e ako je tetiva kruznice dulja od stranice njoj upisanog jednakostrani¢nog trokuta, tada

njezino poloviste lezi unutar tom trokutu upisanog kruga.

Neka je skup polovista svih tetiva kruznice sa sredistem u S radijusa R krug k(S, R). Neka

je skup polovista svih tetiva kruznice sa sredistem u S radijusa R koje su dulje od stranica
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toj kruznici upisanog jednakostrani¢nog trokuta krug k(S, %) Tada je:

3

Q= {(z,y) € R? : d(x,5) < R}.

A= {(as,y) € R?: d(z,S) <

|

Poznavanjem definicije geometrijske vjerojatnosti na R? znamo da je vjerojatnost da sluc¢ajno
odabrana tetiva bude dulja od stranice upisanog jednakostrani¢nog trokuta zapravo jednaka

kvocijentu povrsine nasSeg skupa A i povrsine skupa €2, tj.

M) et (g2
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6 Interpretacija problema pomocéu koncepta slucajne

varijable

6.1 Prva interpretacija problema pomocu slucajne varijable

Oznacimo X slucajnu varijablu koja svakoj tocki s kruznice priduzi mjeru kuta kojeg tetiva
TT' zatvara s kruznicom, tj. s tangentom kruznice u tocki 7. Znamo da je kodomena nase
slucajne varijable segment [0, 7], dok je skup svih povoljnih ishoda u intervalu (3, %’r) Bitan
princip koji koristimo u ovoj interpretaciji problema je princip uniformonosti. Princip uni-
formnosti nam govori da pri odabiru tocke s kruznice ne preferiramo niti jednu tocku kruznog
luka. Iz principa uniformnosti dolazimo do zakljucka da su svi jednako dugi podintervali od
[0, 7] zapravo jednako vjerojatni.

Funkcija gustoée uniformne distribucije na [0, 7] slucajne varijable X dana je sljedeéom

formulom:

1
T YRS [Oa W]
fz) =
0,z eR\I0,n].
Racunajuéi vierojatnost da je slu¢ajno odabrana tetiva dulja od duljine stranice toj kruznici
upisanog jednakostrani¢nog trokuta dobivamo:

27
T 2T 31 1/2r 1
P<—<X<—): —d:—(———>:<
3 3 /gnxn333

6.2 Druga interpretacija problema pomocu slucajne varijable

Fiksirajmo jedan radijus kruznice i rotirajmo trokut tako da jedna njegova stranica postane
okomita na fiksni radijus. Oznac¢imo s X slucajnu varijablu koja svakoj tocki s fiksiranog
radijusa pridruzuje njezinu udaljenost od sredista kruznice. Ovako definirana slucajna va-
rijabla X za kodomenu ima interval [0, 1], a skup svih tocaka povoljnog ishoda je interval
0.3)

Funkcija gustoée uniformne distribucije na [0, 1] slu¢ajne varijable X dana je sljede¢om for-

mulom:

1,z €]0,1]

f(z) =
0,z eR\[0,1].
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Racunanjem vjerojatnosti pomoc¢u druge interpretacije problema slucajne varijable dobi-

1
1 3 1 1
P<0<X<—>: dr==—0=-=.
2 /0 T3 2

6.3 Treca interpretacija problema pomocu slucajne varijable

vamao:

Neka je X slucajna varijabla koja svakoj tocki kruga pridruzuje udaljenost do sredista kruga.
Prostor elementarnih dogadaja nam je segment [0, R], a prostor povoljnih dogadaja je inter-
val [0, B).

Funkcija gustoce slucajne varijable X dana je sljede¢om formulom:

2 xe[0,R

flay=f ®rE
0 ,zeR\[0,R].

Vjerojatnost da slucajno odabrana tetiva bude dulja od stranice jednakostrani¢noga tro-

kuta upisanog u kruznicu radijusa R je:

R 2
R 2 2 R 1
P(O X —>= =2 =
ST, Y TR

7 Eksperimentalna interpretacija problema

U svome radu Is there a ’correct’ solution to Bertrand’s paradoks, autor Ulrich Faigle, izvodi
jedan eksperiment za rjesavanje Bertrandovog paradoksa. Eksperiment se radio tako sto je
trebalo nacrtati mnogo kruznica na papir te potom bacati dovoljno dugacak stap. Padom
Stapa na neku od navedenih kruznica nastaju tetive koje odsjecaju kruznice. Potrebno je
izmjeriti duljinu pripadnih tetiva i zabiljeziti rezultat. U ovome eksperimentu, autor Faigle,
je pri bacanju 100 Stapova dobio da je 48 puta dobivena tetiva dulja od stranice toj kruznici

upisanog jednakostrani¢nog trokuta.
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8 Zakljucak

U ovom paradoksu do izrazaja dolazi nejednoznacajnost u matematickom poimanju kon-
cepta slucajnosti. Posebno u matematici rije¢ slucajno moramo specificirati pri raspodjeli
vjerojatnosti. Klasican primjer iz svakodnevice je da odaberemo proizvoljno broj od jedan
do deset. Prva pomisao na rjeSenje ovoga problema je da svaki broj biramo s vjerojatnoséu
1—10. Strogo gledajuéi to ne proizlazi iz nase fraze. Mozemo jedan broj izvlaciti ¢esée, neka to
bude broj jedan u nasem problemu, i njemu pridruzit vjerojatnost % Primjerice, tada svaki
drugi broj ima vjerojatnost %. Ovakvo rjeSenje i dalje odgovara nasem pocetnom problemu
slucajnog izbora broja od jedan do deset. Poznavajuéi strogost pri zadavanju matematickih
problema trebali bi nas problem ipak zapisati na drugaciji nacin, tj. trebao bi glasiti slucajno
odaberite broj od jedan do deset, pri cemu je slucajnost zadana uniformno.

Ukoliko nas problem prebacimo u sluc¢ajni odabir tocke na krivulji tada smo poprili¢no za-
komplicirali stvari. Primjerice, slucajno odaberimo tocku na kruznici, pri ¢emu svaka tocka
ima jednaku vjerojatnost. Kolika je vjerojatnost da ¢e nasa odabrana tocka biti fiksna tocka
A? Poznato nam je da je ta vjerojatnost nula. Ukoliko vjerojatnost za svaku tocku nije nula
tada dolazimo do tvrdnje da je zboj svih vjerojatnosti tocaka kruznice jednak beskonacno.

Tu nailazimo na novi problem koji glasi ovako:

Ako je vjerojatnost odabira svake konkretne tocke jednaka nuli, kako uopée mozZemo

odabrati neku tocku?

Grana matematike koju nazivamo teorija mjere nam daje odgovor na ovo pitanje. Kaze da
dodjelimo svakom mogucéem dogadaju tipa ”odabrali smo to¢ku u skupu A” neku vjerojat-
nost P(A) na takav nacin da je P(S) =1, gdje je S skup svih danih toc¢aka kruznice. Vazna
pretpostavka je da su svi dogadaji A; disjunktni, tj. da vrijedi

P( U AZ-> =" P(A)

Ukoliko preformuliramo Bertrandov paradoks kao problem odabira dvije slucajne tocke na
kruznici s jednakom vjerojatnoséu s obzirom na duljinu i neovisnost, a zatim ih spojimo u
tetivu, kolika je vjerojatnost da tetiva presjeca unutarnji krug? Za ovako formuliran pro-

blem postoji jedinstveni odgovor koji glasi % Ukoliko Bertrandov paradoks preformuliramo
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u problem koji glasi da odaberemo slucajnu tocku u krugu uniformno te povucéemo tetivu
kroz tu tocku koja ¢e biti okomita na radijus u toj tocki, kolika je vjerojatnost da ce te-
tiva presjecati unutarnji krug? I ovaj problem ima jedinstveno rjesenje koje glasi i. Nakon
svega navedenog uocavamo da je matematika precizna znanost i da u definiranju problema
moramo biti izrazito precizni. Cijeli paradoks se temelji na shvac¢anju pojma nasumicnog

odabira tocke.
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