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Sazetak

U ovome radu bavit ¢emo se analitickim funkcijama kompleksne varijable. Upoznat ¢emo
se najprije s pojmovima koje moramo poznavati kako bi mogli definirati analiti¢nost funkcije:
limes funkcije, neprekidnost funkcije i derivabilnost funkcije. Zatim, nakon same definicije
analiti¢nosti funkcije, vidjet éemo zahtjeve koji moraju biti ispunjeni da bi funkciju mogli
nazvati analitickom te éemo na taj na¢in do¢i do Cauchy-Riemannovih uvjeta, a zatim é¢emo
se susresti i s pojmom harmonijskih funkcija i Laplaceovom parcijalnom diferencijabilnom

jednadzbom. Rad éemo zavrsiti s nekoliko elemntarnih analit¢kih funkcija.

Kljucne rijeci

limes, neprekidnost, derivabilnost, analiticka funkcija, harmonijska funkcija, Cauchy-

Riemannovi uvjeti, Laplaceova parcijalna diferncijabilna jednadzba



Analytic functions of a complex variable

Summary

In this paper, we will deal with an analytic functions of a complex variable. Firstly,
we will get acquainted with the concepts we need to know in order to be able to define
analyticity: limit of function, continuity of function and derivability of function. Then, after
the definition of analyticity, we will see the requirements that must be satisfied in order to
call a function analytic. Thus, we will come to Cauchy-Riemann conditions, consider the
harmonic functions and the Laplace partial differentiable equation. We will finish the paper

with a few elementary analytic functions.

Keywords

limit, continuity, derivability, analytic function, harmonic function, Cauchy-Riemann

conditions, Laplace partial differential equation
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Uvod

Kompleksni brojevi i funkcije kompleksne varijable ¢esto su ljudima vrlo apstraktan po-
jam. Nismo ni svjesni koliko je problema svakodnevice rijeseno upravo zbog toga $to postoje
kompleksni brojevi, funkcije kompleksne varijable i analiticke funkcije kompleksne varijable.
[zmjeni¢ni napon opisuje se kao ureden par faze i amplitude $to se moze shvatiti kao kom-
pleksan broj u kompleksnoj ravnini; strujni krug opisan je s naponom i strujom $to ponovno
mozemo zapisati kao ureden par te promatrati kao kompleksan broj u kompleksnoj ravnini.
U kvantnoj mehanici elementarne Gestice izgledaju kao valovi, a svi valovi imaju amplitude
koje su kompleksne veli¢ine i samim time sve oko sebe $to poznajemo moZzemo opisati preko
kompleksnih brojeva. Vise informacija o primjeni kompleksnih brojeva na nasu svakodnevicu
moze se pronadi u [2].

U prvom poglavlju upoznat éemo osnovne pojmove kao $to su limes funkcije, neprekidnost
funkcije i derivacija funkcije. Svaki od njih ima odredenu ulogu u definiranju analiti¢nosti
funkcije i zato ne mozemo ni pokusati upoznati analiti¢nost funkcije bez da najprije upoz-
namo ove pojmove. Kroz drugo poglavlje saznat ¢emo Sto je to analiticka funkcija, Sto
analiticka funkcija povlaci, ali i sto mora vrijediti da bi funkcija bila analiticka. Upoznat
¢emo se s Cauchy-Riemannovim uvjetima ili jednadzbama, dotaknut é¢emo se i harmonijskih
funkcija te spomenuti i Laplaceovu parcijalnu diferncijabilnu jednadzbu. U treéem, i posljed-
njem, poglavlju ovog rada dotaknut éemo se nekih elementarnih funkcija koje su analiticke

i ¢ije poznavanje nam moze pomoc¢i pri promatranju drugih funkcija.



1 Osnovni pojmovi

U ovom poglavlju upoznat ¢emo osnovne pojmove potrebne za definiranje analiti¢nosti
funkcije. Najprije ¢emo se prisjetiti nekih osnovnih definicija i svojstava kompleksnih brojeva,
a zatim ¢emo preéi na definiranje i promatranje limesa funkcije, neprekidnosti funkcije i

derivacije funkcije.

Definicija 1. Neka je D neprazan proizvoljan skup tocaka u kompleksnoj ravnini. Ako sa z

oznacimo bilo koju tocku toga skupa D, onda z nazivamo kompleksan broj.

Kompleksne brojeve znamo zbrajati, oduzimati, mnoziti, dijeliti, konjugirati, potenci-
rati, korjenovati, prikazivati ih u trigonometrijskom obliku te su mogucnosti s kompleksnim
brojevima razne. Svojstva kompleksnih brojeva mogu se pronaci u [3] u Poglavlju 3. Prije

nego predemo na funkcije kompleksne varijable, prisjetimo se same definicije funkcije.

Definicija 2. Neka su D i K bilo koja dva neprazna skupa. Postupak f koji svakom elementu
x € D pridruzuje tocno jedan element y € K zovemo funkcija ili preslikavanje sa D u K i
pisemo f: D — K ili x — f(z),x € D.

Skup D iz definicije funkcije zovemo domena funkcije f, a skup K zovemo kodomena
funkcije f. Ukoliko je domena funkcije skup kompleksnih brojeva, onda kazemo da pro-
matramo funkciju kompleksne varijable. Ukoliko je kodomena funkcije skup kompleksnih
brojeva, kazemo da promatramo kompleksnu funkciju. Kada su i domena i kodomena kom-
pleksne varijable, promatramo kompleksnu funkciju kompleksne varijable. Kako su u skupu
kompleksnih brojeva (nadalje oznaka C) sadrzani i skupovi prirodnih, cijelih, racionalnih i
realnih brojeva, mi ¢emo promatrati funkcije kojima su i domena i kodomena kompleksni
brojevi. Ako simboli¢no ozna¢imo w = f(z),z € C, z zovemo nezavisna varijabla, a w

zavisna varijabla.
Primjer 1. Pogledajmo funkcije:

a) f:C—C,f(z) =2*+82%2+12.
Ovo je polinom ¢etvrtog stupnja s realnim koeficijentima (no znamo da je R C C).
Kada bi ga izjednadili s nulom, dobili bi ¢etiri moguca rieSenja: iv/2, —iv/2, iv/6 te
—i/6, a mozemo ih jof i zapisati kao 0 +1iv/2, 0 —iv/2,0 4+ iv/6 te 0 — i1/6. Prisjetimo
se kako se 0 zove realni dio prethodnog kompleksnog broja, a v/2, —v2, v6 i —v6
su odgovarajuc¢i imaginarni djelovi dobivenog kompleksnog broja. Ovdje je domena
jednaka cijelom skupu C.

b) g:C—C, g(w) = Sl

241—2z"
Ovo je racionalna funkcija kod koje moramo pripaziti na samu domenu. Naime, kako

se u nazivniku nalazi 2 4+ ¢ — z, a mi ne znamo dijeliti s nulom, moramo izbaciti tu
mogucénost iz domene, to¢nije moramo staviti da 2 + i — z # 0, a iz toga slijedi da
z # 2+ 4. Domena funkcije g je tada C\{2 +4}.



Funkcije kompleksne varijable mozemo prikazati i kao u(z) = f(2)+ig(2), tj. u(x+iy) =
f(z,y) +ig(z,y), gdje su sada f i g funkcije dvaju realnih varijabli. (To moZemo direktno
povezati s time Sto kompleksne brojeve z = x + iy moZemo zapisati kao uredene parove

realnih brojeva, tj. kao (z,v)).

1.1 Limes funkcije

Promatramo li limes funkcije realne varijable, znamo da on predstavlja pribliznu vrijed-
nost funkcije kada se jedna tocka “priblizava” drugoj. Limesi funkcija kompleksnih varijabli
ne razlikuju se previse od limesa funkcija realne varijable, no bitno je promotriti dio kada se
jedna tocka “priblizava” drugoj. U kompleksnom svijetu ako se toc¢ka z; priblizava tocki z,

to znaci da modul tocke z; — 2o smanjuje, tj. |z; — 22| postaje sve manji.

Definicija 3. Neka je f = w(z) funkcija definirana u svim tockama z iz D osim moZda u
tockr zo. KazZemo da je limes funkcije f kada se z priblizava zy jednak wo ako za svaki e > 0
postoji § > 0 takav da je |f(z) — wy| < € kada je 0 < |z — z| < 6.

Oznaka za limes je: lim f(z) = wp ili jo§ f(z) — wo, za z — z. Ako takav wy iz
zZ—20

definicije ne postoji, kazemo da limes u tocki zyp ne postoji.

Napomena 1 (vidjeti [3], Remark 3.2.1.). Ako limes funkcije u tocki postoji, on je jedins-

tven.

Dokaz.
Tvrdimo da je limes jedinstven. Dokaz toga provedimo polazeéi od pretpostavke da to nije
istina, to¢nije da lim f(z) = w; i lim f(z) = wy. Prema definiciji limesa znamo da tada za
zZ—20 zZ—r20
bilo koji € > 0 postoje §; > 0,92 > 0 takvi da:
£
|f(z) —w| < = kada je 0 < |z — 2| < 01,

|f(2) — wyl <§ kada je 0 < |z — 2| < 0a.

Ako stavimo da je 0 = min(dy, d2), onda imamo:

jwe — wi| = |[f(2) —wi] — [f(2) — wo]|
< |f(2) —wi| + |f(2) — wl
<e kadaje 0<|z— 2z <.
Kako po definiciji znamo da je ¢ > 0 (ali taj € se uvijek bira tako da bude proizvoljno
malen, tj. € € (0,1)), onda slijedi |wy — wy| = 0, odnosno wy — w; = 0, a tada slijedi da je

Wy = W1. ]

Pogledajmo sada primjenu definicije limesa na primjeru.

2110 +24
Primjer 2. Koristeéi definiciju, pokaZimo da je — lim (2% + 100 4+ ' )
(1450 2z + (1 — 5i)

= —2+ 10s.



(2% + 10¢ + 24)

z+ (1 — 5i)
sto se dogada s funkcijom f ako se z priblizava tocki —1 + 5. Brojnik mozemo raspisati kao

22 4+10i+24 = [2+ (1 —5i)] - [z — (1 —5i)], a kada to uvrstimo u izraz za funkciju f, dobivamo

1-57)) -z —(1—5¢
flo) = 2L - j)gl [_252.)( D, (1-50). Nekajedane > 01 |f(2)—(—2+100)] < e,
odnosno |z — (1 —5i) +2 — 10| = |z + 1 — 5i| < €. Trebamo pronadi § za koji vrijedi: ako je
|z 4+ (1 — 5i)| <, onda je |f(z) +2 — 10i| < e. Ako stavimo da je d = £, onda ovo vrijedi,
tj. dobivamo da je |f(z) +2 — 10i| = |z 4+ (1 — 5i)| < § = € kada je |z + (1 — 51)| < 4.

Geomtrijska interpretacija definicije limesa govori nam kako za svaku e-okolinu tocke wy

. Domena funkcije f je C\{—1+5¢}. Promotrimo

Rjesenje: Stavimo f(z) =

postoji d-okolina tocke z; takva da svaka tocka iz te d-okoline toc¢ke zy ima sliku u e-okolini

tocke wy.

Slika 1: Geometrijska interpretacija limesa (slika preuzeta iz [1], Figure 23).

Kako kod svakog kompleksnog broja mozemo promatrati njegov realan i njegov imagina-
ran dio, isto mozemo uciniti i s limesom funkcije. Pogledajmo teorem koji nam govori vise

o zasebnom promatranju realnog i imaginarnog djela limesa funkcije.

Teorem 1 (vidjeti [3|, Theorem 3.2.1.). Neka je D neprazan skup te neka je w = f(z) =
u(z)+iv(z) definirana svuda na domeni D osim mozZda u tocki zo. Tada je lim f(z) = wg =
zZ—20

ug + ivg ako 1 samo ako lim u(z) = wg, lim v(z) = vy.
zZ—20 zZ—20

Dokaz.
Prvo éemo pokazati jedan smjer teorema, a zatim drugi. Krenimo od pretpostavke da

lim f(z) = wo = up + tvy. Ako iskoristimo definiciju znamo da
zZ— 20

|f(2) —wo| <e kadaje 0<|z— 2z <. (1)

Uoc¢imo kako je:

V(my — 21)? <
\/(92 - 91)2 <

(2 —21)? + (Y2 — 91)? = |22 — 21}, 2)
(2 —21)? + (Y2 — 41)? = |22 — 21 3)

Istovremeno znamo prema nejednakosti trokuta da je |zo — 21| < |zg — 21| + |y2 — y1|. Izraz
|f(2) — wo| moZzemo zapisati i kao |f(z) — wo| = |(u — uo) + i(v — vg)|, a onda prema (1)
znamo da |(u — ug) +i(v — vg)| < €. Ako uzmemo u obzir to i (2) dobivamo:

|u(z) — uo| < e,

lv(z) — vo| < g,



kada je 0 < |z — 2| < 0, a to je nista drugo ve¢ sama definicija limesa. Onda slijedi

zlgl;lo u(z) = u, le_>rrz10 vz} = mp.

Sada pokazimo drugi smjer. Ponovno kreé¢emo s pretpostavkom da limes postoji, no u
ovom slucaju pretpostavimo da postoje lim u(z) = ug, lim v(z) = vg. Tada prema definiciji
zZ—20 zZ—20
slijedi:
€
|u(z) — ug| < 5 kada je 0 < |z — 2| < 01, (5)
€
lv(z) — wo| < o kada je 0 < |z — z| < ds. (6)
Odaberimo 0 = min(éy, d2). Tada ponovno koristeéi (2) imamo:
e €
|f(2) — wo| < Ju(z) —up| + |v(2) — vo| < §+§ =¢ kadaje 0<|z— 2] <0.

Pogledamo li definiciju limesa, gornja nejednakost zapravo nam govori kako je lim f(z) = wy.
zZ—20

Time smo pokazali oba smjera ovog teorema. U

Rekli smo da kompleksne brojeve mozemo promatrati kao uredene parove realnih bro-

jeva. Tako i limes funkcije kompleksne varijable mozemo promatrati kao limese funkcija

dvaju realnih varijabli. Tada lim u(z) = up mozemo zapisati kao  lim  wu(z,y) = wuo,
P (z,y)—(z0,y0)
a lim v(z) = vy kao lim  wv(z,y) = vo. Prethodni teorem govori nam kako limese
z—rz0 (z,y)—(z0,90)

funkcija kompleksne varijable mozemo razdvojiti na realan i imaginaran dio, a oni su onda
nista drugo nego limesi funkcija dvaju realnih varijabli. Kako bi nam sam teorem bio jasniji

pogledajmo iduéi primjer.

Primjer 3. Izracunajmo lim_ (2° — 522 + 24).
z—(2+71)

Rjesenje: Stavimo li da je f(z) = (2* — 522 + 2i) te z = x + iy, imamo:
flz) = o — 5”1+ %
= (z+1iy)° — 5(x +iy)* + 2i
= (2% + i32%y — 3zy® — iy®) — 5(2® + 22y — y?) + 2

3 — 5% — i10xy + 5y + 2%

=2 + i3x%y — 3xy® — iy
— (2% — 3zy® — 52 + 5y%) + i(32%y — v° — 10zy + 2).
Prema Teoremu 1, mozemo posebno promatrati realan dio funkcije f, a posebno imaginaran
dio funkcije f.

lim (2 —3zy®> — 52 +5y*) =22 —-3.2. 72 —5.22 4 5. 7?
(z.9)—(2,7)

— 8 — 294 — 20 + 245
= 61,

lim (8a'y —n° — 0wy 1 2) =3 2°-7—7 —10-2-71+2
(@y)—(2,7)

=84 — 343 — 140+ 2
= —397.



Sada slijedi:
lim 22 —52242= lim (2 =322 —-522+5¢4%)+i- lim (3z%y —v® — 10ay + 2
2= (2+475) (x,yw(zm( 4 v) <x,y>%<277>( 4l y+2)
= —61 —i397.

Za kraj ovog djela, pogledajmo jos neka bitna svojstva rada s limesima funkcije.

Teorem 2 (vidjeti [3], Theorem 3.2.3.). Ako je lim f(2) = ug ¢ lim g(z) = vy, onda:

zZ—r20 zZ—r20

a) lim [f(z) + g(2)] = uo + vo,

zZ— 20

b) lim [f(2) — g(2)] = uo — vo,

zZ—20

¢) lim [f(z) - g(2)] = uo - vo,

zZ— 20

d) lim k- f(z) =k -ug gdje je k konstanta ,

zZ—20
e) lim f(z) —
2=z g(z) v
Dokaz.
Pogledati u [3], dokaz Teorema 3.2.3. O

1.2 Neprekidnost funkcije

Definicija 4. KaZemo da je funkcija w = f(z) definirana na skupu D neprekidna u tocki
20 € D ako je lim f(z) = f(20).
zZ—20

Ako funkcija nije neprekidna u tocki 2y, kazemo da je ona prekidna u tocki zy. Kako bi
nam sama definicija bila jasnija, pogledajmo iduéi primjer.

22-2
i-z+5

Primjer 4. Ispitajmo je li funkcija f(z) = neprekidna u tocki —1 — 2i.
Rjesenje: Izracunajmo najprije limes funkcije:

® =2 —1—2i2 =2 -5+ 4
lim f(z)= lim =z = ( Z), = L -
2—3(—1—2i) zs(-1-2)1-2+5  1-(—=1—2i)+5 7T—1

Pogledajmo sada vrijednost funkcije u (—1 — 2i):

(~1-2i)2—-2 —5+4i

f(_1_2i>:i-(—1—2i)+5: =

Vidimo da su vrijednosti limesa i funkcije jednaki pa stoga mozemo reé¢i da je funkcija f

neprekidna u tocki —1 — 2.

Pogledamo li definiciju neprekidnosti, vidimo da ona zahtjeva tri stvari kako bi funckija

bila neprekidna u tocki zp, a to su:



a) lim f(z) postoji;

zZ—r20

b) funkcija f definirana je u zp;

c) lim f(z) = f(z0).

zZ—20

Iz toga i definicije limesa slijedi da je funkcija neprekidna u tocki zy € D ako i samo ako za
svaki € > 0 postoji § > 0 takav da ako je |z — z0| < §, onda je |f(z) — f(z0)| < €. Bitno je

uociti da 9 ovisi o odabiru € i o samoj tocki zy.

Definicija 5. Funkcija je neprekidna na svojoj domeni D ako je neprekidna u svakoj tock:

skupa D.
Koristeci se Teoremom 2, mozemo dobiti i neka svojstva neprekidnosti.

Teorem 3 (vidjeti [4], Theorem 2.4). Ako su f i g neprekidne funkcije u tocki zy, onda su

1 slyjedece funkcije neprekidne u toci zy:
a) cf, gdje je c kompleksna konstanta,
b) f+g,

c) f—y,
d) f-g,
) L, za9() 0.

Dokaz.
Pogledati dokaz Teorema 2.4. u [4], stranica 123. O

Upoznali smo pojam neprekidnosti. Pogledajmo sada pojam uniformne neprekidnosti.

Definicija 6. Funkciju f cija je domena skup D zovemo uniformno neprekidna funkcija ako
za svakie > 0 postoji § = §(¢) > 0 takav da za sve z1 i zy iz D vrijedi da je | f(z1)— f(z)] < €
kada je |z1 — z2| < 4.

Bitno je uociti da kod uniformne neprekidnosti ¢ ovisi samo o odabiru ¢ i vrijedi za sve
tocke iz domene (prisjetimo se da je kod pojma neprekidnosti § ovisio i 0o € i o odabiru
tocke u kojoj ¢emo promatrati neprekidnost). Uniformna neprekidnost je samim time jaca
tvrdnja te ako je funkcija uniformno neprekidna, znamo da je ona i neprekidna. Ako znamo
da je funkcija neprekidna, to nam ne daje dovoljno informacija da bi zakljucili da je ona
i uniformno neprekidna, tj. ona moze, ali ne mora biti i uniformno neprekidna. Drugim

rijeCima, uniformna neprekidnost implicira neprekidnost, ali obrat ne vrijedi.

Primjer 5 (vidjeti [3], Example 3.3.2.). Pokazimo da je funkcija f(z) = z* uniformno
neprekidna na D ={z € C: 0 < |z| < 1}.



Rjesenje: Pogledajmo:
1F(z21) — f(22)| = |21® — 2% = |21 — 2||21 + 22| < (|| + |22]) |21 — 22

S (1 -+ 1) |Zl —ZQ| = 2|2’1 —22|.

£ S5
Ako stavimo da je § = 5 onda iz |23 — 23| < § = 5 za svake dvije tocke z1, 25 € D vrijedi

€
|f(z1) — f(22)] < 2|21 — 2| <2-§ =2-= =¢e. Time je zadovoljena definicija uniformne
neprekidnosti pa je funkcija f uniformno neprekidna.

1.3 Derivacija funkcije

Definicija 7. Neka je f funkcija kompleksne varijable cija je domena neprazan skup D

1 neka je zy neka tocka iz D. Ako limes lim M postoji, nazivamo ga derivacija
zZ—r20 zZ — 20
d
funkcije f u tocki zp te ga oznacavamo s f'(zy) = fa(lZo).
z

Ako z — zg ozna¢imo s Az onda izraz iz prethodne definicije mozemo zapisati kao
i f(z0 + Az) — f(20)

Az—0 Az
funkcije.

Sto je nekada lakse koristiti u raznim razmatranjima derivabilnosti

Primjer 6. Koristeéi definiciju pokazimo da je funkcija f(z) = z — i derivabilna na cijeloj

svojoj domeni.

Rjesenje: Uzmimo proizvoljni zy € C. Pogledajmo najprije f(zo+Az) = zo+Az—1i. Tada je

Az) —
izraz f(z20+Az)— f(20) = 20+Az—i—20+i = Az. U tom slu¢aju lim flz0 + A2) — f(z0) =
A Az—0 Az
z

Az
cije f (8to je cijeli skup C) pa je ona derivabilna u svakoj tocki svoje domene.

= 1. Kako to vrijedi za proizvoljnu tocku zp, to vrijedi za svaku tocku z iz domene funk-

Pogledajmo i teorem koji povezuje derivabilnost funkcije i neprekidnost funkcije, a koji

¢e nam biti potreban za daljnja razmatranja.

Teorem 4 (vidjeti 3], Theorem 3..4.1.). Ako funkcija f ima derivaciju u tocki zy, onda je

f neprekidna u tocki z.

Dokaz.
Pogledati dokaz Teorema 2.4. u 3], stranica 79. O

Primjer 7. Promotrimo funkciju f(z) = 25 i tocku zo = 1 + 1.



Rjesenje: Provjerimo najprije je li f derivabilna u tocki zp:

i L2101 ( L)
=20 Z— % z—z20 2 — (1 +19)

g—9% 1L+i—%

: 1 1 1
= lim : - — .
—2nz—(1+i)\z2—20 1—1

_ im 1 'l—z'—(z—Qi)
_z—>zoz—(1—|—i) (Z—QZ)l—i)
_ 1 (1+1)—2
z—29 2 — (1 —|—Z> (Z — 22)(1 — Z)
. 1 —lz— (1+1)]
z—)zoz—(l—I—i) (Z—Qi)(l—i)
= Jimm ! = 1
=1+ (2 —20)(1—4) ((1414)—2i)(1 —1)
B -1 =1 1 2% —q
T A-9(1—-9) -2 2 -2 2

Vidimo da limes postoji pa funkcija f je derivabilna u tocki zy. Sada bi prema prethodnom
teoremu funkcija trebala biti i neprekidna u tocki zg. Pogledajmo f(z):

Feo) 1 1 1 144 144
Z — = — . =
VT -2 1+i-2i 1-4 144 2
Sada je:
1 1 1 14+¢ 141
lim f(z) = lim - = : - = 2 +Z.= ik
P z=z202—20 (144)—2i 1—17 1+1 2

Vidimo da je lim f(z) = f(z0) pa je funkcija f neprekidna u tocki z.
zZ—20

Sada kada smo upoznali osnovne pojmove koji nas vode do analiticnosti kompleksne

funkcije, napokon mozemo preci na tu cjelinu.



2 Analiti¢nost funkcije

U ovom poglavlju upoznat ¢emo se s definicijom analiti¢nosti funkcije te pogledati neke
osnovne operacije i radnje s analitickim funkcijama. Susrest ¢emo se i s pojmom harmonijske
funkcije te s Cauchy-Riemannovim uvjetima. Za kraj éemo pogledati Laplaceovu parcijalnu

diferencijabilnu jednadzbu.

Definicija 8. Za funkciju kazemo da je analiticka u tocki zy ako ima derivaciju u tocki zo @

u svakoj tocki 1z neke okoline tocke z.

Definicija 9. Za funkciju kaZemo da je analiticka na cijeloj svojoj domeni D ako je anali-

ticka u svakoj tock 1z skupa D.

Ako se prisjetimo Primjera 6, znamo da je funkcija f(z) = z — ¢ derivabilna na cijeloj
svojoj domeni, Sto znaci da je derivabilna u svakoj tocki svoje domene. Prema prethodne
dvije definicije slijedi da je ta funkcija analiticka na cijeloj svojoj domeni. Ako je funkcija
analiticka, za nju mozemo jo$ re¢i da je holomorfna ili regularna. Napomenimo samo da ako
je funkcija analiticka u svakoj tocki iz neke okoline tocke zp, ali ne i u samoj tocki zp, onda

tu to¢ku nazivamo singularna tocka ili singularitet.

Teorem 5 (vidjeti [3|, Theorem 3.5.1.). Ako su funkcije f i g analiticke na skupu D, onda
su 1 funkcije f+gq, f—g, fg 1 i analiticke te vrijedi:
g

d df
) d_[f+ ]— d__'_@
d d d
y i -d=T %
d d d
¢) —fgl= fd—z+gd—];,
gdf dg
J el
d)a{i}: dzg2 dz_
Dokaz.

Krec¢emo od pretpostavke da su f i g analiticke na cijelom skupu D - to znaci da su anali-
ticke u svakoj tocki iz skupa D pa odaberimo proizvoljnu tocku zy. Koristeéi se veé ranije
obradenim Teoremima 2 i 4 dobivamo:
oo U+ 9] = [fG) + o)l _ G = f) | 9l2) = glz0)
2—20 Z— 2 z2—20 zZ— 2 z—20 Z— 2
= ['(20) + ¢'(20)

Sto je upravo ono §to tvrdimo u a). Analogno bi islo za razliku, tj. za b). Predimo na c) dio:

[f(2)g(2)] = [f(z0)9(z0)] _ .~ [F(2)9(2)] = [f(20)g(z0)] + f(2)g(20) — f(2)g(20)

lim = lim
z—20 zZ— 2y z—20 Z— 20
z2—20 Z— 2o 2—20 Z— 2

= f(20)9'(20) + g(20) f'(20)
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te sada za kraj pogledajmo i d) dio uz pretpostavku da je g(zo) # 0. Zbog pretpostavke da

9'(z0) postoji i Teorema 4 znamo da je g neprekidna u tocki zp. Imamo:

1 1 1 . 1 [g(z) —g(20)]| 1
lim — = lim —
o0z —20 [g(2)  g(20)] 2 glz) | z—2 | g(2)
_ 9=
[9(20)]?
iz ¢ega vidimo da je
[EIRRre IR
— == za g(z !
9(2) l9(2)]?
B0 B g o 1 it e ,
a onda samo iskoristimo ¢injenicu da je = = f - — te primjenjujuci svojstvo ¢) dobivamo
g g
tvrdnju d). O

U prethodnom teoremu prosli smo kroz deriviranje zbroja, razlike, produkta i kvocijenta
dvaju analitickih funkcija. JoS jedan cest i vrlo koristan matematicki alat pri baratanju
funkcijama je komponiranje funkcija. Pogledajmo sto se dogada s deriviranjem kompozicije

dvaju analitickih funkcija. Slijedeéi teorem poznat je i po imenu chain rule.

Teorem 6 (vidjeti [3], Theorem 3.5.2.). Ako je n = g(z) analiticka funkcija ovisna o z na
domeni D s vrijednostima u R te ako je w = f(n) analiticka funkcija ovisna o n na domeni

R, onda je w = f[g(2)] analiticka funkcija ovisna o z na domeni D i ima derivaciju danu s :

dw dw dn
dz dn dz’
Dokaz.
Pogledati dokaz Teorema 3.5.2. u [3], stranica 81. O

2.1 Cauchy-Riemannovi uvjeti

U prethodnim razmatranjima ustanovili smo kako funckiju kompleksne varijable mozemo
promatrati i kao dvije funkcije dvaju realnih varijabli te ¢emo se time ovdje koristiti. Sljedeci

teorem govori nam o nuznom uvjetu potrebnom da bi funckija bila analiticka.

Teorem 7 (vidjeti [4], Theorem 3.4.). Pretpostavimo da je f(z) = u(z,y) + w(z,y) dife-
rencijabilna funkcija u tockt z = x + 1y. Tada u tock: z postoje prve parcijalne derivacije

funkcija u i v te one zadovoljavaju Cauchy-Riemannove jednadzbe:

ou Ov . Ou ov
— == i —=—-—.
or 0Oy Jy ox
Dokaz.
Zapisemo li f(z) = u(z,y) +iv(z,y) i Az = Az + iAy, onda slijedi:

b s J0E o Ag) = fla]
fiay= Jim, Az
= lim :
Az—0 Az + iAy
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U teoremu smo pretpostavili da postoji derivacija u toc¢ki z, tj, gornji limes postoji i onda
Az moze teziti ka nuli iz nama “pogodnog” smjera. Odaberimo da Az tezi ka nuli u hori-
zotnalnom smjeru, to¢nije promjena se dogada samo po z-osi pa imamo da je Az = Az, a

Ay = 0 upravo iz razloga $to se promjena dogada samo po x-osi. Tada imamo:

u(z + Az, y) + w(z + Az, y) — u(z,y) — w(z,y)

/ _ .
F gl = i, Az
A _ _
_ i et 8ny) —u@y) L vEtAsy) —ulny)
Az—0 Az Az—0 Az

Kako postoji f/(z), to znac¢i da u zadnjoj jednakosti postoje oba limesa, a upravo ti limesi

su nista drugo nego definicija parcijalne derivacije prvog reda funkcija v i v po varijabli .

w . Qv ou Ov
Za sada znamo kako postoje — i — te da je f'(2) = =— + i—. Mogli bi sada promatrati

slucaj kada Az tezi ka nuli po vertikali, to¢nije sluc¢aj kada je Az = 0 te Az = iAy. Tada
imamo:

/ 1 U(.T,y—i-Ay)—U(.T,y) - 1s v(a:,y—i—Ay)—v(m,y)
Fi=p= jim, Ay &9 iy iy

Kako postoji f'(z), to znac¢i da postoje oba limesa u zadnjoj jednakosti, a upravo ti limesi
su nista drugo nego definicija parcijalne derivacije prvog reda funkcija u i v po varijabli y.

0 Ju 0
Sada znamo jos i da postoje T % e da je f'(z) = ek Izjedna¢imo li sada realne
dy Oy dy Oy
i imaginarne djelove obaju izraza za f’(z) dobivamo jos i da je :
Ju Ov . Ou v

ox oy | oy  ox
O

U samom teoremu krec¢emo s pretpostavkom da je funkcija f u nekoj tocki diferencijabilna
pa taj teorem ne mozemo koristiti kako bi odredili je li funkcija diferencijabilna u nekoj tocki,
ali moZzemo ga koristiti kako bismo otkrili gdje nije diferencijabilna. Takoder, iz ovog teorema
mozemo zaklju¢iti kako odabir funkcija v i v kod analiticke funkcije f(z) = u(z,y) +iv(z, y)

ne moze biti proizvoljan jer odgovarajuce parcijalne derivacije moraju biti jednake.

Primjer 8. Pogledajmo funkcije:

o) f(z) =24,
b) g(z) = |-
Rjesenge:

a) Ako zapiSemo z = z + iy, imamo f(z +iy) = x +iy —i = x +i(y — 1). Ako to
razdvojimo na realni i imaginarni dio dobivamo u(z,y) = z i v(x,y) =y — 1. Za ovu

funkciju veé znamo da je analiticka pa provjerimo vrijede li Cauchy-Riemannovi uvjeti:

ou ou
%—1 te 8—y—0,
ov ov



12

Iz ovoga je ocito
Ju Ov . Ou ov
_ 7 —

ox Oy dy  Ox
i vidimo da su Cauchy-Riemannovi uvjeti zadovoljeni.
b) Ako zapisemo z = x + iy, imamo ¢(z) = |z| = \/2? + y2. Ako to razdvojimo na realan
i imaginaran dio, dobivamo u(z,y) = /2% + y? i v(z,y) = 0. Pogledamo 1i parcijalne

derivacije funkcija v i v dobivamo:

8$ ,/w2+y2 8y /~7;2+y27
@:O te @:0
ox dy

iz Cega je ocito da Cauchy-Riemannovi uvjeti nisu ispunjeni. Kako su ti uvjeti nuzni

za analiticnost funkcije f, slijedi da f(z) = |z| nije analiticka funkcija.
Upoznali smo nuzan uvjet za analiticnost proizvoljne funkcije f, odnosno znamo da
su ispunjeni Cauchy-Riemannovi uvjeti kada je funckija analiticka. Upoznajmo se sada s

dovoljnim uvjetom za analiti¢nost funkcije f.

Teorem 8 (vidjeti [3|, Theorem 3.6.2.). Funkcija f(z) = u(z,y) + iv(z,y) je analiticka na

Ju Ov 0
svojoj domeni D ako postoje parcijalne derivacije —u, —u, —U,—U, neprekidne su 1 zadovo-
Ox’ Oy’ 0x dy
ljavaju Cauchy-Riemannove uvjete.
Dokaz.
Pogledati dokaz Teorema 3.6.2. u [3], stranica 85. O

Pogledajmo ve¢ dosada analiziranu analiticku funkciju f(z) = z — i. Da dosada nismo
zakljucili da je analiticka, iz prethodnog teorema to bi bilo vrlo lako zaklju¢iti. Naime, iz

Oou Ou Ov 0
—u, —u, —U,—U postoje, da su one jednake konstantama (1 ili 0) pa su
Ox’ Oy’ Oz’ dy

kao takve to neprekidne funkcije i vidjeli smo da zadovoljavaju Cauchy-Riemannove uvjete

Primjera 8 znamo da

pa ponovno dolazimo do zakljucka da funkcija z — ¢ je analiticka. Kako bi nam prethodni
teorem bio jasniji, pogledajmo njegovu direktnu primjenu.
22 —22+1

Primjer 9. Provjerimo je li funkcija f(z) = 3

analiticka funkcija.
Rjesenje: Zapisemo li z = x + 1y, dobivamo

(z4+iy)? —2@x+iy)+1 2 +i2zy—y®> — 20 —i2y+1

22—y —204+1 22y —2
— —|— VA
3 3
2 _y? -2 il 2zy — 2

odakle vidimo da je u(z,y) = i 3 st e v(z,y) = % Parcijalne derivacije
funkcija u i v su slijedece:

ou 2x—2 ; ou 2y

_— = e _ T EE—

ox 3 dy 3

ov 2y ov  2x—2

or 3 oy 3
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Vidimo da one postoje te da je svaka od njih pravac, a pravci su neprekidne funkcije. Sada

imamo zadovoljeno dvije tre¢ine uvjeta koji moraju biti ispunjeni da bi funkcija bila anali-

Ju  Ov
ticka. Provjerimo jos vrijede li Cauchy-Riemannovi uvjeti. Jasno se vidi da je 9%~ Bu i
Z Y
0 0
it} Dakle, funkcija f je analiticka.
dy ox

Ovdje valja spomenuti jos jedan teorem koji nam iz analiti¢nosti funkcije govori ponesto

1 0 njezinim derivacijama te koji ¢e nam koristiti u daljnjim razmatranjima.

Teorem 9 (vidjeti [3], Teorem 5.13.1.). Neka je funkcija f analiticka na cijeloj svojoj domeni

D. Tada postoje sve derivacije funkcije f i one su analiticke na cijelom skupu D.

Dokaz.
Pogledati dokaz Teorema 5.13.1. u [3], stranica 185. O

Kompleksne brojeve mozemo prikazati u vise oblika, a medu njima je i polarni oblik
z = r(cosy + isinyp), gdje je r modul kompleksnog broja, a ¢ argument kompleksnog
broja (za dodatni podsjetnik pogledati poglavlje 1.5. Polar form of Complex Numbers u
[3], stranice 14. i 15.). Tada f(z) moZemo zapisati kao f(z) = u(r, ) + iv(r,p). Postoje i
Cauchy-Riemannovi uvjeti u polarnom obliku te oni izgledaju ovako:

ou 10v ov 10u

ar  rop or  royp
a derivaciju funkcije f onda mozemo zapisati na slijede¢i nacin:

. (Ou .Ov
! _ —1p =
fle)=e (8T+23r)'

2.2 Harmonijske funkcije i Laplaceova parcijalna diferencijalna jed-
nadzba

U prethodnim razmatranjima ustanovili smo da odabir funkcija w i v kod analiticke
funkcije f(z) = wu(z,y) + iv(z,y) ne moZe biti proizvoljan bas zbog toga Sto one moraju
zadovoljavati Cauchy-Riemannove uvjete - od trenutka kada odlu¢imo kako ¢e izgledati realni
dio funkcije f, tj. kako ée izgledati u zapravo smo postavili uvjet na to kako mora izgledati
imaginaran dio funkcije f, tj. kako mora izgledati v. Prema Teoremu 9 znamo da ako je f
analiticka funkcija na svojoj domeni D, onda derivacije f’, f”, ... postoje na skupu D, a ono
nama bitnije - postoje parcijalne derivacije svakog reda funkcija u i v i sve one su neprekidne

funkcije na skupu D. Deriviranjem Cauchy-Riemannovih uvjeta dobivamo:

0*v 0%u 0%v 0%u

—_ = — 7
Oxdy o2’ Oyoxr  Ox?’ (7)
o : N I
a onda koristeci se Schwarzovim teoremom znamo da je = te iz (7) i Schwarzovog
Oxdy  Oyox
teorema slijedi:
02 02
YL %%, (8)

o o
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Upravo jednadzbu (8) nazivamo Laplaceova parcijalna diferencijalna jednadzba.

Definicija 10. Funkciju u dvaju realnih varijabli zovemo harmonijska funkcija na doment D
ako za sve x,y € D postoje sve druge parcijalne derivacije, one su neprekidne te zadovoljavaju

Laplaceovu parcijalnu diferencijalnu jednadzbu.

Slijedeéi teorem daje nam poveznicu izmedu analiticke funkcije kompleksne varijable i

harmonijskih funkcija realnih varijabli.

Teorem 10 (vidjeti [3]|, Teorem 3.7.1.). Ako je f(z) = u(z,y) + iv(x,y) analiticka funkcija

na domeni D, onda su u i v harmonijske funkcije na skupu D.

Dokaz.

U gornjem proucavanju vidjeli smo kako za realan dio funkcije f(2) = u(x,y) + iv(z,y) La-
placeova parcijalna diferencijalna jednadzba vrijedi. Ako pomnozimo funkciju f sa —i,onda
je v realan dio analiticke funkcije —if te i za nju vrijedi Laplaceova parcijalna diferencijalna
jednadzba. Kako je f analiticka funkcija, onda prema Teoremu 9 znamo da postoje sve
derivacije funkcije f, tj. sve derivacije funkcija v i v te da su one analiticke na skupu D.
Tada iz definicije analiticnosti i Teorema 4 slijedi da su te derivacije neprekidne. Iz svega

navedenog zaklju¢ujemo da su funkcije v i v harmonijske funkcije. U

Ovaj teorem najbolje pokazuje kako kod analiticke funkcije f moramo paziti pri odabiru
funkecija u i v (odnosno pri odabiru realnog i imaginarnog djela funkcije f) jer za njih mora
vrijediti Laplaceova parcijalna diferencijalna jednadzba, tj.:

Pu v . v v

o o 0 amtap "

Bitno je za uociti to da ako je funkcija analiticka, onda su realan i imaginarni dio te funkcije
harmonijske funkcije, no ako su realan i imaginaran dio neke kompleksne funkcije harnomijske

funkcije, to nije dovoljan uvjet da bi funkcija bila analiticka.

Primjer 10. Provjerimo jesu li realni © imaginarni dio funkcije f(z) = 2% — 2iz + 1 harmo-

nijske funkcije.

Rjesenje: Ako zapifemo z = z + iy, onda je f(z +iy) = (x + iy)? — 2i(zx +1y) + 1 =
22 +2zy — 2 — 2z + 2y + 1 = (22 — y? + 2y + 1) + i(2zy — 27) odakle sada slijedi da
je u(z,y) = 2? — y* + 2y + 1 realan dio i v(z,y) = 22y — 22 odgovarajuéi imaginaran dio.
Provjerimo zadovoljavaju li te funkcije Laplaceovu parcijalnu diferencijalnu jednadzbu:

Pu  0*u

B2 + Dy =2+(-2)=0,
v 0%
@—Fa—yz:()%—o:o.

Realan i imaginaran dio ove funkcije su polinomi prvog i drugog stupnja te oni imaju de-
rivaciju svakog reda i te derivacije su neprekidne (jer su one ili polinom prvog stupnja ili

kosntanta). Uz ove zakljucke mozemo tvrditi da su funkcije u i v harmonijske funkcije.
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3 Elementarne funkcije kompleksne varijable

U elementarne funkcije ubrajamo: eksponencijalnu funkciju, logaritamsku funkciju, kom-
pleksnu potenciju i trigonometrijske funkcije. Sve od navedenih funkcija su analiticke i malo
¢emo ih detaljnije upoznati jer upravo koristeci ¢injenicu da su ove funkcije analiticke i koris-
teci se Teoremom 5 dobit ¢emo dosta jak kriterij za ispitivanje analiti¢nosti bilo koje funkcije.
Kako? Pokusat ¢emo proizvoljne funkcije rastaviti na zbroj, razliku, produkt ili kvocijent
nasih elementarnih funkcija i zbog Teorema 5 znat ¢emo odmah da je ta nova funkcija ana-
liticka. To je puno brze nego da provjeravamo sve uvjete iz definicije analiti¢nosti i tako si

uvelike skra¢ujemo posao.

3.1 Eksponencijalna funkcija kompleksne varijable

Zapisemo li na§ kompleksan broj z kao z = z + iy, onda imamo e* = e**%. Kako tu
eksponencijalnu funkciju Zelimo definirati tako da vrijede ista pravila potenciranja kao i kod
eksponencijalne funkcije realne varijable, iz €injenice da je u realnom svijetu e**t¥ = e®e¥

slijedi e**% = e%e®. Sada se koristimo Eulerovom formulom
'Ly _ ..
e’ =Ccosy + 181y

te iz tog dobivamo da je e* = e*(cosy + isiny). Upravo ovim izrazom definirana je ekspo-

nencijalna funkcija kompleksne varijable.

Teorem 11 (vidjeti [3|, Teorem 4.1.1.). Ako su z; = x1 + iy; @ 25 = Ty + 1Yy kompleksni

brojevi, onda je e*2 = e*1 %2,

Dokaz.

Iskoristimo najprije definiciju eksponencijalne funkcije kompleksne varijable:
e*le® = e"(cosy; + isiny;)e™(cosya + isinys).

Zatim iskoristimo komutativnost, adicijske formule i svojstva eksponencijalne funkcije realne

varijable:

x1+:fc2[

e (cosy; + isiny;)e(cosyy +isinys) = e COS 11 COS Yo — SIN ¥ SiN Yo

+ i(sin y; cos ya + sin y, cos yy )]

= ™72 [cos(y1 + ya) + isin(yr + y2)]

— #1122
Jos neka od svojstava eksponencijalne funkcije kompleksne varijable su:
a) za sve kompleksne brojeve z vrijedi e # 0;

b) |e¥| =11 |e?| = e%;
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¢) nuzan i dovoljan uvjet da e* =1 je taj da je z = 2kmi pri ¢emu je k cijeli broj;
d) nuzan i dovoljan uvjet da e** = e* je taj da je z3 — 29 = 2kmi pri ¢emu je k cijeli broj;

e) €* je periodi¢na funkcija s osnovnim periodom 273, tj. e*72™ = e* . 2™ = e*(cos 2 +

igin 27) = &°.

Sve tvrdnje preuzete su iz Teorema 4.1.2. iz [3].
Sada kada malo bolje poznajemo eksponencijalnu funkciju kompleksne varijable, poka-

zimo da je ona stvarno analiticka.

Teorem 12 (vidjeti [3|, Teorem 4.1.3.). Eksponencijalna funkcija € je analiticka za sve

kompleksne brojeve z te vrijedi —(e*) = €*.

dz
Dokaz.
Ozna¢imo eksponencijalnu funkciju kao f(z) = e*. ZapiSemo li z = x + iy, dobivamo da je
f(2) = f(z +iy) = e = e®(cosy + isiny). Ovako zapisanu funkciju mozemo razdvojiti
na realan i imaginaran dio te dobiti dvije funkcije dvaju realnih varijabli. Stoga stavimo da

u(z,y) = e"cosy i v(z,y) = e”siny. Parcijalne derivacije funkcija u i v postoje i vrijedi:

ou u i
— =¢"cosy, — = —e"siny,
ox Y Jy ¥
v . ov

— =e€"siny, — =e"cosy.
o - dy o

One su produkt neprekidnih funkcija pa su prema Teoremu 3 i one neprekidne. Sada jos

moramo provjeriti vrijede li Cauchy-Riemannovi uvjeti:

ou v
e e” cos y mora biti jednako 0 e’ cosy $to i je pa je ovaj uvjet ispunjen;
z )
ou - _ ov e e . o1 o
§g — ¢ siny mora biti jednako — pr —(e"siny) Sto vidimo da je pa je i ovaj uvjet
Yy 9%
ispunjen.

Iz svega navedenog slijedi da je eksponencijalna funckija analiticka. Prema prethodnim

u v
razmatranjima znamo da f’(z) = — + i— i onda slijedi:

ox Ox
d 0 0
(€)= iz} = 3_Z +iz = € cosy + i siny = e*(cosy + isiny) = €.

Ox

Time smo pokazali sve tvrdnje ovog teorema. U

3.2 Logaritamska funkcija kompleksne varijable

Pogledajmo jednadzbu e* = w gdje je w kompleksan broj razli¢it od 0. Kako bi si
pojednostavili rjeSavanje ove jednadzbe, stavimo da je z = x +1y i zapiSimo oba kompleksna

broja preko eskponencijalne funkcije:

ez — e:ﬂ—‘rly — exezy'



i ¥y

Uz oznaku da je r modul od w i ¢ argument od w slijedi
w = re.

Znamo da su dva kompleksna broja jednaka ako su im jednaki moduli i argumenti pa iz
prethodnog raspisa slijedi ee? = re¥ odakle vidimo da e* =7 i y = ¢ + 2n7 (jer su sinus i
kosinus periodicke funkcije s osnovnim periodom 27), gdje je n cijeli broj. Kako trazimo nas
z, cilj nam je pronadi kako izgledaju imaginaran i realan dio. Imaginaran smo ve¢ dobili, no

realan jo§ nemamo. Pogledajmo:
e =r \ln
Ine* =1Inr

z=Inr.

Sada znamo da je z koji zadovoljava e* = w oblika z = In7 +i(p + 2nw), a zbog 27 periodic-

nosti vidimo da taj z nije jedinstven veé¢ postoji beskona¢no mnogo rjesenja te jednadzbe.

Teorem 13 (vidjeti [3], Teorem 4.4.1.). Za bilo koji kompleksan broj w # 0 postoji komplek-
san broj z takav da je e* = w. Tocnije, jedan takav kompleksan broj z je In|z| +iargz, a

bilo koji takav z je dan s In|z| + iarg z + 2nmi, gdje je n cijeli broj.

Dokaz.

Kako je w kompleksan broj, znamo da ga mozemo prikazati preko njegovog modula i ar-
gumenta. Ozna¢imo modul od w s |w| te argument od w s argw = ¢ pri éemu |w| > 0,
m < ¢ <7 (ove granice postavljamo kako bi kompleksni logaritam bio neprekidna funkcija).
|Za vise informacija pogledati Problem 53 u [4]]. Sada imamo:

eln|w|+zargw ln|w|ezargw lnlw\ezgo.

=€ =e

Prvi dio izraza poznajemo jos iz realnog svijeta (kad pogledamo e™ ! |w]| je realan broj i tu

Inz

se radi o realnom logaritmu) i kako je inage e™? = x tako je ovdje €™/l = |w|. Slijedi da

je elmlwiHiargw — |oyleiv = 4 pa iz toga slijedi da je z = In |w| + i arg |w]| rjeSenje od €* = w
¢ime smo pokazali jedan dio tvrdnje teorema. Za drugi dio tvrdnje teorema pretpostavimo
da su w i wy rjeSenja jednadzbe e = z. Iz toga slijedi da je e = " te kada podijelimo s

w1 —w

e dobivamo e = 1. Iz svojstava eksponencijalne funckije slijedi da je w; —w = 2n7i iz

Cega vidimo da je w; = w + 2nme 1 time smo pokazali sve tvrdnje ovog teorema. U

Upravo izrazom Inr + i(¢ + 2n7), gdje je |w| > 0,7 < ¢ < 7 definiran je kompleksni
logaritam. Izraz In |w|+i arg w zovemo glavna vrijednost ili glavna grana logaritma. Uo¢imo
kako to dobijemo kada uvrstimo da je n = 0 pa se to zove jos i nulta grana. Izraz In|w| +
targw + 2nm zovemo n-ta grana logaritma. Neka od svojstava kompleksnog logaritma, gdje

su z; 1 2z kompleksni brojevi te n cijeli broj, su:

a) In(z127) = Inz; + In 295

b) In (ﬁ) =Inz —Inzy;

zZ9
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¢) Inz! =mlnz.

Sve tvrdnje preuzete su iz Teorema 4.3. iz [4].
Sada kada malo bolje poznajemo logaritamsku funkciju kompleksne varijable, pokazimo

da je ona analiticka.

Teorem 14 (vidjeti [3], Teorem 4.4.3.). Glavna grana kompleksnog logaritma f(z) = In|z|+

iarg z je analiticka funkcija i njena derivacija dana je s f'(z) = —.
2

Dokaz.
Zapisimo kompleksan broj z = 7e’? pri ¢emu je 7 < ¢ < 7w, r > 0. Sada je f(z) =
In|z| +iargz = Inr + ip. Odavde vidimo kako je realan dio funkcije u(r,¢) = Inr, a

imaginaran v(r, ) = . Parcijalne derivacije funkcija u i v postoje i vrijedi:

L N
o 1 o
Ov v
Het, oy
or 7 0y

Sve ove parcijalne derivacije su neprekidne funkcije (jer se radi ili o konstantnim funkcijama ili

o racionalnoj funkciji koja je dobro definirana). Provjerimo jos Cauchy-Riemannove uvjete:

ou 1 e 10v 1 s . o .

— = — mora biti jednako —— = — - 1 = — $to i je pa je ovaj uvjet ispunjen;

or r rop r r

v 10u 1

— = 0 mora biti jednako — —— = —— -0 = 0 Sto vidimo da je pa je i ovaj uvjet ispunjen.
or r Oy i

Iz svega navedenog slijedi da je logaritamska funkcija analiticka. Pogledajmo i derivaciju:

[ Ou v L 1 | 1
/ — —1p 3 — e = — b i = =
flz)=e <8r * 287‘> G <7“ e O) re  z

Dakle, teorem je u potpunosti dokazan. O

Na isti na¢in na koji smo pokazali analiti¢nost glavne grane logaritma mogli bi pokazati

i analiticnost drugih grana te bi na analogan nacin mogli do¢i do zakljucka da je derivacija

bilo koje grane logaritma jednaka —.
z

3.3 Kompleksna potencija

Definicija 11. Ako je z # 0 i w bilo koji kompleksni broj, definiramo 2% kao z* = e“ log z,
gdje je logz = 1In|z| + iarg z + 2nmi, —7 < arg z < m,n € Z.

wlog z w(ln |z|4+1 arg z+2nmi)

Kako je n cijeli broj e = e ima beskona¢no mnogo vrijednosti.

1982 pri ¢emu pod log z mislimo na glavnu vrijednost logaritma. Iz

Glavna vrijednost bit ée e
same definicije kompleksne potencije, vidimo koliko je ta funkcija usko vezana s logaritam-

skom funkcijom. Neka od svojstava ove funkcije su:
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a) z¥z%2 = Z"1t¥2  odje je z # 0, w1, ws € C;

b) <212’2)w - lez2w€27riwn1(zl,z2);

w w
ﬁ _ 21 2miwng(z1,22)
C) - w € I
) )

pri ¢emu su nq (21, 22) 1 na(z1, 22) cijeli brojevi definirani u Teoremu 4.4.2. u [3]:

—1, ako w<argz + argz, < 2w,
ni(z1, 29) = 0, ako —7m<argz +argz <, ,

1, ako —2wm<argz +argz < -—7

—1, ako w<argz — argz < 2w,
na(z1, 29) = 0, ako —7m<argz —argz <,

1, ako —2m<argz; —argz, < —7
Sve tvrdnje preuzete su iz Teorema 4.4.4. 1 Teorema 4.4.5 iz [3].
Teorem 15 (vidjeti [3|, Teorem 4.4.6.). Funkcija z*, gdje je w bilo koji fiksni kompleksan

broj, je analiticka na domeni D koja se sastoji od svih tocaka kompleksne ravnine osim onih

koje leze na nepozitivnoj realnoj osi. Stouise,

d w w—1
%(z )= me™
Dokaz.
Pogledati objasnjenje na stranici 113. u [3]. O

3.4 'Trigonometrijske funkcije kompleksne varijable

Do trigonometrijskih funkcija kompleksne varijable dolazimo zbrajanjem i oduzimanjem

1zraza

e =cosx +isinx

e = cos(—x) + isin(—x) = cosz — isinz,

e’Ll‘ + e—wc

5 , a oduzimanjem: sinx =

gdje je x realan broj. Zbrajanjem dobivamo: cosz =

T —ix

e —ec i ; : s ; . ; :
5 . Zamijenimo li realan broj  kompleksnim brojem z, dobivamo kompleksni kosinus
1
1 sinus: , . : ,
€ZZ + 6—’LZ €ZZ _ e—’LZ
¢ogg = ———; fing=—7—. 236
2 %

Preko kompleksnog kosinusa i sinusa definiramo i:

a)

T
ter= za z;«é§+n7r,n€Z;
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b)

COs 2

ctgz = za z#nm,ne€Zl.

sin z

Neka od svojstava trigonometrijskih kompleksnih funkcija su:
a) sin(—z) = —sinz, cos(—z) = cosz;
b) cos®z + sin® z = 1;
c) sin(z; &+ z2) = sin z; cos z3 & €os 23 sin 2y;
d) cos(z; £ z3) = cos 21 €Os 23 F sin 2; sin 2o;
e) sin2z = 2sinzcosz, cos2z = cos? z — sin® z;
f) sin(z + 27) =sinz, cos(z + 2m) = cos z.

Sada kada malo bolje poznajemo trigonometrijske funkcije kompleksne varijable, pokazimo

da su one i analiticke.

Teorem 16 (vidjeti [3], Teorem 4.2.1.). Funkcije sin z i cos z su analiticke funkcije za svaki
kompleksan broj z. gtom's%,

d . d ;
—(sinz) = cosz, ——cosz= —sinz.

dz dz
Dokaz.

Ako zapiSemo z = z + iy, onda imamo e** = e!@t%) = ¢i*~¥ pa sada ako stavimo da je
a = —y + iz dobivamo da je €* = €%, a to je nista drugo nego eksponencijalna funkcija za
koju prema Teoremu 12 znamo da je analiticka . Na isti na¢in raspiSemo i e~ te analogno
zakljuéimo da je i to analiticka funkcija. Sada prema Teoremu 5 slijedi da su kompleksni
kosinus i sinus kao zbroj odnosno kao razlika analitickih funkcija ponovno analiticke funkcije.

Pogledajmo sada derivaciju (za ovaj raspis koristimo se Teoremom 4.1.4. iz [3]):

d d eZZ + e—lZ ,L'e'LZ _ Z'e—'LZ Z _e'LZ + e—'LZ elZ _ €—ZZ )
—-COSz = — = e =—=———""""—=—5inz
dz dz 2 2 i 24 24 ’
d . d eZZ _ e—'LZ 2'612 + ,L'e—ZZ ) eZZ _'_ 6—22 €ZZ + e—ZZ

—sinz = — , — , =1q- , = = COs Z.

dz dz 21 21 21 2

O

Analiti¢nost funkcija tg i ctg slijedi iz prethodnog teorema i Teorema 5. Odgovarajucu

derivaciju dobijemo prema pravilima deriviranja spomenutima u Teoremu 5.
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