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SazZetak

U ovom radu proucavat ¢emo diferencijalne jednadzbe prvog reda. Brojne su pri-
mjene ovih jednadZbi u fizici, biologiji, medicini i dr. U radu ¢emo se fokusirati na
primjene diferencijalnih jednadZbi prvog reda u fizici. Na pocetku rada definirat é¢emo
obi¢ne diferencijalne jednadZbe prvog reda te iskazati najbitnije teoreme vezane za njih.
Zatim ¢emo napraviti klasifikaciju spomenutih jednadzbi te metode za njihovo rjesa-
vanje. Na kraju ¢emo navesti razli¢ite primjere fizikalnih problema koje se svode na
diferencijalne jednadZbe prvog reda.

Kljuéne rijeci: diferencijalne jednadzbe prvog reda, radioaktivni raspad, Newtonov
zakon hladenja, strujni krugovi, problem mijeSanja, gravitacijska sila, gibanje planeta,
slobodni pad

Abstract

In this paper, we shall study differential equations of the first order. There are
numerous applications of these equations in physics, biology, medicine and other. We
shall focus on applications of differential equations of the first order in physics. First,
we shall define ordinary differential equations of the first order and show the most
important theorems related to them. Then we shall make a classification of these equa-
tions and methods to address them. Finally, we shall cite different examples of physical
problems that apply to the differential equations of the first order.

Key words: differential equations of first order, radioactive decay, Newton’s cooling
law, the circuitry, mixing problem, gravitational force, planetary motion, free fall
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1 Uvod

Diferencijalna jednadzba je jednadzba koja nepoznatu funkciju povezuje s njezinim deriva-
cijama. Razni su primjeri diferencijalnih jednadzbi, a pojavljuju se u mnogim znanstvenim
granama poput kemije, fizike, biologije, medicine, elektrotehnike, itd. Diferencijalnim jed-
nadzbama mozemo opisati mnoge pojave kao sto su primjerice gibanje nekog tijela, titranje,
radioaktivni raspad atoma, istjecanje fluida, zagrijavanje tijela, strujni krug i slicno. U
ovome radu iskazat ¢emo neke primjene diferencijalnih jednadzbi 1. reda u fizici.

Poceci diferencijalnih jednadzbi vezani su uz otkrice diferencijalnog rac¢una. Poc¢inje ga spo-
minjati Isaac Newton 1671. u svome djelu Methodus fluxionum et Serierum Infinitarum.
Leonhard Euler smatra se zacetnikom opce teorije diferencijalnih jednadzbi, a bavio se pro-
blemom vibrirajuée zice. Kasnije je Jean Le Rond d’Alembert taj problem prikazao kao
parcijalnu diferencijalnu jednadzbu. Prema nekim zapisima, prouc¢avanje diferencijalnih jed-
nadzbi zapocinje 1675. kada Gottfried Wilhelm von Leibniz zapisuje jednadzbu:

1
/xdm = —2°.
2

Ulogu u ovom razdoblju imao je i Joseph Louis Lagrange koji je otkrio tzv. metodu varijacije

konstanti (koju ¢emo pojasniti u poglavlju 3.2), te bra¢a Bernoulli [8|.

(a) Isaac Newton (b) Leonhard Euler

Slika 1: Znacajni znanstvenici (preuzeto iz [15, 16])

U drugom poglavlju navest éemo osnovne ¢injenice vezane za obi¢ne diferencijalne jednadzbe
1. reda. Razni su tipovi te metode rjeSsavanja ovih jednadzbi, a navedeni su u treé¢em
poglavlju. Zadnji dio rada usmjeren je na primjene diferencijalnih jednadzbi 1. reda u fizici.
Tu ¢emo spomenuti pojave iz kojih se neki zakljuéci mogu dobiti pri rjesavanju diferencijalnih
jednadzbi.



2 Obicne diferencijalne jednadzbe prvog reda

Pojam obi¢ne diferencijalne jednadzbe je vezan za jednadzbe u kojima se osim nepoznate

funkcije y pojavljuju i njezine derivacije. Implicitni oblik diferencijalne jednadzbe glasi

F(t,y(t),y (1), ..y™ (1)) =0,

pri ¢emu n nazivamo redom diferencijalne jednadzbe. Diferencijalnu jednadzbu mozemo

promatrati i u eksplicitnom obliku,

y ™) = Ft,y(t), ¥y (), ...y V@)

Ukoliko se u navedenoj jednadzbi pojavljuje najvise prva derivacija nepoznate funkcije, tada
tu jednadzbu nazivamo obi¢na diferencijalna jednadZba 1. reda. U ovom radu kon-
centrirat ¢emo se upravo na ODJ 1. reda te ¢emo sve definicije i teoreme u ovom poglavlju
iskazati za takve jednadzbe.

Teoriju osnovnih diferencijalnih jednadzbi zapocinjemo uvodenjem pojma rjeSenja. Sljedeca

definicija govori nam o nuznim uvjetima za postojanje rjeSenja ODJ 1. reda.

Definicija 2.1. Neka je Q C R? otvoren i f: Q — R dana funkcija. Za funkciju u: I — R

kazZemo da je rjeSenje obicne diferencijalne jednadzbe

y =fty) (1)

ukoliko vrijeda:
1) I C R je otvoren interval
2) ue CYI)
3) (Vtel) (tu(t) e
DWeD W)= f(tult).

Ukoliko je uz pocetnu diferencijalnu jednadzbu (1) zadan i pocetni uvjet
y(to) = yo, to € 1 (2)

tada taj problem nazivamo Cauchyjeva zadaca i zapisujemo ga u obliku

{yl = f(ta y)

y(to) = Yo )

Definicija 2.2. Za funkciju u: I — R kaZemo da je rjesenje Cauchyjeve zadaée (3) ako je
ona rjeSenje pripadne jednadzbe (1) za tg € I, te ukoliko zadovoljava pocetni uvjet (2).

Spomenut ¢emo i jedan od najbitnijih teorema koji govori o egzistenciji i jedinstvenosti

rjeSenja za podrucje obi¢nih diferencijalnih jednadzbi. Njegov dokaz moZe se pronaci u [5].



Teorem 2.1. (Picardov teorem)
Neka vrijede sljedece pretpostavke:
a) S :=[tg—a,tg+a] x [yo—b,yo+b CR? zaty, yo €R, a, b€ RT te nekaje f: S — R
neprekidna v vrijeds
[f(&9)l < M, (t,y) €5,
gdje je M > 0.

b)f je Lipschitzova po y varijabli s Lipschitzovom konstantom koja ne ovisi o varijabli t tj.
(EIC b O)(Vt € [to —a, tO g a])(vyla Y2 € [yo - ba Yo + b])

|f(t,y1) — f(ty2)] < clyr — yal.

Tada Cauchyjeva zadaéa (3) ima lokalno jedinstveno rjesenje u € C'({ty — T, to + T)) N
C(lto— T, to+T)) za T = min{a, Z}.

Postoje i drugi teoremi vezani za egzistenciju rjesenja ODJ, poput Cauchyjevog i Peano-
vog teorema, a njih se, kao i vise o opcoj teoriji diferencijalnih jednadzbi, moze pronaci u

1, 5].

3  Tipovi diferencijalnih jednadzbi

Radi lakseg pronalaska rjesenja, diferencijalne jednadzbe je potrebno klasificirati. U ovom
poglavlju spomenut ¢emo neke tipove diferencijalnih jednadzbi 1. reda. Svi teoremi, korolari,
definicije i leme navedeni u ovom poglavlju mogu se pronaci u [1, 5, 9, 14].

3.1 Jednadzbe sa separiranim varijablama

U slucaju da je u jednadzbi (1) funkcija f posebnog oblika, to¢nije ako je zadana jednadzba

y = g(t)h(y), (4)

pri ¢emu su g i h proizvoljne funkcije, govorimo o jednadzbama sa separiranim varijablama.
Za takav tip jednadzbi dovoljno je samo matematicki analizirati funkciju jedne varijable. U

sljedecoj lemi reéi ¢emo nesto o rjesenju jednadzbe sa separiranim varijablama.

Lema 3.1. Neka su I,V otvoreni intervali, tg € I, yo € V, te neka je g € C(I,R) i
h € C(V,R) takva da je h(y) # 0. Ako je u: J C I — R rjesenje Cauchyjeve zadace

dy
E — g(t)h(y) (5)
y(to) = Yo,

onda je



Formula (6) izvedena je uz pretpostavku da rjeSenje Cauchyjevog problema postoji. Sljedeci

teorem nam daje uvjete na jedinstvenost rjesenja Cauchyjeve zadace (5).

Teorem 3.1. Neka su I,V otvoreni intervali, ty € I, yy € V, te neka je g € C(I,R) i
h € C(V,R) takva da je h(y) # 0. Tada Cauchyjeva zadaéa

Yy = g(t)h(y)
y(to) = Yo
1ma jedinstveno rjesenje.

Na osnovu Teorema 3.1 moguce je reéi nesto i o skupu svih rjesenja jednadzbe (4). Neka su
funkcije G: I — R, H: V — R zadane formulama

G(t) = [ g(r)dr, tel, (7)

H(?J)Z/yj@,yev. (8)

Moze se pokazati da je (uz oznake i uvjete Teorema 3.1, te funkcije G i H zadane formulama
(7) i (8)) funkcija v € C*(J,R), J C R otvoren interval, rjeSenje diferencijalne jednadzbe (4)
ako 1 samo ako postoji ¢ € R tako da je

Hw(t) —Gt)=c, teJ
Primjer 3.1.1. Promotrimo Cauchyjevu zadacu
dy

dt
y(0) = 0.

= —e Ysint

Gornja zadaéa pripada zadaéama oblika (5), pri cemu su funkcije g i h dane s

g(t)=—sint, teR=1
h(y)ze_yayER:V

Funkcije g i h su neprekidne funkcije i h(y) > 0, y € V, pa su funkcije
t
G(t) = / —sinTdr = cost, t € R,
0
Y
H(y):/ efdé=e?— 1,y eR.
0
dobro definirane. Slijedi da je rjesenje y zadane Cauchyjeve zadace dano s
H(y) - G(t) = C, CeR,

t.
e —1—cost=C, C eR.
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Dakle, skup svih rjesenja zadane diferencijalne jednadzbe dan je izrazom
y=1In(l+cost+C), C eR.

Uzimajuci u obzir pocetni uvjet, slijedi da je je ¢ = —1 pa je rjesenje Cauchyjeve zadace

y = In(cost).

Postoje razne diferencijalne jednadzbe koje se supstitucijom mogu svesti na jednadzbe sa

separiranim varijablama. Takva je, primjerice, homogena diferencijalna jednadzba tj. jed-
nadzba oblika
=52
t 9
y(0)

pri ¢emu je ¢ € C'(I), I C R otvoren interval, koja se supstitucijom z(t) = 5 t € I svodi
na jednadzbu sa separiranim varijablama.
3.2 Linearne diferencijalne jednadzbe prvog reda

Linearna diferencijalna jednadzba 1. reda glasi:

y' = P(t)y +Qt), 9)

pri ¢emu su P, Q € C(I), I C R otvoren interval. Pridruzimo li jednadzbi (9) vrijednost
@ = 0, jednadzbu

y = P(t)y
nazivamo homogenom, a u suprotnom za jednadzbu kazemo da je nehomogena. Jedna od
metoda za rjesavanje takvih jednadzbi je Lagrangeova metoda. Najprije rjesavamo pridru-
zenu homogenu linearnu diferencijalnu jednadzbu koja pripada jednadzbama sa separiranim

varijablama, a njeno rjesenje glasi
y=cel PO R, (10)
Prema Lagrangeovoj metodi rjeSenje jednadzbe (9) trazimo u obliku
y = c(t)el FOL, (11)

gdje je c(t) diferencijabilna funkcija s neprekidnom derivacijom koju je potrebno odrediti.
Takva metoda zove se metoda varijacije konstanti. Uvrstimo li jednadzbu (11) u (9)

dobivamo jednadzbu koja glasi:
d(t)ed POU 4 c(t)el POUP(t) = P(t)c(t)e! POU +Q(1),

odakle slijedi
wfil] = /Q(t)e‘fp(t)dtdt +D,DeR.



Uvrstimo i sada gornji izraz u (10), dobivamo kona¢no rjesenje

y(t) _ efP(t)olt [/Q(t)e—fP(t)dt +D

Rjesenje kod takvih jednadzbi je globalno jedinstveno, $to bi znacilo da je dano na cijelom

,DeR.

intervalu /. O tome nam govori sljedeéi teorem.

Teorem 3.2. Neka je I otvoren interval, ty € I, yo € R te a, b € C(I). Tada Cauchyjeva
zadaca

y(to) = o

ima jedinstveno globalno rjesenje dano formulom

{y’ = P(t)y + Q(t)

t ¢ t
u(t) = elio ¥4 [/ b(s)e Jro Mg 4 yo}, tel.

to

Promotrimo primjer jedne linearne diferencijalne jednadzbe.

Primjer 3.2.1. Neka je dana diferencijalna jednadzba
Y

Rijesimo li pripadnu homogenu diferencijalnu jednadzbu
Y
— —_
y = ta
za rjesenje dobivamo
y=ct,ceR.

Koristeéi Lagrangeovu metodu traZimo rjeSenje jednadzbe (12) u obliku

= g(t)t.

Uvrstimo li to u jednadzbu (12) dobivamo

t
)+ e(t) — 228 = o3,

12 Cega slijedi
t3
C(t):2<§+D),D€R

Rjesenje dane jednadzbe glasi
t3
y(t) = 2t (§+D> ,DeR.

Sli¢no kao u prethodnom poglavlju, postoje jednadzbe koje se svode na linearne diferencijalne
jednadzbe. Primjer takvih jednadzbi je Bernoulijeva diferencijalna jednadzba oblika

¥ + P(t)y = Q(t)y", a € R\{0, 1}.

Supstitucijom z = y'=*, z = z(t), jednadZba postaje linearna i rjesavamo ju koriste¢i Teorem

(3.2).



3.3 Egzaktne diferencijalne jednadzbe

Prije nego definiramo egzaktnu diferencijalnu jednadzbu prisjetimo se nekih pojmova iz ana-
lize. Neka je 2 C R? podrudje, te neka su fi i f, € CH(Q).

Definicija 3.1. Polje f: (f1, f2) je potencijalno na podrucju 2 ako postoji skalarna funkcija
F(z,y) za koju vrijedi

fla,y) = VF(z,y), (z.,y) €.
Skalarnu funkciju F' nazivamo potencijalom vektorskog polja f U tom je slucaju

_OF OF

fl_a—xa f2:8—y

Sljedeca lema reci ¢e nam kako éemo prepoznati kada je neko polje potencijalno te formulu

za njegov potencijal.
Lema 3.2. Neka za otvorene intervale I,V te funkcije f1, fo € CH(I x V,R) vrijedi uvjet
a2fl(t7y> - 81f2(t7y>a (tvy) elIxV

Za funkciyu F': I x V — R zadanu formulom

t Y
F(tvy) :/ fl(Tv yO)dT+/ fQ(taé)dfa (tvy) €lx ‘/7
to Yo
zaty € 1, yy €'V je onda
alF(tv y) = fl(t’ y)7
aQF(t7 y) = f2(ta y)
Drugim rijecima, tada je polje fpotencijalno 1 F' je njegov potencijal.
Sada mozemo definirati egzaktnu diferencijalnu jednadzbu.

Definicija 3.2. Neka je Q C R? podrucje, fi1, fo € C(Q) takve da je (V(t,y) € Q) fa(t,y) #
0. Obicnu diferencijalnu jednadzbu oblika

f2(ta y)

nazivamo egzaktna, ukoliko je vektorsko polje f: (f1, f2) potencijalno.

/ _fl(t7y) (13)

Diferencijalnu jednadzbu (13) moZemo zapisati i u tzv. diferencijalnoj formi

fit,y)dx + fo(t, y)dy = 0. (14)

Napomenimo jo§ da se jednadzba (14) uz fi, fo € C1(Q) uvijek moze svesti na egzaktnu dife-
rencijalnu jednadzbu mnozenjem s odgovaraju¢om funkcijom p. Preciznije, postoji funkcija

p: 2 — R takva da vrijedi
0 0
ﬁ_y(’ufl) = %(Mﬁ)'

Funkciju g nazivamo Eulerov multiplikator, a cesto ga je vrlo tesko (pa ¢ak i nemoguce)
odrediti.

10



Primjer 3.3.1. Promotrimo diferencijalnu jednadzbu
(6xy*)dx + (62%y)dy = 0.

Kako je
0(6zy®) _ 0(62%y)
oy — Ox
jednadzba je egzaktna, a njeno rjeSenje dano je s F(x,y) = ¢, ¢ € R, gdje je F pripadni

potencijal polja f: (f1, f2). Ovdje je

OF .

e 6xy”, (15)
OF )

— = 62y 1
o 627y (16)

Integriramo li jednakost (15) po prvoj varijabli, slijeds
F(z,y) = 3y°2" + ¢(y).

Koristeci jednadzbu (16) dobivamo ¢(y) = y + D, D € R. Mozemo zakljuciti da nam je
konacno rjesenje oblika
3y’z*+y=D, D eR.

4 Diferencijalne jednadzbe u fizici

Primjena diferencijalnih jednadzbi ima mnogo, no mi é¢emo se fokusirati na primjene dife-
rencijalnih jednadzbi 1. reda u fizici [3, 4, 6, 7, 9, 10, 11, 12, 13|.

4.1 Radioaktivni raspad

U prirodi postoje stabilne i nestabilne atomske jezgre. Razlika medu njima je u omjeru
broja protona i neutrona. Kod stabilnih jezgri njihova proporcija protona i neutrona je
optimalna Sto se moze vidjeti kod npr. vodika koji sadrzi jedan proton i jedan neutron. Kod
nestabilnih atomskih jezgri (a to su svi atomi tezi od elementa bizmuta) dolazi do teznje
jezgri ka stabilnijem stanju. Oni se spontano raspadaju tako da izbacuju cestic¢na ili fotonska
zraCenja te prelaze u energijski stabilnija stanja. Taj proces nazivamo radioaktivni raspad.
Ne moze se sa sigurnoséu predvidjeti kada ¢e se pojedina radioaktivna jezgra raspasti, niti
se na to moze utjecati. Postoji zakon pomocu kojeg se nakon nekog vremena izracuna
broj jezgri koje ¢e se raspasti. Neka N(t) predstavlja broj jezgri koje se joS nisu raspale u
uzorku u trenutku t. Zakon radioaktivnog raspada kaze da je promjena dN u broju jezgri

proporcionalna samom broju N i vremenu dt. Uz zadanu konstantu raspada A imamo:

dN
— = —\dt. 17
= (1)

Gornja jednadzba pripada separiranim diferencijalnim jednadzbama, ¢ije rjesSenje glasi

N = Noe™, (18)

11



pri ¢emu je Ny pocetni broj jezgri.

N
N,

N, /2

N /4 b DN
N, /8

Slika 2: Vremenska ovisnost radioaktivnog raspada (preuzeto iz [7])

Slika 2 prikazuje vremensku ovisnost radioaktivnog raspada. Ukoliko sa Tj/, oznacimo

vrijeme poluraspada (tj. vrijeme za koje se raspala polovina jezgara), koriste¢i zakon radi-
In 2

oaktivnog raspada (18) dobivamo iznos za A i ona iznosi —-.

Primjer 4.1.1. U pocetnom trenutku dva radioaktivna uzorka, A i B, imaju jednak broj
jezgara. Nakon dva dana, broj neraspadnutih jezgara uzorka A je dva puta veci od broja ne-
raspadnutih jezgara uzorka B. Vrijeme poluraspada uzorka B je 1,5 dana. Koliko je vrijeme
poluraspada uzorka A?

Oznacimo sa Na, Np,Ti/2 4 1 T1/2,B broj jezgara uzoraka A i B te vremena njihovih poluras-

pada redom. Znamo da nam se brojevi jezgara ponasaju kao:
N4(2) = 2Np(2).

Uvrstavajuci u to formule zakona radioaktivnog raspada, dobivamo

In 2 In2 |

- 2
Nyae Ti/2,4 = 2Nype T1/2,B

12 Cega slijedi
—2In2 C1n2_9 In2 ‘
Ti/2,4 1/2,B

Pri tome, vrijeme poluraspada uzorka A je

In4
ha= g
— 1n

Ti/2,B

odnosno T2 4 = 6 dana.

12



4.2 Newtonov zakon hladenja

Newtonov zakon hladenja govori nam o izmjeni topline sustava s njegovom okolinom u za-
danom vremenu. Ukoliko sa T'(t) oznac¢imo temperaturu tijela u trenutku t, a sa T,y

temperaturu okoline (pri ¢emu pretpostavljamo da je ona konstantna), zakon glasi:

drT
— =k — L), 19

o =k kol) (19)
tj. brzina promjene temperature proporcionalna je razlici temperature objekta i temperature
okoline, pri ¢emu je k > 0 koeficijent proporcionalnosti. Jednadzba (19) pripada separiranim

diferencijalnim jednadzbama, a njezino rjesenje glasi
T(t) = Topot + ce™,c € R.

Primjer 4.2.1. U hotelskoj sobi konstantne temperature 20°C' policija je u ponoé otkrila
tijelo Zrtve. Temperatura tijela bila je 27°C', a dva sata kasnije 24°C'. Uz pretpostavku da je
standardna temperatura covjekova tijela 35.5°C', odredite kada se otprilike dogodio zlocin.
Primjenom Newtonovog zakona hladenja dobivamo da je temperatura tijela u trenutku t opi-
sana funkcijom

T(t) =20+ ce®, c e R. (20)
Iskoristimo li pocetne uvjete T(0) = 27° ¢ T'(2) = 24°C', dobivamo konstante ¢ = 7 i k =
%ln %. Kako nas zanima posljednji trenutak u kojem je Zrtva bila Ziva, uvrstavajuéi njezinu
temperaturu pri normalnim uvjetima T(t) = 36.5°C' u (20) slijedi t ~ —3, $to implicira da

se zlocin dogodio oko 21 sat.

4.3 Strujni krug

Najjednostavniji strujni krug sastoji se od izvora elektri¢ne energije te od otpornika koji se
koristi tom energijom. Zatvorimo li sklopku struja ¢e poteci kroz otpornik te uzrokovati pad

napona koji je dan formulom

Izvor ~~ Otpornik

0 (e
MWW

5. %

Sklopka

Slika 3: Strujni krug (preuzeto iz [10])

Er = RI, (21)
gdje je R otpor, a I jakost elektri¢ne struje. Nadalje, promjena napona proizvedena u

zavojnici proporcionalna je brzini promjene struje i induktivitetu L, tj.

Ep=L—. 22
=12 (22
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Izvor napona, E(t), moze biti konstantan i varijabilan. Primjenom Kirchoffovog zakona elek-
tricnog napona koji kaze da je suma elektri¢nih napona unutar zatvorene petlje elektri¢ne
mreZe jednak nuli tj. da je napon izvora kojim se napaja strujni krug jednak zbroju padova

napona po ostalim elementima strujnoga kruga, slijedi

ER—l-EL—E(t) =0,

odnosno Jr
L% + RI = E(t). (23)

Iz gornje jednadzbe vidimo da je jakost struje u jednostavnom strujnom krugu opisana line-
arnom diferencijalnom jednadzbom 1.reda. S druge strane, ako strujni krug sadrzi otpornik
i kondenzator kapaciteta C', onda je pad napona preko kondenzatora F¢ jednak o pa Kirc-
hhoffov zakon glasi

Er+ Ec = E(t).

Kako su jakost elektri¢ne struje I i naboj () povezani relacijom

dQ
I=—
dt’
slijedi
dQ @
R— 4+ ==FE
o To=EW,

Sto je ponovno diferencijalna jednadzba 1. reda u kojoj je nepoznata funkcija naboja Q(t).

Primjer 4.3.1. Odredimo jakost struje u strujnom krugu otpora R = 6f), induktivnosti
L = 2H, u kojemu baterija daje varijabilan napon E(t)=30t V, a prekidac je ukljucen u
trenutku t = 0.

Uvrstavanjem zadanih vrijednosti u jednadzbu (23) dobivamo

dl

— + 31 = 15¢. 24
Rjesenje pripadne homogene jednadzbe
dl
—+3I=0
dt "

dano je s
It) =ce™, ceR.

Kako bismo pronasli rjeSenje jednadzbe (24) koristimo metodu varijacije konstanti. Zanima
nas vrijednost diferencijabilne funkcije c(t). Uvrstimo li izraz 1(t) = e 3'c(t) u (24), sredi-
vanjem dobivamo da je

i = §e3f(3t _1)+D,DeR

Iz pocetnog uvjeta dobivamo konstantu D = %, pa dobiveno rjesenje glast

I(t) = g(e_3t + 3t —1J,

14



4.4 Problem mijesanja

Problem mijesanja ukljuc¢uje spremnik stalnog volumena ispunjen otopinom neke tvari. Pret-
postavimo da istovremeno u spremnik odredenom brzinom ulijevamo istu otopinu sa zada-
nom koncentracijom tvari te da otopina iz spremnika istje¢e nekom brzinom. Jednadzba

kojom opisujemo ovaj problem glasi

Y (t) = va(t) — vi(t),
pri ¢emu je y(t) koli¢ina tvari u spremniku u trenutku ¢, v,(t) brzina kojom tvar utjece u
spremnik, v;(t) brzina kojom tvar istjece iz spremnika. Promotrimo primjer jednog problema
mjeSanja.
Primjer 4.4.1. Spremnik sadrzi otopinu slane vode koja se u pocetku sastogi od 20 kg soli
otopljene u 10 [ vode. Svjeza voda ulijeva se u spremnik brzinom 4 l/min, a otopina, drZana

ujednaceno mijesanjem, istjece brzinom 2 1/min. Pronadimo koli¢inu soli u spremniku nakon

5 manuta.

7
4 litre/min " ———
-~

2 litre/min

Slika 4: Voda se ulijeva u spremnik dok dobro mijesana otopina istjece (preuzeto iz [2])

Neka je y(t) kolicina soli u kilogramima u vremenu t (u minutama). Volumen vode za vrijeme
t je

V =10+ 4t — 2t =10+ 2¢.
Kako u spremnik ulijevamo vodu, to je v, = 0. Brzinu kojom sol istjece iz spremnika dobi-
vamo tako da pomnozZimo koncentraciju soli u spremniku s brzinom kojom smjesa istjece iz

posude. Koncentracija soli dana je izrazom

y() _ y(t)
¥ 109
Slijedi
dy B Yy B 2y
— =Y, — V= — =
dt 10 4 2¢ 10 4+ 2¢

sto je jednadzba sa separiranim varijablama. Rjesenje gornje jednadzbe dano je s
y(t)=c-(10+2t)"', ce R.

Iz pocetnog uvjeta, y(0) = 20, slijedi da je ¢ = 200. Prema tome, kolicina soli u spremniku

opisana je 1zrazom
200

t) = 3
T
Iz gornje jednadzbe dobivamo da ée spremnik nakon 5 minuta sadrzavati 10 kg soli.
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4.5 Gravitacijska sila

U 17. st. dolazi do velikog poboljsanja u podrucju nebeske mehanike. Veliku ulogu u tom

podrucju imao je Isaac Newton. Koristedi izraz za centripetalnu silu,

muv? 47%rm
F = ma = =
C C;
P P r T2 9

gdje je m masa planeta, r udaljenost od planeta do Sunca te T period ophoda planeta
oko Sunca, tre¢i Keplerov zakon koji kaze da je omjer kvadrata ophodnoga vremena i kuba

srednje udaljenosti planeta od Sunca jednak za sve planete Sunceva sustava, tj.

T2
3=k
r
Newton je dobio izraz za gravitacijsku silu
o A2 m 2 m
°="T 3 odnosno e

Slika 5: Prikaz gibanja Mjeseca oko Zemlje(preuzeto iz [13])

Svoju provjeru izvrsio je na gibanju Mjeseca oko Zemlje. Krenuo je od toga da se Zemljina
sila teza proteze i na Mjesec. Primjenjujudi tre¢i Newtonov zakon koji kaze da se uz svaku
silu koja je nastala zbog medudjelovanja tijela s drugim tijelom pojavljuje protusila na drugo
tijelo, iznosom jednaka sili koja djeluje na prvo tijelo, ali suprotnog smjera, dolazi do izraza
za silu kojom se medusobno privlace planeti i Sunce, a pokazuje da je sila proporcionalna

masama promatranih tijela, to¢nije, dobiva da je

myms

F=G-

)
r2

gdje je G gravitacijska konstanta, iznosi 6.67 - 107" Nm?%kg=2, m; i my mase tijela, a r
medusobna udaljenost izmedu sredista dvaju tijela.
Ukoliko prikazemo udaljenost r s pomocéu koordinata = i y u koordinatnom sustavu, funkcija

gravitacije izmedu dva objekta mase m; i my glasi

& Y
F('Tvy) = Gm1m2 ((IQ + y2)3/2’ (.IQ A y2)3/2) '
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Uo¢imo da je gornje polje potencijalno, pa diferencijalna jednadzba za gravitaciju glasi

T Yy dy\
o (s () @) =

sto je egzaktna diferencijalna jednadzba. RjeSenje ove jednadzbe je potencijalna funkcija

Gml mo

U(.’L‘,y) = _(SL’Q +y2)1/2

=c, c€R,
sto predstavlja gravitacijsku potencijalnu energiju.

4.5.1 Gibanje planeta

Osim Newtona, jedan od znacajnijih znanstvenika koji je pridonio razvoju astronomije je
Johanes Kepler. Iznio je svoju teoriju da se planeti oko Sunca ne gibaju po kruznicama veé
po elipsama i da se po njima planeti kre¢u prema odredenim zakonitostima. To je naglasio
u svojem prvom zakonu nazvanom Keplerov zakon 1609. godine. U ovom odlomku pokusat
¢emo doci do ¢injenice njegove teorije tj. da se planeti gibaju po elipsama.

Newtonov zakon gravitacije kaze da je
F=ma=———r,
7

gdje je m masa planeta, r srednja udaljenost od planeta do Sunca, k univerzalna konstanta,
r jedini¢ni vektor u smjeru r te a akceleracija planeta.
Oznadimo s

(z,y) = (rcosf,rsinf),

pri ¢emu je 6 kut izmedu z-osi i udaljenosti . Funkcije 8 = 6(t),r = r(t) se mijenjaju zbog

pomicanja planeta u trenutku ¢.

plinet ... >—===mmm== S

Slika 6: Polozaj planeta (preuzeto iz [4])

Radijalna komponenta akceleracije a, i transverzalna komponenta akceleracije ag dane su sa

ar = aycos +aysinf, a9 = —a,sinb + a,coso. (25)
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Pretpostavimo da je a,=—k/r? i ag=0. Kako je akceleracija druga derivacija puta po vre-

menu, imamo da je

' = 7'cosf — rsinbd’
ap, = 2" =r"cosh —r'sinf0 —r'sin B9 — r cos #9"* — rsin 66"
y = r'sinf+rcosbf,

ay, = y'=1r"sinf+1r cosb0 + 1 cos0 —rsinhf? + rcos 09’

= 7"sinf + 2r'0 cos@ — 0*rsinf 4 §"r cos 6.
Uvrstimo li dobivene vrijednosti u (25), za a, dobivamo

a, = 1"cos’h —2r'¢ sinfhcosb — 0%r cos’f — 0" sin 6 cos
+ 7"sin%6 + 216’ sin @ cos 0 — 0"rsin? @ + §"r sin O cos 6

= ¢ _ (0/)27”,
dok ag postaje

ag = —1r"sinfcosf+ 2r'¢ sin® @ + (6')*rsind cosd + 0"rsin* 0
+ 1”sinfcosf + 2r'0 cos® § — (0')*rsin 6 cos 6 + 0"r cos® 0
2r'0" + 6"r.

Koristeci ¢injenicu da je a, = — 1 ap = 0 slijedi
r

Jednadzba (27) upucuje da
2rr'd + 0"r* = d(r*¢') =0 tj. r*¢ =h, heR.

Zelimo put planete pa trebamo dobiti jednadzbu uklju¢ujuéi varijable r i 6. Ukoliko 7 pro-
matramo kao funkciju od 6, slijedi

’ dr ., drh
T — —_— —_—
do df r?’
" d2r9,h 2d7“h , d’rhh dr h dr h
Tr = _— = —— _—

a2’ r2 74 ’I”QT Cdh? 22 df r3 df r?
B 2 (2 (dr\? 1 dr
a r2 \ r3 \ df r2do? |-

Uvedimo supstituciju u=1/r. Tada je

du 1dr
a9~ r2dd
d?*u 2 [ar 2 1d2r_ 7’27””_ P
» = —(@) TR T R
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Dakle, jednadzba (26) povlaci da je

d2u B2 k
I 1

d2
—h2u2d—61; —u3h? = —ku? u #0,
d*u
@t TR

Stoga je

k k
u:l/r:Bcos(Q—é)—i—ﬁ:C’lsine—l—Cgcos@—i—ﬁ,

gdje su B, ' i C5 proizvoljne konstante, a 6 = 0 jer tada r postize najveéu vrijednost.

Imamo
. 1 B 1
~ k/h2+ Bcos(f —6)  k/h?+ Cysinf 4 Cycos
Zato je
k . E
ﬁr—i—ClTst—l—CQrcosQ:ﬁr—i—C’lx—l—ng = 1
s
ﬁT = 1—011'—ng

TF (952 + 92) = (1-Ciz— Coy)?,

Sto predstavlja jednadzbu elipse i time smo dokazali nasu tvrdnju.

4.6 Slobodni pad uz otpor zraka

Postoji mnogo vrsta gibanja oko nas. To su primjerice jednoliko ubrzano, usporeno, gibanje
s konstantnom brzinom itd. Nas ée u ovom dijelu zanimati jedan od najpoznatijih primjera
gibanja tijela, gibanje s konstantnim ubrzanjem s kojim neko tijelo pada pri utjecaju Zem-
ljine gravitacijske sile. Njega nazivamo slobodni pad, a to stalno ubrzanje je gravitacijska
akceleracija i iznosi ¢ = 9.81m/s?.

U sljede¢em dijelu navest ¢emo kako matematicki dobiti izraz za visinu s koje tijelo pada
pri slobodnom padu uz otpor zraku te tako vidjeti njegovu povezanost s diferencijalnim jed-
nadzbama.

Ozna¢imo visinu s koje tijelo pada u trenutku t s y(t). Otpor zraka ovisi o obliku tijela
1 drugim parametrima, ali uglavnom najznacajni utjecaj ima sila suprotna gibanju koja je

proporcionalna brzini tijela. Tako je ukupna sila koja djeluje na tijelo
F =ma=mg— kv

t.
— =g— —v. (28)

19



Gornja jednadzba pripada linearnim diferencijalnim jednadzbama 1. reda. RijeSimo najprije

pripadnu homogenu linearnu diferencijalnu jednadzbu

dv+ k 0
— 4+ —v=0.
dt  m

Njeno rjesenje glasi
B = Ce_%t, C eR.

Koriste¢i metodu varijacije konstanti, uvrstimo li v = C(t)e~ " u (28) dobivamo da je

C(t):%(e%JrD),DeR

Kona¢no rjesenje jednadzbe (28) glasi

o(t) = % temD, DeR.

Iz pocetnog uvjeta (v(0) = vy) mozemo izrac¢unati konstantu D. Za nju dobivamo vrijednost

D = vy — %2, Sada imamo

d
w(t) = =24 + <vo — %) @t

No, napomenimo da je

o ¢ mg. m mg
dy = dt:—t——< ——) et _ 1j.
/yo . /OU 9y (0~ T0) (e )

mg, m mg _ktym
y=wn+ e (=) (=)

Taj izraz predstavlja visinu s koje tijelo pada pri slobodnom padu.

Dakle, vrijedi
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