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Sazetak

Ovaj rad se bavi teorijom racunarstva. Najprije se upoznajemo s jednostavnijim modelima
racunanja: konacnim i potisnim automatom. Nakon toga definiramo Turingov stroj koji
predstavlja opéi model racunanja kao i njegovu nedeterministicku verziju. Zatim definiramo
vremensku slozenost i upoznajemo se sa klasama P i NP te uz pomo¢ njih i vremenski
polinomijalne redukcije definiramo NP-potpunost. Centralni dio ovog rada se odnosi na
dokaz da je problem ispunjivosti (SAT) NP-potpun, a na kraju é¢emo jos spomenuti neke
zanimljive probleme koji su takoder NP-potpuni.

Kljucne rijeci

Turingov stroj, Nedeterministicki Turingov stroj, Klasa P, Klasa NP, Problem ispunjivosti
(SAT), NP-potpunost, Polinomijalna redukcija, Cook-Levin teorem

Abstract

This paper deals with the theory of computation. Firstly, we introduce simpler computa-
tional models: finite and pushdown automata. Then we define a Turing machine which
represents a general model of computation as well as its nondeterministic counterpart. After
that we define time complexity and introduce classes P and NP. Using these classes toget-
her with polynomial time reducibility we define the NP-completeness. The central point of
this paper is to prove that the satisfiability problem (SAT) is NP-complete. Lastly, we will
mention a few more interesting problems that belong to the NP-complete class as well.

Key words

Turing machine, Nondeterministic Turing machine, Class P, Class NP, Satisfiability problem
(SAT), NP-completeness, Polinomial time reducibility, Cook-Levin theorem
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1. Uvod

Racunala su u modernom svijetu odavno postala mnogo vise od alata. Sluze za posao,
zabavu, upravljanje raznim uredajima, organizaciju, automatizaciju poslova itd. No, ako
pokusamo rad racunala objasniti teoretski, brzo ¢emo shvatiti da to nije nimalo lak zada-
tak. Jasno nam je da racunalo prilikom svog rada prima nekakav ulaz, izvrSsava zadano
"racunanje” i vraca nam, nadamo se, zadovoljavajuéi izlaz. Problem zapravo nastaje kod
“racunanja’.

Naizgled se ¢ini da racunalo moze rijesiti svaki problem, ali se ispostavilo da to i nije bas
tako. Naime, neki problemi su neizracunljivi, a prepoznavanjem takvih problema se bavi
teorija izracunljivosti. Neki drugi problemi, iako izracunljivi, spadaju u skupinu takozvanih
teskih problema. U slucajima velikih ulaza, za njihovo rac¢unanje nam treba nerazumna
kolicina vremena te se pokusavaju pronad¢i algoritmi pomocu kojih bi se ti problemi brze
rjeSavali. Tim problemima se bavi teorija slozenosti algoritama.

Teorija slozenosti grupira probleme u dvije skupine, P i NP. Jesu li te dvije skupine ekvi-
valentne (P=NP) ili vrijedi da je P C NP, centralno je pitanje teorije slozenosti koje je
do danas ostalo neodgovoreno. Stovise, to je jedan od sedam milenijskih problema, za ¢ije
rjeSavanje matematicki institut Clay nudi nagradu od milijun dolara (Izvor: [5]). Znacajan
pomak u dokazivanju bilo koje od te dvije tvrdnje ostvarilo je uvodenje podskupa skupine
NP, poznatog kao NP-potpunost.

U ovom radu ¢emo poblize objasniti pojmove izracunljivosti i kompleksnosti, precizno ¢emo
definirati skupine problema P, NP i NP-potpuni problemi, a konaé¢ni cilj rada je dokazati
NP-potpunost jednog posebnog problema poznatijeg kao SAT problem (Boolean satisfi-
ability problem). Dokaz je tehnicki zahtjevan, ali tvrdnja koju dokazuje je od nepobitne
vaznosti u teoriji racunarstva.

Za definiranje gore navedenih pojmova morat ¢emo opisati i definirati Turingov stroj, ap-
straktni op¢i model racunanja koji je sposoban izvrsiti bilo koju rac¢unalnu algoritamsku
proceduru. Za Turingov stroj kazemo da je jednako mocan kao i svako moderno racunalo.
Dobio je naziv po matematicaru Alanu Turingu koji ga je prvi opisao.



2. Slozenost i automati

Postoje razni racunski problemi. Neki su lagani, dok su drugi teski. Primjer laganog pro-
blema je problem sortiranja, koji se moze relativno brzo rjesiti. S druge strane, problem
slaganja rasporeda se smatra teskim problemom. Naime, ako trebamo sloziti raspored u
nekoj skoli tako da se 2 predmeta ne odrzavaju u isto vrijeme u istoj ucioni, ne znamo brzi
nacin nego isprobati sve moguce kombinacije. Ali, zbog ¢ega kazemo da je neki problem
racunski teZak, dok su drugi problemi lagani? Ovo je najvaznije pitanje teorije slozenosti, a
odgovor na njega jos nije ponuden. Ipak, odredeni pomaci su se napravili u tom podrucju
na nacin da se problemi mogu klasificirati kao lagani ili teski obzirom na njihovu racunsku
slozenost.

Teorija automata se bavi definiranjem i svojstvima matematickih modela racunanja. Naime,
teorije izracunljivosti i slozenosti zahtijevaju preciznu definiciju racunala. Automati su po-
vezani s jezicima koje prihvacaju te se uz pomo¢ njih i definiraju. U nastavku ¢emo ukratko
navesti vrste automata i grupe formalnih jezika koje prihvacaju.

2.1. Konac¢ni automat

Konacni automat predstavlja jednostavan model racunanja, prvenstveno zato jer posjeduje
vrlo limitiranu ra¢unalnu memoriju. On se sastoji od skupa stanja izmedu kojih se krece
ovisno o ulazu koji automat prima. Ulaz je uglavnom prikazan u obliku stringa, koji pred-
stavlja niz znakova iz nekog odredenog alfabeta. Alfabet najcesée oznacavamo sa X, a
primjer jednog alfabeta je ¥ = {0,1}. Znakovi tako definiranog alfabeta su ocito 0 i 1, a
stringovi koji se mogu sloziti iz njega su proizvoljne permutacije kona¢no mnogo dostupnih
znakova, npr. : 0, 1, 01, 001, 11011, 0101010 itd. Ovo inac¢e zapisujemo kao ¥* (u ovom
slucaju moze i {0,1}*). Specifican skup rijeci iz nekog alfabeta nazivamo jezik i najcescée
oznac¢avamo velikim slovom L. Ako uzmemo ponovno alfabet 3 = {0, 1}, jezik moze biti npr.
L = {0,00,001,1001,...}. Jezik mozemo, radi jednostavnosti, opisati i rije¢cima. Pa tako
npr. imamo jezik (iz istog alfabeta kao i prije) L1 = {w|w sadrzi dvije uzastopne 1}. Jasno
nam je da Ly sadrzi beskonaé¢no mnogo rijeéi i da su one oblika: 00,000, 100, 1100, . ... Sada
trebamo konstruirati konacni automat koji prihvaca takav jezik. Rjesenje mozemo vidjeti

na slici 1.
0 0,1
' 1 1 |
0

Slika 1: Deterministicki kona¢ni automat D koji prepoznaje jezik L;.



Deterministicki kona¢ni automat (DKA) na slici 1 sadrzi 3 stanja: qo,q1 1 g2, pri ¢emu je
qo pocetno stanje, a gy prihvac¢ajuce stanje. Strelice predstavljaju prijelaze izmedu stanja i
ovise o znakovima alfabeta iz kojeg je nastao jezik, u ovom slucaju ¥ = {0, 1}. Prije nego sto
dobije ulaz, DKA se nalazi u pocetnom stanju. Zatim, DKA ¢ita ulaz znak po znak i vrsi pri-
jelaze izmedu stanja ovisno o znaku. Ako se, nakon sto procita posljednji znak stringa, DKA
nalazi u prihva¢ajuéem stanju, onda DKA prihvaca dani string. DKA na slici 1 smo dali
naziv D i obzirom da on prepoznaje jezik L1, mozemo reéi da je Ly jezik od D ili L(D) = L;.

Uz DKA postoji i nederministicki kona¢ni automat (NKA). On se razlikuje od determi-
nistickog po tome sto se iz jednog stanja pomocu nekog znaka moze prijeci u 0 ili vise stanja
pa kazemo da se racunanje grana. Ako za neki znak ne postoji prijelaz, kazemo da grana
racunanja umire. Ali, ako postoji neki izbor prijelaza koji ¢ita cijelu rije¢ i zavrsava u pri-
hvacajucem stanju, tada NKA prihvac¢a ulaznu rije¢. Sa ovim svojstvima, NKA se na prvu
¢ini kao moéniji model racunanja. Medutim, moze se pokazati kako su DKA i NKA zapravo
jednako moc¢ni, tj. svaki DKA se moze pretvoriti u ekvivalentni NKA, i obratno.

Jezik za koji mozemo konstruirati DKA koji ga prepoznaje, nazivamo regularnim jezikom.

2.2. Potisni automat

Konacni automati imaju svoje ogranicenje. Naime, oni su ograniceni na prepoznavanje regu-
larnih jezika. Uzmimo npr. jezik Ly = {0"1"|n > 0}. U ovom jeziku se nalaze svi stringovi
koji se sastoje od znakova 0 i 1, pri ¢emu se sve jedinice nalaze desno od nula i broj nula i
jedinica je jednak. Pomoc¢u leme o pumpanju za regularne jezike [2, str. 64] moze se poka-
zati da jezik Lo nije regularan, sto znaci da ne postoji KA koji ga prepoznaje. Lo spada u
skupinu tzv. kontekstno-slobodnih jezika.

Za prepoznavanje kontekstno-slobodnih jezika uvest ¢emo potisni automat (PA). Potisni
automat je u sustini NKA koji sadrzi dodatno svojstvo: stog. Pomocu stoga PA moze
"zapamtiti” beskonacnu koli¢inu informacija, ali za razliku od modernog racunala, PA ima
last-in-first-out pristup informacijama. To znac¢i da PA moze procitati samo ono s$to je zadnje
spremio u stog, a da bi dohvatio ono sto se nalazi neposredno ispod vrha stoga, simbol s vrha
se mora izbaciti. Skup znakova koje PA moze spremiti u stog moze biti razli¢it od alfabeta
koji PA c¢ita pa taj skup nazivamo alfabet stoga i najcesée ga oznacavamo s I'. Konstruirajmo
sada PA koji prepoznaje jezik Lo.

Na slici 2 mozemo vidjeti nekoliko novih elemenata. Znak ¢ (koristi se i kod NKA) na strelici
izmedu stanja p i ¢ oznacava da PA (ili NKA) moze prijeéi iz stanja p u stanje ¢ bez ¢itanja
znakova. Znak $ se uglavnom stavlja na dno stoga PA da bismo pri izbacivanju znakova
iz stoga znali da smo dosli do dna. Oznaka a,u — v oznacava da, kad PA procita znak
a, sa vrha stoga skida simbol u i stavlja simbol v. Dodatno, kao sto i na slici 2 vidimo,
dozvoljeno je stavljati, odnosno skidati simbole sa vrha stoga bez da smo neki drugi simbol
skinuli odnosno stavili na vrh (oznaka €).
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Slika 2: Potisni automat P koji prepoznaje jezik Ly = {0"1"|n > 0}.
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Sad se postavlja pitanje, koje jezike potisni automat ne moze prepoznati. Zapravo, sada je
vrlo lako smisliti jezik koji nije kontekstno-slobodan. Kao sto smo definirali jezik Lo, tako
sada mozemo definirati Ly = {0"1"2"|n > 0}. Stog nije dovoljan da PA prepozna ovako
definiran jezik ($to mozemo i dokazati pomoéu leme o pumpanju za kontekstno slobodne
jezike [2, str. 206]) te ¢emo morati uvesti automat koji je mocan koliko i svako moderno
racunalo, Turingov stroj.

2.3. Turingov stroj

Turingov stroj (TS) nije samo jedna stepenica iznad potisnog automata. On predstavlja opéi
model racunanja, potencijalno sposoban izvrsiti bilo koji algoritam. Dobio je naziv prema
engleskom matematicaru Alanu Turingu koji ga je prvi dizajnirao 30-ih godina prosloga sto-
ljeca.

Turingov stroj se sastoji od beskonaé¢ne trake i kontrolne jedinice (glave) koja se moze kretati
lijevo-desno po traci te ¢itati simbole i pisati po njoj (slika 3).

1 0 0 1 W U

kontrolna jedinica

Slika 3: Shema Turingovog stroja.



Simbol U predstavlja prazan string i pretpostavit ¢emo da svako polje desno od stringa (u
ovom sluéaju 1001) sadrzi znak LI. Korak u ra¢unanju Turingovog stroja odreden je funkcijom
prijelaza 0. Pretpostavimo da se TS sa slike 3 nalazi u stanju ¢. Kao sto vidimo, kontrolna
jedinica u stanju ¢ ¢ita znak 0. Ako zelimo da TS prijede u stanje ¢’ te napise 1 umjesto 0 i
pomakne se za jedno mjesto ulijevo, funkcija prijelaza ée izgledati ovako: 0(q,0) = (¢, 1, L)
(slika 4).

Slika 4: Tranzicija 6(q,0) = (¢, 1, L).

Ulazni string se prije pocetka racunanja upisuje na pocetak trake (eventualno se u prvo polje
trake upise simbol LI). Zatim TS racuna na nacin da radi izmjene nad pocetnim stringom
na zadani nac¢in. Racunanje TS-a, za razliku od automata predstavljenih ranije, zavrsava
iskljucivo kada se TS nade u jednom od dva stanja: prihvac¢ajuce ili odbijajuce. Tako dobi-
vamo 3 mogucnosti: TS se zaustavlja u prihvac¢ajuc¢em stanju, odbijajuéem stanju ili racuna
zauvijek (ulazi u petlju). Slicno kao i kod stoga potisnog automata, ovdje imamo alfabet
ulaza X i alfabet trake T, pri cemu je ¥ C T'. Takoder vrijedi: LI ¢ X iU €T.

Sada ¢emo uvesti formalnu definiciju Turingovog stroja:

Definicija 2.1. Turingov stroj (TS) je uredena sedmorka (Q, 3, I, 0, qo, Gaccepts Qreject) za koju
vrijedi:

@ je konacan skup stanja.

) je konacan ulazni alfabet koji ne sadrzi simbol L.

I' je konacan alfabet trake takav daje U e'i X CT.

0:QxT'x - QxT x{L, R} je funkcija prijelaza.

qo € Q je pocetno stanje.

Qaccept € @ je prihvacajuce stanje.

Qreject € @ je odbijajuce stanje i vrijedi Gaccept 7 Qreject-

AR FEeEREE

Informacija koja predstavlja trenutnu ”situaciju” u kojoj se T'S nalazi nazivamo konfiguracija.
Npr. konfiguraciju na slici 3 ¢emo zapisati ovako: 10g01. Znamo da se TS nalazi u stanju
q i da cita prvu nulu slijeva te zapisujemo znak g neposredno prije prve nule. Tranziciju sa
slike 4 ¢emo zapisati ovako: 10g01 = 1¢’011 i reéi da lijeva konfiguracija povlaci desnu.
Kazemo da TS prihvaé¢a ulaz w ako postoje konfiguracije C1,Cy, ..., C,, takve da vrijedi
¢, = 0 = --- = (), pri ¢emu je C} oblika qow, Cy, je oblika uqaceeptv, @ u i v su
stringovi iz ['*. Ako je M Turingov stroj, jezik koji on prihvaca ¢emo oznaciti sa L(M).



Pretpostavimo da ¢e Turingov stroj M stati s racunanjem na svakom ulazu, tj. zavrsiti
U stanju Guecept ili Greject- Ako takav TS prihvaca neki jezik, kazemo da M odlucuje jezik
L(M). S druge strane, ako M nije odlucitelj jezika L(M), moze se dogoditi da za neki ulaz
w ¢ L(M) nece nikada stati s radom. U tom slu¢aju ne¢emo moéi saznati pripada li dani
ulaz jeziku L(M) ili ne.

Definicija 2.2. Ako Turingov stroj prihvaca jezik, za taj jezik kazemo da je Turing-prepoznatljiv
ili samo prepoznatljiv. Ako Turingov stroj prihvaca jezik i zaustavlja se na svakom ulazu
kazemo, kazemo da je jezik Turing-odluciv ili samo odluciv.

Iz ove definicije moze se pokazati da postoje Turing-odlucivi jezici, jezici koji su Turing-
prepoznatljivi ali nisu odlucivi i jezici koji nisu ¢ak ni Turing-prepoznatljivi. U teoriji
racunarstva su svi nabrojani jezici vazni, ali ¢emo se za potrebe ovog rada isklju¢ivo ba-
viti odlucivim jezicima.

Sada ¢emo pokazati primjer Turingovog stroja M koji odlucuje jezik Ls = {0"1"2"|n > 0}.
Za razliku od konacnog i potisnog automata, rad T'S-a ¢emo opisati rijecima umjesto crtanja
sheme.

M = 7Za ulaz w:
1. Skeniraj w slijeva na desno. Ako w nije oblika 0%1*2*, odbaci.
2. Vrati glavu na pocetak trake.
3. Ponavljaj sve dok vise nema 0 na traci:
4 Zamijeni najljeviju 0 sa znakom =z.
5 Pomici glavu desno dok ne naides na prvu 1. Ako nema znaka 1, odbacs.
6 Zamijeni najljeviju 1 sa znakom =z.
7. Pomici glavu desno dok ne naides na prvu 2. Ako nema znaka 2, odbaci.
8 Zamijeni najljeviju 2 sa znakom .
9. Vrati glavu na pocetak trake i idi na korak 3.
10. Ako traka sadrzi znak 1 ili 2, odbaci. U suprotnom, prihvati.”

2.3.1. Nedeterministicki turingov stroj

lako to nismo eksplicitno naveli, Turingov stroj koji smo dosada opisali je deterministicki
TS. To se da lako primjetiti jer pomocu funkcije prijelaza, za dano stanje i simbol, TS
prelazi iz jedne konfiguracije u drugu konfiguraciju koja je jedinstvena. Kod nederministickog
Turingovog stroja (NTS) funkcija prijelaza izgleda malo drukéije:

0:QxI'x - P(QxT x{L,R}).

Preslikavanje od § mozemo zapisati ovako: 0(q,a) = {(q1, a1, D1), (g2, a2, D2), - .., (Gm; @m, D) },
sto znadi da postoji m mogucih prijelaza kada se NTS nalazi u stanju ¢ i procita simbol a.
Kod NTS-a, svaka konfiguracija povlaci 0 ili vise konfiguracija. Imajuéi to na umu, rad da-
nog N'T'S-a, ovisno i o ulazu w, mozemo prikazati pomoéu grafa kojemu ¢vorovi predstavljaju
konfiguracije. Taj graf nazivamo stablo racunanja. Primjer jednog takvog stabla mozemo
vidjeti na slici 5, pri cemu su prihvac¢ajucée konfiguracije oznacene sa dvostrukim krugom
(kao 1 kod kona¢nog i potisnog automata), a odbijajuc¢e imaju X unutar kruga.
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Slika 5: Stablo racunanja nederministickog Turingovog stroja. Izvor: [3]

Za NTS M kazemo da prihvaca ulaz w ako stablo racunanja koje ovisi o M i w sadrzi barem
jedno prihvacajuce stanje. Kao i kod konacnog automata, NT'S nam se na prvu ¢ini moéniji
od deterministickog T'S-a (u nastavku ¢e kratica TS predstavljati deterministicki Turingov
stroj). Medutim, sljedeéi teorem nam to opovrgava:

Teorem 2.1. Svaki nederministicki Turingov stroj ima ekvivalentan deterministicki Turin-
gov stroj.

Dokaz ovog teorema se moze pronadi u [1, str. 341], a ovdje ¢emo samo ukratko dati ideju.
Naime, po uzoru na stablo odlu¢ivanja mozemo konstruirati TS koji ”pretrazuje” konfigu-
racije stabla u irinu (Breadth-first search). Na primjer, ako pogledamo sliku 5 vidimo da
je pocetna konfiguracija C';. TS ne moze istovremeno uéi u konfiguracije Cs i C3 kao NT'S,
ali zato moze uéi u Cs, provjeriti je li ona prihvacajuéa, i ako nije, vratiti se u C] i tek tada
uéi u C5. Ako ni Cj nije prihva¢ajuéa konfiguracija, TS se vra¢a u Oy i iz njega provjerava
konfiguracije Cy,C5 i Cg. Ako nastavi raditi na taj nacin, ovaj konkretni TS ¢e doéi do
prihvac¢ajuce konfiguracije (u ovom slucaju Cjs).

lako sada znamo da N'TS nije mo¢niji od TS-a, iz prethodnog primjera mozemo primjetiti
da racunanje koje TS provodi da bi imitirao rad ekvivalentnog NTS-a prode kroz znatno
ve(i broj konfiguracija dok ne pronade onu prihvacaju¢u. Mi do sada nismo uvodili pojam
"vremena” jer su svi automati dosad opisani u radu zapravo apstraktni objekti. U nastavku
¢emo uvesti pojam vremenske slozenosti gdje ¢e se pokazati prednost nedeterminizma nad
determinizmom.



2.4. Vremenska slozenost

Definicija 2.3. Neka je M deterministicki TS koji staje na svim ulazima. Vremenska
slozenost od M je funkcija f : N — N gdje f(n) predstavlja maksimalan broj koraka koji M
prolazi prije zaustavljanja za neki ulaz duljine n. U tom slucaju ¢emo re¢i da M racuna u
vremenu f(n) i da je M f(n)-vremenski Turingov stroj.

Sada ¢emo u pricu uvesti i takozvanu veliko O notaciju (eng. Big-O notation). Treba
naglasiti da se ovdje radi o notaciji koja omeduje vremensku slozenost odozgo (eng. worst-
case) te da postoje i druge notacije. Zapocet ¢emo s definicijom:

Definicija 2.4. Neka su f i g funkcije f,g : N = R*. Kazemo da je f(n) = O(g(n)) ako
postoje ¢,ng € N takvi da Vn > ng vrijedi f(n) < cg(n).

Ova notacija nam prvenstveno sluzi za pojednostavljivanje vremenske slozenosti koju smo
maloprije definirali. To radi na na¢in da za neku specificnu vremensku slozenost (funkciju)
uzima u obzir samo najdominantniji ¢lan. Na primjer, ako imamo vremensku slozenost
f(n) = 2n® + 3n? + 4n + 5, reéi ¢emo da je f(n) = O(n?) (mozemo uzeti npr. ¢ = 3 i
no = 100). Ako neki problem, radi prakti¢nosti, podijelimo na podprobleme i racunamo
posebno vremensku slozenost svakog od njih, ukupnu vremensku slozenost dobivamo tako
da zbrojimo vremenske slozenosti podproblema. Na primjer, u nekom problemu smo dobili
sljedeée vremenske slozenosti podproblema: O(n?), O(n),O(n) i O(1) (konstantno vrijeme).
Ukupno vrijeme je tada O(n?) + O(n) + O(n) + O(1) = O(n?).

Definicija 2.5. Neka je ¢ funkcija ¢t : N — R*. Viemenska klasa slozenosti TIME(t(n)) se
definira kao

TIME(t(n)) = {L| postoji deterministicki TS koji odlucuje jezik L u vremenu O(t(n))}.

Problem pretrazivanja niza duljine n pripada klasi TIME(n), dok npr. problem pretrazivanja
"Bubble sort” pripada klasi TIME(n?). Po nazivu primjeéujemo da vremenska klasa slozenosti
sluzi da smjestimo vise jezika (problema) u jednu klasu iako ti problemi medusobno mogu
biti vrlo razliciti.

2.5. Klase P 1 NP

U ovom odjeljku pricu o vremenskoj slozenosti podizemo na novu razinu. Iako nam na
prvu ne bi palo napamet izjednaciti 2 jezika ¢ije su vremenske slozenosti npr. O(n?) i O(n?),
ovdje ¢emo uciniti upravo to. Dapace, izjednacit ¢emo sve jezike koji su odlucivi u vremenenu
O(n*), za bilo koji k € N. Ta klasa ¢e predstavljati probleme koji su rjesivi na stvarnom
racunalu u neko razumno vrijeme. Naravno da O(n!%%) ne predstavlja razumno vrijeme
prema nasem poimanju, ali se u praksi pokazalo da, kada se problem moze rjesiti u vremenu
O(nF), konstanta k se Gesto moze svesti na prilicno malu. Iz ovoga nam slijedi definicija
klase P:

Definicija 2.6. P je klasa jezika koji su odlucivi u polinomijalnom vremenu na determi-
nistickom Turingovom stroju, tj.

P = | TIME(O(n*))
keN



Uzmimo za primjer problem dohvatljivosti (eng. reachability). Neka je G usmjereni graf
koji sadrzi m vrhova. Za vrhove s i ¢t potrebno je odrediti postoji li usmjereni put izmedu
s it. Prvo ¢emo problem pokusati rjesiti brute-force algoritmom. Algoritam uzima u obzir
sve potencijalne puteve od s do t oblika s = vg,v1,v9,...,v;_1,v; = t. Broj puteva koji
algoritam mora provjeriti je

1+m+m?+...+m™ 2

§to ¢emo u Big-O notaciji zapisati kao O(m™2), a to je eksponencijalno obzirom na broj

vrhova u grafu. Pokusat ¢emo ponovo sa drukéijim pristupom. Treba samo napomenuti
da ¢emo u sljedec¢em algoritmu (i dalje u radu) prilagoditi ulaz na nacin da objekti koje
koristimo (u ovom slucaju graf i vrhovi) budu zapisani u obliku stringa. Neéemo uvijek
eksplicitno objasnjavati kako to radimo, nego ¢emo samo upisati objekte unutar znakova
(), a to podrazumijeva da promatrane objekte mozemo razumno kodirati. Na primjer, graf
mozemo kodirati tako da prezentiramo liste njegovih vrhova i bridova u obliku stringa.
Algoritam glasi:

M = 7Na ulazu (G, s,t) gdje je G usmjereni graf, a s i ¢ su vrhovi:
1. Neka su R i S skupovi koji sadrze vrh s.
2. Sve dok S # (0, ucini sljedecée za svaki v iz S:
3.  Zasvaki brid (v,v'), pri ¢cemu v' ¢ R, ucini sljedece:
4 R+« RU{V}.
5 S+ Su{v}
6. S« S\{v}
7. Ako je t € R, prihvati. U suprotnom, odbact.”

Umjesto da provjerava sve potencijalne puteve, ovaj algoritam koristi skup u kojemu se na
pocetku nalazi samo vrh s, a zatim u njega dodaje vrhove koji su bridom povezani sa nekim
vrhom iz skupa. Na kraju provjerava nalazi li se vrh ¢ unutar skupa.

Analizom vremenske slozenosti ovog algoritma primjeé¢ujemo da na nju glavni utjecaj imaju
petlje pod tockama 2. i 3. koje rade u vremenima O(m), odnosno O(m?). Tako nam je
ukupno vrijeme izvrsavanja algoritma O(m x m?), éime smo pokazali da problem dohvatlji-
vosti spada u klasu P. Za probleme iz klase P kazemo da ih mozemo ”brzo rijesiti”.

Prisjetimo se nedeterministickog Turingovog stroja i nac¢ina na koji on rac¢una (slika 5). Rekli
smo da da NT'S N prihvaca ulaz w ako postoji prihvac¢ajuca konfiguracija u stablu ra¢unanja
ovisnom o N i w. Ako takva konfiguracija postoji, vrijeme racunanja koje je NT'S-u potrebno
da dode od pocetne konfiguracije do te prihvaé¢ajuce je nista drugo nego broj koraka koji NTS
koristi da dode od jedne do druge na toj grani racunanja, ne uzimajuéi u obzir ostale grane.
Ako npr. pogledamo ponovno sliku 5, primjetit ¢emo da NTS dolazi do konfiguracije Ci3
u samo 3 koraka (Cy — (5 — (C; = (43). Vremenska slozenost NTS-a je pak
broj koraka potreban N'TS-u da dode do korijena najduze grane racunanja. To ¢emo sada
formalno definirati:

Definicija 2.7. Neka je N NTS koji odlucuje neki jezik. Vremenska slozenost od N je
funkcija f : N — N, gdje je f(n) maksimalni broj koraka koji NV koristi na bilo kojoj grani
racunanja na proizvoljnom ulazu duljine n.

Vratimo se nakratko na problem dohvatljivosti i brute-force algoritam u kojem smo isproba-
vali sve potencijalne puteve od vrha s do vrha ¢t. Vidjeli smo da ¢emo u najgorem slucaju
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isprobati O(m™2) koraka koristeé¢i deterministicki TS. Kod nederministickog pristupa pro-
blemu sve potencijalne puteve provjeravamo istovremeno. U tom slucaju ¢emo zavrsiti sa
O(m™~?) grane racunanja, ali u kontekstu vremenske slozenosti to je nevazna ¢injenica. Ob-
zirom da smo pretpostavili da TS provjerava svaki od potencijalnih puteva u konstatnom
vremenu, vremenska slozenost NTS-a ¢e nam tada biti O(m).

Ovim primjerom smo vidjeli prednost NTS-a nad TS-om. Iako su jednako moéni po pi-
tanju prepoznavanja i odlucivanja jezika, vremenska slozenost ipak daje znatnu prednost
nedeterminizmu. O tome nam govori i sljedec¢i teorem:

Teorem 2.2. Neka je t(n) funkcija gdje je t(n) > n. Tada svaki t(n) vremenski nedetermi-
nisticki Turingov stroj ima ekvivalentni 2°0¢™) yremenski deterministicki Turingov stroj.

Dokaz teorema se moze pronadi u [4, str. 284]. Promotrimo sada drugi problem. Hamiltonov
put u grafu je put koji prolazi svim vrhovima to¢no jednom. Graf koji sadrzi Hamiltonov
put zove se Hamiltonov graf. Kod problema dohvatljivosti uspjeli smo konstruirati algo-
ritam koji ga brzo rjesava. Za problem Hamiltonovog puta brzi algoritam jos uvijek nije
pronaden, a ne zna se ni da li postoji. Ako Hamiltonov put postoji u grafu sa m vrhova
mozemo ga zapisati u obliku niza kojim put prolazi, tj. vy, v, ..., v,. Brute-force algoritam
bi u pronalazenju Hamiltonovog puta trebao isprobati sve permutacije vrhova grafa pa bi
vrijeme njegovog izvrsavanja bilo O(m!). Postoje nesto brzi algoritmi, ali ni jedan ne rjesava
problem u polinomijalnom vremenu. To znac¢i da problem Hamiltonovog puta ne mozemo
svrstati u klasu P.

U pomoé nam opet moze uskociti nedeterminiziam. NTS ¢e nederministicki izabrati niz
vrhova u grafu i provjeriti postoji li brid izmedu svaka dva susjedna vrha u tome nizu (i je
li pravilno orjentiran i sluc¢aju da se radi o usmjerenom grafu). Dakle, NTS problem rjesava
u polinomijalnom vremenu i tako uvodimo novu klasu problema:

Definicija 2.8.
NTIME(t(n)) = {L| postoji nedeterministicki TS koji odlucuje jezik L u vremenu O(t(n))}.

Definicija 2.9. NP je klasa jezika koji su odlucivi u polinomijalnom vremenu na nedeter-
ministickom Turingovom stroju, tj.

NP = | NTIME(O(n*))
keN

Na primjer, problem Hamiltonovog puta mozemo rijesiti uz pomo¢ NTS-a N na nacin da
N odabere redoslijed vrhova u grafu nedeterministicki, a zatim provjerava jesu li svaka dva
uzastopna vrha povezana bridom. Takvim pristupom NTS odlucuje problem Hamiltonovog
puta u polinomijalnom vremenu (to¢nije, u vremenu O(m)) pa zakljucujemo da problem
Hamiltonovog puta pripada klasi NP.
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2.6. Problem ispunjivosti (SAT)

Posebno vazan problem u ovome radu nam je takozvani problem ispunjivosti (eng. sati-
sfiability problem) ili skraceno, SAT. Za definiranje SAT-a bit ¢e nam potrebni sljedeci
elementi:

1. Booleove varijable, tj. varijable ¢ije vrijednosti mogu biti TRUE ili FALSE (1 ili 0).
2. Binarni Booleovi operatori A i V koje predstavljaju logicko I, odnosno ILI.

3. Unarni Booleov operator — koji predstavlja logicku negaciju. Radi jednostavnosti,
negaciju varijable x ¢emo zapisivati T umjesto —zx.

4. Zagrade koje grupiraju varijable i operatore radi mijenjanja zadanog prioriteta opera-
tora: = > A > V.

T 33_1 o X1 /\.TQ 1 \/.I’Q
g X B 0 0
g o 0 1
1 0 O 0 1
1 0 1 1 1

Tablica 1: Tablica djelovanja logickih operatora.

Varijable koje se pojavljuju u problemu SAT éemo oznacavati sa x1, T, ...z, gdje je k >
1. Bilo da se varijabla z pojavljuje u izvornom ili negiranom obliku, to ¢emo nazivati
literal. Booleova formula, koju ¢emo oznacavati sa ¢, je izraz koji se sastoji od niza literala
medusobno odvojenih operatorima A ili V, pri ¢emu ti literali mogu biti grupirani unutar
zagrada, kao npr.:

(bl =Fq N (.I’Q/\.Ig) /\($_2\/l‘1>\/l'_3.

Reéi éemo da je formula u konjuktivnoj normalnoj formi (CNF) ako se sastoji od konjukcije
Klauzula Cy,Cy, ... C,, ¢ € N, gdje klauzula predstavlja disjunkciju literala grupiranih unutar
zagrada. Primjer Booleove formule u CNF:

G =x1 A (22 VT A (T2 VT3) A (23 V 24).

Kazemo da je Booleova formula uspunjiva ako postoji neka dodjela nula i jedinica varijablama
tako da vrijednost ukupne formule bude 1. Iz toga definiramo SAT"

SAT = {(¢)|¢ je ispunjiva formula}.

Na primjer, ako u formuli ¢9 dodjelimo varijablama x1, 25 i x4 vrijednost 1, a varijabli 3
vrijednost 0, dobit ¢emo:

$2(1,1,0,1) = 1A (1VO)A(OVI)A(OV1) =1.

To znaci da je ¢ € SAT.
Za problem ispunjivosti jos uvijek nije pronaden brzi nacin odredivanja je li formula ispunjiva.

Mozemo jedino isprobati sve mogucée dodjele vrijednosti varijablama sto nas dovodi u vre-
mensku slozenost O(2™), gdje je m broj varijabli u Booleovoj formuli. NTS s druge strane
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dodjeljuje vrijednosti varijablama nedeterministicki te samo treba provjeriti je li ukupna
vrijednost formule pri takvoj dodjeli vrijednosti varijablama jednaka 1. To znaci da NTS
odluc¢uje SAT u vremenu O(m) sto pokazuje da problem ispunjivosti pripada klasi NP.
Vaznost problema ispunjivosti pokazat ¢e se u idu¢em poglavlju.

Jedan od najvecih nerijesenih problema u teoriji racunarstva je problem ”P versus NP”.
Naime, postoje dvije moguénosti odnosa tih skupova: P=NP i P C NP. Ilako se druga
moguc¢nost ¢ini logi¢nija, mozemo vidjeti u primjeru problema dohvatljivosti (str. 9) da onda
kada smo pronasli algoritam koji problem rjesava u polinomijalnom vremenu, taj problem
svrstavamo u skup P. Isto tako, kada bismo pronasli algoritme koji brzo rjesavaju sve pro-
bleme iz NP, dobili bi izjednacenje ta dva skupa. Sre¢om, ne moramo traziti brzi algoritam
za svaki od tih problema posebno, veé ¢e biti dovoljno (ako je moguée) pronaéi brzo rjesenje
za samo jedan problem iz specifinénog skupa problema koji je podskup skupa NP, sto éemo
vidjeti u nastavku.

3. NP-potpunost

Kada smo se upoznavali sa Turingovim strojem govorili smo o njemu kao prepoznavatelju ili
odlucitelju nekog jezika. Sada ¢emo uvesti definiciju koja govori o izracunljivosti funkcija uz
pomo¢ T'S-a:

Definicija 3.1. Kazemo da je funkcija f : ¥*— ¥* izracunljiva ako postoji Turingov stroj
koji za svaki ulaz w € ¥* staje sa stringom f(w) zapisanim na traci.

[zracunljive funkcije nam izmedu ostalog sluze da pretvorimo jedan problem u drugi. Naime,
ako imamo nekakva dva problema (jezika) A i B, mozemo pokazati da se rjesavanjem jednog
problema moze pronaci rjesenje onog drugog. Ugrubo govoredi, relacija A < B govori da se
problem A moze rijesiti pomocu rjesenja problema B. Na primjer, neka imamo nekakav ulaz
w za koji zelimo pronaéi odlucitelja koji ¢ée nam odgovoriti vrijedi li w € A ili w ¢ A. Ako
vrijedi A < B, onda mozemo ulaz w modificirati na neki na¢in da dobijemo string w’ za koji
znamo (uz pomo¢ odlucitelja za B) da vrijedi w’ € B ili w’ ¢ B. Tada jednostavno mozemo
uzeti rjeSenje dobiveno za ulaz w’ i primjeniti ga na ulaz w. U tom slucaju kazemo da je
problem A reducibilan na problem B, a modifikacija stringa w u string w’ se moze gledati
kao djelovanje funkcije f, tj. f(w) = w'. Ako je redukcija izracunljiva nekim Turingovim
strojem, onda se ona naziva redukcija mapiranjem i oznacava sa A <, B. 1z toga nam slijedi
definicija:

Definicija 3.2. Jezik A C ¥* je reducibilan mapiranjem na jezik B (i piSemo A <,,, B) ako
postoji izracunljiva funkcija f : ¥*— ¥* takva da za svaki w vrijedi:

weA <— f(w) € B.

f zovemo redukcijom A na B.
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Slika 6: Redukcija jezika A na jezik B.

O odlué¢ivanju problema A uz pomo¢ problema B govori nam sljedeéi teorem:
Teorem 3.1. Ako vrijedi A <,, B i B je odluciv, onda je A odluciv.

Dokaz se moze pronadi u [3, str. 174].

Pricu o redukciji problema mozemo podié¢i na jednu visu razinu. Kao sto smo pokazali
da se jedan problem moze odluéiti uz pomo¢ redukcije na neki drugi, tako mozemo koristi
redukciju za utvrdivanje pripadnosti jezika klasi P.

Definicija 3.3. Kazemo da je funkcija f : ¥*— ¥* vremenski polinomijalno izracunljiva ako
postoji vremenski polinomijalni Turingov stroj koji za svaki ulaz w € ¥* staje sa stringom
f(w) zapisanim na traci.

Definicija 3.4. Jezik A C ¥* je vremenski polinomijalno reducibilan mapiranjem na jezik
B (i pisemo A <, B) ako postoji vremenski polinomijalno izracunljiva funkcija f : ¥*— ¥*
takva da za svaki w vrijedi:

weA << f(w)eB.

f zovemo redukcijom A na B.

Slicno kao i za odlucivost, imamo teorem koji govori o pripadnosti klasi P obzirom na
polinomijalno reducibilno mapiranje:

Teorem 3.2. Ako vrijedi A <, B i B € P, tada je 1 A € P.

Dokaz se moze pronadi u [3, str. 174].

Ovaj teorem nam daje vrlo zanimljiv rezultat. Na primjer, ako imamo jezike A, B € NP za
koje vrijedi A <, B i uspijemo pronaci vremenski polinomijalni T'S koji odlucuje jezik B,
tada ¢e oba jezika pripadati klasi P.

Neusmjereni graf u kojem su svi vrhovi medusobno povezani bridom naziva se potpun graf.

Klika u grafu je podgraf koji je potpun graf. K-klika je klika koja sadrzi tocno k vrhova.
Problem KLIKA znaéi odrediti sadrzi li dani graf kliku s odredenim brojem vrhova, t;.

KLIKA = {(G, k)|G je neusmjeren graf koji sadrzi k-kliku}.
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Problem KLIKA spada u skup NP kao i problem ispunjivosti (SAT) koji smo opisali u
proslom poglavlju.

Slika 7: Graf koji sadrzi 4-kliku.

Pokazat ¢emo da mozemo napraviti redukciju problema SAT na problem KLIKA (Ova
redukcija je napravljena prema [2]). Pretpostavimo da je ¢ Booleova formula u CNF, t;.

oblika
ko ki
¢ = /\ \/ Qi j

i=1j=1
gdje k predstavlja broj klauzula u formuli, %; je broj literala u i-toj klauzuli, a a; ; je literal.
Trebamo opisati f(¢) = (G, k) na nac¢in da vrijedi ¢ € SAT <= graf G sadrzi k-kliku.
G = (V, E) je neusmjeren graf, sto znaci da je za neka dva vrha vy, v, € V koja su povezana
bridom svejedno pisemo li (vp,v,) ili (v,,v,) za spomenuti brid. Graf ¢emo konstruirati na
nacin da vrhovi odgovaraju literalima iz grafa, tj.

V={(0,1<i<kA1<j<k}

Vrijedit ¢e nam da su vrhovi (7, ) i (I, m) povezani bridom ako i samo ako se odgovarajuéi
literali nalaze u razlcitim klauzulama i ako ne vrijedi a; ; = @;,,,. Skup £ mozemo zapisati
ovako:
E= {<<27])7 (l7 m))’Z 7é I A Q5 = m}

Ako je formula ¢ ispunjiva, to znaci da postoji dodjela vrijednosti varijablama takva da u sva-
koj klauzuli barem jedan literal a; j, ima vrijednost 1, tj. postoje literali a; j,, agj,, . .., axj,
koji imaju vrijednost 1. Osim sto se ti literali nalaze u razli¢itim klauzulama, vrijedi i da
nisu negacija jedan drugog S§to nam garantira da ¢e njima odgovaraju¢i vrhovi

(17j1)7 (27j2)a #0818 (kajk)

¢initi potpun graf, a time i k-kliku grafa G. S druge strane, pretpostavimo da imamo graf G
koji sadrzi k-kliku. Obzirom da nijedan od literala koji odgovaraju tim vrhovima ne pred-
stavlja negaciju nekog drugog literala, postoji dodjela vrijednosti koja ih sve ¢ini istinitima.
Znamo i da ti literali pripadaju razlicitim klauzulama, sto znaci da sve klauzule imaju vri-
jednost 1. Iz toga slijedi da nam je ¢ ispunjiva formula.
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Uzmimo ponovno formulu
(bg =T VAN (LL‘Q \/l'_l) A (.I'_Q\/Q?_g) VAN ((L‘g \/1‘4)

sa 4 klauzule i ukupno 7 literala. Odgovarajuéi graf koji ¢emo konstruirati pomocu gore
navedene procedure ¢e sadrzavati 7 vrhova (slika 8), a vrijedit ¢e da taj graf sadrzi 4-kliku
akko je ¢9 ispunjiva formula.

Znamo otprije da je formula ¢9 ispunjiva za z1,x9,24 = 1 i 3 = 0 pa prema tome za-
kljucujemo i da graf konstruiran prema proceduri iznad sadrzi 4-kliku Sto mozemo i vidjeti
na slici 8.

Slika 8: Graf konstruiran prema formuli ¢s.

Mozemo reéi da je ulaz (¢) veli¢ine n ako ¢ sadrzi n literala. Da bismo konstruirali graf G
morat ¢emo prvo ubaciti n vrhova, a zatim ¢emo te vrhove povezati bridovima prema ranije
navedenim svojstvima. Maksimalan broj bridova koji mozemo imati je n(n — 1)/2 pa time
vidimo da ¢e nam se redukcija jednog problema na drugi odvijati u polinomijalnom vremenu.
Napokon dolazimo do definicije NP-potpunog jezika.

Definicija 3.5. Jezik B je NP-potpun ako zadovoljava dva uvjeta:
1. B e NP.
2. Za svaki A € NP vrijedi A <, B.

Ova definicija nas dovodi do jednog od najve¢ih teorema teorije racunarstva:

Teorem 3.3. Ako je B NP-potpun i B € P, vrijedi P = NP.

Dokaz teorema slijedi direktno iz definicija 3.4. i 3.5.
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3.1. Cook-Levin teorem

Pokazali smo da se problem SAT moze reducirati na problem KLIKA i obratno te da su
oba problema u skupu NP. Medutim, to nam nije dovoljno da mozemo tvrditi da su oni
NP-potpuni jer bi trebalo sve probleme iz NP moéi reducirati na njih. Time dolazimo do
centralnog dijela ovog rada:

Teorem 3.4. (Cook-Levin) Problem SAT je NP-potpun.

Koristeé¢i [4] napravit ¢emo dokaz ovog teorema. Tehnicki je dosta zahtjevan pa ¢emo dati
ideju prije nego se upustimo u njega. Prema definiciji 3.5 bismo trebali prvo dokazati da je
SAT € NP. Medutim, to je laksi dio dokaza te se mozemo jednostavno referirati na opis koji
smo dali na stranici 12. Tezi dio je pokazati da se svi jezici iz skupa NP mogu polinomijalno
reducirati na SAT. To ¢emo napraviti tako da ¢emo uzeti predstavnika jezika iz skupa NP
(nazvat ¢emo ga jezik A) i kreirati polinomijalnu redukciju sa A na SAT. Ta redukcija
prima nekakav ulaz w i daje Booleovu formulu ¢ koja simulira djelovanje NTS-a na ulazu
w. Vrijedit ¢e da w € A <= ¢ je zadovoljiva formula.

Dokaz. Neka je N nedeterministicki Turingov stroj koji odlucuje jezik A € NP u vremenu

n* za neki konstantan k. Tablica koja prikazuje ra¢unanje stroja N na ulazu w je tablica

dimenzija n* x n* ¢ji retci predstavljaju konfiguracije na nekoj grani ra¢unanja stroja N na
ulazu w.
A # Qo |wqlwg| ... |wy,l u| ... | u|# | pocetna konfiguracija
# # | druga konfiguracija
# #
prozor
nk e
v # # nk ta konfiguracija
< nk‘ >

Slika 9: n* x n* tablica konfiguracija. Izvor: [4]
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Radi prakticnosti, pretpostavit ¢emo da su prvi i zadnji stupac ispunjeni znakom #. U
prvom retku tablice se nalazi pocetna konfiguracija od N na ulazu w, a zatim se svaki red
nastavlja na prethodni postujuéi funkciju prijelaza od N. Tablica prihvaca ulaz w ako se u
nekom njezinom redu nalazi prihva¢ajuéa konfiguracija. Svaka prihvacajuca tablica od N na
ulazu w odgovara jednoj prihvacajucoj grani racunanja. Zato se problem prihvacanja ulaza
w svodi na pronalazenje prihvacajuce tablice.

Sada trebamo opisati redukciju f sa jezika A na SAT. Na ulazu w, funkcija f vraca Bo-
oleovu formulu ¢, tj. f(w) = ¢. Pocet ¢emo sa opisom varijabli koje se nalaze u ¢. Neka
Q@ i T predstavljaju skup stanja, odnosno alfabet trake od N te neka je C' = Q UT U {#}.
Za sve i,j za koje vrijedi 1 < i, < n* i za sve s € C imat éemo varijablu z; ;5. U tablici
¢emo polje u i-tom retku i j-tom stupcu zapisivati polje(i,j) i ono sadrzi neki simbol iz
skupa C. Sadrzaj nekog polja ¢emo prikazati pomocu varijable iz ¢. Preciznije, ako z; ;
ima vrijednost 1, onda polje(i, j) sadrzi s.

Slozit ¢emo ¢ tako da ispunjiva dodjela varijabli odgovara prihvacajucoj tablici od N na
ulazu w. ¢ ée zapravo biti konjukcija 4 podformule: @porje A Pstart N Ppomak N Pprihwat- Svaku
od njih ¢emo objasniti posebno.

Kao sto smo objasnili maloprije, ako bismo varijabli x; ;s dodijelili vrijednost 1 to je kao
kad bismo u polje(i, j) smjestili simbol s. Da bi dodjela vrijednosti varijablama pravilno
simulirala sadrzaj svakog polja u tablici, mora se dodijeliti vrijednost 1 toéno jednoj varijabli
za svako polje. To znaci da, ako polje(i, j) sadrzi neki s € C, vrijednost varijable z; ; ; ¢e biti
11 vrijedit ¢e da je x; ;¢ = 0,Vs' € C,s" # 5. Zbog toga definiramo ¢y, ;e na sljedeci nacin:

s = /\ {( \/ (I/'i7j7s) A ( /\ (s ¥ Jii,j,t))}

1<i,j<nk b seC s,teC
s#£t

Primjecujemo da je ¢poje poprilicno velika formula jer vanjska petlja /\ prolazi svim
1<i j<nk

poljima unutar tablice. Zatim za svako polje imamo dvije unutarnje petlje (unutar uglatih

zagrada). Prva je disjunkcija \/ zi ;s koja prolazi svim moguéim znakovima iz skupa C.

seC
Barem jedan od njih osigurava dodjelu vrijednosti 1 varijabli koja predstavlja odgovarajuce

polje. Druga petlja je konjukcija /\ (Tijs V T j¢) koja prolazi svim moguéim parovima

s,teC
s#t
razlicitih znakova iz C. Za svaki takav par znakova s i t vrijedi da najviSe jedna varijabla

(xi ;s ili z; j+) moze imati vrijednost 1. Ako bi se dogodilo da obje varijable imaju vrijednost
1, onda izraz 7; ; , VT; j; ima vrijednost 0, a s time i cijela formula ¢, 5. Ovime smo osigurali
da je dodijeljena vrijednost 1 tocno jednoj varijabli za svako polje iz tablice.

Na primjer, unaprijed smo odredili da ¢e polje(1,1) sadrzavati simbol #, Sto znaci da je
Tiap = lizi, =0,Vs € C)s # #. Obzirom da prva od dvije unutarnje petlje sadrzi
literal 1 1 4, oCito je da ¢e njena vrijednost biti 1. Unutar druge petlje ¢e samo literal 71 ; »
imati vrijednost 0, a obzirom na iteracijski uvjet s # t, taj literal nikada nece biti uparen sa
samim sobom te ¢e i ta petlja imati ukupnu vrijednost 1.
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Formula ¢4+ je dosta jednostavnija i osigurava da je u prvom redu tablice pocetna konfi-
guracija od N na ulazu w:

¢start = T1,1,# A T1,2,q0 A T1,3w; VANPIRAN T1n+2w, VAN T1mn+3,U VANPIAN .TLnk_Lu A 'Tl,nk,#'

Formula ¢,inva: 0sigurava da se prihvacajuca konfiguracija nalazi negdje u tablici:

¢prihvat == \/ xi,j,Qaccept -

1<i,j<n*

Posljednja formula koju trebamo opisati je formula ¢pomar. Ona ¢e nam osiguravati da svaki
redak tablice predstavlja konfiguraciju koja ispravno slijedi konfiguraciju retka iznad prema
pravilima ra¢unanja od N. To radi na nacin da osigurava ispravnost svih prozora dimenzija
2 x 3 unutar tablice. Za prozor dimenzija 2 X 3 ¢emo reci da je ispravan ako ne krsi pravila
funkcije prijelaza stroja N. Uzmimo za primjer da su a, b i ¢ znakovi alfabeta trake, a ¢ i
¢2 stanja od N. Pretpostavimo da, kad je N u stanju ¢ i procita znak a, zapise na to mjesto
znak b i pomakne glavu udesno ostajuéi pritome u stanju ¢;. S druge strane, ako u stanju
¢1 procita znak b, N moze nedeterministicki:

1. zapisati znak c, prije¢i u stanje g2 1 pomaknuti se ulijevo, ili
2. zapisati znak a, prijecu u stanje g2 i pomaknuti se udesno.

Formalnim zapisom to izgleda ovako: §(q1,a) = {(q1,b,R)}10(q1,b) = {(g2,¢,L), (¢2,a,R)}.
Na sljedecoj slici mozemo vidjeti ispravne prozore koji odgovaraju prethodnom opisu:

alqi|Db a|qi| b alalq
(a) (b) (©)

g2 | a | c al|alqge alal|b
(1) # | b | a © a|b|a (f) b
C £

# | b| a a|b|qgo ¢ | b

Slika 10: Primjeri ispravnih prozora za opis iznad. Izvor: [4]

Prozori (a) i (b) na slici 10 jasno prikazuju prijelaze opisane maloprije te je lako vidjeti da
su oni ispravni. U prvom retku prozora (¢) N se nalazi u stanju ¢ i ¢ita znak koji se nalazi
desno od prozora. Prema opisanim pravilima, moguce da je taj znak bio a i da je N na to
mjesto zapisao b i pomaknuo se udesno. Tu se ne krse nikakva pravila funkcije prijelaza,
tako da je i prozor (c) ispravan. Prozor (d) ima dva identi¢na retka Sto znaci da je glava
od N negdje desno od prozora i ne utjece na njega prijelazom iz gornjeg reda u donji te je
i on ispravan. Kod prozora (e) je moguce da je glava od N u stanju ¢; neposredno desno
od prozora u prvom retku i da ¢ita znak b. Iz toga moze prijeéi u stanje go i pomakuti se
ulijevo te se pojaviti unutar prozora. Zbog toga je i to stanje ispravno. Zadnji primjer je
prozor (f) u kojemu je moguée da je glava od N u stanju g; neposredno lijevo od prozora i
¢ita znak b koji se u prozoru nalazi u gornjem lijevom kutu. Tu zapisuje znak ¢ i pomice se
ulijevo. Ni tu se ne krse nikakva pravila prijelaza pa je i (f) ispravan.
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Na sljedecoj slici mozemo vidjeti neke primjere neispravnih prozora:

al|b]|a alqgi| b blgi| Db
(a) (b) (©)

alaja G| ala q2 | b | g2

Slika 11: Primjeri neispravnih prozora. Izvor: [4]

U prozoru (a) na slici 11 promijenjen je znak b iako ga glava od N ne ¢ita. Tako nesto je
nedopustivo bez obzira na to kako je definirana funkcija prijelaza. U prozoru (b) N mijenja
b u a i pomice glavu ulijevo $to krsi pravilo funkcije prijelaza. U prozoru (c) se u donjem
retku nalaze dva simbola stanja u dva razli¢ita polja.

Tvrdnja. Ako prvi redak tablice predstavlja pocetnu konfiguraciju i svaki 2 x 3 prozor tablice
je ispravan, tada svaki redak predstavlja konfiguraciju koja ispravno slijedi konfiguraciju
retka iznad.

Ovu tvrdnju ¢emo dokazati pomocu bilo koje dvije uzastopne konfiguracije koje zbog tablice
zovemo gornja i donja konfiguracija. Svako polje u tablici u kojem se ne nalazi simbol stanja
niti je simbol stanja u poljima lijevo i desno do njega ¢e biti gornje centralno polje u prozoru
¢iji gornji redak ne sadrzi simbol stanja. Zbog toga ¢e simbol koji se nalazi u tom polju
ostati nepromijenjen u polju ispod njega, Sto nam osigurava da se taj isti simbol nalazi u
donjoj konfiguraciji. Prozor u kojemu se simbol stanja nalazi u gornjem centralnom polju
nam osigurava da se simboli u 3 polja koja se nalaze u donjem retku prozora mijenjaju u
skladu s pravilima funkcije stanja. [z ovog opisa zakljucujemo da ako je gornja konfiguracija
ispravna, slijedi da je i donja.

Valja napomenuti da nam je izbor dimenzija prozora vazan za ovaj dokaz, tj. dimenzije 2 x 3
su najmanje dimenzije s kojima mozemo postiéi zeljeni rezultat. To implicira da mozemo
i sa veéim prozorima (npr. dimenzija 3 x 3 ili 2 x 4) postidi isti rezultat, ali bi se previse
elemenata nepotrebno provjeravalo te bi u kona¢noj formuli imali vise varijabli. Obzirom da
pratimo dvije uzastopne konfiguracije, jasno je zasto nam je bitno da nam prva dimenzija
bude 2. Vratimo se sada na primjere ispravnih prozora i pogledajmo poblize primjer (c)
(slika 10). Za taj prozor smo rekli da je ispravan iako ne znamo koji znak N ¢ita u stanju ¢y
i u koje stanje prelazi u retku ispod. Medutim, to nam ne stvara problem jer ¢emo svakako
provijeriti i prozor kojemu je simbol ¢; u gornjem centralnom polju i otkriti potencijalnu
neispravnost. Ako bi druga dimenzija bila 2, ta neispravnost bi mogla ostati neprimjec¢ena.
Na slici 12 vidimo dva prozora dimenzija 2 x 2 koji bi bili ispravni prema navedenim pravilima
u primjeru, ali konfiguracija u drugom retku ne bi ispravno slijedila konfiguraciju iz prvog
retka. Prozor (c) je neispravan i ukazuje na pogresku koja bi sa prozorima dimenzija 2 x 2
ostala neprimjecena.

a | q7 7| C a|q7| ¢
(@) (b) (€)

alb b | a al|b | a

Slika 12: Ispravni prozori dimenzija 2 X 2 i neispravan prozor dimenzija 2 X 3.
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Napokon mozemo konstruirati formulu @pomer. Ona ¢e nam osiguravati ispravnost svih
prozora tablice. Svaki prozor se sastoji od 6 polja u koja se na konacan broj nacina mogu
smjestiti simboli da bi prozor bio ispravan. @pomer nam govori da su simboli smjesteni na
jedan od tih nacina, tj.

Gpomak = /\ ((4, j)-prozor je ispravan).

1<i<nk 1< j<nk

(7, j)-prozor je onaj prozor kojemu je polje(i, j) u gornjoj centralnoj poziciji. Ako simbole
unutar tih 6 polja ozna¢imo sa a; ...ag (pri ¢emu je ag u gornjem centralnom polju), izraz
" (i, j)-prozor je ispravan” mozemo zamijeniti sa sljede¢om formulom:

\/ (@101 A Tian A Tigition A ikl j—100 A Tid gas N Titl j+la6) -
aj...ag
prozor je ispravan

Prema opisanoj redukciji, formule @poije, @start 1 Ppomak ¢ za svaki ulaz od N biti ispunjive,
dok ¢e formula @pyinvar biti ispunjiva ako i samo ako se prihvacajuca konfiguracija nalazi u
tablici iz ¢ega zakljucujemo da vrijedi tvrdnja w € A <= ¢ je zadovoljiva formula.

Jos moramo analizirati vremensku slozenost ove redukcije i pokazati da je ona polinomijalna
u najgorem slucaju. Da bismo to uspjeli, trebamo ispitati veli¢inu formule ¢. Tablica od N
ima n2* polja pri éemu u svakom polju moze biti jedan od I razli¢itih simbola, a [ je broj
elemenata skupa C. Medutim, [ ne ovisi o veli¢ini ulaza n, ve¢ isklju¢ivo o NTS-u N pa nam
je ukupni broj varijabli O(n?).

Ispitat ¢emo i velicinu i svake od podformula. ¢, . sadrzi fiksni broj varijabli za svako polje
iz tablice pa je njegova velicina O(n?). ¢gar predstavlja prvi redak tablice te je njegova
veli¢ina O(nk ). Ppomak 1 Gprirvat PONOVIO prolaze svim poljima tablice i za svako od tih polja
sadrze fiksni broj varijabli (jer broj varijabli za svako polje ovisi samo o [) te je njihova
velicina O(n?). Ukupna veli¢ina od ¢ je tada

O(n%*) + O(nF) + O(n?*) + O(n**) = O(n?)

sto je polinomijalno za ulaz velicine n. Svaka od podformula sadrzi puno dijelova koji su
gotovo identi¢ni pa zakljuc¢ujemo da redukcija moze generirati formulu ¢ u polinomijalnom
vremenu.

U]

Ovime smo dokazali da je problem SAT NP-potpun. Veé smo ranije spominjali da je
ovaj rezultat vrlo vazan u podru¢ju matematike i teorije racunarstva jer sada znamo da,
ako uspijemo pronaéi brzi algoritam koji odlucuje SAT, vrijedit ¢e P = NP. Medutim, o
korisnosti tog rezultata nam govori i sljedeé¢i teorem:

Teorem 3.5. Ako je B NP-potpun i vrijedi B <, C za neki C € NP, tada je i C NP-
potpun.

Dokaz. Znamo da je C € NP i da je svaki jezik A € NP polinomijalno reducibilan na jezik
B. Redukcijom sa A na B, a zatim sa B na C' dobivamo redukciju A na C koja je takoder
vremenski polinomijalna (buduéi da u oba slucaja imamo polinomijalnu slozenost, onda je i
redukcija sa A na C polinomijalna). O

Ako zelimo pokazati da je neki drugi jezik NP-potpun, ne moramo vise konstruiriati vre-
menski polinomijalnu redukciju sa nekakvog apstraktnog jezika A € NP, ve¢ mozemo (ako
uspijemo) konstruirati redukciju SAT-a na taj jezik.
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3.2. Drugi NP-potpuni problemi

Uvest ¢emo poseban oblik problema SAT koji nazivamo 3SAT. Sve formule koje se u njemu
nalaze su u konjuktivnoj normalnoj formi (stranica 11) i svaka klauzula u tim formulama
sadrzi toéno 3 literala (nazivamo ih 3CNF formule), t;.

3SAT = {{(¢)|¢ je zadovoljiva SCNF formula.}.

Za dokazivanje tvrdnje da je neki jezik A € NP-potpun obi¢no je lakse reducirati problem
3SAT na jezik A od problemaSAT. Medutim, najprije bi trebali pokazati da je 3SAT NP-
potpun.

Korolar 3.1. 35AT je NP-potpun.

Dokaz. Moze se pokazati da vrijedi 3SAT € NP sliéno kao i za problem SAT (str. 12).
Da bismo pokazali da su svi problemi koji pripadaju skupu NP polinomijalno reducibilni
na 3SAT mozemo samo izmjeniti Booleovu formulu ¢ koju u konacnici dobijemo u dokazu
Cook-Levinovog teorema.

¢ se ve¢ skoro nalazi u CNF: Formula ¢,4;. je velika konjukcija podformula, a svaka od
tih podformula sadrzi veliku disjunkciju (koja predstavlja klauzulu sa puno literala) i veliku
konjukciju disjunkcija (klauzule sa 2 literala) te je ¢poje W CNF. Formula @gqr je velika
konjukcija varijabli. Ako gledamo svaki od tih literala kao klauzulu s jednim elementom,
lako vidimo i da je @gqrs 1 CNF. Formula ¢p,invat je velika disjunkcija varijabli i predstavlja
jednu klauzulu. Formula ¢,omar je velika konjukcija podformula, a svaka od tih podformula je
disjunkcija konjukcija koja predstavlja sve mogucée ispravne prozore. Uz pomoc¢ distribucije,
mozemo disjunkciju konjukcija pretvoriti u ekvivalentnu konjukciju disjunkcija, npr.

(al/\ag)\/(ag/\a4) — ((al/\ag)\/ag)/\((al/\ag)Va4) = (a1Va3)/\(ag\/ag)/\(al\/a4)/\(a2/\a4).

Ovakav potez moze znatno povecati formulu @pomar, ali samo za konstantan faktor jer velicina
podformula od @pomar ovisi iskljucivo o N.

Sada kad nam je cijela formula ¢ u CNF, trebamo je jo$ izmjeniti tako da svaka klauzula
sadrzi tocno 3 literala. U onim klauzulama koje imaju 1 ili 2 literala jednostavno repliciramo
jednog od njih dok ne dobijemo 3 literala, npr.

(CLl V CLQ) = (a1 V as V CLQ).

Klauzule u kojima je vise od 3 literala moramo razdvojiti na vise klauzula koje ¢e sadrzavati
dodatne varijable zbog odrzanja ispunjivosti (ili neispunjivosti). Ako imamo npr. klauzulu
(a1 V ag V a3 V ay), nju mozemo razdvojiti na klauzule (a; V as V z) A (Z V ag V aq) gdje je
z nova varijabla. Ako je originalna klauzula zadovoljiva, onda mozemo dodijeliti vrijednost
varijabli z tako da dvije novonastale klauzule budu obje zadovoljive. Opéenito, ako klauzula
sadrzi [ literala,

(a1 VasV...Va),

mozemo ju zamijeniti sa [ — 2 klauzule
(ayVasVzi)AN(ZIVazVz)A(ZVarVa)A...AN(Z3Va_1Va).

Time smo dobili 3CNF formulu koja je zadovoljiva akko je zadovoljiva i originalna formula.
U]
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3.2.1. KLIKA

Veé smo ranije pokazali da se problem SAT moze reducirati na problem KLIKA u poli-
nomijalnom vremenu. NTS odlucuje problem KLIKA u polinomijalnom vremenu tako Sto
nedeterministicki odabere k£ vrhova u grafu, a zatim provjeri jesu li svi parovi unutar tih
k vrhova povezani bridom. Koristeé¢i teorem 3.5 zaklju¢ujemo da je i KLIKA NP-potpun
problem.

3.2.2. HAMILTONOV PUT

U radu smo takoder spominjali problem Hamiltonovog puta (str. 10) i pokazali da pripada
klasi NP. Moze se pokazati da postoji polinomijalna redukcija problema $SAT na problem
Hamiltonovog puta. 3CNF formula se moze translatirati u graf na nac¢in da dodjela varijabli
koja SCNF formuli daje vrijednost 1 odgovara Hamiltonovom putu u grafu. Takva redukcija
nas dovodi do sljedeceg rezultata:

Teorem 3.6. Problem Hamiltonovog puta je NP-potpun problem.

Dokaz ovog teorema se moze pronaéi u [4, str. 314].

3.2.3. SUBSET-SUM

Problem koji nismo dosad spominjali poznat je pod nazivom SUBSET-SUM. Za dani skup
cijelih brojeva 1,9, ...,z 1 ciljani broj t treba odrediti postoji li podskup spomenutog
skupa ¢iji zbroj iznosi ¢, tj.

SUBSET-SUM = {(S,t)|S = {z1,22 ... 7}, iza neki
{y, 92, i} € {mr, 2. 2} vrijedi Yy =t}

Na primjer, ({7,4,11,8,2,6},24) € SUBSET-SUM jer vrijedi 7 + 11 + 2 + 4 = 24. Treba
napomenuti da su {1, 2y ...z} 1 {y1, Y2, ... yi} multiskupovi, tj. elementi se u njima mogu
ponavljati.

Nije nam poznat algoritam koji odlu¢uje SUBSET-SUM u polinomijalnom vremenu. S druge
strane, NTS ga moze odluciti u polinomijalnom vremenu jer odabire brojeve iz skupa S ne-
deterministicki i zatim samo provjeri je li iznos njihovog zbroja jednak ¢. Takvih odabira ima
kona¢no mnogo jer je broj kombinacija kona¢nog skupa takoder konac¢an. Dakle, SUBSET-
SUM € NP. Sada je opet redukcijom nekog od NP-potpunih problema na SUBSET-SUM
moguce pokazati da je trvdnja sljedeceg teorema istinita.

Teorem 3.7. SUBSET-SUB je NP-potpun.

U [4, str. 320] se moze pronaéi dokaz teorema uz pomo¢ redukcije problema 3SAT na
SUBSET-SUM.

Iz ovog poglavlja vidimo da se redukcijom vrlo ¢esto mogu povezati problemi koji pripadaju
razli¢itim podruc¢jima, a upravo na taj nacin smo u moguénosti dokazivati NP-potpunost

drugih problema.
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Zakljucak

Postoji mnogo NP-potpunih problema. Velika veéina problema iz skupa NP, a koji ne pri-
padaju skupu P su NP-potpuni. Upravo zbog toga je razumno ponekad za problem iz NP
uloziti vise energije u dokazivanje da je NP-potpun nego da pripada skupu P. Pronalazenje
algoritma koji rjesava bilo koji od tih problema u polinomijalnom vremenu dokazuje ekvi-
valentnost skupova P i NP. Mi ne znamo hoce li se to i kada dogoditi, ali definitivno znamo
da bi posljedice mogle biti zanimljive. Medutim, valja napomenuti da je prevladavajuce
misljenje da ta ekvivalencija ne vrijedi te da su teski problemi jednostavno teski. U cijeloj
toj pri¢i nam je posebno vazan problem ispunjivosti (SAT') jer je to prvi problem za koji je
dokazano da je NP-potpun, tj. da se svi problemi iz NP mogu reducirati na njega, sto je
ujedno i centralni dio ovog rada.
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