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Sazetak

U ovom radu upoznat ¢emo se s pojmom reziduuma kompleksne funk-
cije kompleksne varijable te nekim njihovim primjenama. Kako bismo
to mogli napraviti, proucit éemo osnovno o Laurentovim redovima, sin-
gularitete funkcije te njihovu klasifikaciju. Nakon toga ¢emo pokazati
primjenu reziduuma na rjesavanje realnih integrala specijalnih oblika.

Kljuéne rijeci: izolirani singularitet, pol, reziduum, osnovni teorem
o reziduumima, integral

Abstract

In this paper, we shall be acquainted with the concept of residues of a
complex function of complex variable along with some of their applica-
tions. In order to do that, we shall consider basics about Laurent series,
singularities of the function and their classification. In the following,
the application of residues on solving special forms of real integrals will
be shown.

Keywords: isolated singularities, pole, residue, Cauchy’s residue the-
orem, integral
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1 Uvod

Glavni cilj ovog rada je razmotriti efikasne metode rjesavanja nekih realnih
integrala koji se inace tesko rjeSavaju. One se veéim dijelom zasnivaju
na Osnovnom teoremu o reziduumima koji nam dolazi kao generalizacija
Cauchyjeve integralne formule

Pojam reziduuma u kompleksnoj analizi uveo je Augustin Louis Cauchy(1789.-
1857.) u nizu radova objavljenih izmedu 1826. i 1829. godine (FEzercices de
mathematiques, Paris. 1826., Fzxercices de mathematiques. Seconde Année.
Paris. 1827., Legons sur le calcul différentiel. Paris: De Bure fréres. 1829.).
Ovaj francuski matematicar, profesor matematike i astronomije, smatra se
osnivacem teorije funkcija jedne kompleksne varijable. Bio je ¢lan francuske
Akademije znanosti i Londonskog Kraljevskog drustva, te je po njemu nazvan
i krater na Mjesecu (Cauchy). Njegovo ime nalazi se na listi 72 znanstvenika
ugraviranih na Eiffelovom tornju.

Prije nego §to krenemo u analizu spomenutog teorema i njegove primjene,
potrebno je navesti neke osnovne pojmove potrebne za njegovo razumijevanje.
U drugom poglavlju promatrat éemo Laurentov red i razvoj funkcije u isti.
Trece poglavlje bavi se pojmom singulariteta funkcije te njihovom klasifikaci-
jom. Osnovni teorem o reziduumima te efikasni nac¢ini ra¢unanja reziduuma
tema je Cetvrtog poglavlja, dok se u posljednjem poglavlju bavimo primjenom
Osnowvnog teorema o reziduumima u izraCunavanju realnih integrala specijalnih
oblika.



2 Laurentov red funkcije

Kako bismo mogli proucavati reziduume, te kasnije njihovu primjenu, moramo
prvo uvesti pojam Laurentovog razvoja, $to ¢emo napraviti u ovom poglavlju.
Pri proucavanju funkcija Cesto je potreban uvjet da je promatrana funkcija
analiticka.

Definicija 1. Neka je €2 C C otvoren skup. Za funkciju f: 2 — C kazemo
da je analiticka ako je derivabilna i derivacija f’ je neprekidna na ). Za
funkciju kazemo da je analiticka u tocki zy ako postoji neka okolina tocke zy
na kojoj je f analiticka.

Analiticke funkcije imaju vrlo znac¢ajno svojstvo, naime svaka se takva
funkcija u okolini svake tocke iz podrué¢ja analiti¢nosti moze prikazati redom
potencija [6].

Definicija 2. Red oblika

f(2) =) Calz— 2)"

gdje su C,,, 2y zadani kompleksni brojevi, naziva se red potencija oko tocke
z = Z.

Posebno, red potencija kojemu je opéi ¢lan C), oblika

f(")(zo)

n!

C, =

zovemo Taylorov red. U mnogim primjenama se susre¢emo sa funkcijama
koje nisu analiticke u jednoj ili vise tocaka, ili na nekim dijelovima
kompleksne ravnine. Prema tome, ne mozemo promatrati Taylorove redove u
okolini takvih tocaka. Medutim, mozemo promatrati reprezentaciju funkcija
u kojoj postoje i pozitivne i negativne potencije od (z — zg). Takve redove
nazivamo Laurentovim redovima i oni su definirani za one funkcije koje su
analiticke na kruznom vijencu, K(zo; R1, R2) = {2 € C: Ry <| z — 2z |< Ra}
kao na Slici 1.



Slika 1: Kruzni vijenac

Teorem 2.1 (O Laurentovom' redu). Neka je funkcija f analiticka na kruz-
nom vijencu K := K(zy; Ry, Ry) oko tocke zy. Tada za svaki z € K vrijeds

f) =) Cu(z—2)", (2.1)

n=—oo

gdje su koeficijenti C,, dani formulom

1 f(©)
Cn_Q—mF Wdfa

pri cemu je I' pozitivno orjentirana kruznica oko zy proizvoljnog radijusa r,
R <r < R,.
Red (2.1) zovemo Laurentovim redom funkcije f oko tocke z.

Dokaz gornjeg teorema se moze vidjeti u [1]. Koeficijent uz ¢lan 1/(z — z),
odnosno C_, ima poseban znacaj u kompleksnoj analizi, te mu je dodijeljeno
posebno ime: reziduum funkeije u tocki zy (vise o ovome u poglavlju 4). Razvoj
funkcije u Laurentov red je jedinstven, tj. ako za svaki z € K(zy; Ry, R»)
vrijedi

fR) =) alz—z)" f)= ) bulz—2)",

onda je a, = b, za sve n € Z. Nadalje, ako je funkcija f analiticka na vijencu
K, onda se f moze zapisati kao suma dviju funkcija f; i fo, pri ¢emu je
f2 analiticka na krugu K(zp, Rs) a fi je analiticka izvan zatvorenog kruga
K(z, Ry). Stovige, ako je | 1i_r>n fi(z) =0, onda je rastav f = f1+ f2 jedinstven.

7|
Funkcija f; naziva se glavni ili singularni dio, dok se funkcija f; naziva
regularni dio funkcije f. Mozemo primjetiti da je i ranije spomenuti Taylorov

!Pierre Alphonse Laurent (1813-1854), francuski inZenjer



red, dakle red koji ima samo nenegativne potencije, takoder Laurentov red
u kojemu su svi koeficijenti uz negativne potencije jednaki nuli. Ako, dakle,
krenemo razviti funkciju f u Laurentov red oko tocke u kojoj je ona analiticka,
za rezultat ¢emo dobiti Taylorov red funkcije f.

Primjer 2.1. Promotrimo Laurentov razvoj funkcije f(z) = Z%LZ oko tocke
20 — T4

Uoc¢imo da je domena funkcije C\ {—i}. Tada su kruzni vijenci K(i;0,2) i
K(7;2,00) sadrzani u domeni funkcije f i moZemo gledati Laurentove razvoje
na svakom od njih.

Promotrimo prvo razvoj na K(i;0,2). Tada je 0 < |z —i| < 2 pa je

1 1 il 1l o= z—i\" 2 i\ .
&)=~ uis ’:ZZ(_ 2@) :_Z(§> o —2F-

21

Promotrimo sada razvoj na K(i;2,00). Oudje je |z — i| > 2 i sada je

1 1 1 |- % N = (P
f(z)_z+i_z—i1+z2—_ii_z—inzz:()(_z—i) _nz;o(z—l)"“'

Uocimo da Laurentov razvoj funkcije ovisi na kojem kruznom vijencu razvijamo
funkciju.

3 Singulariteti

Laurentovi redovi omogucéuju proucavanje funkcija i u okolini to¢aka u kojima
nisu analiticke, tj. u okolini singulariteta.

Definicija 3. Za kompleksnu funkciju kompleksne varijable f kazemo da ima
singularitet u tocki zg € C (ili da joj je tocka zy € C singularitet) ako f u
tocki 7y nije definirana ili nije analiticka.

Definicija 4. Za singularitet funkcije f kazemo da je izoliran ukoliko postoji
¢ > 0 takav da je funkcija f analiticka na skupu K(zg, ¢) \ {20}, a da f nije
analiticka na ¢itavom krugu K(zg, ¢).

Drugim rije¢ima, singularitet je izolirani ako na nekoj njegovoj okolini nema
drugih singulariteta. Singularitet koji nije izolirani nazivamo neizoliranim
singularitetom.

Primjer 3.1. Pogledajmo sljedece primjere:



a) Promotrimo funkcije f i g:

1
f(2) = ——, g<z>={1—z 271

0 ,zzl‘

Obje funkcije imaju izolirani singularitet u tocki zo = 1. Vidimo da
funkcija f niyje definirana u zy = 1, dok je funkcija g u tocki zy = 1
definirana, ali nije analiticka. Funkcije su analiticke u svim ostalim
tockama kompleksne ravnine.

b) Promotrimo funkciju f(z) =

sin I’
z
Ova funkcija ima singularitete u tocki zyp = 0, te u tockama z, = %, ke
N. Tocke z, su izolirani singularitets funkcije f. Kako je khm % =0,
—00

u svakoj okolini tocke zy = 0 ce se naci barem jos jedan singularitet
funkcije f pa zy = 0 nije izolirani singularitet te funkcije.

3.1 Klasifikacija izoliranih singulariteta

Postoje tri vrste izoliranih singulariteta: uklonjivi singulariteti, polovi i bitni
singulariteti.

Definicija 5. Za izoliran singularitet z, funkcije f kazemo da je uklongiv,
ako u tocki zy mozemo funkciju f predefinirati ili, ako u 2 nije bila definirana,
dodefinirati, tako da postane analiticka na nekom krugu K (zy, R) oko tocke
20-

Drugim rijec¢ima, singularitet je uklonjiv, ako ga mozemo ukloniti. Sljedeci
teorem nam daje nekoliko karakterizacija uklonjivih singulariteta [6].

Teorem 3.1 (Karakterizacija uklonjivih singulariteta). Neka je funkcija f
analiticka na skupu K(zo, R) \ {z0}. Sljedece su tvrdnje ekvivalentne:

(i) zy je uklonjiv singularitet funkcije f.
(i1) Postoji limes lim f(z) € C.

zZ—20

(11i) [ je omedena na nekoj okolini tocke z.

() lim (z — z9) f(2) = 0.

zZ—20

(v) U Laurentovom razvoju funkcije f oko tocke zy nema negativnih poten-
cija,ty. svi koeficijenti uz negativne potencije jednaki su nuli.

5



sin z

Primjer 3.2. Funkcija f: C\ {0} = C, f(2) = u zg = 0 tma uklonjiv
2

singularitet. Zaista, ako funkciju f razvijemo u Laurentov red dobivamo

o 2t

f(Z):l—a—Fa—m
Vidimo da Laurentov razvoj funkcije f w Laurentov red oko tocke zg = 0 nema

negativnih potencija. Dodatno, ako stavimo f(0) = 1, dolazimo do analiticke

funkcije f.
Sljedeéi tip izoliranih singulariteta su polovi.
Definicija 6. Za izoliran singularitet zy funkcije f kazemo da je pol, ako u

Laurentovom razvoju funkcije f oko tocke zp ima kona¢no mnogo (ali barem
jedan) ¢lanova s negativnim potencijama, tj. s potencijama od —

z—zg9 "

Definicija 7. Red pola je red najvece potencije od ﬁ koja se u tom
Laurentovom razvoju pojavljuje s koeficijentom razli¢itim od nule.

Teorem 3.2 (Karakterizacija polova). Neka je funkcija f analiticka na skupu
K(z0, R) \ {20}. Sljedece su turdnje ekvivalentne:

(i) zy je pol funkcije f (reda m).

(11) zy nije uklongiv singularitet funkcije f, ali postoji prirodan broj k takav
da je zy uklongiv singularitet funkcije z — (2 — z)¥f(2). (Najmangi
takav k upravo je m, odnosno red pola.)

(iii) Jim |/(2)| = +oo.

Za dokaz prethodnog teorema vidjeti [6]. Red pola moZemo odrediti i
traze¢i kratnost nultocke funkcije g(z) = flz). Za zy kazemo da je nultocka
kratnosti n analiticke funkcije f, ako vrijedi

flz) =0, f'(%) =0,...,f" (=) =0, f"(20) #0.

Moze se pokazati da je tocka zy pol m—tog reda funkcije f ako i samo ako je
zp nultocka kratnosti m funkcije g [1].

—~

1
Primjer 3.3. Promotrimo funkciju f(z) = —, za k € N.
Z

Ona ima singularitet u tocki zo = 0. Kako je
lim [f(2)] = +o0,
zZ—20

z()l: 0 je pol funkcije f. Nadalje, kratnost nultocke zy = 0 funkcije g(z) =

f(2)

= 2F jednaka je k, §to implicira da je zy = 0 pol k—tog reda funkcije f.



Ostaje nam jos promotriti tre¢i tip izoliranih singulariteta - bitne singula-
ritete.

Definicija 8. Za izoliran singularitet z; kazemo da je bitan singularitet
ako u Laurentovom razvoju funkcije f oko tocke zy ima beskonac¢no mnogo
¢lanova s negativnim potencijama, tj. beskona¢no mnogo koeficijenata uz
negativne potencije je razli¢ito od nule.

Sljedeci teorem nam govori o ponasanju funkcije u okolini bitnog singula-
riteta [4].

Teorem 3.3 (Cassoratti-Weierstrass-Sohocki). Neka je zy izolirani singulari-
tet funkcije f. Sljedeca tri svojstva su medusobno ekvivalentna:

(i) zy je bitni singularitet od f.

(11) Za svakir > 0 takav da je funkcija f definirana na K(zg,7)\ {20}, skup
f(K(z0,7)\{20}) = {f(2) : z € K(20,7)\{20}} je gust u C(tj. zatvarac

tog skupa je cijela kompleksna ravnina).

(11i) Ne postoji lim |f(2)|, niti konacan, niti beskonacan.
zZ—20
Primjer 3.4. Promotrimo funkcije f(z) = ez i g(z) = sin 1. Kako je

lim e%:oo7ré lim e: =0
z—07t z—0~
limes lin% ex ne postoji. To znaci da funkcija f(z) ima bitan singularitet u
z—
tocki zg = 0.
Kako je
1L 1 < i —_i>
sin— = —(ex —e™
z X
slijedi da mi lim sin — ne postoji. Dakle, © funkcija g u tocki zo = 0 vma bitan
z

z—0
singularitet.

4 Reziduum funkcije

U ovom poglavlju ¢emo definirati pojam reziduuma te iskazati i dokazati
Osnovni teorem o reziduumima, koji nam je vrlo koristan pri rjeSavanju kako
kompleksnih tako i nekih realnih integrala.



Definicija 9. Ostatak ili reziduum funkcije f u izoliranom singularitetu
29 € C je kompleksni broj jednak vrijednosti integrala

27?2/f

gdje je I' zatvorena pozitivno orijentirana krivulja koja sadrzi jedinstvenu
singularnu toc¢ku zj i nalazi se u podruc¢ju regularnosti funkcije f.
Reziduum funkcije f u izoliranom singularitetu zy oznacavat ¢emo s Res(f(z), 2o).

Iz Teorema 2.1 mozemo vidjeti da je reziduum funkcije f upravo koeficijent
C_uz u Laurentovom razvoju funkcije f oko tocke zg,

zZ—2Z20

o0

- Y ar+ 3 g

Primjer 4.1. Neka je zadana funkcija f(z) = € . Odredimo reziduum ove
z

funkcije u njenom izoliranom singularitetu zy = 0.
Kada funkciju f razvijemo u Laurentov red dobivamo

Z o

/) = +Z n+1

n= 0
Koeficijent uz zO’ odnosno C_1, jednak je 1 pa slijedi da je Res(f,0) = 1.

Prije iskazivanja Osnovnog teorema o reziduumima iskazat éemo teorem
koji koristimo u dokazu teorema o reziduumima [3|.

Teorem 4.1 (Cauchyjev teorem). Neka je 2 C C otvoren skup i f: Q@ — C
analiticka funkcija. Tada za svaku konturu IT'V C Q koja zajedno sa svojim
unutarnjim podrucjem lezi u ) vrijedi

JECLE

Teorem 4.2 (Osnovni (Cauchyjev) teorem o reziduumima). Neka je f: Q —
C analiticka na podrucju 2, osim u konacno mnogo izoliranih singulariteta
21,29, -y Zm  neka je T'T pozitivno orijentirana kontura u  na kojoj ne
lezi mit jedan singularitet od f @ c¢ije unutarnje podrucje sadrzi izolirane
singularitete zy, zo, ..., zm funkcije f. Tada je

/f(z) dg = ZWiZRes(f, 2k)-
= k=1



W,

Slika 2: Podruéje analiti¢nosti funkcije f

Dokaz. Neka su zy, 29, ..., 2, izolirani singulariteti funkcije f u podrucju €2,
I' pozitivno orijentirana krivulja koja obuhvaca sve singularitete funkcije f,
Y15 Y25 -+, Ym redom kruznice oko singulariteta zq, 29, ..., 2, proizvoljno malog
polumjera (vidjeti Sliku 2), tako da pripadni krugovi leze u unutrasnjosti I i
medusobno su disjunktni. Ovime smo dobili visestruko povezano podrucje
omedeno konturom I' i kruznicama v, & = 1, ..., m. Funkcija f je analiticka
na cijelom tom podru¢ju pa prema Teoremu 4.1 slijedi

F/f<,z) dz + ;/ f(z)dz =0,

tj.

F/f(z) dz:];/f(z) dz.

T

Kako svaka krivulja 4 sadrzi to¢no jedan singularitet zj, iz definicije rezidu-
uma slijedi

/f(z) dz = QWiZRes(f, 2k)-

T k=1

4.1 Racunanje reziduuma

Reziduum funkcije f u singularnoj tocki zy uvijek se moze izracunati na
na¢in da funkciju razvijemo u Laurentov red te mu odredimo koeficijent
C_,. Primjetimo da, ako je zy uklonjivi singularitet ili regularna tocka
funkcije, glavni dio Laurentovog razvoja funkcije oko zy ne postoji, pa je



Res(f(z),z9) = 0. Ako je pak z, pol n-tog reda, Laurentov razvoj funkcije f
oko tocke zp = 0 je

C_, C_1

flz) = —=_ 4+ ..+

) (z — zo)" (z — 20)

i C, #0. Slijedi

+ C() + Cl(Z — 2’0) 4 s

(z—29)"f(2) = O+ Cpnia(z — %) + ... +C_1(2 — 29)" 7 + Coz — 2)" + ...
Deriviranjem prethodnog izraza n — 1 puta dobivamo

dn—l
dZn—l

odakle mozemo izraziti C_; pa je

(== 20)"f(2)] = (n = 1IC1 + =Col= — 20) + ..

Bisslf, s) — Oy — ———— i [(o— PPl (o)

(n —1)! 2=z dz"—!

Posebno, za pol prvog reda vrijedi

Res(f,z) = lim (z — z0) f(2).

zZ—20

—

(Z;, gdje je

Napomena 1. Ako je funkcija f zadana u obliku f(z) =

<

w(z9) # 0 7 2y pol prvog reda od f, onda je:

p(2)
Res(f(z),z) = )
(f( ) 0) w/(zo)
Primjer 4.2. [zracunajmo reziduume sljedecih funkcija:
1
W 16 = =

—

Zadana funkcija ima singularitete u nultockama nazivnika, a to su
20 =0, 21 =11 20 =—1. Kako je zy = 0 nultocka kratnosti 2 funkcije
1 ona u 2z = 0 ima pol drugog reda. Tocke z, = 1 i 29 = —1 su
nultocke kratnosti 1, pa su to polovi prvog reda funkcije f. Prema tome

reziduume racunamo koristeéi formulu (4.1)

. d 1 . — B
Reslh 0 =l g e e+ - Mo
) 1 1
st = e = Dy <
1 1
Res(f,—1) = Zl_i>n_11(2 + 1)22(,2 e D =3

10



sin z

b) g(2) = tg(z) =

COS 2
Funkcija g u z, = 5 +n7w, n € Z ima polove prvog reda. Kako je
Ccos (g + mr) =0, sin (g + n7r> ={=1)" £D,
reziduum mozZemo izracunati kao
sin (g + mr) sin (g + n7r)

Res(g(2), zn) = cos’ (3 +nm) " sin (3 +nm) o

5 Primjene reziduuma na rjesavanje realnih in-
tegrala

Teorem o reziduumima primjenjiv je na racunanje svih vrsta kompleksnih
integrala, a mi ¢emo u ovom dijelu pokazati kako pomocu njega naci rjeSenje
nekih realnih integrala kojima je tesko naci rjeSenje drugim metodama. Oblici
integrala koje promatramo u ovom poglavlju mogu se pronaci u [2], [3], [4] i

[5].
2r

5.1 Integrali oblika / R(cosz,sinx) dx
0

Neka je podintegralna funkcija R integrala
2w
/R(cos z,8in ) de (5.1)
0

racionalna funkcija po argumentima sinz i cosx koja je definirana za svaki
x € [0, 27] i neka nazivnik nema nultoc¢aka na jedini¢noj kruznici sa sredistem
u (0,0).

Uvodenjem supstitucije

z=¢e" =cosx+isinx, € [0,2n], (6.2

realni integral (5.1) prelazi u kompleksni integral po kruznici |z| = 1. Kako
je, po definiciji,
1( ix+ —ia:) 1 4 1 : . ( i —ix)
= —(e"4e =—|z4+ - i sinx = —(e"—e =—|z—=],
B 2 2 2i 2i 2
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integral (5.1) prelazi u integral

j{d:lR(% (ZJF%) % (Z_§>> ?_ZZ :ﬁle(z)d%

gdje je F nova racionalna funkcija u varijabli z, koja je analiticka na |z| < 1,
osim u kona¢no mnogo izoliranih singulariteta 2z, k =1,...,n, n € N.
Sada primjenom osnovnog teorema o reziduumima dobivamo :

2w
/ R(cosz,sinx) de = ]{ F(z)dz = 2mi Z Res(F(z), z).
0 |z|=1

|22 <1
Primjer 5.1. Izracunajmo integral

2n

dt
I= 0<a<l
/(1—2acost—|—a2)2’ ¢

0

Uvodenjem supstitucije z = et dobivamo

]_/ 1 dz_l/ zdz B
") GwmrepE i) Goar et

|z=1] |z=1|

B / B d i 2 J
- (az? — (a®>+ 1)z +a)? T (z—a)2(z—l)2 =

|2=1] j2=1] @

Singulariteti podintegralne funkcije su zy = a, zo = é 1 to su polovi drugog

reda. Zbog uvjeta 0 < a < 1 samo z leZi unutar jedinicnog kruga z = |1| pa
z

(z—a)? (== 1)°

racunamo reziduum funkcije f(z) = u singularitetu z; = a.

Iz (4.1) slijedi

d [ Z
Res(f(z),a) = lim — | (z — a)? =
=sadz | (z—a)z(z—%)Q
o dl z=1-22 —a?(1+a?
=lim — | ——=| = lim T = 5
z—a dz (Z _ %) z—a (Z _ %) (1 —a )3
pa je sada
. P 2 : 2
[y a(1+a):2m(1—|—a).
a? (1 —a?)3 (1 —a?)3

12



5.2 Integrali oblika / flx)dz, f:R—>R

U ovom poglavlju promatrat éemo nepravi integral

/ f(z)dz, f:R—-R, (5.3)
gdje je f : R — R racionalna funkcija oblika
Pa(x)
flz) = ;
(z) @)

pri ¢emu su P, i @, polinomi stupnja n i m redom, s kompleksnim koeficijen-
tima koji nemaju zajednickih nultocaka, te J,,, nema realnih nultocaka. Bez
smanjenja opéenitosti, mozemo pretpostaviti da su polinomi P, i ),, normi-
Pu(z)
Q)
konvergira i u tom slu¢aju éemo potraziti njegovo rjesenje.

Progirimo funkciju f na gornju poluravninu (Imz > 0). Neka je ' pozitivno
orijentirana kontura koja se sastoji od segmenta [—R, R] i orijentirane gornje

polukruznice Cr koja u svojoj nutrini obuhvaéa sve singularitete zp, k =
1,...,n funkcije f (Slika 3).

rani. Ukoliko je, dodatno, m > n + 2, onda integral / apsolutno

Slika 3: Polukruznica C'r obuhvaéa sve singularitete zj,

Primjenom Osnovnog teorema o reziduumima slijedi

R

/f(:z:)dac—l—/f(z)dz:27ri Z Res(f; ). (5.4)
Cr

Imz <0

13



Pustajuéi limes kad R — oo u gornjoj jednadzbi, prvi integral s lijeve strane
postaje na$ trazeni integral, te jos treba izratunati [ f(z)dz. Funkciju f(z)

Cr
mozemo zapisati u obliku
1 1+ p(2)
g = . .
0= = 100
gdje su
a Ap b bm
¢(2)=;1+...+Z—n, w(z):—l+...+—m.

Kako za |z| — oo vrijedi p(z) — 01 ¢(z) — 0, te je m > n + 2, mozemo
odabrati realne brojeve ry i M takve da su u krugu |z| < rg sadrzam svi
singulariteti funkcije f te da

2] > r =02 |f(2)] < %

Odavde, za R > r( vrijedi

/f /ﬁ il = -

a iz toga, zbog R — o0, slijedi

JECLE
Cr

Prema tome, za R — oo iz (5.4) dobivamo

/f dx = 2mi Z Res(f; zr). (B.5)

Imz, >0

Primjer 5.2. [zracunajmo integral

I = /
0
5 Je parna pa integral I moZemo

Podintegralna funkcija f(x) = m
&

zapisati kao
[e.e]

[_1/ dx
2 ) (e2+1)2

—00
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Ovaj integral je oblika (5.3) i stupanj nazivnika je za 2 veéi od stupnja brojnika
pa ga mozemo rijesiti koristeéi formulu (5.5). Promotrimo funkciju f(z) =

————. Ona ima singularitete w 2y =1 © 29 = —1i 1 oni su polovi drugog
(Z+ 1
reda. Slijedi
1 [ ds . .
I= 5 / m = WZRGS(f,Z) =
1 —2 =21 0w
o o = N2 _ 5 19 _ s
—rinm g ) T T e T 1

5.3 Integrali oblika / f(x) cos (ax) dz, / f(x)sin (az) dz
Neka je funkcija f : R — R racionalna i a > 0. Promotrimo integrale oblika
/f(w) cos (ax) dz, /f(m) sin (ax) dz. (5.6)

Ukoliko definiramo pomoc¢nu funkciju
F(z) = f(2)e"* = f(z)(cos (az) + isin (az)),

nepravi integral funkcije F'(z) mozemo prikazati kao

7 F(z)dz = 70 F(2) cosazdz + i 7 £(2)sinaz dz. (5.7)

Prema tome, integrale oblika (5.6) moZemo odrediti rac¢unajuci integral

7 f(z)e dz,

jer iz (5.7) slijedi da je

7 f(z) cos (az) dz = Re 7 F(2)dz,

15



7 f(2) sin (az) dz = Im 70 F(2)dz.

Kao i u prethodnom dijelu, trazimo analiticko prosirenje funkcije F' na gornju
poluravninu (Imz > 0). U racunanju ovog tipa nepravih integrala pomaze
nam tzv. Jordanova lema [4].

Teorem 5.1. (Jordanova lema) Neka je f analiticka na podrucju 2 koje
sadrzi realnu os i gornju pouravninu Imz > 0, osim moZda u konacno mnogo
izoliranih singulariteta zy, ..., zn, te neka funkcija M(R) = max{|f(2)|: |z| =
R,Imz > 0} (R > |z|,j =1,...,n) tezi ka nuli kada R — oo.
Tada za a > 0 vrijedu:

R—+00

lim /f(z)ei“z dz = 0.
Cr

Primjer funkcija koje zadovoljavaju uvjete Jordanove leme su racionalne

funkcije f(z) = n(2) m > n + 2, koje smo spominjali u potpoglavlju 5.2.

Sada je odredivanje integrala f(z)e"® dz dano sljede¢im teoremom.

Teorem 5.2. Neka se funkcija f: R — R moze analitcki prosiriti na podrucje

gornje poluravnine Imz > 0 tako da prosirenje f zadovoljava uvjete Jorda-
“+o00

nove leme 1 nema singulatiteta na realnoj osi. Tada integral / f(z)e” dx

konvergira za a > 0 @ vrijeds )
+oo n
/ f(z)e"® dx = 2mi Z Res(f(z)e""; z),
e k=1
gdje su z, = 1,...,n singularne tocke od f(z) u gornjoj poluravnini.

Dokaz. Pretpostavimo da singulariteti z; funkcije f(z) u gornjoj poluravnini
zadovoljavaju uvjet |z| < Ry. Razmotrimo u gornjoj poluravnini zatvorenu
konturu koja se sastoji od segmenta [—R, R], R < Ry i polukruznice |z| = R,
Cg. Prema osnovnom teoremu o reziduumima imamo

R n
/ f(z)e" dx + / f(2)e"™ = 2mi Z Res(f(z)e"; z). (5.8)
h* o k=1
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Pustajuci limes R — oo u jednadzbi (5.8), po Jordanovoj lemi, [ f(z)e*

Cr

tezi u nula, te je time teorem dokazan. O]
Primjer 5.3. [zracunajmo

T &

= .

x?2+1

Primjetimo da je
I =1Im e dx,
2 +1

pa ga mozemo rijesiti koristeéi Teorem 5.2. Neka je f(z) = - Jedind

singularitet ove funkcije u gornjoj poluravnini je tocka z; = i 1 ona je pol
prvog reda. Vrijeds
|| R

= < — 0
max /()] =max o= 7 S mEoq

kada R — oo, pa su zadovoljeni uvjeti Jordanove leme (a time i Teorema 5.2)
1 1mamo

/ T o= 2miRes L,z’ = QWiL
2+1 22+1 (22 + 1)

—00

= mie L.

g=1

U gornjem racunu, za racunanje reziduuma funkcije f u zy =1 koristili smo
Napomenu 1. Konacno je

[=Im— =

) T
e e

5.3.1 ZaobilaZenje singulariteta na realnoj osi

Integrale oblika (5.6) moZemo rijesiti i ako dozvolimo da funkcija f, osim
singulariteta z;,k = 1,...,n u gornjoj poluravnini (Imz > 0), na realnoj osi
ima singularitete z; = x;, [ = 1, ..., m te su oni svi polovi prvog reda. U tom
sluc¢aju za integral (5.7) vrijedi

/ Fl(a)de = 24 Z Res(F(z), zi) + mi Z Res(Flz),zr). (5:9)
—o Imzp>0 Imz;=0
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Slika 4: Nova krivulja integracije

Do ovog rezultata dolazimo kada krivulju integracije odaberemo kao na Slici
4. Singularitete na realnoj osi zaobilazimo integriranjem po polukruznicama
Ve proizvoljno malog polumjera €. Za dovoljno velik R vrijedi

/F(z) dz = 2mi Z Res(F, z),

T Imz>0

gdje je I' krivulja integracije koja se sastoji od polukruznice Cg, dijelova
realne osi unutar intervala [—R, R| i polukruznica koje zaobilaze singularitete
na realnoj osi. Neka je zy pol prvog reda funkcije F' koji se nalazi na realnoj
osi. Da bismo pokazali (5.9) dovoljno je pokazati

lim | F(z)dz = —miRes(F, z).

e—0
Ve

Funkciju F' mozemo razviti u Laurentov red oko tocke zy, pa slijedi

C_ Cc_
F(2) = 2=+ ot Calz = ) + . = 7= +(2),

gdje je ¢ analiticka funkcija u okolini tocke zy. Sada je

/ P — g / - fZZO + / e,

Ye Ye Ye
Kako je
/(p(z) dz| £ meax|g0(z)| : / ds = g lo(2)| - me = 0
ZEYe z|=e
Ye Ye
kad € — 0,
0 .
. dz . ete*?dyp )
lim = lim . = —IiT,
e—0 Z— 2o e—0 eewr
Ye 7"



te je
lina F(2)dz = —C_jim = —inRes(F; zp).
€E—>
Ye

Time smo pokazali da vrijedi (5.9)

Primjer 5.4. [zracunajmo integral

[:/sinazdx.
T
0

MozZemo primijetiti da je

1 [ si 1 [em
== / PR —Im/e—dx,
2 a 2 T
kako je podintegralna funkcija parna, pa moZemo iskoristiti formulu (5.9).
Neka je f(z) = —. Jedini singularitet ove funkcije je tocka zg = 0 i ona je pol
prvog reda. Vrijedi
1 1
max |f(z)| =max — < = — 0
\z|:R|f( ) =R |z| T R

kada R — co. Sada je prema Jordanovoj lemi [ f(z)dz — 0 i imamo
Cr

/e—dx:m'Res (6—,0) = g «Il =i
& Z

Res(f(2)e**,0) = lim {(z — O)e—iz} = lim " = 1.

z—0

jer je

Konacno je

5.4 Integrali oblika/f(x) dx
:L»Cl
0

U ovom dijelu promatrat ¢emo neprave integrale oblika

/%dm, 0<a<l, (5.10)
0
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gdje je funkcija f : R — R, racionalna funkcija koja nema singularitete na
pozitivnom dijelu realne osi. Kako bi ovaj integral postojao, potrebno je
pretpostaviti da je stupanj polinoma brojnika manji od stupnja polinoma
nazivnika funkcije f. Ako je taj uvjet ispunjen, tada postoji konstanta M > 0
takva da za dovoljno veliki |z| vrijedi

M
If(z)] < e ™2l

Progirimo podintegralnu funkciju iz (5.10) na funkciju F, danu s

F(z):M

Za

koja ima konacan broj izoliranih singulariteta z, ..., 2, koji su svi polovi od
kojih niti jedan ne lezi na pozitivhom dijelu realne osi. Promatrat ¢emo granu
funkcije F koja je jednozna¢na na podrucju D = {z € C: 0 < argz < 27}
(kompleksna ravnina bez pozitivnog dijela realne osi). Primjetimo da vrijedi

2% = |z|2efalars =t 2km) | — 0 41,42, ..
pa ¢emo odabrati granu funkcije z — 2%, za koju je k = 0, t;j.
a ‘Z|a€iaargz.

iz =

Funkciju F integrirat ¢emo po krivulji I' koju ¢éemo odabrati kao na Slici 5.

Preciznije I' = Cr U L; U Ly U ¢,

Slika 5: Put integracije

pri ¢emu je krivulja Cg je kruznica z = Re™,0 < ¢ < 27, koja obuhvaca
sve singularitete zy, ..., z,, ¢, kruznica z = re*?, 0 < ¢ < 27 dovoljno malog
polumjera da ne sadrzi niti jedan singularitet, dok L, predstavlja interval [r, R]
paralelan s realnom osi u gornjoj poluravnini, a Ly interval [R,r|, paralelan s
realnom osi u donjoj poluravnini.

Ako z — x,z € [r, R], za Imz > 0, tada arg z — 0 i vrijedi

S0 — |Z|a€ia~argz — %
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Ako z — x,z € [R,r], za Imz < 0, tada arg z — 27 i vrijedi

|Z|aeia~arg z a 7,a27r

= — x%

Sada, prema osnovnom teoremu o reziduumima imamo
/F(z) dz = 2mi g Res(F(z
T z;€D

tj.

R

i@, . [fG @ ., [{E), _

/g;a dx +/ ( )xaemmd +c/ o d -
—QWZZRGS

z;€D
Ocijenimo integrale po kruznici C:

sz( /’fwl'd'\/um e

M1 oM
—Rd T

Rm Ra 90 Rm+a 1
0

—0, R — 0.

Za integral po kruznici ¢, iskoristit ¢emo ¢injenicu da je funkcija f omedena,
konstantom K na okolini tocke 0 pa je

/f

Ako sada u (5.11) pustimo r — 0 i R — oo pa dobivamo

K
|f()||d|/ rdp = Kr'=*2r — 0,7 — 0.

2]

0o 0

0 00

5 z,-) . (5.12)



Primjer 5.5. [zracunajmo integral

/\fa:2—|—4
0

1 )
Neka je F(z) = VT D i flz) = i Funkcija f nema singularitete

na pozitivnom dijelu realne osi te joj je stupanj polinoma u nazivniku za dva
vecéi od stupnja polinoma u brojniku. Nadalje funkcija F(z) je analiticka na
podruéju D = {z € C: 0 < argz < 27} osim u izoliranim singularitetima

z1 = 2i, zo = —2i, koji su polovi prvog reda. Koristeéi formlu (5.12) za a = %
vrijeds
2me
f= —_I[Res(F 2i) + Res(F, —2i)].
1— 6—277 3
Iz (4.1) je
Res(F,2i) = lim (2 — 20)F(2) = | ! 1 1
es(F,2i) = lim (z — 2¢)F(z) = lim = = —
z—21 z—2i \/_(,Z -+ 2@) \3/2 s 4@) 4\3/56%
I 1 1

Ros\ B, —2i) = lim (e+20)Fiz) = lim, V2(z—2) Y20 (—4) 492

pa 1Mamo

ori 1(1 ) m o 1+e3 m 1++v3 3
I: 27r1+1 =

1— &2 432 T 292 B 1 292 34+3i 692

(0.9]
5.5 Integrali oblika / f(z)Inzdx
0
Promotrimo integral oblika
/ f(z)Inzdz. (5.13)
0

Neka je f: R — R, f(z) = gEg

na pozitivnom dijelu realne osi, te neka je stupanj polinoma () barem za

racionalna funkcija koja nema singularitete
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dva veéi od stupnja polinoma P. Ako je taj uvjet ispunjen, tada postoji
konstatnta M > 0 takva da vrijedi

M

P m = 2.

£ (2)] <
Uvedimo pomoénu funkciju

F(z) = f(2)In’ 2,

te neka je In z glavna grana logaritamske funkcije, tj. Inz = In |z| 4+ i arg z.
Funkcija F' analiticka je na podrucju D = {z € C : 0 < argz < 7}, osim
eventualno u kona¢no mnogo polova z1, ..., 2, koji ne leze na pozitivnom dijelu
realne osi. Podrudje integracije funkcije F' odaberemo kao na Slici 5 uz iste
oznake. Ako z — z,x € [r, R], za Imz > 0, tada arg z — 0 i vrijedi

Inz = Inz.
Ako z — z,z € [R,r], za Imz < 0, tada arg z — 27 i vrijedi
Inz — Inz 4 27s.

Uzmemo li dovoljno velik R i dovoljno mali r da krivulja integracije obuhvaca
sve singularitete zq, ..., z,, po Osnovnom reoremu o reziduumima vrijedi

/Rf(m)ln2xd1’+/F(z)dz+/Tf(:v)(lnx+27Ti)2dx+/F(z)dz:

Cr R cr

= 2me Z Res(F(z); z;)

ZjED

Ocijenimo integral po kruznici Cg:

/f )In® z dz /‘f ) In® 2| | dz| < /—ln zdz

|Inz| <InR+ 27,

Kako je
slijedi

M 2
/f(Z)lIlQZdZ /R— (In R +27)%*dp = RM (In R +271)* = 0, R — o0
0
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Za ocjenu integrala po kruznici ¢, iskoristit ¢emo ¢injenicu da je funkcija f
omedena konstantom K na okolini tocke 0.

2w
/f(z) In? zdz| < / | f(2)In’ 2| | dz] < /K(lnr +2m)2rdp =
Gy cr 0
= 2nKr(lnr + 27)2 = 0,7 — 0.
Ako pustimo R — oo i r — 0, integrali po kruznicama ¢e iS¢eznuti pa imamo

/f ) In? xdx—{—/f )(Inz + 27i)? d:E—QmZReS (z)25)
0

z;€D

—47m'/f(x)lnxdx—|—47r /f Cll’—Qﬂ'ZZReS (Z)s 27 ),
0 0

z;€D

odnosno

flz)mhepds =— /f d:v——ZRes
0

z;€D
Ako izjednacimo realne dijelove u gornjoj jednakosti dobivamo formulu za
oo

rac¢unanje nepravih integrala oblika / Flz) 1o 2 de:

/f Y dee = —lRe Z Res(F(z);2)| - (5.14)
0

z;€D

Primjer 5.6. [zracunajmo integral

i Inx
I= | ——d
/ T+ap
0
1 . : ; ; .
Funkcija f(z) = (1 T 1ma samo jedan singularitet z; = —1 7 on je pol

treceg reda, te su ispunjeni svi uvjeti da bismo mogli iskoristiti formulu (5.14)

pa 1Mamo
1 [in.z)®
F= —§Re {Res <(1 ) —1)} :
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Kako je
2
Res( (In 2)

RS-

dobivamo

(.

- ) =g

(

(In z)?
(127
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