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1 Uvod

Igre na sreéu su u danasnje vrijeme sve popularnije. Radi se o igri u kojoj rezultat nije
unaprijed poznat, a uglavnom ovisi o sluc¢aju i sre¢i. Cilj igre na srecu je postiéi sto veci
dobitak koji ne mora nuzno biti novéana vrijednost, a cijena za sudjelovanje u igri je
igracev ulog koji takoder ne mora biti novcana vrijednost.

Od davnina je ve¢ uocena povezanost igre na srecu i matematike. Podruc¢je matematike
koje se odnosi na problematiku igara na srecu je teorija vjerojatnosti. Kako rezultat igre
nije moguce predvidjeti sa sigurnoscu, istrazivanjem velikog broja slucaja pokazuju se
neke pravilnosti koje nam mogu pomoc¢i u predvidanju ishoda igre.

Postoje razlicite klasifikacije igara na sre¢u. S obzirom na visinu uloga i dobitka, odnosno
gubitka, razlikuju se igre s malim ulogom i ograni¢enim dobitkom (lutrija, tombola, bingo,
loto...) i posebne — hazardne igre na sre¢u s visokim ulogom i dobitkom, odnosno gubitkom
(rulet, baccarat, blackjack... ). Uglavnom su obi¢ne igre na sreé¢u dostupne Sirokom
krugu igraca, dok se posebne igre ogranicavaju propisima za uzi krug igraca, a prireduju
se u kockarnicama ili casinu, iz razloga Sto mogu bitno ugroziti egzistenciju igraca te
izazvati niz negativnih psiholoskih posljedica. Nadalje, prema broju sudionika, razlikuju
se privatne igre, na osnovi ugovora na sreéu zakljuc¢enog izmedu maloga broja igraca,
uglavnom su to igre kockom i igra¢im kartama, i javne igre s moguénoséu sudjelovanja
neogranicenog broja igraca.

Cilj ovog rada je upoznati se s nekim o tih igara te vidjeti primjenu vjerojatnosti u istima.
Najprije ¢emo se upoznati s nekim osnovnim pojmovima iz teorije vjerojatnosti koje ¢emo
koristiti u radu, nakon toga ¢emo nesto reéi o teoriji igara. Zatim ¢emo se bazirati na igre

na srecu za koje ¢emo navesti osnovne teoreme i navesti neke primjere takvih igara.



2 Osnovni pojmovi

U ovom poglavlju ¢emo navesti neke osnovne pojmove koje ¢emo koristiti u nastavku
rada.
Za pocetak, pretpostavimo da imamo prostor mjere (€2, F, P)([7]-definicija 2.17), funkciju
P nazivamo vjerojatnost ili vjerojatnosna mjera ako je P(€2) = 1. Tada taj prostor mjere
nazivamo vjerojatnosni prostor. Neka od svojstava funkcije vjerojatnosti su monotonost,
o—subaditivnost, neprekidnost na rastuéi (i padajuéi) niz dogadaja i drugo (detaljnije u
[1]-poglavlje 1.5).
Na izmjerivom prostoru (€2, F) mozemo promatrati i slu¢ajnu varijablu, to je funkcija
X : Q — R za koju mora vrijediti da je X~1(B) € F za svaki Borelov skup B € B(R).
Dakle, slucajna varijabla je izmjeriva realna funkcija na skupu elementarnih dogadaja koja
ishodima slucajnog pokusa pridruzuje realne brojeve. Pri opisivanju slucajne varijable
koristimo se numerickim karakteristikama. Osnovna takva karakteristika je matematicko
ocekivanje slucajne varijable X (Definicija se moze pronaéi u [1] ili [11]). Kako ¢emo u
nastavku imati samo diskretne slucajne varijable, ocekivanje takve varijable racunamo na
slijede¢i nacin

EX]= > i,

2, €R(X)

gdje je p; vjerojatnost realizacije z; 1 ), p; = 1. Ocekivano kvadratno odstupanje slucajne
varijable X od svog ocekivanja nazivamo varijanca, a racunamo ju kao Var(X) = E[(X —
E[X))?] = ELX?] - (B[X)).
Ako nas bude zanimao recimo ocekivani dobitak nekog igraca ako je drugi igra¢ odigrao

odredeni potez, to racunamo uvjetnim ocekivanjem na nacin

EXlY =¢yl= ) =zP(X=2zlY =y),

2, €ER(X)

gdje je P(X|Y) uvjetna vjerojatnost od X uz uvjet Y (Definicija se moze pronaéi u [1]-
poglavlje 1.9 ili [11]).

U nastavku rada uvest ¢emo pojam "igre” koju ¢emo modelirati nizom partija te igre
¢ije ishode ne znamo, stoga jednu partiju igre mozemo smatrati diskretnom slu¢ajnom
varijablom, a cijelu igru slu¢ajnim procesom. Slu¢ajni proces je familija slu¢ajnih varijabli

na istom vjerojatnosnom prostoru ([10]).

3 Teorija igara

Teorija igara je grana primjenjene matematike koja se bavi analiziranjem sukoba medu
ljudima ili grupama ljudi, a primjenjiva je kada se sukob moze rijesiti inteligencijom, kao

na primjer, vojne operacije, psihologija, biologiji te u igrama (Sah, bridz, poker...). Tako se
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pod 7igrom” smatra rjesavanje konfliktnih situacija prema unaprijed zadanim pravilima.
Igre se razlikuju prema broju problema za rjesavanje, prema vrijednosti pobjednikove
nagrade, prema broju potrebnih poteza te prema kolic¢ini dostupnih informacija.
Napomenimo da ovdje treba biti oprazan kada kazemo ”igra” jer nisu sve igre u domeni
teorije igara, neke igre mogu biti vise sportkog karaktera.

Nadalje, igra¢i, odnosno suparnici su grupirani u razlicite grupe koje zajedno donose
odluke i igraju protiv ostalih grupa. Na primjer, u bridzu sudjeluju ¢etiri igraca koji ¢ine
dvije suparnicke grupe. Ako imamo n igraca koji igraju svaki za sebe, kazemo da je to
igra za n osoba.

Pretpostavlja se da se vrijednost igre moze kvantitativno izmjeriti nekim brojem koji se
naziva nagrada, a uglavnom se radi o nov¢éanoj nagradi. Ako se nagrada podijeli samo
medu n igraca, kazemo da je se radi o igri s nultim zbrojem. Matematicki, ako je p;
nagrada koju je osvoio i — ti igra¢ (u slucaju da je ¢ — ti igrac¢ izgubio, p; < 0) to je igra

u kojoj je suma svih gubitaka i dobitaka jednaka 0, tj.

Z pi =0.
i=1

Igre u kojima se povecava nagrada ili se dio ispla¢uje pobjedniku su igre s ne-nultim zbro-
jem.

Igre mozemo podijeliti i na konacne i beskonacne igre. U konac¢nim igrama je mogué
konacan broj poteza od kojih se svaki potez bira izmedu kona¢nog broja alternativa. Pri-
mjer takvih igara su kruzié-krizi¢ (najvise 9 moguéih poteza) i Sah (najvise 5950 moguéih

poteza).

3.1 Strategija

Strategija je sistem odabira poteza iz svih mogucih poteza. Moze se sastojati od osobnih
poteza baziranih na vlastitoj prosudbi ili strategiji protivnika, slucajnih poteza koji su
odredeni nekom slucajnom metodom Bernoullijevog pokusa s procjenom vjerojatnosti
razlicitih rezultata, ili, kao u vecini igara, kombinacije osobnih i slucajnih poteza.

Ako igra¢ A ima ukupno m moguéih strategija, A, ..., Ay, 1 igra¢ B ima n, By, ..., By,
onda kazemo da je to m x n igra. U takvoj igri, strategija igraca A A; parirala je strategiji
igraca B Bj i nagradu oznacavamo s a;; (prema dogovoru, dobitak igraca A je pozitivan,

a igraca B negativan). Skup svih vrijednosti a;; naziva se matrica isplata i izgleda:
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Igrac B

|B. B: .. Bn

Ay ainn Q2 ... Qg

Igraé A A2 921 a922 oo Qop
Am Am1 Am2 Amn

Tablica 1: Matrica isplata

Pogledajmo primjer.

Primjer 3.1. Pretpostavimo da igraci A @ B istovremeno biraju pismo ili glava. Ako se

njthovi izbori podudaraju A osvaja nagradu i obrnuto. Matrica isplata za ovu igru izgleda:

B1 B2
(Glava) | (Pismo)
Ay 1 -1
(Glava)
As -1 1
(Pismo)

Tablica 2: Matrica isplata za igru podudaranja novcic¢a

Intuitivno, nagbolji tijek igre za igraca A (ili B) je tzv. mijesana strategija u kojoj
se izmijenjuju moguce strategije prema nekoj raspodijeli vierojatnosti. Iz matrice isplata

vidimo da je najbolja strategija za igraca A S% koja bira Ay ili Ay s vjerojatnoscu %, tj.

o (A A)_[ A4 4
4 p; P 1/2 1/2

Kazemo da je igra za dvije osobe s nultim zbrojem pravokutna ako u svakom potezu
igra¢ A bira jednu od m strategija, a nakon njega igra¢ B bira jednu od n strategija bez
znanja o izboru prvog igraca. Nakon toga jedan od igraca mora isplatiti drugom ovisno

koji igrac je izgubio. Za takve igre koristimo matrice isplate.

3.1.1 Igre sa sedlastim tockama

Pogledamo li Tablicu 2 vidimo da je najmanja vrijednost igre o = —1, a najveéa [ = 1.
Ako se oba igraca odluce za mijesanu strategiju, prosjecna vrijednost igre v se nalazi
izmedu a i B, tj. a <y < B. Za prethodni primjer je v = 0 ako su mijesane strategije
nepredvidive.

U nekim slucajevima se moze dogoditi da je « = [ = 7 i za takvu igru se kaze da ima
sedlaste tocke. Svaka takva igra ima rjesenje koje daje optimalne strategije za sve igrace,
a vrijednost igre je istovremeno njezina donja i gornja vrijednost (vidi [4]-Solutions of
Games with Saddle Points i [8]).



Teorem 3.1. Svaka matrica [a;;] konacne igre ima sedlaste tocke ako i samo ako je

max mjin a;; = mjin mMax a;j = 7.

Dakle, postoji par indeksa 79 i jo takvi da je a;,;, istovremeno minimum tog retka
1 maksimum tog stupca. Sedlasta tocka je element matrice isplate u kojem se nalazi
vrijednost igre. Igra kojoj matrica isplate sadrzi sedlastu tocku naziva se jos i odredena
igra.
Matrica igre reda 2 x 2 sadrzi sedlastu tocku ako i samo ako 2 broja na dijagonali nisu
veca od preostala dva broja u matrici, to se dogada s vjerojatnoséu % Za matrice reda
3 x 3 se vjerojatnost sedlastih tocaka smanjuje na %. Opcenito, neka je P, , vjerojatnost
da proizvoljna matrica igre reda m x n sadrzi sedlastu tocku, onda ona iznosi:

m! n!

Pron = .
’ (m+mn—1)!

3.1.2 Igre bez sedlastih tocki

Pretpostavimo da u Primjeru 3.1 igra¢ A odabire svoju strategiju slucajno s vjerojatnosti
p da ¢ée odabrati Glavu i 1 — p Pismo. Nadalje, pretpostavimo da igra¢ B poznaje nacin
odabira strategije igraca A. Ocekivanje dobitka igraca A kada igra¢c B bira By (Glava)
Je

EAB=B]=1-p+(-1)-(1-p)=2p—1,

a u slucaju kada igra¢ B bira By (Pismo):
E[AB=B;|=(-1)-p+1-(1-p)=1-2p.

Ako je p > 1/2 igrac¢ B bira B, i ocekivanje dobitka igraca A je negativno. Sli¢no, ako
je p < 1/2 igra¢ B bira B; i osvaja 1 — 2p jedinica po igri. Nadalje, ako igra¢ A bira A;
i As s istom vjerojatnoséu, tj. p = 1/2, ocekivanje dobitka oba igraca je 0 bez obzira na
strategiju igraca B. Dakle, za igraca A je to optimalna strategija.

Opéenito, za matricu igre reda m x n i neka igra¢ A igra mijeSanom strategijom

SA(m):<A1 Ay ... A .. Am>

pPr p2 ... Pi . Pm

gdje je >0 pi = 1. Analogno, mijesana strategija igraca B je

SB(n):<Bl By, .. B; . Bn>

@ 492 .- 4q; ... ({n



gdje je Z?Zl q; = 1. Ako oba igraca igraju mijeSanom strategijom, matematicko ocekivanje
dobitka igraca A uz sve moguce strategije igraca B oznacavat ¢emo s € [Sa(m), Sp(n)], a
iznosi Y
€ [Sa(m), Sp(n)] = Z Z @ijPig;-
j=1 i=1
Radi se o produktu matrica P, [a;;] i @, gdje je
Toge
. 42
P = |: pl p2 o .. pm VA Q — .

4n

Na primjer, ako imamo matricu isplate 2 i ako igra¢ A bira strategije A; i As s vjerojatnosti
% 1 g, redom te igrac B bira B i Bs s vjerojatnostima i 1 % redom. Tada ocekivani dobitak
igraca A iznosi £ [S4(2),S5(2)] = 0.1, to je ujedno i ocekivani gubitak igraca B. Igra¢ A
zeli da taj broj bude sto veéi, dok igrac B zeli da bude sto manji.

Matematicko oc¢ekivanje dobitka igraca B racunamo na analogan nacin, jedino sto moramo
napraviti je promijeniti predznake elementima matrice isplate.

Ako postoje strategije S%(m) i Sg(n) za igrace A i B takve da je
€[Sa(m), Sp(n)] < €[S4(m), Sp(n)] < E[S)(m), Sp(n)]

onda su to optimalne strategije i £ [S%(m), S5(n)] = 7 je vrijednost igre.

U igranju igre bez sedlastih tocki, prvi korak je uklanjanje iz matrice sve duplicirane
strategije i one koje su nepovoljne u odnosu na neku drugu. Pretpostavimo da nakon
toga imamo matricu igre m x n, nuzni i dovoljni uvjet da v bude vrijednost igre, a S%(m)

i S§5(n) optimalne strategije igraca A i B je:
€ [5a(d), Sp(n)] < v < €[54(m), Ss(4)],

zal <i<mil < j<n. Dakle, zarjeSenje matrice igre [a;;] moraju postojati vrijednosti

Di, qj 17 koje zadovoljavaju:



a11p1 + aa1p2 + ... + AmaPm = 7Y
ai2p1 + ag2p2 + ... + QmaPm > 7Y

A1pP1 + 2pP2 + ... + AP = Y
a11q1 + G1292 + ... + GGy <Y
a21q1 + a22q2 + ... + a2pqy <Y

Gl + Gl F o  Opmln S -

3.2 Slucajne setnje

U praksi, ve¢ina kockarskih situacija moze se formirati pomocu Bernullijeve distribucije
u kojoj igra¢ osvaja jednu jedinicu za svaki uspjeh te gubi jednu jedinicu za svaki neus-
pjeh, sto mozemo oznaciti s vjerojatnosti p, odnosno ¢ = 1 — p. Igracev pocetni kapital
oznacavamo s o 1 neka iznosi x, kapital se smanjuje za 1, (xg — 1), s vjerojatnoséu ¢ i
povecava za 1, (zg+1), s vjerojatnoséu p. Igra prestaje kada igra¢ dosegne vrijednost C'ili
0. Zapravo se radi o jednostavnoj slucajnoj setnji koja ima dvije apsorbirajuce granice, 0
i C'. U kontekstu Markovljevih lanaca, ove dvije vrijednosti su apsorbirajuéa stanja, defi-
nicija se moze pronaéi u [10]. Zanima nas vjerojatnost ispunjavanja ovih dvaju dogadaja.
Ako igrac igra protiv beskonac¢no bogatog protivnika, tada postoji samo jedno apsor-
birajuce stanje, a to je ono kada igracev kapital bude 0. U tom slucaju nas zanima
vjerojatnost igraceve propasti.

Vremena prvog pogadanja stanja 0 i C' definitat éemo kao
To =min{n € Ny: X,, =0}, T¢ =min{n € Ny: X,, = C}.

Tada je vrijeme do apsorpcije ove slucajne setnje T'= min{Ty, T }. Ako zelimo povratak
igracevog kapitala na pocetni, tada kazemo da se dogodilo izjednacenje ili povratak u
pocetnu tocku te uo¢imo da je to moguée samo za parni broj koraka. Nakon 2n koraka,

potrebno je da igrac¢ ima n pobjeda i n poraza, vjerojatnost Ps, (vjerojatnost n pobjeda

2n (4pq)™
Py = P & Az
2 (n>P q —

Uoc¢imo da P, — 0 kada n — co. Stoga se radi o povratnom stanju za koje je vrijeme

i n poraza) iznosi:

povratka beskonacno.

Definirajmo r; kao vjerojatnost povratka u pocetni kapital xo u j—toj partiji igre, tada

! Aproksimaciju dobivamo iz Stirlingove formule:n! = (%)n 2mn

T



je pocetno stanje prolazno ako i samo ako je

0o
R:Z’I"j < 00,
Jj=0

([10]-2.7 Povratnost i prolaznost stanja Markovljevog lanca). U nastavku ¢emo izracunati

vjerojatnost igraceve propasti i vjerojatnost da igracev kapital dosegne vrijednost C.

4 Odlucivanje 1 korisnost u teoriji igara na srecu

U ovom poglavlju ¢emo vidjeti kako se teorija odlucivanja i korisnosti primjenjuje u igrama
na srecu i koliko je ona vazna ako zelimo pobijediti u igri.

U igri je vazno donositi sto bolje odluke kako bi, u najboljem slucaju, pobijedili ili smanjili
svoj gubitak. Odluc¢ivanjem se odabire jedna akcija ili alternativa iz skupa svih moguéih
akcija. Uz odlucivanje, izmedu ostalog, vezemo preferencije i korisnost, a zajedno nado-
punjuju teoriju igara na srecu.

Odluke se cesto donose s obzirom na to koliko odlucitelj poznaje stanja svijeta pa imamo

e Odluke uz sigurnost u kojem odlucitelj tocno zna posljedice svojih odluka, zapravo

se pretpostavlja da imamo samo jedno stanje svijeta

e Odluke uz djelomi¢nu nesigurnost (uz rizik) u kojima odlucitelj poznaje stanja svi-

jeta i posljedice u svakom od njih, odnosno zna vjerojatnosti svakog stanja svijeta

e Odluke uz jaku nesigurnost(uz potpuno neznanje) u kojima odlucitelj poznaje stanja

svijeta, ali ne zna nista o posljedicama u njima, tj. ne zna nista o vjerojatnostima.

U teoriji igara na srecu prvenstveno se radi o odlukama uz rizik. Pod odredenim krite-
rijima, svaka akcija moze se procijeniti prema ukusu ili zeljama igrac¢a i dodjeljuje im se
korisnost koja definira mjeru efikasnosti akcije. Za razliku od korisnosti, preferencije ne
moraju biti numerickog karaktera, dovoljno ih je izraziti u prirodnom poretku. Recimo,
igrac preferira alternativu A nad alternativom B, dakle, alternativi A je dodijeljena veéa

korisnost i obrnuto.

4.1 Aksiomi teorije korisnosti

Ovdje ¢emo navesti cetiri aksioma koja su korisna za igre na srec¢u. Za pocetak definirajmo
lutriju L kao L = (py, A1; p2As, ..., pnAy) pri cemu je p; > 0 vjerojatnost dobivanja nagrade
A; za i = 1,..n te vrijedi Y., p; = 1. Nagrada se moze interpretirati i kao pravo na
sudjelovanje u sljedecoj lutriji.

Uvedimo jos oznake, ApB znaci da igra¢ preferira A u odnosu na B, zatim AeB znaci da

je igrac¢ indiferentan izmedu A i B te AqB znaci da igrac slabo preferira alternativu A
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nad alternativom B, odnosno igrac ili preferira A u odnosu na B ili je indiferentan izmedu
A i B. Definicije se mogu pronaéi u [6].

Navedimo sada aksiome.

Aksiom 4.1 (I.a. Usporedivost). Svake dvije alternative su usporedive relacijom q, tj.

za svake dvije alternative A; 1 A; vrijedi A;qA; ili AjqA; ili oboje.

Aksiom 4.2 (Lb. Tranzitivnost). Relacija q je tranzitivna, tj. ako vrijedi A;qA; i AjqAy

onda je A;qAy, za svake tri alternative A;, A;, Ay iz skupa svih alternativa.

Zajedno ova dva aksioma ¢ine relaciju potpunog uredaja skupa alternativa Ay, ..., A,

Sto znaci da su svake dvije alternative usporedive relacijom q.

Aksiom 4.3 (ILa. Neprekidnost). Ako je A;pA;pA; tada postoji postoji nenegativan
realan broj r;, 0 < r; < 1, takav da je igrac indiferentan izmedu nagrade A; i lutrije L

u kojoj je vjerojatnost dobivanja nagrade A; jednaka r;, a vjerojatnost dobivanja nagrade
Ak je 1— Tj, tj AJGL = (T’J,A“ (1 = T‘j),Ak).

Akojer,0 <r <rj, vierojatnost dobivanja nagrade A;, tada vise preferiramo nagradu

Aj od lutrije, i obrnuto, ako je r; <7 <1 tada viSe preferiramo lutriju nego A;.

Aksiom 4.4 (IL.b. Supstitucija). U svakoj lutriji s poretkom vrijednosti nagrada defi-
niranth s A;pA;pAy, lutrija (r;, Ai; (1 —1;), Ax) je zamjenjiva nagradom A; s potpunom

indiferentnosti.

Aksiom 4.5 (III. Monotonost). Vrijedi (r, A;; (1 —7), Ag) q (rj, Ai; (1 —1;), Ag) ako i

samo ako jer > r;.

Dakle, izmedu lutrija s istim nagradama preferiramo onu koja ima veéu vjerojatnost

dobivanja zeljene nagrade.

Aksiom 4.6 (IV. Nezavisnost). Medu skupovima nagrada Ay, As, ..., A, i@ By, Ba, ..., By,
takvih da je A;qB;, Vi, tada jednaka sansa za dobivanje Ay ili Ay, itd. je slabo preferirana

nad jednakom Sansom za dobiwvanjem Bi ili By, itd.

Prethodni aksiom je kljucan za maksimizaciju ocekivane korisnosti.
Pomoéu ova cetiri aksioma bilo koji donositelj odluke moze rijesiti bilo koji problem

odlucivanja, bez obzira na njegovu slozenost.

4.2 Funkcija korisnosti

Koriste¢i Aksiom I (aksiome 4.1 i 4.2), svakoj lutriji L mozemo dodijeliti broj u(L) u
skladu s preferencijama lutrija, tj. w(L;) > u(L;) ako i samo ako je L; q Lj. Racionalno

ponasanje u donosenju odluka, odnosno u igri je sada jasno definirano. U nastavku
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pretpostavljamo da je nas igra¢ racionalan to znaci da ako on preferira alternativu A nad
alternativom B i B nad C, tada zbog tranzitivnosti preferira A nad C, tj. ne pokazuje
subjektivne preferencije prema nekoj alternativi. Kada racionalni igra¢ donosi odluke,
odnosno igra pod rizikom, igra tako da maksimizira o¢ekivanu vrijednost svoje korisnosti.

Najreprezentativniji primjer funkcije korisnosti je dan sljede¢om slikom.

u (Uility)

i
|
|
s |
’ I 1
I
|
|
L

W:‘\';r'. W, W, W, W, w W (Wealth)
Prasent Wealth

Slika 1: Korisnost kao funkcija bogatstva (izvor: [4]-str. 46)

Opéenito, funkcija korisnosti je konkavna za odlucitelja koji je nesklon riziku, a ko-
nveksna za onoga koji je sklon riziku ([6]-Propozicija 5.17). Uoc¢avamo da je na prethodnoj
slici funkcija konkavna za mala pove¢anja bogatstva i konveksna za velika poveéanja. S
druge strane, za smanjivanje bogatstva je prvo konveskna, a zatim konkavna. U oba
slucaja je tocka refleksije trenutna vrijednost bogatstva. Opéenito, u(WW') brze opada sa
smanjivanjem bogatstva, nego Sto raste s pove¢anjem.

Sa slike 1 mozemo odrediti ho¢emo li prihvatiti imovinu W, ili vise preferiramo dobiti
iznos W5 uz rizik da ¢emo izgubiti iznos Wj. Dok pravac kroz tocke (Wh, u(Ws)) i
(W1, u(Wy)) prolazi iznad tocke (W,,u(W,)), ocekivana korisnost igre je stoga veca od
korisnosti u(W,), stoga preferiramo lutriju. Slicno, ako mozemo birati izmedu W, i do-
bivanja W, ili pada na W, nacrtamo pravac kroz tocke (W, u(W5,)) i (Wy,u(W;)) koji
sada prolazi ispod tocke (W,,u(W.)). Stoga preferiramo W, jer je vrijednost funkcije
korisnosti ve¢a od ocekivane korisnosti. Ovakva funkcija korisnosti implicira da kako se
sadasnje bogatstvo smanjuje postoji tendencija preferiranja igara u kojima su velike Sanse

za mali gubitak naspram one u kojoj su male Sanse za veliki dobitak.

4.2.1 Objektivna funkcija korisnosti

Iz prethodnih razmatranja vidimo da je funkcija korisnosti uvelike utjece na odabir alter-
native i da je ona subjektivne prirode te ovisi o igrac¢u i sadasnjem bogatstvu. Za razvoj
jednostavnije teorije igrara na sre¢u uvodimo objektivnu funkciju korisnosti koju vidimo

na slijedecoj slici.
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u (Utility)

w (Wealth)

Slika 2: Objektivna funkcija korisnosti (izvor: [4]-str. 47)

Objektivan model pretpostavlja da je funkcija korisnosti proporcionalna s bogatstvom
i odluke su neovisne o nevjerojatnosnim razmatranjima.
Za razliku od ranije navedene funkcije korisnosti, objektivna funkcija je primjenjiva za
igranje velikog broja partija igre.
U okviru definicije ovoga modela, igracu je na raspolaganju nekoliko opcija tako on moze
igrati beskonacno dugo, igrati odredeni broj partija ili igrati dok ne osvoji/izgubi odredeni
iznos. Opcenito, cilj igraca nije samo povecati svoje bogatstvo, nego on zeli maksimizirati
nagradu po partiji, ovisno o vjerojatnosti gubitka odredenog iznosa ili zeli posti¢i odredeni
iznos bogatstva. Njegovi ciljevi odreduju iznos koji treba riskirati i koliki stupanj rizika

prihvatiti, a to moze vidjeti iz objektivnog modela funkcije korisnosti.

4.3 Teorija perspektiva

Teorija perspektiva opisuje nacine na koje pojedini igraci procjenjuju dobitke i gubitke,
sto je suprotno racionalnom ponasanju u kojem se odluke donose u uvjetima neizvjesnosti.
Tako neki ovu teoriju nazivaju ”iracionalnim” ponasanjem.

Za razliku od teorije ocekivane funkcije korisnosti prema kojoj donositelji odluke biraju
alternativu koja ima maksimalnu korisnost, prema ovoj teoriji ne moraju birati takvu
alternativu jer im je mozda neSto vaznije od korisnosti pri donosenju odluka. Recimo,
donose odluke na temelju percipiranih dobitaka.

U teoriji perspektiva su izbori poredani prema odredenoj heuristici, tako da se vrijednosti
dodjeljuju subjekivno dobicima i gubitcima, a ne kona¢noj imovini. Funkcija vrijednosti

se definira odstupanjem od referentnih tocaka, a mozemo ju vidjeti na sljedecoj slici.

11



b value

isk seek /
Risk seeking Risk
-t AVEersion
Current
bankroll
Losses Gains
Risk
aversion ——= /
: Risk seeking

y

Slika 3: Funkcija vrijednosti u teoriji perspektiva (izvor: [4]-str. 49)

Mozemo vidjeti da je funkcija vrijednosti za dobitke konkavna, tada kazemo da postoji
nesklonost riziku ("risk aversion”). Funkcija je konveksna za gubitke, u tom slucaju
postoji sklonost riziku ("risk seeking”). Takoder, funkcija je strmija za gubitke nego za
dobiti, a to nazivamo averzija prema gubitku ("loss aversion”). Averzija prema gubitku
znaci da nastojimo izbje¢i gubitak prije svega, osim ako je vrlo atraktivan za pobjedu.
Tako postupamo jer nas rizicna opcija ponasanja moze dovesti do veé¢ih troskova nego

koristi. Detaljnije o ovoj teoriji u [4]-str.49.

4.4 Kriteriji za donosenje odluka

Kako igre na sre¢u uklju¢uju donosenje odluka uz rizik potrebno je odrediti kako najbolje
donijeti odluku. Postoje razliciti kriteriji pa spomenimo neke.

Za pocetak promotrimo Bayesov kriterij. Ovaj kriterij sugerira da minimiziramo pro-
sjecan rizik s obzirom na postupak odlucivanja A. Mozemo minimizirati prosjecan rizik i
s obzirom na neku a prior: distribuciju na temelju prethodnog iskustva. Takva metoda se
naziva restringirana Bayesova metoda, a primjenjiva je u procesima odlucivanja u kojima
maksimalni rizik nije veéi od minimalnog za odredeni iznos. Ova metoda nije prikladna
za primjenu u igrama na sre¢u zbog subjektivne dodjele vjerojatnosti, koju zelimo izje-
gavati.

Jedan od kriterija je Waldov kriterij maksimalnog povrata ulaganja. Smatra se pesi-
misticnim kriterijem jer maksimizira siguran dobitak. Definiramo razinu sigurnosti s;
alternative A; kao najgori mogudi ishod u slucaju te alternative, tj. s; = ; :n;unn a;j, gdje
je a;; element na poziciji (4, j) matrice isplate definirane u poglavlju 3.1. Tada s; predstav-
lja siguran dobitak za alternativu A;. Alternativu Ay biramo tako da je sx = i :n{laxm S;.
Slijedeci kriterij je Savageova minimizacija gubitka. Ova metoda je namijenjena igracu
koji zeli minimizirati razliku izmedu nagrade (dobitak ili gubitak) koju osvoji zadanom

strategijom i nagrade koju bi mogao dobiti ako su protivnikove namjere poznate una-
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prijed. Definiramo gubitak po stupcima tako da se iz matrice isplate svaki a;; zamijeni
razlikom maksimuma stupca i a;;j, odnosno s max(a;;) — a;;. Najveéi gubitak u alterna-
tivi 4; je p; = max(max(a;j) — a;j), a kako najv;éi oc¢ekivani gubitak zelimo minimizirati
biramo alternatiifu A;z takvu da je pr = min p;.

Nadalje imamo Hurwitzov optimistiéno—pe;imz’stiéki indeks u kojemu se uvodi tzv. razina
optimizma O; = ]gaxn a;; te neka je O = i :nllaxm O;. Ovaj kriterij pokusava pronaci
sredinu izmedu ekstrema koje postavljaju optimisticni i pesimisti¢ni kriteriji uvodenjem
parametra o, 0 < a < 1, koji se naziva koeficijent optimizma. Alternativu Ay biramo
tako da trazimo iinL??fm{&Si + (1 — )0;} = asg + (1 — a)O. Uocimo da je za a = 1
pesimisticéni kriterij, dok je za o = 0 optimisti¢ni.

Zelimo li objektivno donogenje odluka tada trebamo koristiti minimax princip. Kako
objektivni model korisnosti nalaze da je najbolja objektivna definicija najbolje strategije,
koristeé¢i minimax princip mozemo postiéi najveéu objektivnost. Zelimo minimizirati pos-
tupak odlucivanja A s obzirom na maksimalni rizik sgp Sy, & mAin max F(©). Glavni
nedostatak minimax kriterija je sto je konzervativan. Zbog nedostatka prihvatljivijeg kri-
terija koristimo minimax princip i smatramo ga temeljnim u teoriji igara.

Detaljnije o kriterijima odluc¢ivanja moze se pronaéi u [4],str. 49-51 i [6], poglavlje 3.2.

5 Osnovni teoremi teorije igara na srecu

U ovom poglavlju navodimo osnovne teoreme i pripadne korolare teorije igara na srecu,
vidi [4]-The basic theorems. Teoremi su primjenjivi u slu¢aju stacionarnih vremenskih ni-
zova i igara s nultim zbrojem. Ukoliko nije druk¢ije naglaseno, svaki teorem pretpostavlja

da niz igara ¢ini uzastopne nezavisne dogadaje.

5.1 Sistemi kladenja

Teorem 5.1. Ako igrac riskira konacan kapital u velikom broju partija igare u kojima je
vjerojatnost pobjede, poraza te nerijesene partije konstanta, tada svi sistems kladenja vode

u konacnict do istog matematickog ocekivanja dobitka po jedinici uloZenog iznosa.

Sistem kladenja je varijacija velicine uloga kao funkcije dobitka prethodnih igara. U
i—toj partiji igre, igra¢ ulaze f3; jedinica, on moze osvojiti kf; s vjerojatnosti p (gdje je
k kvota za isplatu), moze izgubiti f3; s vjerojatnosti g te partija moze biti nerijeSena s
vjerojatnosti 1 — p — q.

Opcenito, sistemi se mogu podijeliti na aditivne, multiplikativne te sisteme za linearno
kladenje. Svaki se sistem temelji na ulaganju novca odreden prethodnim partijama cime

se ignorira pretpostavka nezavisnosti partija igre.
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5.1.1 Martingalna strategija

Najpoznatiji sistem kladenja je martingalna strategija ili udvostrucenje. U vjerojatnosti,
martingal je familija slucajnih varijabli takva da je u svakom promatranom trenutku
ocekivana sljedeca vrijednost jednaka trenutnoj vrijednosti pri ¢emu su nam poznate sve
prethodne vrijednosti procesa, ukljucujuéi i sadasnju. Formalno, kazemo da je slucajni
proces X = (X,,n € Ny) na filtriranom vjerojatnosnom prostoru (€2, F, P,F) martingal

u diskretnom vremenu ako zadovoljava sljedece zahtjeve: (vidi [11] i [10])
(i) E[|X,]] < oo, za sve n € Ny,
(ii) X je F—adaptiran sluc¢ajni proces,
(i) E[Xpt1|Fn] = Xn, za sve n € Np.

Prema ovoj strategiji svaki je ulog odreden samo prethodnim ulogom. U slucaju gubitka
u (i — 1)—voj partiji, 8; = 26;_1, dok u slucaju pobjede 8; = B;. Radi se o tome da se
duplicira ulog nakon izgubljene partije, u slu¢aju pobjede ulog se vrac¢a na pocetni i igrac¢
je na dobitku za jednu jedinicu. Nedostatak ovog sistema je nagli rast uloga u slucaju

niza velikog broja promasaja.

Primjer 5.1. Pretpostavimo da igrac¢ ima veliko bogatstvo, da je igra postena i da on
1gra prema martingalnoj strategiji. Neka mu je pocetni ulog jedna jedinica, ako izqubi, u
wducu partiju ulaZe dvije jedinice. Ako izqubi w prvih n partija, u iducu ulaZe 2™. Igrac
ce prestati s igrom nakon sto pobijedi u jednoj partiji, pretpostavimo da je to u partiji T

Profit koji tada ostvaruje iznosi
o' —(1+2+4+..+21),

Nadalje, ako s X,, oznacimo iznos koji igra¢ posjednuje nakon n—te partije igre, tada je
Xo=01X,<1424..42"1=2"_—1. Ako je igra¢ prestao s igrom u trenutku n + 1

tada je X, 11 = X,,, a inace

X, —2" s wvjerojatnosti
Xn+1 =

N= N[

X, +2" s vjerojatnosti

Kako Xpq1 ovisi samo o X, vrijedi E[Xpi1|Fn] = Xn, gdje je F = o(Xq,..., Xp) i

F = {F, : n > 0} filtracija. Dakle, slucajni proces X = (X,,n € Ny) je martingal s

obzirom na danu filtraciju.

Pretpostavimo sada da slucajna varijabla T' broji partije igre prije pobjede, ona ima ge-
1 1 1

ometrijsku distribuciju s parametrom 3, tj. P(T =n) = (3)"'(3) = (3)", n>1. U
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trenutku T igra¢ osvaja 2T jedinica, a do tog trenutka je ukupno uloZio(izqubio)

T-1

ZQk—l . 2T—1 1.

k=1
Prema tome, na dobitku je samo jednu jedinicu. Ocekivani ukupni ulog do dobitka iznosi

o 001

ER™ —1]=ER" 1 -1=) 2"'P(T=n)—1=)_ 51

n=1 n=1

gdje prva suma divergira. Quim primjerom vidimo da ova strategija ima smisla samo
ako je igrac beskonacno bogat, sto, naravno, nije realna situacija pa u stvarnosti igrac ne
ostvarugje profit igrajuci ovom strategijom.

Buduéi da martingali iskljucuju ostvarivanje profita na temelju informacija o povijesti
igre, najbolje su primjenjivi u postenim igrama (p = ¢ = %) No, i u takvim igrama
postoji problem kao $to je navedeno u [4](str. 53), dakle, s kapitalom 1000 puta veéim
od pojedina¢nog uloga, igra¢ nakon 1000 odigranih partija ima vjerojatnost dobitka samo
0.6. U pravoj casino igri s p < g ta vjerojatnost je jos manja te model smislen za takvu
igru je supermartingal. U igri koja ide u prilog igra¢u smisleni model je submartingal.

Definicija supermartingala i submartingala se moze pronaéi u [10].

5.1.2 Laboucheére sistem

Sistem ”Labouchere” ili ”precrtavanje” je poznati primjer aditivnog sistema kladenja.
Aditivne sisteme karakterizira funkcija koja povec¢ava ulog za neki specifican iznos. U
sistemu precrtavanja imamo niz brojeva a, as, ..., a,, a ulog je zbroj a; i a,. U slucaju
pobjede brojevi a; i a, se izbacuju iz niza i zbroj as i a,_1 je novi ulog, dok u slucaju
gubitka a; + a, formira novi ¢lan niza a,.; i zbroj a; i a,41 je novi ulog. Cilj ovog
sistema je da se prekrize (izbace) svi brojevi iz niza, nakon ¢ega se pocinje s novim nizom.
Uobicajena implementacija ovog niza pocinje s 1,2, 3 sto je ekvivaletno slucajnoj Setnji s
apsorbiraju¢im granicama 46 i —C, gdje je C igracev kapital. Pogledajmo na primjeru

zasto su +6 i —C' apsorbirajuca stanja.

Primjer 5.2. (a) Pretpostavimo da imamo sljedecu situaciju:
Niz | Ulog | Ishod partije | Dobit

1,2,3| 4 pobjeda +4
2 2 pobjeda +6
Kraj Ukupni kapital +6

Radi se o uwobicajenoj implementaciji niza 1 situaciji u kojoj igrac pobijedi u dvije
partije. Na ovaj nacin se precrtaju svi elementi niza te igra prestaje u trenutku kada

igracev kapital iznosi 6 jedinica. Dakle, +6 je jedno apsorbirajuce stanje.

15



(b) Pretpostavimo sada da je igracev pocetni kapital 9 jedinica i da imamo sljedecu si-

tuaciju:
Niz Ulog | Ishod partije | Dobit
1,2.8 4 Poraz —4
1,2,3,4 5 Poraz —9
Kraj Ukupan kapital 0

Igra je zavrsila jer je igrac izqubio cijeli kapital. Dakle, —9 je apsorbirajuce sta-

nje.

Nedostatak ovog sistema je porast visine uloga u slucaju niza gubitaka. Medutim,
buduéi da igra¢ sam odreduje velicinu niza i koji brojevi ¢e biti u nizu, on moze utjecati
na rizik. Ako zeli smanji rizik, na pocetak niza treba upisati nekoliko jedinica i time se u
slucaju poraza ulozi nece znatno povecavati. Ovaj sistem je primjenjiv za rulet, blackjack

ili baccarat.

5.1.3 d’Alembertov sistem

"d’Alembertov” sistem ili jednostavna progresija je poznati primjer linearnih sistema, a
definiran je kao
61' = Bi—l - = K7

+K je u slucaju kada (¢ — 1)—va igra rezultira porazom, u suprotnom je —K. Ako je
(i —1)—va partija nerijeSena, igra¢ treba ostati pri istom ulogu. Za razliku od martingalne
strategije, ulog se ne udvostrucuje nego se povecava i smanjuje u jednakom omjeru. Igrac
sam bira iznos K za koji se ulog mijenja. Pozitivno kod ovog sistema je Sto igra¢ moze
ostavariti profit i u slucaju da ima vise poraza nego pobjeda. U situaciji kada je broj

gubitaka vedi ili jednak broju pobjeda, neto dobit mozemo racunati po formuli

(L-W)+1

Neto dobit =W — (L—W) - 3 :

gdje W oznacava broj pobjeda, a L broj poraza. Tako, na primjer, u slucaju 50 pobjeda
i 59 poraza igrac¢ ostvaruje profit od 5K jedinica.
Nedostatak ovog sistema je Sto igra¢ u slucaju loSeg niza moze ostavriti veliki gubitak,

pogledajmo primjer.

Primjer 5.3. Pretpostavimo da igrac igra postenu igru d’Alembertovom strategijom u ko-

joj je izabrao K =5 i da imamo sljedecu situaciju:
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Broj partije | Ulog | Ishod partije | Dobit
1 5 poraz —5
2. 10 poraz —15
3. 15 poraz —30
4. 20 poraz —50

U samo cetire partije igre igrac je izgubio 10K svog kapitala, sto mozZemo dobiti i po

prethodnoj formuli.

Postoje i drugi sistemi kladenja kao Sto su obrnuti martingali ili Paroli, obrnuti Labo-

uchere sistem, obrnuti d’Alembert sistem i drugi (vise u [4]-str. 55).

5.2 Teoremi o podnizu igara i matematickom ocekivanju dobitka

U nekim sistemima se ulaze samo na pojedinim elementima niza igre, na primjer, u parnom

broju partija. To mozemo opravdati sljede¢im teoremom i pripadnim korolarom.

Teorem 5.2. Nema prednosti u procesu kladenja samo na neki podniz niza nezavisnih

partija igre koji tvore cijeli niz igre.

Neki igraci smatraju da postoji veta Sansa za pobjedu ako igru prekidaju nakon
odredenog broja partija. Kako je ishod i—te partije nezavisan od ishoda (i — 1) — ve par-
tije, prethodni teorem kaze da je potpuno svejedno hoce li igrac igrati vise igara s manjim
brojem partija ili jednu igru s vise partija. Ako ishode (i —1)—ve i i—te partije ozna¢imo
kao (X;_1,X;), tada zbog nezavisnosti vrijedi da je P(X;_1,X;) = P(X;—1)P(X;), sto
mozemo i poopéiti (vidi [11]-Nezavisnost sluc¢ajnih varijabli). Dakle, vjerojatnost realiza-
cije odredenog ishoda partije igre ¢e biti jednaka kladio se igra¢ samo na podniz igre ili

na cijeli niz igre.

Korolar 5.1. Kockar nema nikakvu prednost u smislu matematickog ocekivanja ako igru

prekida nakon svake partije.
Tvrdnja slijedi iz svojstva linearnosti matematickog ocekivanja. Pogledajmo primjer.

Primjer 5.4. Pretpostavimo da igrac baca nepravilno izraden novcic kod kojega se re-
lizacija pisma dogada se s vjerojatnoscu 0.7. Ako padne pismo osvaja jednu jedinicu, u
suprotnom gubi jednu jedinicu. Odigrat ce tri nezavisne partije. Ocekivange dobiti nakon
odigrane igre iznosi E[Xy] = 1-3-0.7+ (=1)-3-0.3 = 1.2, dok je ocekivanje dobiti
nakon svake odigrane partije E[X;] = 0.7—0.3 = 0.4. Ako igru prekidamo nakon svake od
partija ukupna ocekivana dobit iznosi 3 - 0.4 = 1.2. Dakle, matematicko ocekivanje dobiti

se nije promijenilo kada je igrac prekidao i1gru nakon svake partije.
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Kako nema promjene u matematickom ocekivanju igre, nastavljamo s odredivanjem
ocekivanja i varijance serije igara. Po definiciji svake igre postoje vjerojatnost p da ce
se igracev kapital povecati za « jedinica, vjerojatnost ¢ da ¢e se smanjiti za 3 jedinica
(o = kB) 1 vjerojatnost r = 1 — p — g da nema promjene u kapitalu. Tada je ulog u svakoj

igri B jedinica.

Teorem 5.3. Za n partija neke igre, matematicko ocekivanje dobitka iznosi n(ap — Bq),

a varijanca n [o*p + $%q — (ap — Bq)?

Ovaj izraz za ocekivanje vodi do definicije postene igre. Ocito je da F [X,] = 0 uvjet

da nema prednosti medu igracima. U opéem slucaju postena igra znaci da je

ap = f3q.

Igre u kojima je F [X,] > 0 ili ap > [q nazivamo pozitivne igre, i obrnuto, igre u kojima
je E[X,] <0ili ap < fq nazivamo negativne igre.

Usporedujuéi oc¢ekivanja i varijance opcenitih igara uo¢avamo da kako ocekivanje odstupa
od 0, varijanca se smanjuje i priblizava se 0 kako se p ili ¢ priblizava 1. Obrnuto, varijanca
je maksimalna za postenu igru. Varijanca igre pomaze igracu u odluci hoce li nastaviti
igru i kako ¢e igrati. Ako neka igra ima malu varijancu, vjerojatnije je da ¢e ishodi biti
blizi o¢ekivanju stoga je cilj smanjiti varijancu. Zbog velike varijance nastupaju dogadaji
koji su izvan ocekivanja igraca. Mozemo reci da je varijanca zapravo rizik u igri jer veca

varijanca smanjuje predvidljivost ishoda igre.

5.3 Teoremi o vjerojatnosti propasti i trajanju igre

Prethodna razmatranja vode do sljedeca dva teorema, od kojih je prvi poznat je kao

"kockarov kraj”.

Teorem 5.4. U igri, u kojoj igrac ulaze B jedinica u svakoj partiji kako bi dobio o jedinica
s vjerojatnosti p po partiji, moze izqubiti B jedinica s vjerojatnosti q ili moze biti bez
promjene kapitala s vjerojatnosti r = 1 — p — q, koju je igrac zapoceo s kapitalom z i
nastavio igrati dok se kapital ili poveéa na o > z + [ ili smanji za manje od 5 (tocka

propasti), vierojatnost propasti P, ogranicena je s

z/\a—z—(a—l) -1
Na—(a—1) _ 1

A7 -1

A a—(B-1) — 1’

<P <Ay

(=N +g=0.

gdje je X rjesenje eksponencijalne jednadzbe p***

Pocetni kapital protivnika iznosi a — z, stoga je a ukupni kapital u igri.
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Ako imamo postenu igru, E[X,] = 0, mozemo granice od P, zapisati kao

a—z—(a—1) a—z
a—la-1) B.Tpo

Uz daljnje pojednostavljenje a = 3 = 1, kao $to je u vedini igara na srecu, vjerojatnost

propasti svodi se na:
p _ (a/p)* —(a/p)’

(g/p)* -1

Ako sa P, oznac¢imo vjerojatnost pove¢anja igracevog kapitala sa z na a, tada ona iznosi

, 20 pF#q.

Za postenu igru, p = ¢ = 1/2, lako je pokazati da vrijedi:

a—z

a

Uoc¢imo da je P, + P, = 1 pa igra zavrsava s vjerojatnosti 1. Pogledajmo i vjerojatnost
igraceve propasti ako igra protiv beskonacno bogatog protivnika. Pustimo li @ u oo u
izrazu za P,, vidimo da ako je ¢ < p, tada izraz tezi ka (q¢/p)*, a ukoliko je g > p, izraz
tezi ka 1. Na ovaj na¢in smo izracunali vjerojatnosti iz dijela 3.2.

Nadalje, uo¢imo da izraz P, vrijedi i ako uvedemo treci ishod, a to je da igra bude ne-
rijeSena s vjerojatnosti r. Naime, kako je p + g = 1 — r vjerojatnost da partija zavrsi
pobjedom ili porazom, mozemo uvesti oznake p’ = ]%q g = ﬁ te na taj nacin ig-
noriramo partije koje zavrsavaju nerijeSeno. Naime, uvrstimo li p’ i ¢’ u formulu za P,,

dobivamo isti izraz.

Pogledajmo koliko iznosi oc¢ekivano trajanje igre.

Korolar 5.2. Ocekivano trajanje igre D, je ocekivano vrijeme do apsorbcije slucajne
setnje koja krece iz stanja z. Posebno,
z q (A—q/py

D, = — . . B P
q—p q—p (1-gq/p)*

Ocekivano vrijeme do apsorbicije slucajne setnje koja starta iz stanja ¢ € Ny je ¢g; =
E[T| Xy = 1], gdje je T vrijeme do apsorbcije. Detaljnije se moze pronadi u [10]-poglavlje
2.7.

Za p = q izraz D, iz prethodnog korolara postaje neodreden i u tom slucaju razlomak ﬁ
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zamijenimo sa z? §to nam daje

Izvod formula se moze pronadi u [2].

[lustrativno, ako imamo dva igraca s kapitalom od 100 NJ i svaki ulaze 1 NJ za svako
bacanje pravilnog novéic¢a, tada mozemo ocekivati trajanje od 10000 bacanja prije nego
dode do propasti jednog od igraca.

Ako imamo i treéi ishod igre, tj. igra moze biti nerijeSena s vjerojatnosti r, tada se

ocekivano trajanje igre povecava na
D,

1—7

Primjer 5.5. Pretpostavimo da igrac¢ igra igru u kojoj moze osvojiti 5 jedinica, pocetni
kapital je 2 jedinice te ulaZe po 1 jedinicu koju ili gubi ili osvaja 1 uz povrat svog uloga.
Neka su vjerojatnosti p = 0.45, ¢ = 0.40 7 r = 0.15. Tada ce igrac¢ ocekivano odigrati 43
partije prije kraja igre. Ocekivano ce odigrati 37 partija u kojima ishod nije nerijesen.

Pod istim pretpostavkama neka su p = 0.55, ¢ = 0.45 v r = 0, tada ée igrac¢ ocekivano

odigratt 18 partija prije kraja igre.
U povoljnoj igri protiv beskonacno bogatog protivnika, igra traje beskonacno dugo.

Teorem 5.5. Igrac s pocetnim kapitalom z, kojem je cilj poveéati kapital za iznos a — z,
ima ocekivani dobitak kao funkciju njegove vjerojatnosti propasti (ili uspjeha). Stovige,
vjerojatnost propasti je funkcija sistema za kladenje. Za igre u kojima je p < q, postene
ili nepovoljne igre, optimalna strategija je maksimalna smgelost ("mazimum boldness”),
dok je za povoljne igre (p > q) optimalna strategija je minimalna smjelost ("minimal

boldness”) ili "promisljenost”.

Prema strategiji maksimalne smjelosti igrac¢ treba uloziti sto je moguce veci iznos s
obzirom na njegov cilj i trenutni kapital. Primjenjuje se kada su p i ¢ priblizno jednaki.
Cilj ove strategije je udvostruciti kapital u jednom ulogu sto je mogucée ako ulozimo cijeli
kapital i pobijedimo. Igrati ovom strategijom ima smisla samo u negativnim igrama, dok
u pozitivnim igrama treba igrati startegijom minimalne smjelosti. Prema toj startegiji
igra¢ treba uloziti najmanji mogudi iznos koji je dopusten pravilima igre.

Pogledajmo to na primjeru.

Primjer 5.6. Koristeéi formulu za vjerojatnost igraceve propasti cemo izracunati je li
bolje ulagati 1 jedinicu ili 10 jedinica w igri koju zapocinjemo s kapitalom 10 i Zelimo
postici 100. Neka su p =0.49 1 ¢ = 0.51.

Vijerojatnost osvajanja 100 jedinica ako ulaZemo 1 jedinicu 1znosi

— (0.51/0.49)"° —1
7 (0.51/0.49)100 — 1

= 0.0092.
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Vijerojatnost osvajanja 100 jedinica ako ulazemo 10 jedinica je

— (0.51/0.49) — 1

= = 0.0829.
' (0.51/0.49)10 — 1

Zakljucujemo da imamo vecu sansu za osvajanje Zeljenog dobitka ako ulaZemo 10 jedinica.
Neka je sada p = 0.51, a ¢ = 0.49. Na analogan nacin dobijemo da vjerojatnost osvajanja
100 jedinica ukoliko ulazZemo 1 1znosi 0.3358, a kada ulaZemo 10 vjerojatnost se smangji
na 0.1189.

Dakle, kao sto i prethodni teorem kaze, u nepovoljnim igrama je bolje ulagati veci iznos,

a u povoljnim igrama manj.

5.3.1 Kellyjev sistem kladenja

Prethodnim razmatranjima dolazimo do ovog sistema kladenja koji se koristi u povoljnim
igrama. Kellyjev sistem kladenja dugoroéno dovodi do povecanja kapitala veceg od onog
u bilo kojem drugom sistemu. U tom sistemu se maksimizira eksponencijalna stopa rasta

igracevog kapitala G' definirana s:

1 n
G = lim —logx—,
n—oo M CCO

gdje je xg pocetni kapital, a x,, kapital nakon odigranih n partija igre.
Ako igrac¢ ulaze udio f od svog kapitala u svakoj partiji, tada x,, ima vrijednost

@y = (1+ f)*(L = f) "o,

gdje je w broj pobjeda, a | broj poraza u n partija. Eksponencijalna stopa rasta je tada

G = lim [ElogQ(l—i-f)%—n_w

n—oo - M

logy(1 — f)] = plogy(1 + f) + qlogy(1 — f).
Maksimizacijom G s obzirom na f dobija se
Gmae = (1 —7)log, 2+ plog, p+ qlogy g — (1 — 1) logy(1 —7)

koja se za r = 0 reducira na G = 1 4+ plog, p + qlog, q.

Formula po kojoj se odreduje koliki udio kapitala treba uloziti igru je

1-P,
kf p:

f:Pw_

gdje je P, vjerojatnost pobjede, k je kvota k : 1, a f trazeni udio. Na primjer, ako je
kvota 3 : 1, igra¢ ima kapital 30 jedinica i vjerojatnost pobjede je 0.7, tada igra¢ mora

uloziti 60% svog kapitala sto je 18 jedinica.
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Objasnimo sto predstavljaju kvote. To je omjer vjerojatnosti pobjede i vjerojatnosti po-
raza. Ako imamo igru bacanja novci¢a u kojoj se kladimo da ée pasti glava. Ako glava
padne s vjerojatnosti 2/3, imamo f;—g = %, tj. kvota je 2 : 1. U slucaju pobjede protivnik
nam mora isplatiti dvostruko od naseg uloga.

Kellyjev sistem nastoji odrediti optimalni iznos koji je potrebno uloziti tako da taj iznos
bude najveéi mogué¢ uz povecanje stope rasta kapitala. Originalno je sistem napravljen
za igre u kojima se partije stalno ponavljaju i vjerojatnost pobjede je jednaka u svakoj
od njih. Moze se dogoditi da prethodnom formulom dobijemo negativan f, u tom sluc¢aju
ne¢emo nista uloziti. Radi se o igrama s negativnim ocekivanjem.

Nedostak ovog sistema je $to moramo dobro znati (ili procijeniti) vjerojatnost pobjede
u partijama kako bi mogli izracunati velicinu uloga. Jos jedan nedostatak je sto kriterij
moze biti vrlo agresivan, odnosno moze predloziti udio kapitala koji je poprili¢no veliki,
sto vidimo u ranijem primjeru u kojem je f = 0.6.

Suprotno sistemima opisanih u kontekstu teorema 5.1, ovaj sistem ne ovisi o prethodnim
ulozima. Sistemi u kojima ulozi ovise samo o trenutnom kapitalu i sadasnjoj vjerojatnosti
uspjeha nazivaju se Markovljevi sistemi kladenja (niz vrijednosti igracevog kapitala tvore
Markovljev proces). Kazemo da proces ima Markovljevo svojstvo ako su uvjetno na poz-
natu sadasnjost, buduénost i proslost procesa medusobno nezavisne. Procese u diskretnom
vremenu s diskretnim skupom stanja koje imaju to svojstvo nazivamo Markovljeni lanci.

Sljedi formalna definicija.

Definicija 5.1. Neka je S diskretan skup stanja. Slucajni proces X = (X, : n € Ny) na

vjerojatnosnom prostoru (2, F, P) s vrijednostima u S je Markovljev lanac ako jednakost
P(Xn+1 — ]an = i;Xn—l — Z'n—la ~-->X0 — ZU) — P(Xn+1 = j’Xn — 'L)

vrijedi za svaki n € Ny i za sve i, j,ip—1,...,50 € S za koje su uvjetne vjerojatnosti dobro

definirane.

Dakle, jednakost iz prethodne definicije nazivamo Markovljevo svojstvo. Vise u [10]-
poglavlje 2-Markovljevi lanci u diskretnom vremenu.
Takoder, mozemo uociti da ovakvi sistemi kladenja, s malim udjelom kapitala u kojima
ulazemo f, ¢ine negativni sistem. Nedostatak ovog sistema, kao i svakog drugog u kojem
se ulog povecava nakon pobjede i smanjuje nakon poraza, je Sto bilo koji niz od n pobjeda

i n poraza dovodi do smanjenja imetka B na

) =B(1-—5)"

B(1+—)"(1- —

1
m m
pri ulogu 1/m svog kapitala u svakoj partiji igre. Detaljnije u [4]-str. 62.
Za povoljne igre koje traju beskonacno dugo i igraju se protiv beskona¢no bogatog pro-
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tivnika bolja strategija je optimizirati "povrat ulaganja”, odnosno neto dobit po jedinici
vremena podijeljena s ukupnom kapitalom potrebnim za postupak kladenja. U tim uvje-
tima povecali bismo pojedinacni ulog 3(t) kako se povecava nas kapital z(t) odrzavajuéi

povrat ulaganja R fiksnim po formuli

(p—q)B()
2(t)

No, za takve igre je realnije uspostaviti razinu znacajnosti u postizanju odredene dobiti

R:

u kapitalu, a zatim pogledati za koji iznos uloga se postize ta razina za odredene p > gq.

Teorem 5.6. U igri povoljnoj za igraca postoji ulog B definiran s

— E(@)a/zZQ
long a(log 02)2Q-""F; — 2Q.(log Q)2
1 za P,>05 1 a> z,

B~ log(p/q)~"

—lo
i Qz g(p/a)”
gdje je Q, = 1 — P,. Stoga, konstantno ulaganje B jedinica ili manje u svakoj partiji igre
daje pouzdanu razinu od P, ili vise u poveéanju igracevog kapitala s pocetne vrijednosti z

na konacnu vrijednost a.

Za povoljne igre je karakteristicno da za a > z optimalni ulozi postaju neovisni o cilju
a ([4]-str. 64).
Opcenito, u povoljnim igrama veli¢inu uloga povec¢avamo kako bismo smanjili broj partija
koje je potrebno odigrati za postizanje cilja.
Takoder mozemo odreditit vjerojatnost propasti i uspjeha za odredeni broj partija igre,

sto je iskazano u sljede¢em teoremu.

Teorem 5.7. U n—toj partiji igre, igrac s kapitalom z, koji ulaZe jedinicne uloge i igra

protiv protivika s kapitalom a — z, 1ma vjerojatnost propasti danu s

p_la/p)" = (a/p)* 2vPq CZ/P 2 & sin(mj/a) sin(wzj/a)[cos(mj/a)]"
o (a/p) - 1 —2/pq cos(mj/a) ’

M

Jj=1

gdje su p i q vjerojatnosti igraceve pobjede, odnosno poraza u jednoj partiji igre.

Ilustracija formule P, ,, se moze pronadi u [4] str. 64.
Primjetimo da kako se broj partija povecava, n — 0o, P, ,, se priblizava vjerojatnosti P,.
Pogledajmo situaciju u kojoj igrac¢ igra protiv beskonacno bogatog protivnika, ili protiv-
nika s dovoljno velikim kapitalom, takvim da u n partija u kojima igrac¢ ulaze 1, ne moze

do¢i do njegove propasti.
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Korolar 5.3. U n—toj partiji igre, igrac¢ s kapitalom z koji ulaZe jedinicne uloge i igra

protiv beskonacno bogatog protivnika, ima vjerojatnost propasti danu s

z(z+3)/(pq>2+ +z<z+k+1)---(z+2k—1)/(pq>k

P,,=q"|1+ zpq+ 51 o

n—=z

2

gdje je k = , odnosno k = ”‘Tz_l kad je |n — z| paran, odnosno neparan.

Slijedeca slika prikazuje vjerojatnost P, , iz prethodnog korolara za z = 10ip = g =
173

1.0

£
é 0.8 p=g=1/12 ==
ko]
Z 06 |
8 04
g L~
o 02
~z =
¥ 0
10 50 100 500 1000 5000 10,000

n (Number of Plays)

Slika 4: Vjerojatnost propasti u n partija postene igre protiv beskona¢no bogatog protiv-
nika (izvor: [4]-str. 65)

Uocavamo da s povecanjem broja partije n, vjerojatnost P, , se priblizava jedinici.
Dakle, kako n — oo vjerojatnost propasti igraca je sve veca.
Mozemo promatrati i ocekivani broj partija E(n), prije propasti igraca s kapitalom z:
z a[l — (¢/p)*]

B =9 " a—pi-wpd P ¢

Za posStene igre, p = ¢, gornji izraz postaje E(n), = z(a — z). Izvod formula se moze
pronadi u [9]-Tvrdnja 3.

U slucaju da igra¢ igra protiv beskonaéno bogatog protivnika, a — oo, slijedi da E(n), —
q—p°
vrijeme protiv beskonac¢nog bogatog protivnika je besmislen pojam. Za p = ¢ slijedi

z

Kada je p < ¢ vrijedi da je E(n), < it Dok u slucaju kada je p > g oc¢ekivano

da E(n), — oo, a to znac¢i da ako ¢e igrac igrati dok ne ostane bez kapitala, igrat ¢e
beskonac¢no dugo.

Ranije smo povoljnu igru definirali kao igru u kojoj je p > ¢, a moze se definirati i kao
igra koja sadrzi dio podigara od kojih je jedna ili vise povoljna. Takva cjelina se naziva
slozena igra. Odgovarajuca pravila zahtjevaju od igraca da ulaze najmanje jednu jedinicu
u svakoj podigri. Nadalje, igracu je poznata relativna frekvencija pojavljivanja svake
podigre, a on je odmah unaprijed obavijesten o pojedinostima podigre koja ¢e se uskoro
igrati. Blackjack je najcesc¢i primjer slozene igre.

Zbog varijacija uloga, igra¢ u slozenoj igri moze postici bilo koje pozitivnho matematicko

ocekivanje, njegovo je samo da ulozi dovoljno veliki ulog u povoljnoj igri kako bi prevladao
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negativna ocekivanja koja proizlaze iz jedini¢nih uloga u nepovoljnim igrama.

Medutim, takav nacin igre moze dovesti do velike vjerojatnosti propasti, stoga je potrebno
uvesti kriterij, tzv. kriterij prezivljavanja, koji nalaze minimiziranje vjerojatnosti propasti
dok se postize ukupno pozitivno ocekivanje dobitka. Sistem kladanja u skladu s ovim

kriterijem dan je u sljede¢em teoremu.

Teorem 5.8. U sloZenim igrama postoji kriticna vjerojatnost pobjede u jednoj partiji, p* >
0.5, takva da se optimalni ulog za svaku podigru, 5*(p), u okviru kriterija preZivljavanja

odreduje na nacin:

. i, ako je p < px
5 (p) :{ log[(1—p)/»]

Togl(1_p=)/p+] ako je p > px

Vjerojatnost p* iz prethodnog teorema predstavlja kriticnu razinu te ako imamo vje-
rojatnost pobjede ispod te razine preporuceno je uloziti 1 jedinicu, a ako je p iznad te
razine ulazemo po danoj formuli.
[ustrativni primjer u [4]-str.66, pokazuje koliko trebamo uloziti ako imamo px = 0.5113
za dvije razlicite vrijednosti p u podigrama. Za p = 0.45 treba uloziti 1, dok za p = 0.55

ulazemo 4.45 jedinica. Takvim ulaganjem postize se ukupno ocekivanje 0.082.

5.4 Optimalna strategija i informacije u igrama na srecu

Do sada smo pokazivali da niti jedan sistem kladenja temeljen na ranijim igrama ne moze
utjecati na ocekivani dobitak igre s nezavisnim partijama, nego je potrebno optimizirati
vjerojatnost uspjeha, broj igara i druge bitne ¢imbenike ovisno o ciljevima. Medutim,
objektivne korisnosti se usredotocuju iskljucivo na igracevo matematicko ocekivanje do-
bitka. Strategija i informacije su dva parametra koja se izravno odnose na matematicko
ocekivanje, a njihov odnos je posljedica fundamentalnog teorema teorije igara - von Ne-

umannov minimax teorem.

Teorem 5.9. Za svaku pravokutnu igru za dvije osobe koja ima matricu isplate [a;;], gdje
igrac¢ A ima m strategija Ay, ..., Apm koje se biraju s vierojatnostima py, ..., pm redom i igrac
B ima n strategija By, ..., B, koje se biraju s vjerojatnostima qi,...,q, redom (> p; =
> q; = 1), matematicko ocekivanje dobitka E[Sa(m), Sp(n)] jednog igraca za bilo koje
strategije Sa(m) @ Sp(n) definirano je s

m n

E[Sa(m), Sp(n)] = > > aipig;.

i=1 j=1

Nadalje, ako m x n igra ima vrijednost 7y, nuzan ¢ dovoljan wvjet da S% bude optimalna
strategitja za igraca A je

E[Sa(m), Sp(n)] =~
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za sve moguce strategije Sg(n). Sliéno, nuzan i dovoljan uvjet da S} bude optimalna
strategija za igraca B je

€[Sa(m), Sp(n)] <.

U dijelu 3.1.2 ovog rada smo nesto rekli o ocekivanju £[Sa(m), Sp(n)] te kako ga
mozemo izracunati.
Prethodni teorem kaze da svaka igra za dvije osobe s nultim zbrojem ima optimalnu
mijesanu strategiju. Takoder kaze da je maksimalna vrijednost minimalnog ocekivanog
dobitka jednog igraca jednaka minimalnoj vrijednosti maksimalnog ocekivanog gubitka
drugog igraca. Nadalje, omogucéava nam odrediti optimalne strategije ako nam je cilj
minimizirati nas maksimalni gubitak ili maksimizirati minimalni dobitak.
U daljnim razmatranjima je potrebno uvesti informacije u format igre s obzirom da
koli¢ina informacija dostupna svakom igrac¢u moze imati utjecaja na matematicko oc¢ekivanje.
Na primjer u sahu i dami su sve informacije dostupne. U bridzu je sastav svake ruke skri-
vena informacija koja ¢e se postupno otkrivati. U pokeru je skrivanje odredenih karata

svake ruke klju¢no za konacni ishod igre.

Primjer 5.7. ([4/-str. 68) Ako imamo matricu isplate za igru podudaranja dva novéic¢a
kao uw Primjeru 3.1, gdje svaki igrac bira pismo ili glavu s vjerojatnosti p = 1/2, mate-
maticko ocekivanje dobitka za oba igraca je tada 0. Sada pretpostavimo da igra¢ A ima
spyjuna koji ce mu tocno “dojaviti” sljedecu strategiju igraca B. Ako je $pijun nesavrsen
u svojim $pijunskim sposobnostima ili se nade greska u komunikacijskom kanalu, igra¢ A
ima samo vjerojatnosno znanje strategije igraca B. Konkretno, ako je p stupanj znanja,

mmamo matricu igre

B.(G) | Ba(P)
A (G, G) 1 -1
Ay(G,P) | 2p—1|2p—1
As(P,G) |1—=2p | 1—2p
Ay(P, P) -1 i

Tablica 3: Matrica isplate za igru podudaranja novcica sa Spijunom

gdge (i,7)—ti element predstavlja stategiju igraca A birajuéi i kada je obavjesten da je
izbor igraca B G (glava) i j kada je obavjesten da B bira P (pismo). Za p > 1/2 igra¢c A
preferira strategiju Ao te birajuci tu strategiju ocekivanja dobitka za A iznosi 2p — 1.
Uz savrsenog $pijuna, p = 1, ocekivanje je 1, a za p = 1/2 ocekivanje je 0. Dakle, ovismo

o stupnju znanja spijuna, matematicko ocekivanje dobitka igraca se mijenja.

Postoje igre na sre¢u u kojima je dopustena komunikacija partnera putem komunika-
cijskog kanala s ogranicenim kapacitetom. Jedan od ciljeva takvih igara je prenijeti sto je
vise moguce informacija tim komunikacijskim kanalom ([4]-Theorem 10, str.68). To sta-

nje prijenosa maksimalnih informacija je mogucée pod uvjetom minimalne redundancije i
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maksimalne entropije informacije. Kazemo da je entropija mjera neizvjesnosti u realizaciji
slucajne varijable. Maksimalna entropija informacija vrijedi kada iz skupa od n mogué¢ih
poruka svaku poruku biramo s vjerojatnosti 1/n, tj. postoji neizvjesnost jer su svi ishodi
jednako vjerojatni. Na primjer ako imamo dvije moguce realizacije slucajne varijable koje
se dogadaju s vjerojatnostima p i ¢, p # ¢, tada je entropija manja jer je jedan dogadaj
vjerojatniji od drugog. Mozemo reé¢i da se entropija odnosi na poruke koje primatelju
prenose nepredvidive informacije.
Suprotno tome, redundancija se odnosi na poruke koje primatelju prenose vrlo predvidive
informacije. Radi se o visku informacija u komunikaciji radi sigurnijeg prijenosa informa-
cija. Minimalna redundacija se takoder javlja kada su sve realizacije slucajne varijable
jednako vjerojatne. Zakljucujemo da se oba uvjeta za maksimalni prijenos informacija
javljaju kada imamo neizvjesnost u izboru poruka koje ¢emo poslati. lako se ne sastoje
sve igre od komunikacije, postoje neke igre u kojima je komunikacija najbitniji dio i poziva
se na prethodni teorem.

Moguce je navesti i vise teorema koji su korisni za teoriju igara na srecu, medutim,
ti teoremi nisu toliko primjenjivi u igri. Neki od njih se mogu pronaéi u [4]-Additional

Theorems.

6 Neke igre na srecu

U ovom poglavlju ¢emo navesti neke igre na srecu i vidjeti primjenu ranije navedene teorije

u njima.

6.1 Blackjack

6.1.1 Pravila igre i pretpostavke

Blackjack ili ajnc je kartaska igra na srec¢u koja se igra u kockarnicama diljem svijeta. Igra
se sa 4, 6 ili 8 spilova od 52 karte. Moze sudjelovati do 7 igraca koji ne igraju medusobno
jedan protiv drugoga, nego svaki igra protiv djelitelja ili "kuc¢e”. Na pocetku partije igraci
stavljaju pocetni ulog i nekon toga djelitelj svakome podijeli dvije karte, a jednu svoju
kartu okrene kako bi ju svi vidjeli. Cilj igre je posti¢i zbroj karata veéi od djeliteljevog,
a da igrac ne prijede 21. Decko, dama i kralj vrijede 10 bodova, a karte s brojevima
onoliko koliki je broj. As vrijedi ili 11 bodova i to ako je zbroj drugih karata manji ili
jednak 10, ili 1 bod ako je zbroj drugih karata 11 ili ve¢i. Medutim, ako igra¢ ima dva
asa, jedan od njih mora vrijediti 11 bodova, osim ako je zbroj bodova svih ostalih karata
vedi ili jednak 10. Ako igrac ima asa od 11 bodova, tada se kaze da mu je zbroj mekan
("soft”), a ako nema asa ili ima asa od jednog boda, tada mu je zbroj tvrd ("hard”). Ako
igrac¢ u prvom dijeljenju dobije karte sa zbrojem 21, kaze se da ima blackjack i automatski

pobjeduje, osim u sluc¢aju da i djelitelj ima 21, tada je nerijeseno. Ako igra¢ pobjedi osvaja
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dvostruko od pocetnog uloga. Postoje minimalni i maksimalni mogué¢i ulog, uobi¢ajeno
je za minimalni ulog uzeti $5, a za maksimalni $3000.

Postoji nekoliko opcija izmedu kojih igrac¢i mogu birati:
e Hit - dobiva jos jednu kartu,
e Stand - ne dobiva dodatne karte i njegova partija zavrsava,

e Double down - dobiva jos jednu kartu i njegova partija zavrSava pri tome mora

uloziti iznos jednak poc¢etnom,

e Split - razdvajanje dvije iste karte pri ¢emu mora uloziti iznos jednak pocetnom, a

svaku kartu zatim igra kao zaseban igrac,

e Barly surrender - partija zavrsava kao u standu, ali igra¢ moze odabrati ovu opciju
jedino odmah nakon $to dobije prve dvije karte. On tada ne usporeduje karte s

djeliteljevima nego dobiva natrag polovicu svog uloga,

e Late surrender - mogucénost odustajanja ako je djeliteljeva vidljiva karta as ili 10, a

nakon sto djelitelj provjeri ima li blackjack ili ne.

Sve opcije nisu prisutne u svim kockarnicama, vec¢ina ih dozvoljava samo hit i stand. Neke
kockarnice zahtijevaju od djelitelja da igracima ponude osiguranje ako je njihova vidljiva
karta as. Igrac moze uloziti do polovice pocetnog uloga kao osiguranje. Ako neki od
igraca prihvati osiguranje, djelitelj ¢e pogledati drugu kartu i reé¢i ima li blackjack ili ne.
Ako ima, igraCima s osiguranjem iznos osiguranja se vraca u omjeru 2 : 1. Ako nema,
kuc¢a pokupi uloge osiguranja i ne ispla¢uje ih, a igra se normalno nastavlja, a igraci s
blackjackom odmah dobivaju isplatu 3 : 2.
Pretpostavljamo da djelitelj uzima karte dok ne dode do 16. Ako ima soft 17 koristi
opciju stand. Ako ima od 18 do 21 staje i igraci usporeduju bodove s njim. Nadalje,
pretpostavimo da je igracima dopustena opcija double down nakon sto razdvoji dvije iste
karte (split), s time da mu je opcija split dopustena tri puta, a ako se radi o asevima onda
samo jednom. Pretpostavljamo da imamo opcije early surrender i late surrender.
Pretpostavka koja vodi do optimalnih strategija je da se radi o objektivnoj funkciji ko-
risnosti. Prema tom modelu vrijeme je beznacajno, a vjerojatnosti pobjede, p, i poraza,
q, se izracunavaju po svakoj igri posebno. Matematicko oc¢ekivanje dobitka iznosi p — q.
Vjerojatnost da partija bude nerijesena r se ignorira tako da r ravnomjerno podijelimo
izmedu p i q, tj.

/

yo +7“Z, _+r
p=p 5 9 =49 5

Na taj nac¢in je ocekivanje dobitka i dalje ostalo isto.
U slucaju jednog spila karata, broj moguc¢ih kombinacija prve dvije karte igraca je (522) =
416 _ 32

1326, a vjerojatnost da ¢e u prvom dijeljenju igrac dobiti blackjack iznosi {556 = 5 =
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0.04827, odnosno 4.827%. Broj svih moguéih kombinacija prve dvije karte igraca i djeli-
telja je (%) (%) = 1624350.

6.1.2 Optimalne strategije

Pogledajmo sada dvije streategije koje se koriste u ovoj igri. Cilj strategija je pobijediti
kockarnicu ili barem smanjiti njezinu prednost buduéi da kockarnica uvijek ima prednost

u odnosu na igraca.

6.1.2.1 Osnovna strategija

Za pocetak proucimo najjednostavniju strategiju, a to je osnovna strategija (basic stra-
tegy). Jos sredinom proslog stoljeca matematicari su se poceli baviti prouc¢avanjem blac-
kjacka kako bi dosli do matematickih pravila za pobjedu kockarnice ili barem za smanjenje
njezine prednosti. Znajudi igraceve karte i djeliteljevu prikazanu kartu, pomocu teorije
vjerojatnosti su dosli do jasnih smjernica igracu koji je potez najbolje odigrati. Za razvoj
ove strategije je pomogla i ¢injenica da djelitelj mora slijediti ranije navedena pravila,
uz to, nema moguénost opcije split i double down, i za blackjack ne dobiva isplatu 3 : 2.
Buduéi da samo iz vjerojatnosti dobivanja neke karte nije uvijek jasno sto je najpovoljnije
za igraca, pogotovo u slucaju kada uzimanjem jos jedne karte ima veliku vjerojatnost da
mu zbroj prijede 21, a istovremeno, ako se zaustavi, djelitelj ima veliku Sansu za pobjedom.
Stoga su primjenom racunala izvrSene mnogobrojne simulacije igre iz koji je proizasla ta-
blica s osnovnom strategijom. Ova strategija se pokazala optimalnom, a pomaze igracu
zaraditi viSe novaca, na primjer, kaze kada je pravo vrijeme za double down opciju, te
izgubiti manje novaca. Na primjer, pretpostavimo da igracev zbroj karata iznosi 16, a
vidljiva karta je as. Po logici bi igra¢ u tom trenutku birao opciju stand, no, medutim,
ova strategija sugerira opciju hit. Na taj nacin ¢e igra¢ izgubiti manje novaca.

Pogledajmo dobivenu tablicu za jedan $pil karata.
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Igraceve Djeliteljeva vidljiva karta
karte 2 | 3 ] 4 ] 5 ] 6 | 7 ] 8 ] 9 | D | A
5—17 hit hit hit hit hit hit hit hit hit hit,e
8 hit hit hit DD DD hit hit hit hit hit
9 hit DD DD DD DD hit hit hit hit hit
10 DD DD DD DD DD DD DD DD hit hit
il DD DD DD DD DD DD DD DD DD DD
12 hit hit stand | stand | stand hit hit hit hit hit,e
13 stand | stand | stand | stand | stand hit hit hit hit hit,e
14 stand | stand | stand | stand | stand hit hit hit hit,e hit,e
15 stand | stand | stand | stand | stand hit hit hit hit,e,1 hit,e
16 stand | stand | stand | stand | stand hit hit hit,e,] | hit,e]l | hit,e,l
1 stand | stand | stand | stand | stand | stand | stand | stand | stand | stand,e
18 — 21 || stand | stand | stand | stand | stand | stand | stand | stand | stand hit,e
A-2 hit hit DD DD DD hit hit hit hit hit
A-3 hit hit hit DD DD hit hit hit hit hit
A4 hit hit DD DD DD hit hit hit hit hit
A-5 hit hit DD DD DD hit hit hit hit hit
A-6 hit DD DD DD DD hit hit hit hit hit
A-7 stand | DD DD DD DD | stand | stand hit hit hit
A-8,9.D || stand | stand | stand | stand | stand | stand | stand | stand | stand | stand
A-A split split split split split split split split split split
2—2 split split split split split split hit hit hit hit
3—-3 split split split split split split split hit hit hit,e
4—4 hit hit split split split hit hit hit hit hit
5—5 DD DD DD DD DD DD DD DD hit hit
6—06 split split split split split split hit hit hit hit,e
T—7 split split split split split split split hit hit,e,l | hit,e,l
8—8 split split split split split split split split | split,e | split,e
9-9 split split split split split | stand | split split | stand split
D-D stand | stand | stand | stand | stand | stand | stand | stand | stand | stand

Tablica 4: Osnovna strategija u slucaju jednog spila. Izvor [4]-str. 268

U prethodnoj tablici slovo e oznacava early surrender, a slovo 1 late surrender. DD
oznacava opciju double down, slovo D karte ¢ija je vrijednost 10, a slovo A as.
Kao sto mozemo vidjeti u tablici je za svaku mogucu situaciju navedeno sto je najbolje
uciniti kako bi smanjili gubitak. Za izracun matematickog ocekivanja dobitka takoder
znamo kolika je vjerojatnost da igrac¢ pobijedi, izgubi ili da bude nerijeseno. Na primjer,
pretpostavimo da igra¢ ima dvije karte vrijednosti 10 bodova, ukupno 20, a djelitelj ima 6
i neka je igrac u igru ulozio $1000. Na osnovu povijesti, dobivene su sljedece vjerojatnosti,
0.097 da ce djelitelj izvuéi karte i imati ukupno 21 bod, 0.102 da ¢e djelitelj imati toéno
20 bodova i 0.801 da ¢e imati 19 ili manje. Dakle, igrac ima 9, 7% Sanse izgubiti svoj ulog,
zatim, 10.2% Sanse da mu se vrati pocetni ulog i 80.1% da osvoji $1000. Matematicko
ocekivanje dobitka tada iznosi $704 ili 70,4%. To znaci da svaki puta kada imamo zbroj
20, a djelitelj 6, bez obzira na koliki iznos se kladili, ocekivano zaradujemo 70,4% svog
uloga.

Pogledajmo sada koliko je pozeljno ulagati u pojedinu partiju igre. Ranije smo rekli kako
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je Labouchere sistem, ili sistem precrtavanja, primjenjiv u blackjacku pa pogledajmo to

na primjeru.

Primjer 6.1. Pretpostavimo da je igracev pocetni kapital 5000 jedinica, da koristi sistem

precrtavanja i ulaze 50k jedinica, gdje k dobije iz pripadnog niza. Pogledajmo dvije igre.

Prva igra:
| Niz | Ulog ‘ Igraceve karte ‘ Zbroj | Vidljiva karta ’ Opcija | Djeliteljev zbroj | Dobitak ’ Kapital |
1,1,2,3 200 7,6 13 2 stand 18 —200 4800
1,1,2,3,4 | 250 5,5 10 j stand 20 950 | 4550
1,1,2,3,4,5 | 300 J,10 20 Q stand 20 300 4550
1,1,2,3,4,5 | 300 2.10 12 J hit hit
hit 2,10,6 18 J stand 26 600 4850
1,2,3,4 | 250 10,4 14 5 stand 25 500 5100
2,3 250 2.7 9 7 hit hit
hit 2,7,Q 19 7§ stand 14 | 500 5350
Kraj

Nakon odigrane igre igrac je na dobitku 350 jedinica. Za odabir opcije sluzio se tabli-
com 4. Pomocu ove strategije, igrac je stao s igrom u trenutku kada je na dobitku.

Pogledajmo i drugu igru.

[ Niz Ulog | Igraceve karte | Zbroj | Vidljiva karta Opcija Djeliteljev zbroj | Dobitak | Kapital
1,1,2,3,4 250 K,5 15 2 stand 20 —250 4750
1,1,2,3,4,5 | 300 3,3 6 10 hit hit
hit 3,3,8 14 10 hit hit
hit 3,3,8,3 17 10 stand 17 300 4750
1,1,2,3,4,5 | 300 8,4 12 6 stand 22 600 5050
1,2,3.4 250 10, J 20 10 stand 20 250 5050
1,2,3,4 250 10,5 15 10 hit hit
hit 10,52 17 10 stand 20 —250 4800
1,2,3,4,5 300 K7 17 9 stand 18 -300 4500
1,2,3,4,5,6 | 350 5.7 12 i hit hit
hit 57,9 21 T BLACKJACK 20 | 700 ‘ 4850
2,3,4,5 350 7,3 10 8 double down double down
double down | 350 7,3,4 14 8 = 25 1400 5550
3,4 350 Q,J 20 Q stand 17 700 5900
Kraj

U ovoj igri igrac osvaja 900 jedinica. lako je u prvih Sest partije bio na gubitku od 500
jedinica, u preostale tri partije je uspio vratite izgubljeni kapital 1 zaraditi dodatna.
Na dva primjera smo vidjeli da sistem precrtavanja moze pomoci igracu osvojiti odredens
kapital. Naravno, nije wvijek to tako. Kao Sto smo ranije rekli, u slucaju niza poraza uloz

se povecavaju sto moze rezultirati gubitkom igracevog kapitala.
Pogledajmo primjenu martingalne strategije u blackjacku.

Primjer 6.2. Pretpostavimo da imamo situaciju kao u prethodnom primjeru, da su is-

hodi igara jednaki i da igrac donosi jednake odluke. Neka igrac¢ primjenjuje martingalnu
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strategiju s pocetnim ulogom 50 jedinica. U prvoj igri primjenom ove strategije igrac os-
tvaruje dobitak 150 jedinica, a u drugoj igri 250. Radi se o znatno manjem dobitku nego

u prethodom primjeru pa zakljucujemo da je sistem precrtavanja profitabilniji za ovu igru.

6.1.2.2 Brojanje karata

Jos jedna strategija koja se pokazala korisnom je brojanje karata (card counting). To je
sistem kojim se prate karte koje su podijeljene kako bi se utvrdilo kada je ostatak karata
povoljniji za igraca. Prednost djelitelja koja postoji u kockarnicama vrijedi za ukupni broj
karata s kojim se igra. Sistem se temelji na fundamentalnom teoremu brojanja karata (vidi
[13]) koji kaze da kako ulaganje minimalnog iznosa za negativna ocekivanja i veéih iznosa
za pozitivna ocekivanja poboljsavaju ukupno ocekivanje igraca. Drugim rijecima, kako se
karte dijele tako medu preostalim kartama u Spilu ostaje vise onih koje su povoljnije ili
za igraca (karte vrijednosti 10 i as) ili za djelitelja (2, 3, 4, 5, 6). Brojanjem karata igrac¢
utvrduje kada medu preostalim kartama ima vise njemu povoljnijih karata i tada povecava
svoje uloge. Kada je medu preostalim kartama vise onih koje pogoduju djelitelju tada
smanjuje uloge. Na taj nac¢in on smanjuje prednost djelitelja. Za ovu strategiju potrebno
je odlicno poznavanje osnovne strategije.

Osnova brojanja karata pociva na kvantitativnom ucinku (EOR) na igrac¢evo ocekivanje u
slucaju uklanjanja pojedine karte iz spila. To je ucinak koji jedna karta ima na prednost
djelitelja (kockarnice) nakon $to je uklonjena iz igre. Osnovni cilj sistema je dodijeliti
bodovne vrijednosti svakoj karti tako da priblizno koreliraju s EOR-om te tako omoguéuje
igracu procijeniti prednost djelitelja na temelju karata koje je jos potrebno podijeliti.
Nakon sto je igrac¢ izbrojao karte nakon djeljenja, treba odrediti koliko je ostatak karata
povoljan za igraca. Svaka karta velike bodovne vrijednosti u ostatku karata povecava
igracevu prednost za 0.5%, ali to vrijedi ako se igra sa jednim Spilom. Zbog toga igrac
mora procijeniti koliko je jos spilova karata preostalo za igru i tim brojem podijeliti zbroj
karata dobiven brojanjem. Taj novi zbroj se zove pravi zbroj (true count). Potrebno ga
je samo priblizno izracunati, jer on pokazuje prelazi li zbroj odredeni cijeli broj ili ne.
Stoga je pravi zbroj priblizno proporcionalan oc¢ekivanju igraca. U slucaju da je pravi
zbroj negativan, tada u spilu ima vise karata manje vrijednosti od onih vece vrijednosti.
Ta situacija je povoljnija za djelitelja pa igra¢ treba ulagati minimalne iznose.

Postoji vise vrsta sistema za brojanje karata, pogledajmo neke u sljedecoj tablici.
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Sistem Vrijednost karte

5 [3[4] 5 ]6] 78] 9 [10] A
Hi-Lo 1 (1)1 1 (1] 010 0 -1 -1
K-O 1 (1)1 1 (1} 110 0 -1 -1
Zen 1121212 (2|10 O -2 | -1
Halves |05 |1|1|15|1]|05|0|—-05]|—-1] -1

Tablica 5: Primjer brojanja karata u nekim sistemima. Izvor [4]-str. 274

Igraci moraju biti oprezni s ovom strategijom jer kockarnica moze otkiriti da igrac

broji karte i on moze dobiti zabranu pristupa.

6.1.3 Kellyjev sistem kladenja u blackjacku

Nakon §to igra¢ dobro nauci osnovnu strategiju i brojanje karata moze primijeniti Kellyjev
sistem kladenja. Buduéi da je ovaj sistem namijenjen povoljnim igrama, igra¢ najprije
mora steci prednost ispred kockarnice. Prema Kellyjevom kriteiju igrac treba ulagati pos-
totak kapitala koji je jednak njegovoj prednosti. Na primjer, ako igra¢ ima kapital 500
jedinica i u prednosti je 1%, trebao bi uloziti 5 jedinica. Kako igrac postize veéu prednost,
to ulaze vise jedinica, a time i ostvaruje ve¢i dobitak.

Pogledajmo koliko bi igra¢ s pocetnim kapitalom 10000 trebao ulagati primjenom ove
strategije. Neka su nakon brojanja karata u 100 partija igre dobiveni sljedeéi rezultati

koji su prikazani u tablici.

‘ Pravi zbroj ‘ Broj partija ‘ [graceva prednost ‘ Ulog ‘ Ukupan ulog ‘ Ocekivani dobitak ’

—b 1 —3.5% 0 0 0
-5 2 —3.0% 0 0 0
—4 3 —2.5% 0 0 0
-3 4 —2.0% 10 40 —0.80
—2 8 —1.5% 10 80 —1.20)
=4l L —1.0% 10 110 1110
0 42 —0.5% 10 420 —2.10
i| L 0% 10 110 0
2 8 0.5% 20 400 2.00
3 4 1.0% 100 400 4.00
4 3 1.5% 150 450 6.75
5 2 2.0% 200 400 8.00
6 1 4.5% 250 250 6.25

Tablica 6: Primjer rezultata brojanja karata i ulaganja prema Kellyjevom kriteriju

Ulozi oznaceni plavom bojom su izracunati prema Kellyjevom kriteriju. Ocekivani
gubitak igraca je 5.20 jedinica, a ocekivani dobitak 27 jedinca pa je ukupni ocekivani

dobitak igraca 21.80 jedinica. Kada igra¢ brojanjem karata postigne prednost moze prijeci
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na ovaj sistem kladenja. Medutim, mora biti oprezan, ako odmah nakon uloga 10 ulozi
50 ili neki veéi iznos, postane sumnjiv u kockarnici. Iz tog razloga, igra¢ moze koristiti,
na primjer, 80% Kellyjevog uloga. Tako bi umjesto 50 jedinica ulozio 40. Tada ukupni
ocekivani dobitak iznosi 12.80. Za ovaj primjer nemamo toc¢an broj pobjeda i poraza
igraca pa ne znamo koliki je stvarni dobitak ostvario.

Dakle, za primjenu ovog kriterija igrac bi trebao znati savrseno brojati karte i to vjesto

prikrivati.

6.2 Baccarat

Baccarat je jednostavna igra na srecu koja se igra sa Sest ili osam Spilova od 52 igrace
karte. Postoje tri verzije igre, a to su punto banco, baccarat banque i baccarat chemin de
fer. Pravila su uglavnom ista u svim verzijama. Cilj igre je predvidjeti tko ¢e pobijediti
(igra¢, bankar ili nerijeseno). Onaj ¢iji je zbroj blize 9 je pobijedio. Na pocetku svake
partije, koja se naziva se i coup, igraci stavljaju ulog na pobjedu igraca, bankara ili
nerijeSenu partiju. U slucaju da se klade na igraca i dobiju okladu, iznos im se isplac¢uje
u omjeru 1 : 1. U slucaju ulaganja da ¢e bankar pobijediti i on pobjedi, kué¢a uzima
proviziju 5%, stoga se igracu isplacuje 0.95 : 1. Igracu koji se kladio na nerijesenu partiju
isplac¢uje se nagrada u omjeru 8 : 1 (neke kockarnice ispla¢uju 9 : 1). Nakon $to su igraci
postavili uloge, igra¢ i bankar dobijaju po dvije karte koje su svima vidljive. Karte s
brojevima vrijede koliki je broj, as vrijedi 1, a 10, decko, dama i kralj nula bodova. Karte
se zbrajajnju modulo 10. Ako jedan od njih ima zbroj 8 ili 9, partija zavrsava. Ako je
igracev zbroj 0 — 5 on vuce dodatnu kartu, a ako je zbroj 6 ili 7 koristi opciju stand.

Nakon toga bankar ili vuce dodatnu kartu ili koristi opciju stand po sljede¢oj tablici.

’ Igraceve karte H Vuce kartu ako ima zbroj ‘ Stand ako ima zbroj ‘

Nema kartu 0-5 6ili 7
21l 3 0—4 5—-T7
41l 5 0-5 61li 7
61li 7 0—6 i

8 0—2 3—-7

as, 91ili 10 0-—3 4 -7

Tablica 7: Pravila po kojima igra Bankar. Izvor [4]-str. 260

U [12]-poglavlje 3 mozemo pronaéi vjerojatnost pobjede bankara p, igraca g i ne-
rijeSene partrije r. Vjerojatnosi su p = 0.4586, ¢ = 0.4463 i r = 0.0951. Stoga bi se igrac
uvijek trebao kladiti na pobjedu bankara, medutim, kako smo ranije rekli, kockarnice u
tom slucaju uzimaju proviziju od 5%. Ocekivani dobitak igraca u slucaju kladenja na
igracevu pobjedu iznosi —0.0123 jedinica. U slu¢aju kladenja na bankara, uz proviziju,
ocekivani dobitak iznosi —0.0106, dok za nerijeSenu partiju iznosi —0.1441. Dakle, gle-

dajuéi ocekivani dobitak zakljucujemo da bi se igrac¢ svakako trebao kladiti na bankara.
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Pogledajmo na jednoj igri kolika je promjena igracevog kapitala ako ulaze prema sistemu

precrtavanja, d’Alembertovom sistemu i martingalnoj strategiji.

Primjer 6.3. Pretpostavimo da je igracev pocetni kapital 10000 jedinica i da uvijek ulaze

na bankara. Neka mu je pocetni ulog 100 jedinica v ulaZe prema:

(a) sistemu precrtavanja

Niz Ulog | Igraceve karte | Igracev zbroj | Bankarove karte | Bankarov zbroj | Dobitak
1,2,3,2,2 | 300 Ty%s 3 7 3,A,J 4 —300
1,2,3,2,2,3 | 400 9,6,8 3 Q,3 3 400
1,2,3,2,2,3 | 400 K, 2,8 0 J, 4 4 780
2.3,2,2 400 Tyl 7 A, J,4 5 —400
2,3,2,2,4 | 600 J, 3, K 3 5 K 5 1170
3,2,2 500 2,K.,9 1 8,6 4 975
2 200 2, K 2 3,5 8 390
Kraj

Igracev kapital na kraju igre je 10915 jedinica. Ostvario je dobitak od cak 915

jedinica.

(b) d’Alembertovom sistemu s K = 50. U prou partiju igrac¢ ulaze 100 jedinica, u
slucaju poraza ulaze dodatnih 50 jedinica, a u slucaju pobjede ulog smanjuje za 50.
Primjenom ove strategije na igru kao u (a) dijelu igracev kapital na kraju igre iznosi

10227, 5 jedinica. Ostvario je dobitak, ali manji nego primjenom prethodnog sistema.

(c) martingalnom strategijom. U prou partiju igrac ulaze 100 jedinica, u slucaju poraza
ulaze dvostruko vise, a u slucaju pobjede ulaZe pocetni iznos od 100 jedinica. Pri-
mjenom ove strategije na igru iz (a) dijela igracev kapital na kraju igre iznosi 10350
jedinica.

Primjenom sistema precrtavanja je igrac ostvario najveci dobitak.

Pogledajmo jos jedan primjer u kojemu ¢emo pretpostaviti da se igrac kladi na pobjedu

igraca.

Primjer 6.4. Pretpostavimo da tmamo igru kao u prethodnom primjeru, igracev pocetni
kapital iznosi 10000 jedinica i pocetni ulog je 100 jedinica. Kao Sto smo rekli, igrac se

klady na igraca.

(a) Primjenom sistema precrtavanja, nakon pete partije igre igrac¢ ima niz od tri poraza,
u posljednoj partiji mora ulozite 1000 jedinica koje izgubi te igra u tom slucaju ne
staje. Sada je njegov kapital 8900. U iducu partiju ulaze 1300 ¢ pretpostavimo da

pobijedi, osvaja dupli iznos i ostvaruje ukupan dobitak od 1500 jedinica.
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(b) Primjenom d’Alembertove strategije s K = 50, nakon odigrane igre igracev kapital
iznost 9950. U posljednju partiju igre je uloZio 150 jedinica koje je izgubio, ako
se igra nastavi, v sljedecu partiju ulaZe 200 jedinica. Pretpostavimo da je igrac

pobijedio tu partiju, tada ostvaruje ukupan dobitak od 150 jedinica.

(¢) Primjenom martingalne strategije, igracev kapital na kraju igre iznosi 9500. Ako bi
odigrao jos jednu partiju, morao bi uloziti 800 jedinica i w slucaju pobjede ostvaruje
ukupan dobitak od 300 jedinca. U sva tri sistema, ako se niz poraza nastavi, moze

doci do igraceve propasti jer igrac ulaZe sve vece iznose.

Iz prethodna dva primjera mozemo zakljuciti kako primjenom sistema precrtavanja
igra¢ ostvaruje najveéi dobitak ako se kladi na bankara i najveéi gubitak ako se kladi
na igraca. Analogno, d’Alembertovim sistemom ostvaruje najmanji dobitak, odnosno
gubitak, ako se kladi na bankara, odnosno igraca.

Pretpostavimo da je igracev pocetni kapital 1000 jedinica i da u svaku partiju ulaze 100,
primjenom formule iz korolara 5.3 racunamo vjerojatnost propasti igraca u 14. partiji igre
i dobivamo da iznosi 0.6397. Za slucaj kada se kladi na bankara vjerojatnosti propasti
u istoj partiji bi bila 0.4874. Dakle, bez obzira na tijek igre, igrac s pocetnim kapitalom
1000 jedinica koji ulaze 100, ima manju Sansu da ¢e izgubiti sav svoj kapital ako se kladi

na pobjedu bankara. To nam daje jos jedan razlog zasto je bolje kladiti se na bankara.

6.3 Backgammon

Backgammon je jednostavniji primjer igre na sre¢u u kojoj neizvjesnost daje bacanje dviju
igracih kockica. To je jedna od najstarijih igara na ploc¢i. Za igru se koristi ploca s 24 polja
na kojoj svaki igra¢ ima po 15 svojih figura koje pomice ovisno o dobivenim brojevima
na kockicama. Cilj igre je izbaciti sve figurice s ploce, a da bi se figurice mogle izbacivati
potrebno ih je dovesti na dio ploce koji se naziva home board. Ako igra¢ dobije dva ista
broja na kockicama, figure mice za taj broj cetiri puta. Detaljnije o pravilima i samoj igri
moze se pronaéi u [14] i [12]-str. 107.

U igri postoji i kocka za dupliranje. U svakom potezu igra¢ moze pitati protivnika zeli
li igrati za dubli ulog, on moze prihvatiti tu ponudu ("take”) ili odbiti ("drop”). Ako
odbije, predaje igru i igrac osvaja pocetni ulog. Ako prihvati, on je vlasnik kocke i jedino
on moze sljedeci put duplirati ulog, u slucaju da se igra okrene u njegovu korist. Postavlja
se pitanje u kojem slucaju treba prihvatiti opciju dupliranja.

Pretpostavimo da je trenutni ulog jedna jedinica, ako igra¢ odbije ponudu za dupliranje
uloga gubi jednu jedinicu, a ako prihvati, nastavlja igrati za dvije jedinice. Pretpostavimo
da je igra¢ prihvatio ponudu i zanemarimo prednosti posjedovanja kockice. Nadalje,
neka je p vjerojatnost pobjede. Tada igrac¢ osvaja 2 jedinice s vjerojatnosti p i gubi 2
jedinice s vjerojatnosti 1 — p. Ocekivani dobitak igraca u tom sluc¢aju iznosi 4p — 2.

Usporedimo li dobiveni izraz s gubitkom jedne jedinice u sluc¢aju da igrac¢ nije prihvatio
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ponudu, dobivamo sljedece: ako je vjerojatnost pobjede manja od 1/4, igra¢ bi trebao
odbiti ponudu dupliranja, u suprotnom bi trebao prihvatiti.

U prethodnom razmatranju smo zanemarili prednosti posjedovanja kockice. Ako igrac
prihvati tu ponudu u pocetku igre, on moze ponovno duplirati ulog ako igra krene u
njegovu korist. Sada se postavlja pitanje treba li udvostruciti ulog ili ne. Na primjer, ako
igrac vidi da je igra povoljnija za njega, ponudi protivniku dupliranje uloga i on prihvati.
Tada jedino protivnik moze opet udvostruciti ulog, a ako igra krene u njegovu korist,
naravno da ¢e to i u¢initi. Stoga treba biti oprezan s tom opcijom.

Pogledajmo na nekoliko primjera treba li igra¢ udvostruciti ulog ili ne.

Primjer 6.5. (a) Pretpostavimo da imamo situaciju kao na slici. Igraceve figure su
bijele © on je na potezu. Pocetni ulog je jedna jedinica. Pitanje je treba li on

duplirati.

Black home board

B H
A O
R M

E

OL | 10

White home board

Slika 5: Primjer situacije iz igre Backgammon. Izvor [5]-str. 77

Prvo je potrebno izracunati vjerojatnost njegove pobjede. Ukupno ima 36 mogucih
kombinacija brojeva, od toga 19 kombinacija donosi pobjedu. Slijedi da je vjerojat-
nost pobjede igraca p = 19/36. Kako je vjerojatnost pobjede protivnika ¢ = 17/36 >
1/4, on ée prihvatiti ponudu dupliranja. Ako igraé ne udvostruci ulog prosjecno
osvaja 1/18. U sluéaju dvostrukog uloga, ocekivano osvaja 1/9. Dakle, igrac bi

trebao duplirati.

(b) Pretpostavimo da imamo sljedecu situaciju, pocetni ulog je jedna jedinica i pitamo

se treba li igrac¢ duplirati.
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Black home board
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White home board

Slika 6: Primjer situacije iz igre Backgammon. Izvor [5]-str. 78

U slucaju da 1grac ne udvostruci ulog 1 igra se nastavi, moguce su sljedece situacije:

1. Igra¢ pobjeduje nakon prvog bacanja,
2. Nakon prvog bacanja igrac nije pobijedio v kockicu baca protivnik koji pobjeduje,
3. Nakon prvog bacanja nitko nije pobijedio i igrac¢ baca drugi put.

U prvom sluc¢aju, imamo situaciju kao u (a) dijelu primgjera, vjerojatnost pobjede je

19/36 i u tom sluéaju igraé¢ osvaja jednu jedinicu. Ako igraé¢ ne pobjedi, dolazimo

do druge moguce situacije u kojoj je vjerojatnost pobjede protivnika g—é. Tada vjero-
jatnost da ée igrac izqubiti jednu jedinicu iznosi (é—é)(%) = 20 S vjerojatnosti 1o

wgrac se nalazi u trecoj situaciji. Tada bi trebao udvostruciti ulog, medutim, sSanse
za pobjedu su velike i protivnik bi vjerojatno odbio tu ponudu. Igrac¢ osvaja jednu
jedinicu. Ocekivani dobitak iznosi % - % + % = %.

Pretpostavimo da je igrac ponudio dupliranje i protivnik je prihvatio. Kao © ranije,
s vjerojatnosti 19/36 osvaja dvije jedinice i s vjerojatnosti 17/36 gubi dvije jedinice
te tada kocku za dupliranje posjeduje protivnik. Dolazimo do druge situacije u kojoj
protivnik ima vjerojatnost pobjede 31/36 i on e tada ponuditi dupliranje. Igrac bi
trebao odbiti tu opciju. Ocekivani dobitak igraca ako duplira iznosi 1/9 sto je mangje

nego kada ne duplira. Stoga igrac¢ u ovoj situaciju ne bi trebao duplirati.

U [12]-poglavlje 7 se moze pronadi vise primjera i tablice s vjerojatnostima pobjede,

kao i one s ocekivanim dobitkom kada su igracu ostale dvije figure na ploci.
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6.4 Tko zeli biti milijunas?

Tko zeli biti milijunas? je televizijski kviz koji se prikazuje u velikom broju drzava.
Za razliku od prethodnih igara na srec¢u, ovdje je slucajnost u postavljenom pitanju i
koli¢ini znanja koju posjeduje igrac. Takoder, on donosi odluke uz nesigurnost. Da bi se
igra¢c mogao natjecati za osvajanje milijuna, mora proci dio igre koja se naziva "najbrzi
prst”. U tom dijelu igre, postavlja se pitanje u kojem je potrebno posloziti odgovore u
odredenom poretku, ukupno ima 24 kombinacije. Nakon toga igra¢ odgovara na 15 pita-

nja s ponudenim odgovorima a, b, ¢, d. Svako pitanje nosi odredenu nagradu, f,.

1| 100 0 6 | 2000 | 1000 11 | 64000 | 32000
2| 200 0 7 | 4000 | 1000 12 | 125000 | 32000
3| 300 0 8 | 8000 | 1000 13 | 250000 | 32000
4 | 500 0 9 | 16000 | 1000 14 | 500000 | 32000
5| 1000 | O 10 | 32000 | 1000 15 | 1000000 | 32000

Tablica 8: Vrijednost nagrade f, i nagrada u slucaju netoénog odgovora w, za svako
pitanje

Na svakom pitanju igra¢ moze odustati i osvaja nagradu f,_;. Ako odgovori netocno
osvaja nagradu w,. Kada igra¢ to¢no odgovori na pitanje n = 51in = 10, kaze se da je
presao prvi, odnosno drugi prag i tada se vrijednost w,, povecava. Igra¢ na raspolaganju
ima tri pomodéi (lifelines, joker), svaku pomo¢ moze iskorisitit samo jednom, a na svakom
pitanju ih moze koristiti vise. To su ”pitaj publiku”, ”pitaj prijatelja” i 750 : 50”.
Potrebno je napraviti matematicki model za ovu igru i pronaci igracevu optimalnu stra-

tegiju, Sto mozemo pronadi u [3].

6.4.1 Odredivanje stupnja znanja i skupa stanja igraca

Oznac¢imo s n = 1,...,15 broj pitanja na kojemu se igra¢ nalazi i neka je n = 16 nakon
sto je igrac to¢no odgovorio na svih 15 pitanja.

Glavni parametri u igri su vjerojatnosti da ¢e igra¢ toé¢no odgovoriti na n—to pitanje. Neka
jen™ = (mwl, my, wl, ) vektor vjerojatnosti igraca za n—to pitanje. Svaka komponenta 7}
predstavlja vjerojatnost koju igra¢ dodjeljuje dogadaju ”to¢an odgovor je ¢”, i = a, b, ¢, d.
Komponente vektora su nenegativni realni brojevi koji u sumi daju 1.

Kako igra¢ neé¢e moéi toéno procijeniti vektor vjerojatnosti, definiramo konacan skup
IC mogucih stupnjeva znanja za svako pitanje. Svaki stupanj znanja odgovara jednom

vektoru 7. Stupnjeve znanja mozemo podijeliti u pet osnovnih kategorija, a to su
k=0: igra¢ zna toc¢an odgovor (nema nesigurnosti)
k=1: igrac je uvjeren, ali nije siguran, da zna tocan odgovor
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k=2: igra¢ se dvoumi izmedu dva odgovora, preostala dva nisu sigurno tocna

k=3: dva odgovora su eliminirana s pomo¢i 50 : 50, ali igrac se i dalje dvoumi izmedu dva

preostala odgovora
k=4: igra¢ nema nikakvog znanja koji je tocan odgovor.

Sada mozemo staviti da je £ = {0,1,2,3,4}. Jedna od moguéih kombinacija vektora
vjerojatnosti za svaki k nalazi se u sljedecoj tablici. Komponente vektora ne moraju biti

u navedenom poretku, ali permutacijom ne mijenjamo smisao.

k Vektor vjerojatnosti
k=0 (1,0,0,0)
k=1 Gwmp
k=2 (%m0
k=3 (3,3,0,0)
k=4 (55 3)

Tablica 9: Primjer vektora vjerojatnosti za svaki stupanj znanja k

Nadalje, s K,, ¢emo oznaciti skup moguéih stanja nakon sto je igra¢ ponudio odgovor
na (n — 1)—vo pitanje i jos ne znamo je li taj odgovor tocan. Buduéi da njegova nagrada
ovisi o broju pragova koje je prosao, s Ly, Ly i L3 éemo oznaciti stanja gubitka, gdje stanje
L1 oznacava da je igra¢ proSao t—ti prag za ¢ = 0,1,2. Nultim pragom ¢emo smatrati
situaciju u kojoj igra¢ daje krivi odgovor na neko od prvih pet pitanja i nista ne osvaja.

Uzimajuéi u obzir ta tri stanja i stanje W koje oznacava pobjedu igraca, imamo

K =K,
K,=KU{Li}, za n=2,...,6,
Ky =KU{Ly, Ly}, za m=7,..,11,
K, =KU{Ly, Ly, Es}, za n=12,..,15,
Ko = {W, L1, Ly, L3}.

Na primjer, nakon sto je igra¢ ponudio pdgovor na peto pitanje, on tada prelazi u
stanje a € Kg, koje moze biti tocan odgovor uz neki stupanj znanja k ili netocan odgovor
i u tada osvaja 0.

Ako igra¢ netocno odgovori na n—to pitanje, tada prelazi u stanje (n + 1, L,,,), gdje je
(m,m) € A1 A= ({L,....,5} x {1HU{6, .., 10} x £2}) Wi({11, ..., 15} % {3}).

Takoder, potrebno je pratiti koje pomodi je igrac iskoristio. Pomo¢ 1 neka bude 750 : 507,
pomo¢ 2 "pitaj prijatelja” i pomo¢ 3 "pitaj publiku”. Bududéi da se svaka pomoé¢ moze
samo jednom iskoristiti, definiramo skup S = {0,1}3 i neka je (s1, s2,53) € S, pri éemu s;

oznacava je li se pomo¢ i iskoristila, za ¢ = 1,2,3. Pomoéi éemo oznaciti s l; = (1,0,0),
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ly =1(0,1,0) 113 = (0,0,1), tako [; znaci da je pomo¢ i iskoristena.

Za (s1,82,53) 1 (t1,t9,t3) iz S definiramo
sVt = (max(sy, t1), max(sq, t2), max(ss, t3)), s—t=(sy —t1,82 —ta, 53 — t3)

i skup D(s) = {sVI,sVliysVlis}\ {s}. Igracev napredak u igri je sada moguée u
potpunosti opisati uredenim parom (n,s) € P = {1,2,...,16} x S koji nazivamo razine ili
faze igre.

Razlikom o — s € {l, 15,13} dobivamo pomo¢ koja se iskoristila za prelazak iz razine (n, )
u razinu (n,0), za o € D(s). Primjerice, ako je s = (1,0,0), $to znaéi da je igrac iskoristio
samo pomo¢ 1, tada je D(s) = {(1,1,0),(1,0,1)}. Da bi igra¢ presao iz stanja (n,s) u
(n,o0), gdje je 0 = (1,0, 1), iskoristio je pomoé¢ 3 jer je 0 — s = (0,0, 1).

Uoc¢imo da skup D(s) za s # (1,1,1) predstavlja moguée kombinacije pomoéi nakon §to
igrac iskoristi jednu pomo¢.

Vratimo se jo$ na stupanj znanja igraca. Pretpostavimo sada da je ¢,(k) vjerojatnost
da igra¢ ima odredeni stupanj znanja k € K za n—to pitanje i neka je 7, vjerojatnost
da je njegov odgovor to¢an uz taj stupanj znanja. Za izbor ¢, (k) moramo uzeti u obzir
¢injenicu da pitanja postaju sve teza. Pitanja mozemo podijeliti u tri grupe s obzirom na
prijedene pragove. Tako su u grupi 1 pitanja do prvog praga, u grupi 2 pitanja do drugog
praga i u trecoj grupi se nalazi posljednji set pitanja prije glavne nagrade. Stavimo sada
da je za svaki k € K, ¢,(k) = pm(k), gdje je (n,m) € A. Sada je p,,(k) vjerojatnost da je
igracev stupanj znanja jednak k za grupu pitanja m, m = 1,2, 3. Stupanj znanja k = 3 se
postize jedino nakon koristenja pomoéi 1 pa stavimo da je p,,,(3) = 0, m = 1,2, 3. Primjer

vrijednosti za p,,(k) je prikazan u sljedec¢oj tablici.

Tablica 10: Primjer vjerojatnosti da je igracev stupanj znanja k za svaku grupu pitanja

S obzirom na izbor vektora vjerojatnosti iz tablice 9, stavimo da je 1o = 1, r| = %,

2 iy 1
7”225,7"3:517”4:1.

6.4.2 Matematicki model

U fazi (n, s) status igraca je opisan sluc¢ajnom varijablom X, ; koja ima vrijednosti u K,.
Dogadaj {X, s = k} se javlja kada je igracev stupanj znanja za pitanje n jednak k, a
dogadaj {X,, s = L, } se javlja ako je igra¢ prethodno dao netocan odgovor. Prije postav-
ljanja n—tog pitanja ne znamo nista o igracevom stanju za to pitanje, kao ni za pitanja

koja slijede, a njegova stanja na prethodnim pitanjima nam vise nisu bitna. Stoga kazemo
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da igra ima Markovljevo svojstvo koje smo definirali u dijelu 5.3.1. Na razini (n, s) igra¢
moze odgovoriti totno na pitanje i prelazi na novu razinu (n + 1, s) sa statusom X, 11 ¢ ili
moze iskoristit pomo¢ i prelazi na razinu (n,0), o € D(s), sa statusom X,, ,.

Ako igra¢ odustane u fazi (n,s) € P, tada vrijednost isplate ne ovisi o s i piSemo
f(n,s) = f(n,k), a prema pravilima igre, stavimo da je f(n,k) = f._1, za k € K,.
Funkciju f zovemo funkcijom isplate.

Pretpostavimo sada da igrac¢ zeli maksimizirati o¢ekivanu korisnost isplate za danu funk-
ciju korisnosti v : Ry — R i stavimo g(n, k) = u(f(n,k)). Nadalje, neka je u*(n,s,k)
ocekivana korisnost igraca u fazi igre (n, s) sa stanjem k € K, koji igra optimalno od ove
faze. Imamo

u*(n, s, j) = max (g(n, j),C(n, s, j), mggc)ﬁ(n,s,o—,j)) (1)
oclD(s

gdje su

4
C(n,s,5) = Y. Pl )w(n+1,5k) i L(n,50,5) = puos(ik)u(n,0,k),
k=0

kEKn+1

a vjerojatnosti p,(J, k) 1 pno—s(j, k) se nazivaju prijelazne vjerojatnosti. Definirane su na

sljedec¢i nacin

pn(]v k) = P(Xn—}-l,s = k’Xn,s = ]) za j € Kn, ke Kn-i—l,
ooty k&) = P(Xno—s = k| Xns=7) za j,k € K.

Do tih vjerojatnosti mozemo doéi i pomocu vjerojatnosti g, (k) i ry, za k € K. Ako pret-
postavimo da je tocno odgovaranje na n—to pitanje nezavisno o stupnju igracevog znanja

za (n + 1)—vo pitanja, tada za j € K imamo

pn(]? k) = qun+1(k), ke IC? n = 17 ooy 147
. 1—r; akoje(n,m)eA
pn(]aLm) — { ! .. )
0 nace
pis(4, W) =y,

Ako na razini (n, s) igra¢ netocno odgovori na postavljeno pitanje, tada prelazi u stanje
L., € K,.1 na razinu (n + 1,s), gdje je (n,m) € A. Zbog potpunosti stavimo jos da je
Pn(Lm, L) = 1 ako je L, € K,, n = 2,...,15. Detaljnije o prijelaznim vjerojatnostima
se moze pronad¢i u [10].

Nakon sto se vrijednosti u*(n, s, k) izracunaju, optimalna strategija za igraca kaze da ako
je on u fazi (n, s) sa stupnjem znanja j, tada mora pogledati koji je izraz s desne strane
jednadzbe (1) jednak u*(n,s,j). Ako je to
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e g(n,j), onda bi trebao odustati i uzeti nagradu f(n, j),
e C(n,s,j), tada bi trebao odgovoriti na pitanje,

® mg(;gﬁ(n,s,a, j), onda bi trebao izabrati m takav da se za ¢ = sV [, postize
ocl(s

maksimum te nakon toga iskoristiti pomo¢ m.

U posljednja dva sluéaja igra¢ dolazi u fazu (n + 1, s) ili (n, o) i ponavlja proces.

6.4.3 Modeliranje pomocdi

Svaka od tri pomoc¢i ima neke posebne karakteristike pa pogledajmo kako ih modelirati.

U ovom dijelu koristimo prijelazne vjerojatnosti p,,,. (j, k).

6.4.3.1 Pomoé¢ 50 : 50”

Pretpostavimo da svaki od tri mogucéa para netocnih odgovora ima jednaku vjerojat-
nost eliminacije, odnosno s vjerojatnosti % ¢e jedan par netocnih odgovora biti uklonjen.
Nadalje, ozna¢imo s C; dogadaj ”odgovor t je tocan”, za t = a,b,c,d i s E;; dogadaj
”eliminirani su odgovori 7 i 57, za i,j = a,b,c,d, 1 # j # t. Primjenom formule potpune
vjerojatnosti dolazimo do vjerojatnosti dogadaja E; ;, uz poznavanje igracevog vektora
vjerojatnosti 7. Na primjer, ako je igracev stupanj znanja k = 2 i 7" = (%, %, Ilﬁv Tl(—)),
tada je

1

i 1+1 1
3 10 3 10 15

P(Ea,b) = P(Ea,b|CC)P(Cc) 4+ P(Ea,b|Cd)P(Cd) =

Analogno ra¢unamo i vjerojatnosti eliminacije preostalih parova odgovora i dobivamo

P(E.q) = & i P(Eap) = P(Eu4) = P(Eye) = P(Epa) = ¢

Nakon eliminacije dva odgovora, pomoc¢u Bayesove formule izracunamo posteriornu vje-

rojatnost da je svaki preostali odgovor tocan. Zatim odredimo stupanj znanja igraca i

dobivena vjerojatnost postaje vjerojatnost da ¢ée igra¢ tocno odgovoriti. Na primjer,
P(E.p|C)P(C:) _ 515

1
P(Cc|Ea,b) = P(Ea b) — L = 57

igracev stupanj znanja sada najbolje odgovora stupnju k = 3. Analogno i za dogadaj
E.q4. U slucaju Epq, Epe, Eoc i E,q stupanj znanja igraca odgovara stupnju & = 1.
Prijelazne vjerojatnsti su tada, p,;,(2,3) = P(E.p U Ecq) = P(Eqp) + P(Ecq) = % i
Prpl: 1) = 4P (B ) = %

Analogno racunamo i ostale prijelazne vjerojatnosti koje su prikazane u sljedecoj tablici.
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k=0 k=1 k=2 k=3 k=4
i 5 (0, ) 1 0 0 0 0
P (Lk) | £ L 0 & 0
P gy (2, k) 0 2 0 5 0
Do (3, k) 0 0 0 1 0
Pnis (4, k) 0 0 0 1 0

Tablica 11: Prijelazne vjerojatnosti za pomo¢ 750 : 50”

6.4.3.2 Pomo¢ ”pitaj prijatelja”

Za ovu pomo¢ se pitamo koliki je stupanj znanja prijatelja i kako njegov stupanj znanja
utjece na igracev. Pretpostavimo da su moguéi stupnjevi znanja prijatelja jednaki kao
igracevi i neka je fr,(k) vjerojatnost da je stupanj znanja prijatelja za n—to pitanje k.

Prvo pogledajmo kako njegov stupanj znanja utjece na igracev. Neka je I(j,1, k) vjero-
jatnost da se igrac¢ev stupanj znanja nakon razgovora s prijateljem, ¢iji je stupanj znanja

i, promijenio sa j na k. Vjerojatnost p,,(J, k), j,k =0, ...,4 sada ra¢unamo po formuli:

pn,lz(ja k) = Zfrn(2>](]>zak) (2)

Ako je igracev stupanj j = 4 i prijateljev ¢, tada oc¢ito igracev stupanj promijeni na ¢ pa
je I(4,i,i) =1,zai=0,...,4. Ako je j = 3, to znaci da je igra¢ iskoristio pomo¢ 50 : 50,
a tada i stupanj znanja prijatelja mora biti isto 3. Stoga je 1(3,3,3) =11 1(3,3,k) =0
za k # 3. U slucaju da je stupanj znanja prijatelja ¢ = 0, 1 ili 2, onda stavimo da je
T3, 8) = Poy i k) 28 B = Oaosd i 4 = 0, 1,2

Nadalje pretpostavimo da su stupnjevi znanja igraca i prijatelja nezavisni, ali odgovori
koje oni smatraju toénim nisu nezavisni. Neka je njihov stupanj j =4 = 1. Ako preferiraju
isti odgovor, tada igra¢ postaje sigurniji u svoj odgovor, sto se javlja s vjerojatnosti r; i on
prelazi u stupanj k£ = 0. U suprotnom, ako ne preferiraju isti odgovor, igra¢ je nesigurniji
u svoj odgovor i tada prelazi u stupanj k = 2. Stoga je I(1,1,0) =ry,a I(1,1,2) = 1—r;.
Ako je j = 2 i1 = 1 tada odgovor prijatelja moze biti jedan od dva igraceva izbora i
to s vjerojatnosti 4/5 ili moze biti jedan od preostala dva odgovora. U prvom slucaju
pretpostavimo da ¢e igrac poslusati prijatelja i tada prelazi u stupanj kK = 1. Dok u drugom
slucéaju prijatelj zbunjuje igraca i on prelazi u stupanj k = 4. Stoga je I(2,1,1) = % i
1(2,1,4) = 3.

Ostale situacije su prikazane u sljedec¢oj tablici. Na (i, j)—toj poziciji se nalazi stupanj

znanja k u koji igra¢ prelazi, a u zagradi se nalazi vjerojatnost 1(j,1, k) za taj k.
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=0 =1 \ =3 =T
5=0]0() 0 (1) 0 (1) 0(
j=1]0Q@) 0 (4/5); 2 (1/5) 1 (4/5); 4 (1/5) 1(
=200 1(4/5); 4 (1/5) 1 (20/45); 2 (24/45); 4 (1/45) 2(
j=3]0()|0(6/15); 1(7/15); 3 (2/15) 1(2/3); 3 (1/3) 3(1) | 3(
j=410(1) 1(1) 2 (0) 4(

Tablica 12: Prikaz mogudéih stupnjeva znanja k i vrijednosti 1(j,i,k) za sve i,7 =0, ...,

Na kraju jos pretpostavimo da je fr,(k) = ¢,(k) $to znaci da igrac i prijatelj imaju
istu vjerojatnost da im stupanj znanja bude k. Sada mozemo lako izra¢unati p,,(j, k),
j,k=0,...,4 po formuli (2).

6.4.3.3 Pomo¢ ”pitaj publiku”

Pretpostavimo da je publici u cilju pomoéi igracu i da iz histograma odgovora publike
igra¢ moze odrediti stupanj znanja publike koji moze biti od 0 do 4. Tada mozemo ovu
pomo¢ promatrati kao pomoé¢ ”pitaj prijatelja’. Oznacimo s A, (k) vjerojatnost da je
stupanj znanja publike na n—tom pitanju k. Tada p, (7, k) racunamo po formuli (2)
samo §to vjerojatnosti fr, (i) zamijenimo s A, (7).

Kao $to smo za igraca odredili vjerojatnosti p,,(k) prikazane u tablici 10, isto mozemo
uciniti i za publiku. Stavimo da je A, (k) = a;, (k) za (n,m) € A, sto predstavlja vjerojat-
nost da je stupanj znanja publike jednak k za svaku grupu pitanja. Pogledajmo primjer

tih vjerojatnosti.

| k=0 k=1 k=2 k=3 k=4
ar(k)| 06 03 005 0 005
as(k) | 04 03 02 0 0.1
ag(k) | 02 02 01 0 0.5

Tablica 13: Primjer vjerojatnosti da je stupanj znanja publike k£ za svaku grupu pitanja

Vjerojatnosti a,, (k) se razlikuju od pn,(k) za neke vrijednosti m i k, a to je zato §to

publika nije pod tolikim pritiskom kao igrac¢ i sto ljudi u publici mogu komunicirati.

6.4.4 Optimalna strategija

Za funkciju u*(n,s,j) za 15 pitanja, 5 stupnja znanja i 8 moguc¢ih kombinacija pomodéi
izracunato je 600 vrijednosti. Odnosno, za svaku situaciju dobivamo koji bi bio najbolji
potez. Optimalna strategija je prikazana na slici 7. Pomoéi su, redom, 750 : 50”7, " pitaj
prijatelja” i ”pitaj publiku”. Brojevi od 0 do 4 oznacavaju stupnjeve igra¢evog znanja.
Slovo R znaci da bi igrac trebao riskirati i dati odgovor na pitanje, a slovo () znaci da bi
trebao odustati.

Na primjer, ako je igracev stupanj znanja 2 za pitanje n = 9 i potrosio je sve pomo¢i tada

45



optimalna strategija kaze da bi trebao odustati.

1 1 111 v

== § Wy e D ¥ e o W E

n $ (01 2 %4 D1 2 3 4 01 2 ¥ 4 01 2 X 4
1 e [R R & & RR®* &% RR O & (R R& &
2 200 |R R & F| (RR*HII |RR & &% R R & &
3 00 |R R & & R R & &9 R R & &% (R R® &
4 500 |[R R & & RR® &I |RR & & R RS &
5 'oon |R R & R A®ME RR &% &% |RR& &
6 2000 [R R @ W% R R &0 Fpala RR @ & RRED >
7 4000 |R R € &% RRE2®ET RR@ &% RRO &
8 8000 R R ©@ o3 R R &% o a2 RR &S &% [RRD® &
9 1000 | R R &% & R R 0 ol o RR ©@ &% R R D &
10 2000 (R R &% &% R R &0 oo nla BRR &0 & R R 7
11 64000 [R R €@ o RRmeme™ [RR@ & RRD &
12 125000 |R R & T R R &% Wl ole RR @ o= R RD -,
13 2500000 R D T R R AT TS BT R R Cad R R D -
4 500000 RO &% Redmdmds |RO@D@ & RO &
15 1000000 RSO OO R 2540 4 &5 RO D RO O

v VII VIII
- = o B :

n S [0 1 2 %4 01 2 3 4 01 2 3 4 D1 2 3 4
1 mw |R R @ @ R R & ;9 R R a&ZeaTeals RR R R R
2 00 R R @ @ RR & & |RRDee®™ [RR R R Q
3 30 [RRD® @ RR®M&®® RRE™ |[RRR R Q
4 500 |R R D D RR ¥ & |R R« RR R R Q
5 oo R R @ o© R R &%) &3, R R & RR Q R Q
6 2000 (R R @ O RR B R | (R R & RR R R R
7 4000 |R R @ @ RR® RS RR“R«&» |RRR R R
8 g |R R @ @ RR®®I R Ra%ame® |[RR R R Q
9 16000 |[R R @ @ [RR®M®:HI® RReMa RRQ R Q
10 32000 |[R R @ ©@| |[RR®®S ppe®e@a™ |IRR QR Q
11 6000 (R R @ RR ¥ R & RRR& |[RRR R R
2 12500 (R R @ o RR & &) RRawa (RR R R Q
13 250000 Rep D © RR ¥ & |RRaSemd® RRQ R Q
4 500000 RepDD O RR & &% RRaa RRQ Q Q
15 100 R D Ri¥ ¥ ) &) (R Hale RR Q Q Q

Slika 7: Optimalna strategija za igru Tko zeli biti milijunas? (Izvor [3])

Opsirniji izvod optimalne strategije i opéenito o ovoj igri moze se pronaéi u [3].
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Sazetak

Igre na srecu su sve popularnije u danasnje vrijeme, a opce je poznato da je u pozadini
tih igara teorija vjerojatnosti. U prvom dijelu rada upoznali smo se s teorijom igara na
srecu, vidjeli primjenu teorije korisnosti i odlu¢ivanja u tim igrama te naveli osnovne te-
oreme. Definirali smo i neke sisteme kladenja, primjerice martingalna strategija i Kellyjev
sistem, koji nam sugeriraju koliki iznos trebamo uloziti u igru. U drugom dijelu rada smo
naveli neke igre na srecu kao sto su Blackjack, Baccarat, Backgammon i Tko zeli biti
milijunas?. Naveli smo njihove optimalne strategije, a u nekima smo na primjerima igre
vidjeli primjenu sistema kladenja. Pokazalo se da nisu svi sistemi kladenja profitabilni u

svim igrama, neki nose vec¢i dobitak od drugih.

Kljucne rijeci: igre na sreéu, teorija vjerojatnosti, teorija igara, teorija odluc¢ivanja

i korisnost, sistemi kladenja, martingalna strategija, Kellyjev sistem, optimalna strategija

Summary

Games of chance are becoming increasingly popular, and it is common knowledge that the
probability theory is behind these games. In the first part of the paper, gambling theory
was introduced, the application of decision making theory and utility in these games was
shown, and basic theorems are listed. Also, we defined some betting systems, such as the
Martingale strategy and Kelly’s system, which suggest the optimal amount to invest in
the game. In the second part of the paper, we listed some games of chance, such as Blac-
kjack, Baccarat, Backgammon and Who Wants to Be a Millionaire? and their optimal

strategies. Also, we concluded that not all betting systems are profitable in every game.

Key words: games of chance, gambling theory, probabillity theory, decision making

theory and utility, betting systems, Martingale strategy, Kelly’s system, optimal strategy
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