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Uvod

Na pitanje bi li nesto promijenili iz svoje proslosti poneki ljudi ¢e odgovoriti da bi napra-
vili sve isto, dok ¢e poneki odmah pronaéi trenutke u svom zivotu u kojima bi rado donijeli
drugaciju odluku. Do odgovora na to pitanje ljudi dolaze tako Sto preispitaju posljedice
odluka koje su ranije donijeli.

Svakodnevno donosenje odluka prisutno je u povijesti covjecanstva od samih pocetaka pa sve
do danas. Veé i prvi ljudi morali su odluciti u kakvom zaklonu prenociti i u koje doba dana
iéi u lov kako bi najlakse dosli do hrane. U danasnjem uzurbanom nacinu zivota svakod-
nevnih odluka je sve vise te samim time moraju bit donosene u sto kra¢em roku; primjerice
kojim putem krenuti na posao kako bi izbjegli guzvu, sto i kada jesti, sto obuéi u ovisnosti u
prigodi te kako najbolje iskoristiti slobodno vrijeme. Poneke odluke imaju puno veéi znacaj
te samim time moraju biti donesene sto racionalnije, kao npr. koju skolu ili fakultet upisati
te koji stan ili auto kupiti.

Ve¢ u 17. 1 18. stolje¢u matematicari Pascal, Fermat i Bernoulli pokusavaju tu racional-
nost prevesti u matematicke izraze, dok tek 1931. godine pocinje razvoj teorije odlucivanja
kada Ramsey izdaje ¢lanak s osam aksioma koji, ako su ispostovani, dovode do maksimalne
ocekivane korisnosti.

Kako bi osoba sa sigurnoséu mogla donijeti najkvalitetniju odluku, trebala bi biti upoznata
sa posljedicama svake moguce odluke. Razli¢ite moguénosti izbora koje osoba koja odlucuje
ima u situaciji prije odluke zvat ¢emo alternative ili akcije, dok ¢emo razlicite moguce situ-
acije u kojima se mozemo naéi nakon donosenja neke odluke zvati kriteriji ili stanja svijeta. U
radu ¢emo opisati kako se kreira tablica odlucivanja te kako jednostavno tablicu odlucivanja
zapisati koristeci stablo odlucivanja koje je puno preglednije i razumljivije od tablice. Kroz
razne primjere stabala odluc¢ivanja pokazat ¢emo vaznost koristenja ove metode u svakod-
nevici te u raznim podrué¢jima zivota. Na kraju rada definirat ¢emo stav donositelja odluke
prema riziku te ga povezati sa funkcijom korisnosti.



1  Tablica odluc¢ivanja

U uvodu smo se upoznali sa pojmovima akcija i stanje svijeta. Opcenito, pretpostavit
¢emo da donositelj odluke zna sva stanja svijeta koja éemo oznaciti s 0y,0s,. . . ,0, 1 da imamo
konacan broj akcija a, as, ..., a, izmedu kojih biramo jednu akciju. Tada op¢i oblik tablice
odlucivanja izgleda ovako:

Stanja svijeta
91 92 . Qn
ay x11 12 | © | T1n
Akcije
Am Tm1 Tm2 e Tmn

Tablica 1.1: Op¢i oblik tablice odlucivanja s m stupaca i n redaka

U tablici 1.1 z;; oznacava posljedicu akcije a; u stanju ;. Ako svakoj od posljedica
pridruzimo numericku vrijednost, toénije v(z;;) := v;;, tada mozemo usporedivati posljedice
i to tako da veca pridruzena vrijednost sugerira da preferiramo tu posljedicu u odnosu na
onu koja ima manju pridruzenu vrijednost. Matematickim rjecnikom, ako je v;; > vy, onda
donositelj odluke preferira posljedicu z;; u odnosu na ;.

Primjer 1.1. Nogometni klub zeli dovesti igra¢a Luku iz konkurentskog kluba s kojim se
bori za naslov prvaka. Od Luke se ocekuje da ¢e u narednoj sezoni biti jedan od najboljih
igraca lige. Medutim, cijena za Luku je poprilicno velika, a Luka je sklon ozljedama, pa
uprava kluba razmislja dovesti ga ili ga ostaviti u konkurentskom klubu. Ako Luka odigra
cijelu sezonu bez ozljede, klub u kojem je Luka osvaja naslov prvaka, ali ako se Luka ozlijedi
tada i ostatak momcadi gubi samopouzdanje i drugi klub osvaja naslov. Kako ¢e uprava
kluba odluciti sto je za njih najbolje?

Analizirajmo u nastavku navedeni primjer. Imamo dvije akcije izmedu kojih uprava
kluba bira najbolju za njih, a to su ,,dovesti Luku* ili ,,ne dovesti Luku“. Takoder, imamo
i dva moguca stanja svijeta koja ovise o Lukinom zdravstvenom stanju, tj. hoce li se Luka
ozlijediti ili ne¢e. Pogledajmo kako izgleda tablica odluc¢ivanja za ovaj primjer.

STANJA SVIJETA
Luka ce se Luka se nece
ozlijediti ozlijediti
Dovesti Luku Novac potrosen, Novac potrosen,
naslov nije osvojen naslov osvojen
AKCHE Ne dovesti Luku | Novac nije potrosen, | Novac nije potrosen,
naslov osvojen naslov nije osvojen

Tablica 1.2: Tablica odluc¢ivanja za primjer 1.1

Da bi smo znali koja odluka je najbolja za upravu, moramo nekako vrednovati moguée po-
sljedice. Pretpostavimo da upravu kluba zanima samo financijska strana posljedica. Ako za
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Lukin transfer uprava kluba mora izdvojiti 50000kn, a naslov prvaka klubu donosi 150000kn
tada bi tablica odlucivanja izgledala ovako:

STANJA SVIJETA

Luka ¢ée se | Luka se neée
ozlijediti ozlijediti
Dovesti Luku -50000 kn +100000 kn
AECLIE Ne dovesti Luku | +150000 kn 0 kn

Tablica 1.3: Tablica odlucivanja s vrednovanim posljedicama za primjer 1.1

Kako bi saznali Sto ¢e uprava uciniti moramo uzeti u obzir neke informacije o stanjima
svijeta. Obzirom na to koliko poznajemo stanja svijeta, modele odlucivanja dijelimo na:

1. Odluke uz sigurnost

2. Odluke uz slabu nesigurnost ili rizik

3. Odluke uz jaku nesigurnost ili potpuno neznanje
Opisimo poblize svaki od navedenih modela odlucivanja:

1. U odlukama uz sigurnost imamo to¢no jedno stanje svijeta te donositelj odluke tada
donosi odluku koja maksimizira njegovo zadovoljstvo. U primjeru 1.1 to znaci da to¢no
znamo hoce li se Luka ozlijediti ili ne¢e. Ako uprava zna da ¢e se Luka ozlijediti nece
ga dovesti u klub, a u suprotnom hoc¢e. Primjetimo kako u odluc¢ivanju vrlo ¢esto uvjet
sigurnosti nije ispunjen, narocito kada donosimo odluke od velikog znacaja u kojima
gotovo uvijek imamo vise od jednog stanja svijeta.

2. Kod odluka uz slabu nesigurnost ili rizik donositelj odluke ne zna posljedice svojih
odluka, ali poznaje stanja svijeta i posljedice u svakom od stanja. Osim toga, donositelj
odluke zna vjerojatnosti da se dogodi odredeno stanje svijeta. U primjeru 1.1 to znaci
da poznajemo vjerojatnost da se Luka ozlijedi.

3. Kod donosenja odluka uz jaku nesigurnost ili potpuno neznanje donositelj odluke poz-
naje samo stanja svijeta, ali ne zna vjerojatnosti da se dogodi odredeno stanje svijeta.
U primjeru 1.1 to znaci da ne znamo vjerojatnost da se Luka ozlijedi.

No, pitanje je kako mozemo uz jaku nesigurnost donijeti najbolju mogucu odluku? U
ovisnosti o tome je li donositelj odluke pesimist ili optimist i u kojoj mjeri, za ovaj
slucaj postoje cetiri najcesca kriterija za donosenje odluke, a to su:

a) Waldov pesimisti¢ni kriterij

b

)
)

(¢) Savageov minimizacijski kriterij
)

(
(

Hurwitzov optimisti¢no-pesimistic¢ni kriterij

(d) Laplaceov racionalni kriterij

Vise o svakom od ovih kriterija ¢itatelj moze pronadi u [4] i [7].



U ovom diplomskom radu bavit ¢emo se samo odlukama koje se donose uz slabu nesigurnost
ili rizik, jer samo u tom slucaju ima smisla koristiti stabla odlucivanja.

Kako bi nas primjer doveli u podrucje slabe nesigurnosti ili rizika pretpostavimo da je, nakon
lije¢nickog pregleda i testa fizicke pripreme, procijenjena vjerojatnost da se Luka ozlijedi i da
ona iznosi 40%. Koristedi klasiécnu definiciju vjerojatnosti dobivamo da je oc¢ekivana dobit
kluba u slucéaju dovodenja Luke jednaka 0.4 % (—50000) + 0.6 * (100000) = 40000 kuna,
dok je ocekivana dobit kluba u slucaju da Luka ostaje u konkurentskom klubu jednaka
0.4 % (150000) 4+ 3/5 * 0 = 60000 kuna. Zakljuc¢ujemo kako je ocekivana dobit kluba veéa u
slucaju da Luka ostane u konkurentskom klubu pa uprava neé¢e dovesti Luku.

2 Stabla odlucivanja

2.1 Izrada i opis stabla odlucivanja

Kao sto smo rekli u uvodu, zbog velikog broja akcija ili stanja svijeta, tablica odluc¢ivanja
cesto moze biti izrazito nepregledna. Kako bi problem prikazali u jednostavnijem i pre-
glednijem obliku koristimo stabla odluc¢ivanja. Stablo odlucivanja je graficki prikaz pro-
cesa odlucivanja koji se sastoji od niza slijedno povezanih odluka. Kako bi pomoéu stabla
odlué¢ivanja mogli donijeti najbolju mogucu odluku potrebno je biti u uvjetima slabe nesi-
gurnosti ili rizika, tj. moramo poznavati koje sve odluke mozemo donijeti i posljedice tih
odluka te nam takoder moraju biti poznate i vjerojatnosti da se svaka od posljedica dogodi.

Za ilustraciju uzmimo slucaj sa dvije akcije a; i as, te tri stanja svijeta 6y, 05 i 03. Pogledat
¢emo najprije tablicu odluc¢ivanja, a potom ¢emo kreirati stablo odlucivanja te poblize opisati
njegove dijelove.

Stanja svijeta
61 | 6o 0,

a1 | T11 | T12 T3

Akcije

Qg | To1 | T22 Z23

Tablica 2.1: Tablica odlu¢ivanja s dvije akcije i tri stanja svijeta

Na Slici 2.1 vidimo kako se stablo odlu¢ivanja sastoji od tri vrste ¢vorova i dvije vrste
grana. Cvorovi se dijele na ¢vorove odluke, ¢vorove moguc¢ih posljedica i zavrsne ¢vorove,
dok se grane dijele na grane alternativnih aktivnosti i grane mogué¢ih posljedi¢nih stanja.

Cvor odluke je prikazan crvenim kvadratom i u tom évoru donositelj odluke odabire za
koju ¢e se akciju odluciti. Pocetni ¢vor stabla uvijek je ¢vor odluke, ali ¢vorovi odluke se u
slozenijim primjerima mogu naci i u drugim dijelovima stabla, tj. svugdje gdje je potrebno
donijeti nekakvu odluku. Iz ¢vora odluke izlaze grane alternativnih aktivnosti.

Cvorovi moguéih posljedica su prikazani zutim krugovima i prikazuju moguée ishode svake
od mogué¢nosti. U njima racunamo ocekivane vrijednosti grana koristeci klasi¢nu definiciju
vjerojatnosti. U ¢vorove mogucih posljedica ulaze grane alternativnih aktivnosti, a iz njih
izlaze grane mogucih posljedi¢nih stanja.

Zavrsni ¢vorovi prikazani su zelenim trokutima i u njima zavrSava svaka od alternativa.
U zavrsne ¢vorove ulaze grane mogucih posljedi¢nih stanja.

4



- A

O

. A

0.1
a1 I 8.2
\e_3
6.1
a2 O [ o2 »
\e_3

. A

<
N
N

x
N
w

A

Slika 2.1: Stablo odlucivanja s dvije akcije i tri stanja svijeta

Grane alternativnih aktivnosti su grane koje izlaze iz ¢vora odluke. Da bi stablo odlu¢ivanja
imalo smisla, potrebno je da iz svakog ¢vora odluke izlaze barem dvije grane alternativnih
aktivnosti. Na sljede¢em primjeru vidjet ¢emo da se na ovim granama nalazi profit ili trosak
pripadne akcije, ovisno o tome jesmo li na dobitku ili gubitku. Grane alternativnih aktiv-
nosti mogu zavrsavati u bilo kojem od prethodno navedenih ¢vorova.

Grane mogucih posljedicnih stanja su grane koje izlaze iz ¢vora mogucéih posljedica. Na
sljede¢em primjeru vidjet ¢emo kako se na njima nalazi vjerojatnost svake od pripadnih
posljedica. Grane moguéih posljediénih stanja takoder mogu zavrsavati u bilo kojem od
prethodno navedenih ¢vorova.

Pogledajmo sada kako izgleda stablo odlu¢ivanja za primjer 1.1:

Luka ce se

ozlijediti -50,000
0.40 0.00

Luka se nece
ozlijediti

100,000
150,000 0.60 0.00

Luka ce se

B ozlijediti 150,000
Ostaviti Luku
u konkurent- 150,000 0.40 0.40

skom klubu

Dovesti Luku
-50,000 0.00

90,000

60,000

0 1.00

Luka se nece

ozlijediti 0
0 0.60 0.60

Slika 2.2: Stablo odlucivanja za primjer 1.1




Za izradu stabla odluc¢ivanja u ilustrativnom primjeru te u primjeru 1.1, kao i za izradu
ostalih stabala odluc¢ivanja, koristimo besplatni i otvoreni softver imena SilverDecisions,
kojem se moze pristupiti na stranici http://silverdecisions.pl/. Za valjano zakljuéivanje iz
stabla odlu¢ivanja potrebno je provesti tri koraka:

1. Izgradnja stabla odlucivanja

2. Rac¢unanje ocekivanih vrijednosti odluka postupkom rac¢unanja unatrag (eng. Rollback
algorithm)

3. Pronalazenje optimalnog puta postupkom ra¢unanja unaprijed

Koristenje navedenog softvera od nas zahtijeva samo izgradnju stabla odluc¢ivanja (1. korak),
dok preostala dva koraka odraduje softver. U nastavku ¢emo ukratko opisati postupak
Rollback algoritma i pronalaska optimalnog puta, a vise detalja mogu se pronaéi u [8].

Za provedbu Rollback algoritma (2. korak) izracune zapocinjemo od zavrsnih évorova
stabla i kre¢emo se prema pocetnom évoru stabla. Cvorovima posljedica pridruzujemo vri-
jednosti racunate formulom

EVi1=) piEVi, i€{1,2,...,n},j€{1,2,...,m} (2.1)
J

gdje EV;_; predstavlja ocekivanu vrijednost u ¢voru ¢ — 1, E'V; predstavlja ocekivanu vrijed-
nost u ¢voru 4, p; predstavlja vjerojatnost j-te grane koja izlazi iz ¢vora i — 1, n predstavlja
ukupan broj ¢vorova posljedica, dok m predstavlja ukupan broj grana koje izlaze iz ¢vora
¢ — 1.

Za pronalazak optimalnog puta (3. korak) kre¢emo se od pocetnog ¢vora prema zavrsnim
¢vorovima. Vrijednost grane na optimalnom putu, tj. najveca vrijednost grane koja izlazi
iz pocetnog ¢vora pridruzuje se pocetnom ¢voru i tako redom dok ne dodemo do zavrsnog
cvora.

U primjeru 1.1 vidimo kako je optimalan put onaj u kojem klub ne dovodi Luku i da je
profit tog puta 60000 kuna, jednako kao sto smo dobili kada smo primjer 1.1. rjesavali uz
pomo¢ tablice odlu¢ivanja. Optimalan put na stablu odluc¢ivanja oznacen je tamnozelenom
bojom.

Primjer 2.1. Tenisac¢ Ivan ima popunjen kalendar do kraja sljede¢eg mjeseca, a za tjedan
iza toga nude mu se tri opcije: i¢i na turnir u Australiju, i¢i na turnir u Italiju ili ostati kod
kuce i ne igrati niti jedan turnir taj tjedan. Nagrade na turniru u Australiji su 10000 kuna
ako Ivan ispadne u prvom ili drugom kolu te 50000 kuna ako izgubi u polufinalu ili finalu. Za
osvajanje turnira jos uvijek nije poznata nagrada jer su neki od sponzora neodluéni o iznosu
s kojim ¢e sponzorirati turnir. Poznavajué¢i konkurenciju na turniru Ivan moze procijeniti
vjerojatnosti svakog od navedenih ishoda i one su redom 50%, 40% i 10%. Za razliku od
turnira u Australiji, u [taliji je konkurencija slabija, ali su zato i nagrade manje. Za ispadanje
u prvom ili drugom kolu Ivan ¢e dobiti 5000 kuna, za poraze u polufinalu ili finalu ¢e dobiti
30000 kuna, a za osvajanje turnira predvidena je nagrada od 70000 kuna. Vjerojatnosti
navedenih ishoda su redom 25%, 55% i 20%. Kako tenisaci sami financiraju odlazak i
boravak na turnirima, Ivan u racunicu mora ubaciti i troskove putovanja te smjestaja i
hrane. Odlazak i boravak u Australiji Ivana kosta 15000 kuna, dok ga odlazak i boravak
u Italiji kosta 9000 kuna. Kolika mora biti nagrada za osvajanje turnira u Australiji da se
Ivan odluéi za odlazak na najmanji svjetski kontinent?



Za izradu stabla iskoristimo softver SilverDecisions.

Ispadanje u
prvom ili
drugom kolu
(-5000kn)

0.5
Ispadanje u
polufinalu
ili finalu
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Osvajanje
turnira
(x-15000kn)

0.1

Ispadanje u
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0.25
Ispadanje u
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(21000kn)

0.55

I¢i na turnir -
u Italiju ( 2

QOsvajanje
turnira
(61000kn)
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Slika 2.3: Stablo odlucivanja za primjer 2.1

Primijetimo kako smo na svakoj grani profit od odlaska na turnir dobili tako da smo od
zarade na turniru oduzeli troskove boravka u zemlji koja je domacin turnira.

[zracunajmo najprije ocekivani Ivanov profit od odlaska na turnir u Italiju. Koristeci
formulu (2.1) dobivamo

—4000 - 0.25 + 21000 - 0.55 + 61000 - 0.2 = 22750 kuna.

Sada je jasno da se Ivanu nikako ne isplati ostati kod kuée pa nas jos zanima na koji
turnir ¢e oti¢i. Analognim postupkom kao za turnir u Italiji, o¢ekivana nagrada od turnira
u Australiji je

—5000 - 0.5 4 35000 - 0.4 4 (x — 15000) - 0.1 = 10000 + 0.1z kuna,
Zakljucujemo kako za odlazak u Australiju mora vrijediti

10000 + 0.1z > 22750 /-10000
0.1z > 12750 /:0.1
z > 127500

pa ¢e Ivan otiéi na turnir u Australiju ako je tamo nagrada za osvajanje turnira veéa od
127500 kuna.



2.2 Prednosti i nedostaci stabla odlucivanja

Rjesavanje problema pomocéu stabla odlucivanja, kao i veéina ostalih metoda iz teorije
odlucivanja ima mnoge prednosti, ali isto tako i nedostatke.

2.2.1 Prednosti

1. Stabla odlu¢ivanja su razumljiva i lako ih je tumaciti ¢ak i onima koji nemaju veliko
matematicko znanje, pogotovo u jednostavnijim primjerima gdje stablo nema puno
¢vorova 1 grana.

2. U stablu odluc¢ivanja moraju biti prikazane sve akcije i posljedice svake od akcija.

3. Sam graficki prikaz stabla dodatno olaksava interpretaciju te usporedivanje svih akcija
koje donositelj odluke moze odabrati.

4. Iz stabla je vrlo jednostavno uociti zavisnost izmedu pojedinih odluka.

5. U rjesavanju problema metodom stabla odlu¢ivanja podaci mogu sadrzavati i nedos-
tajuce vrijednosti.

2.2.2 Nedostaci

1. Male promjene podataka koje unosimo u stablo mogu rezultirati velikim promjenama
u konacnoj odluci, sto moze dovesti do pogresnog rjesenja problema ako smo greskom
unijeli i neznatno drugaciji podatak. Ako pak primjetimo pogresku moramo izraditi
novo stablo, §to u slozenim primjerima moze biti izrazito zahtjevno.

2. Koliko je metoda stabla odluc¢ivanja jednostavna u problemima koji nemaju puno
¢vorova i grana, toliko i nije prakti¢na ukoliko imamo probleme s velikim brojem akcija
i stanja svijeta te ako moramo donositi velik broj odluka jednu za drugom.

3. Graficki prikazi stabla mogu se u praksi podosta zakomplicirati pa se ova metoda ne
primjenjuje za probleme u kojima stablo nece biti jednostavno izraditi i tumaciti.

3 Primjena teorije vjerojatnosti u stablima odluc¢ivanja

Ve¢ se iz prethodnih primjera moze naslutiti kako je teorija vjerojatnosti izuzetno vazna za
donosenje najbolje odluke metodom stabla odluc¢ivanja. U ovom poglavlju najprije ¢emo
prosiriti pricu o vjerojatnosti sa dvjema formulama koje su nam vrlo korisne u metodi stabla
odlué¢ivanja, a nakon teoretskog dijela ¢emo kroz dva primjera prikazati kako u odredenim
situacijama u praksi donositelji odluke biraju najbolju opciju koristeéi stabla odlucivanja i
teoriju vjerojatnosti.

3.1 Formula potpune vjerojatnosti i Bayesova formula

Jedne od najvaznijih vjerojatnosnih formula koje se koriste u stablima su Formula potpune
vjerojatnosti i Bayesova formula. Kako se u njima koristi uvjetna vjerojatnost te moramo
imati potpun sustav dogadaja, najprije definirajmo ta dva pojma. Sve definicije i teoremi iz
ovog poglavlja preuzeti su iz [1].



Definicija 3.1. Neka je (2, F, P) vjerojatnosni prostor i dogadaj B € F pozitivne vjerojat-
nosti, tj. P(B) > 0. Funkciju Pg : F — [0,1] definiranu s

P(ANB)

Po(4) = P(AIB) = =5,

AeF

nazivamo uvjetna vjerojatnost uz uvjet da se dogodio dogadaj B.

Definicija 3.2. Konacna ili prebrojiva familija dogadaja {H; : i € I}, I C N ¢ni potpun
sustav dogadaja u vjerojatnosnom prostoru (S, F, P) ako vrijedi:

1. P(H;) >0, za svakii e I

2. HHNH; =0, za svei,j €I, i#j

8. Uier Hi = Q, pri cemu Q nazivamo siguran dogadaj.

Prije same Bayesove formule pogledajmo formulu potpune vjerojatnosti:

Teorem 3.1. Neka je (0, F, P) vjerojatnosni prostor i {H; : i € I}, I C N, potpun sustav
dogadaja na njemu. Tada za proizvoljan dogadaj A € F wvrijedi

P(A) =) P(A|H;)P(H,). (3.1)

el

Teorem 3.2. Neka je {H; : i € I}, I C N, potpun sustav dogadaja na vjerojatnosnom
prostoru (Q, F, P) i neka je B € F dogadaj pozitivne vjerojatnosti, tj. P(B) > 0. Tada za
svaki 1 € I vrijedi

P(H;)P(B|H;) P(H;)P(B|Hi)

PULIB) = —=5@) = 5., P(BI,) P B2

Dokaze navedenih teorema citatelj takoder moze pronaéi u [1]. Formulu (3.2) nazivamo
Bayesova formula. Ona nam je od velike vaznosti ako zelimo izracunati vjerojatnost nekog
dogadaja uz uvjet da se ve¢ dogodio neki dogadaj pozitivne vjerojatnosti. Pogledajmo na
sljede¢em primjeru znacaj ove formule:

Primjer 3.1. U loto bubnju nalazi se 45 kuglica oznacenih brojevima od 1 do 45. Kolika
je vjerojatnost da prva izvucena kuglica na sebi ima neparan broj ako znamo da je broj na
toj kuglici veci od 407

Uz iste oznake kao u formuli (3.2) imamo:

H, = {Izvuceni broj je neparan}
Hy = {Izvuceni broj je paran}
B = {Izvuceni broj je veéi od 40}
Primjetimo da je Hy U Hy potpun sustav dogadaja jer broj moze biti ili paran ili neparan

te da je P(B) > 0, pa zaklju¢ujemo da primjer zadovoljava uvjete Bayesovog teorema.
Vjerojatnosti dogadaja koje su nam od interesa u ovom zadatku iznose:

23
1

pB) =2 -1
59

B



Za koristenje Bayesove formule nedostaje nam jos vjerojatnost da je broj veéi od 40 ako je
neparan, tj. P(B|H;). Posto znamo da je neparnih brojeva ukupno 23, a neparnih brojeva
vecih od 40 je ukupno 3, imamo

3
P(B|H1> = %

Sada pomoc¢u Bayesove formule dobivamo
P(H)P(BIH) _ 2% 3

P(H1|B): P(B) = % :ga

tj. vjerojatnost da izvucena kuglica na sebi ima neparan broj ako znamo da je izvucena
kuglica s brojem veéim od 40 iznosi 3/5.

3.2 Primjena formule potpune vjerojatnosti i Bayesove formule

Pokazimo sada na primjerima kako koristenje formula (3.1) i (3.2) moze uvelike pomoéi u
donosenju najbolje moguce odluke.

Primjer 3.2. U mnogim medijima izasla je informacija kako 14-godisnji Spanjolski vater-
polist Juan zabija prosjeéno 5 golova po utakmici u prvenstvu Spanjolske za djecu do 15
godina, ali da njegovi roditelji nisu zadovoljni sa radom trenera u klubu te razmisljaju o
promjeni sredine. To je potaklo mnoge klubove da razmisle o dovodenju mladog Juana u
svoje redove, a medu njima najveéu zainteresiranost pokazuje Vaterpolski klub Jadran iz
Splita. Kako oba roditelja u pandemijsko doba rade od kuce, nec¢e im biti problem preseliti
u Split neko vrijeme dok Juan jos malo ne odraste. Trenutne pretpostavke o tome u kakvog
¢e se igraca razviti mladi Juan su sljedece:

P(vrhunski) = P(V) = 0.4
P(prosjecan) = P(P) = 0.35 (3.3)
P(ispodprosjecan) = P(I) = 0.25

Ako Juan postane vrhunski igrac i ostane u Splitu, VK Jadran ¢e biti prvi favorit za osva-
janje hrvatskog prvenstva te ¢e biti konkurentan i na europskoj sceni. Ako se u tom slucaju
Juan odluéi napustiti splitski klub, zarada od prodaje biti ¢e puno vecéa od troskova njegova
dovodenja. Kako prosjecnih igraca ima i u nasoj drzavi, dovodenje Juana nece se pokazati
isplativo ako on postane prosjecan, ali ni gubitak nece biti prevelik. Ako Juan postane
ispodprosjecan gubitak za klub bit ¢e znatno veéi. Nadalje, posto mediji ¢esto znaju iz-
nositi netocne informacije, Vaterpolsk: klub Jadran moze zaposliti skauta i poslati ga na
zavrdnicu prvenstva u Spanjolsku kako bi pogledao dvije posljednje Juanove utakmice za
njegov matiéni klub. Naravno, putovanje i boravak u Spanjolskoj te placa za skauta iziskuje
dodatne troskove za klub. Ako VK Jadran posalje skauta, on svakako nece donijeti odluku
o tome treba li dovesti Juana ili ne, nego ¢e samo dati svoju grubu ocjenu njegovih nas-
tupa; Zadovoljio ili Nije zadovoljio. Misljenje predsjednika VK Jadran o procjeni skauta je
sljedece:

P(Zadovoljio|V) = P(Z|V) = 0.85
P(Zadovoljio|P) = P(Z|P) = 0.65 (3.4)
P(Zadovoljio|I) = P(Z|I) = 0.15.
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Dakle, procjena skauta ne uzima se kao sigurna, nego i on moze pogrijesiti posto ¢e imati
uzorak od samo dvije utakmice, a mladi igraci skloni su oscilacijama.

Kako bi skicirali stablo odlucivanja, primjetimo da se VK Jadran najprije treba odluciti
hoce li poslati skauta u Spanjolsku ili neée (Skauting ili Bez skautinga) i to su dvije akcije
koje izlaze iz korijena stabla. Takoder, vidimo da je cilj odrediti hoée li VK Jadran dovesti
Juana u svoje redove ili ne¢e. U slucaju da VK Jadran nije zaposlio skauta, sam odlucuje
hoce 1i dovesti §panjolskog mladi¢a, a u slu¢aju da se odluce poslati skauta u Spanjolsku
moraju vidjeti sto skaut misli o Juanu, jer nema smisla organizirati skauting ukoliko ga nece
uzeti u obzir. Stablo odluc¢ivanja mozemo sada skicirati na sljedeéi nacin:

11



Wrhunski

Dovesti

Zadovolic (

Ne dovesti

A

029
Vrhunski

¥ 0.2¢
Dovesti Q Frosjecan
8 v
Ispoderosjséan

Ne dovesti

A

A

Nije zadovoljio

A: A

1

Vrhunski

Z 025
Dovesti N Prosjedan
01
e 0
I P é
Bez skautinga spodprosjecan

A

A

A

Ne dovesti

r
-
IS

Slika 3.1: Stablo odlucivanja za primjer 3.2

Primjetimo kako na zavrsnim ¢vorovima stoje brojevi koji na odredeni nac¢in prikazuju
korisnost svake od moguéih odluka. Te brojeve donose struénjaci i vidimo kako su u ovom
slucéaju to brojevi iz segmenta [0,1], gdje 0 prikazuje slucaj kada je VK Jadran uzeo skauta
i doveo Juana koji je na kraju postao ispodprosjecan igra¢ (najgori moguéi slucaj), a 1
prikazuje slucaj kada kompanija nije potrosila novac na skauting, a kupila je Juana i on je
postao vrhunski igra¢ (najbolji moguéi slucaj). Uocimo i to da su korisnosti nesto manje u
slucaju kada splitski klub ne angazira skauta, sto je i o¢ekivano obzirom da, u tom slucaju,
klub ima dodatne troskove za skauting (putovanje, boravak skauta u Spanjolskoj, plaéa).
Vise o samoj korisnosti te o funkciji korisnosti govorit ¢emo u sljede¢em poglavlju.

U ¢évoru X imamo

P(V|Zadovoljio) = P(V|Z)

P(P|Zadovoljio) = P(P|Z)

P(I|Zadovoljio) = P(I|Z).
{V,P.I} je ocito potpun sustav dogadaja jer je P(V)+ P(P)+ P(I) =0.4+0.35+0.25 = 1.
Za racunanje ocekivane korisnosti u ¢voru X moramo izracunati sumu umnozaka vje-

rojatnosti svake opcije Juanovog razvoja uz uvjet zadovoljavajuceg skautinga te korisnosti
pripadne klasifikacije, odnosno koristimo formulu

P(V|Z)-0.99+ P(P|Z)- 024+ P(I|Z) -0
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Vidimo kako nam za izracun nedostaju tri uvjetne vjerojatnosti do kojih dolazimo ko-
riste¢i Bayesovu formulu:

P(V|Z) - P(V)P-(Z()Z]V)
P(P|Z) = P(P)};(Z()Zm) (3.5)
PUIZ) = P(I)P-(I;()ZH)

Da bismo dobili o¢ekivanu korisnost u ¢voru X nedostaje nam jos vjerojatnost da ¢e Juan
zadovoljiti skautove uvjete, koju ra¢unamo pomocu formule potpune vjerojatnosti (formule
3.1

P(Z)=P(Z|V)-P(V)+ P(Z|P)- P(P)+ P(Z|I)- P(I) =
=0.85-0.4+0.65-0.35+0.15-0.25 = 0.605

Uvrstavanjem podataka u 3.6 dobivamo

0.4-0.85
0.35 - 0.65
0.25-0.15

te je sada ocekivana korisnost u X jednaka
0.562 - 0.99 + 0.376 - 0.24 + 0.062 - 0 = 0.647.

Kako je procijenjena vrijednost za ne dovesti Juana ako skaut donese zadovoljavajuéu ocjenu
0.39, sto je manje od 0.647, zakljucujemo da VK Jadran u slucaju zadovoljavajuceg skautinga
treba dovesti Juana.

Prebacimo se sada na dio stabla u kojem je VK Jadran poslao skauta u Spanjolsku i
Juan nije zadovoljio njegove kriterije. 1z formule (3.4) lako dobivamo

P(Nije zadovoljio|V) = P(NZ|V)=1-0.85=0.15
P(Nije zadovoljio|P) = P(NZ|P) =1—0.65 = 0.35
P(Nije zadovoljiolI) = P(NZ|I) =1 —0.15 = 0.85.
Analognim postupkom kao za ¢vor X racunamo i ocekivanu korisnost u ¢voru Y. Jedina

razlika je Sto u ovom slucaju Juan nije zadovoljio kriterije skauta, pa ¢e nam za izracun
uvjetnih vjerojatnosti Bayesovom formulom trebati P(N Z) kojeg ra¢unamo na sljedeéi nacin:

P(NZ)=P(NZ|V)-P(V)+ P(NZ|P)- P(P)+ P(NZ|I) - P(I) =
—0.15- 0.4+ 0.35- 0.35 + 0.85 - 0.25 = 0.395

Primjetimo kako smo P(NZ) mogli i lakSe izracunati pomoc¢u vjerojatnosti suprotnog
dogadaja, tj. kao 1 — P(Z).
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Bayesova formula nam sada daje

P(V)-P(NZ|V) 0.4-0.15

P(VINZ) = = = 0.152
Vinz) P(NZ) 0.395
P(P)-P(NZ|P) 0.35-0.35
P(PINZ) = = =0.31
LRIN) P(NZ) 0.395
P(I)-P(NZ|I) 0.25-0.85
P(IINZ) = = = 0.538
) P(NZ) 0.395

pa je ocekivana korisnost u ¢voru Y jednaka
0.152-0.99+ 0.31-0.24 + 0.538 - 0 = 0.225

Kako je procijenjena vrijednost za ne dovesti Luku ako Juan nije zadovoljio kriterije skauta
0.39, sto je vece od 0.225, zakljucujemo da VK Jadran ne treba dovesti Juana u slucaju da
skaut za njega donese nezadovoljavaju¢u ocjenu.

Cvoru W sada pripada o¢ekivana korisnost

0.605 - 0.647 + 0.395 - 0.39 = 0.545.

Analizirajmo sada dio stabla u kojem se VK Jadran nije odlucio angazirati skauta.
Ocekivana korisnost u ¢voru Z tada je

P(V)-1+4 P(P)-0.25+ P(I)-0.01 =0.4-1+0.35-0.25 + 0.25 - 0.01 = 0.49.

Kako je procijenjena vrijednost za ne dovesti Juana ako nema istrazivanja 0.4, sto je manje
od 0.49, zakljuéujemo da VK Jadran treba dovesti Juana ako nije poslao skauta u Spanjolsku.

Cvoru C sada pripada vrijednost 0.49, a kako je vrijednost u évoru W jednaka 0.545, §to
je vece od 0.49, zakljuéujemo kako évoru D (pocCetnom ¢voru) pripada vjerojatnost 0.545,
tj. VK Jadran treba angazirati skauta.

Sagledavsi ponovno cijelo stablo, zaklju¢ujemo da Jadran treba angazirati skauta te ako
on kaze da Juan zadovoljava njegove kriterije, Spli¢ani ga trebaju dovesti u svoje redove, a
u suprotnom trebaju odustati od dovodenja mladog Spanjolca.

U sljedeé¢em primjeru pokazat ¢emo primjenu stabla odluc¢ivanja u marikulturi.

Primjer 3.3. Tvrtka Skoljkica, koja se bavi marikulturom, zeli instalirati novi plutajué
kavez za uzgoj skoljkasa. Resorno ministarstvo nudi Skoljkici podruéje u blizini Zadra gdje
bi mogao stajati novi kavez. Kako sama kupnja kaveza, kao i njegova instalacija, iziskuje
odredena financijska davanja, Skoljkica razmatra moguénost da se prijavi za dobivanje poti-
caja od strane Europskog fonda za pomorstvo i ribarstvo. Dobivanje poticaja ovisi o tome
koliko je ponudeno morsko podrucje pogodno za uzgoj skoljaka, a ono moze biti: izrazito
pogodno (5), vrlo pogodno (4), pogodno (3), nepogodno (2) ili izrazito nepogodno (1). Na-
kon obrade zahtjeva Skoljkica ¢e ili dobiti poticaj ili neée. Buduéi da je navedeni davatel]
poticaja skloniji odobravanju poticaja morskim podruc¢jima bolje kvalitete, neka su dane
sljedece uvjetne vjerojatnosti:

e P(odobren poticaj | more izrazito pogodno) = 0.95
e P(odobren poticaj | more vrlo pogodno) = 0.75

e P(odobren poticaj | more pogodno) = 0.5
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e P(odobren poticaj | more nepogodno) = 0.25
e P(odobren poticaj | more izrazito nepogodno) = 0.05

Nadalje, neka su procijenjene sljedece vjerojatnosti da morsko podrucje ima odredenu kvali-
tetu. Redom od izuzetno pogodnog do izrazito nepogodnog vjerojatnosti su: 0.15, 0.2, 0.3,
0.2, 0.15. Jasno je da ¢e pogodnije more imati ve¢u korisnost, pa pretpostavimo da u slucaju
trazenja poticaja (u slu¢aju da je on odobren i da ¢e se instalirati plutajuéi kavez) korisnost
iznosi 100 u slucaju da je more izrazito pogodno za uzgoj skoljaka, 85 u slucaju da je more
vrlo pogodno, 50 u slu¢aju da je more pogodno, 25 u slu¢aju da je more nepogodno i 10 u
slucéaju da je more izrazito nepogodno. Takoder, u slucaju trazenja poticaja (u slucaju da je
on odobren) neka korisnost kod ne instalacije plutajuceg kaveza iznosi 40. Nadalje, u slucaju
trazenja poticaja (u slu¢aju da on nije odobren) neka su korisnosti za 20% manje u odnosu
na odgovarajuce korisnosti u slu¢aju odobrenog poticaja. U slucaju da se donositelj odluke
ne prijavi za poticaj, neka korisnost iznosi z, gdje je x realan broj.

Najprije ¢emo izraditi stablo odluc¢ivanja koristeéi softver SilverDesicions, a nakon toga
¢emo, u ovisnosti o nepoznatom parametru x, analizirati kakvu odluku Skoljkica treba do-
nijeti.
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Odobren poticaj

Slika 3.2: Stablo odlucivanja za primjer 3.3

Radi jednostavnosti, odobren poticaj oznac¢it ¢emo s OP, a neodobreni poticaj s NOP
Analizirajmo za pocetak ¢vor A. Za racunanje ocekivane korisnosti u ¢voru A moramo
izracunati sumu umnozaka vjerojatnosti svake klasifikacije morskog podrué¢ja uz uvjet da je
poticaj odobren te korisnosti pripadne klasifikacije, odnosno koristimo formulu

P(5|OP) -100 + P(4|OP) - 85 + P(3|OP) - 50+
+P(2|OP) - 25+ P(1|OP) - 10.

Vidimo kako nam za izra¢un nedostaje pet uvjetnih vjerojatnosti koje dobivamo pomocu

Bayesove formule:

P(5) - P(OP|5)

PEIOP) = =25

P(4]OP) = P(4)P' (];(PO)PM)

pelop) = L (S)P' (];(PO)P 13) (3.6)
pelop) =L (Q)P' (JCD)(PO)P 2)

P(1|OP) = P(l)PgPO)P“)

Da bismo dobili ocekivanu korisnost u évoru A nedostaje nam jos vjerojatnost odobravanja
poticaja koju rac¢unamo pomocu formule potpune vjerojatnosti (formule (3.1)):

P(OP) = P(OP|5)- P(5) + P(OP|4) - P(4) + P(OP|3) - P(3) + P(OP|2) - P(2)+
+P(OP|1)- P(1) =0.95-0.1540.75 - 0.2+ 0.5 - 0.3 +0.25 - 0.2 + 0.05 - 0.15 = 0.5
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Uvrstavanjem podataka u 3.6 dobivamo

0.15-0.95

0.2-0.75
P(A[OP) = === =03

0.3-0.5
P3|OP) = =0.3

(3|OP) 0E
0.2-0.25
0.15 - 0.05

te je sada ocekivana korisnost u A jednaka
0.285-100+ 0.3 - 85+ 0.278 - 50 + 0.1 - 254+ 0.015 - 10 = 70.55

Kako korisnost kod ne instalacije plutaju¢eg kaveza ako je poticaj odobren iznosi 40, sto
je manje od 70.55, zaklju¢ujemo da donositelj odluke u slucaju dobivanja poticaja treba
instalirati plutajuci kavez.

Analognim postupkom kao za ¢vor A racunamo i ocekivanu korisnost u ¢voru B. Jedina
razlika je Sto poticaj u ovom sluc¢aju nije odobren, pa ¢e nam za izracun uvjetnih vjerojatnosti
Bayesovom formulom trebati P(NOP) kojeg racunamo na sljedeéi naé¢in:

P(NOP) = P(NOP|5) - P(5) + P(NOP|4) - P(4) + P(NOP|3) - P(3)+
+ P(NOPJ2) - P(2) + (NOP|1) - P(1) =
=0.05-0.154+0.25-02+0.5-03+0.75-0.240.95-0.15=0.5
Primjetimo i ovdje da smo P(NOP) mogli lakse izracunati pomoc¢u vjerojatnosti suprot-

nog dogadaja, tj. kao 1 — P(OP).
Bayesova formula nam sada daje

P(5)- P(NOP|5) _ 0.15-0.05

P(5|NOP) = FINOP) e = 0015
PUINOP) = P(4)P-(1]3V(JOV]?>P\4) _ 0.26.(;.25 i
P(8INOP) = P(3)P-(J]3V(zovg)m3) _ 0.?;):50.5 03
P(2INOP) = P(z)P-(JJDV(zva()))P|2) _ 0'26.2.75 03
PINOP) — P(l)P-(IJDV(]OV]?)Pll) _ 0.150:50.95 .

pa je ocekivana korisnost u ¢voru B jednaka
0.015-8040.1-684+0.3-40+0.3-20+ 0.285 - 8 = 28.28

Kako korisnost kod ne instaliranja plutajuceg kaveza ako poticaj nije odobren iznosi 32, sto
je veCe od 28.28, zakljuc¢ujemo da Skoljkica u slucaju ne dobivanja poticaja na tu lokaciju
ne treba instalirati plutajuc¢i kavez.
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Cvoru W sada pripada o¢ekivana korisnost
0.5 - 70.55 4 0.5 » 32 = 51.275.

Konaé¢no, pogledavsi stablo vidimo kako donositelj odluke mora usporediti dobivenu ko-
risnost u ¢voru W sa korisnosti u slucaju da se ne prijavi za poticaj koja je oznacena nepoz-
natim parametrom x. Zakljucujemo kako se donositelj odluke nece prijaviti za poticaj ako je
x > 51.275. U slucaju kada je x = 51.275 donositelj odluke je indiferentan, tj. svejedno mu
je koju ¢e odluku donijeti, dok ¢e se u slucaju da je x < 51.275 donositelj odluke prijaviti
za poticaj. Ako je u tom slucaju poticaj odobren donositelj odluke ée instalirati plutajuci
kavez, dok ¢e u slu¢aju da poticaj nije odobren odustati od plutajuéeg kaveza na toj lokaciji.
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4 Korisnost odluka i funkcija korisnosti

Prisjetimo se kako smo u primjeru 3.2 po prvi put spomenuli korisnost rekavsi kako ¢emo ju u
sljede¢em poglavlju detaljno opisati. Prikazimo ponovno stablo odlué¢ivanja koje je izradeno u
okviru primjera 3.2 te se vratimo na spomenuti primjer kako bi detaljnije analizirali korisnost.

Vrhunski q

Frozjeéan

lzpodprosjedan

Ne dovesti

Vrhunski

Q

) f 0.2
51 C B Frosjeéan Q

3 0
Ispodprosjeéan q

0.29

Ne dovesti

Vrhunski

Dovesti

Ispodprosjeéan

Bez skautinga

Ne dovesti

<
-
<
<

Slika 4.1: Stablo odlucivanja za primjer 3.2

Pretpostavimo da postoje cetiri faktora koji utjecu na konaénu odluku: broj osvojenih
trofeja, broj gledatelja, broj novih sponzora te cijena skautinga. Oznacimo te faktore redom
S x1,%9,T3,x4. Kako bi donio najbolju moguéu odluku, donositelj odluke mora poznavati
medusobnu ovisnost faktora te znati kako oni utjecu na konacnu korisnost. Matematickim
rjecnikom, to bi znacilo da donositelj odluke mora poznavati funkciju

u(x1, T, T3, Tq).

Tu funkciju nazivamo funkcija korisnosti. Pretpostavimo da nas zanima koliko je VK
Jadran spreman izdvojiti za skauting, tj. zanima nas x4. Tada funkciju v mozemo zapisati
kao

w(xy, To, X3, T4) = W(T1, T, x3) + k - 4. (4.1)

Nadalje, pretpostavimo da donositelj odluke zadaje faktor k i da je k = —107% te da je
w(zy, 2, x3) = 1, tj. korisnost dovodenja Juana u slucaju da ée on postati vrhunski igra¢
jednaka je 1. Tada, uvrstavanjem navedenih podataka u formulu (4.1) dobivamo

w(z1, To, T3, 24) = 1 — 107% - 24 (4.2)
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Kada za cijenu skautinga uzmemo 10000 kuna i uvrstimo u formulu (4.2) dobivamo upravo
0.99, sto je korisnost dovodenja Juana nakon skautinga. Na Slici 4.1 ta korisnost je prva u
nizu korisnosti zaokruzenih plavom bojom. Preostale korisnosti dobivamo analognim pos-
tupkom, a za primjer ¢emo pokazati tri preostale zaokruzene korisnosti. U tim slucajevima
imamo

0.25 — 10752, = 0.25 — 0.01 = 0.24
0.01 — 107 %2, =0.01 — 0.01 =0
0.4—10"%, = 0.4 —0.01 = 0.39.

Zanemarimo sada korisnosti koje smo dobili kada smo za cijenu skautinga uzeli 10000
kuna te izrazimo oc¢ekivane korisnosti u svim ¢vorovima u terminima z,. Tada ocekivana
korisnost u ¢voru X iznosi

0.562 - (1 — 10~6z4) + 0.376 - (0.25 — 1075z4) + 0.062 - (0.01 — 10~0x,) = 0.647 — 10~5,.

Kako je 0.647 — 10752, 2 0.4 — 107 %24 za svaki 24 > 0, jasno je da u évoru A VK Jadran
odlucuje dovesti mladog Spanjolca.
Nadalje, ocekivana korisnost u ¢voru Y iznosi

0.152 - (1 — 107%z,) + 0.31 - (0.34 — 10~5z,) + 0.538 - (0.01 — 1075z,) = 0.225 — 106z,

Kako je 0.225 — 107 %24 < 0.4 — 107 %24 za svaki x4 > 0, jasno je da se u évoru B VK Jadran
ne odlucuje dovesti Juana. Cvoru W sada pripada vrijednost

0.605 - (0.647 — 100z,) + 0.395 - (0.4 — 10~6,) = 0.549 — 105z,

U dijelu stabla 4.1 u kojem nemamo istrazivanje je x4 = 0 pa se ne¢e promijeniti vrijed-
nost ¢vora Z, tj. ona ostaje 0.49. Kako je 0.49 > 0.4 u ¢voru C' VK Jadran odlucuje dovesti
mladog Spanjolca u svoje redove.

Konaé¢no, usporedujemo jos évorove W i C. Za x4 za koje vrijedi nejednakost 0.549 —
107%z4 > 0.49 zakljuéujemo da treba angazirati skauta. Jednostavnim raéunom dobivamo
da je u tom slucaju x; < 59000 pa zakljucujemo da VK Jadran treba poslati skauta u
Spanjolsku ako su troskovi skautinga (putovanje, boravak skauta u Spanjolskoj, plac¢a) ma-
nji od 59000 kuna. U slucaju da je splitski klub angazirao skauta, zakljucak je isti kao i
u primjeru 3.2, tj. ako je Juan zadovoljio skautove kriterije trebaju ga dovesti, a ako nije
onda trebaju odustati od kupnje. Takoder, zakljucak je isti i u slucaju kada VK Jadran ne
angazira skauta, tj. kad su troskovi skautinga veéi od 59000 kuna. U tom sluc¢aju VK Jadran
treba odluciti dovesti mladog Spanjolca.

Pogledajmo sada kako izgleda definicija ocekivane korisnosti. Definicija je preuzeta iz [4,
str.86, def.5.9.].

Definicija 4.1. Neka je X = xq,...,x, skup posljedica s pripadnim vjerojatnostima p; =
p(z;), i =1,...,n za koje vrijedi p; >0, i =1,...,n te > .. p; = 1. Ako je dana funkcija
korisnosti u : X — R, onda je pripadna ocekivana korisnost definirana s

Elul = B(w) = Y plai)u(a). (4.3)
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Primjer 4.1. Matea i Ana isle su posjetiti tvornicu ¢okolade. Matea je samo probala
cokoladice koje proizvodi tvornica, dok je Ana odluéila kupiti paket od 50 cokoladica. Na
izlazu ih je docekao radnik tvornice sa posudom u kojoj je Sest ¢okoladica, od kojih su tri s
ljesnjakom te tri bez ljesnjaka i predlozio im igru sa sljede¢im opcijama:

1. Slucajnim odabirom izvuéi ¢e se jedna cokoladica. Ako je izvucena cokoladica s
ljesnjakom Ana dobiva jos jedan paket od 50 ¢okoladica, a ako je izvucena cokoladica
bez ljesnjaka Ana mora vratiti sve svoje ¢okoladice.

2. Slucajnim odabirom izvuéi ¢e se jedna cokoladica. Nakon toga Ana moze vratiti 15
cokoladica i odustati od daljnje igre ili moze nastaviti igru. Ako nastavi igru, nasumiéno
¢e se izvudi jos jedna ¢okoladica. Ako je s ljesnjakom Ana ¢e dobiti jos 50 cokoladica,
a ako je bez ljesnjaka tada mora vratiti sve svoje ¢okoladice.

Ana je odlucila da ¢e igrati navedenu igru te joj Matea savjetuje da odabere prvu opciju.
Ako je zadana funkcija korisnosti

x
wlz)] = In (1 £ 100) ;
treba li Ana poslusati Mateu ili treba odabrati drugu opciju?

Analizirajmo u nastavku navedeni primjer. Vjerojatnost da je izvucena cokoladica s
ljesnjakom, kao i da je izvucena ona bez ljesnjaka iznosi 3/6 = 0.5. U drugoj opciji te
vjerojatnosti se mijenjaju u ovisnosti o tome koja je ¢okoladica izvucena na pocetku igre. Ako
je najprije izvucena ¢okoladica s ljesnjakom, vjerojatnost da je ponovno izvucena cokoladica
s ljesnjakom je 2/5 = 0.4, a za onu bez ljesnjaka vjerojatnost je 3/5 = 0.6. U suprotnom,
vjerojatnost da je izvucena cokoladica s ljesnjakom je 3/5 = 0.6, a za onu bez ljesnjaka
vjerojatnost je 2/5 = 0.4.

Prikazimo sada stablo odlu¢ivanja za navedeni primjer.

+50

s lieSnjakom Q

-50

Q s liesnjakom
A

1. opcija

bez ljesnjaka

nastaviti

s ljeSnjakom bez ljesnjaka

odustati Q

nastaviti

odustati q

Slika 4.2: Stablo odlucivanja za primjer 4.1

2. opcija s ljesnjakom

bez ljednjaka bez ljesnjaka

As A: As A
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[zracunajmo sada vrijednost svakog zavrsnog ¢vora koristeéi zadanu funkciju korisnosti.
Umjesto z-a u funkciju uvrstavamo tri moguce vrijednosti, a to su 50,-50 i -15.

Imamo
50 3
u(50) = In (1 + m) =11 <§> = 0.405

50 1
u(—50) = In (1 - ﬁ) = In <§> = —0.693

u(—15) =In (1 — 11—050) =1In (;—g) = —0.163.

Ocekivanu korisnost u npr. ¢voru X, uz funkciju korisnosti u oznacavat ¢emo s E(X |u).
Sada jednostavno ra¢unamo:

E(1Ju) = 0.5-0.405 + 0.5 - (—0.693) = —0.144
E(Clu) = 0.4 -0.405 + 0.6 - (—0.693) = —0.254
E(D|u) = 0.6 -0.405 + 0.4 - (—0.693) = —0.0342

U sluéaju da je prvo izvucena ¢okoladica s ljesnjakom, odluka nastaviti vodi u évor C' u
kojem je ocekivana korisnost —0.254, a za odluku odustat: korisnost iznosi —0.163. Kako je
—0.163 > —0.254, ¢voru A pripada vrijednost —0.163 pa Ana u ovom slucaju treba odustati
od igre.

U slucaju da je prvo izvucena cokoladica bez ljesnjaka, odluka nastaviti vodi u évor D u
kojem je ocCekivana korisnost —0.0342, a za odluku odustat: korisnost iznosi —0.163. Kako
je —0.0342 > —0.163, ¢voru A pripada vrijednost —0.0342 pa Ana u ovom slucaju treba
nastaviti igru.

Nadalje, racunamo ocekivanu korisnost za drugu opciju. Imamo:

E(2.Ju) = 0.5 (—0.163) + 0.5 - (—0.0342) = —0.0986

Pogledajmo na kraju sto imamo u poc¢etnom ¢voru K. Za prvu opciju ocekivana korisnost
je —0.144, dok je za drugu opciju ocekivana korisnost -0.0986. Kako je —0.0986 > —0.144,
Ani se visSe isplati ne poslusati Mateu i odabrati drugu opciju. Ako se prvo izvuce cokoladica
s ljesnjakom, treba odustati od igre i i¢i kuci s 35 ¢okoladica, a ako se izvuce cokoladica bez
ljesnjaka treba nastaviti igru.

Funkcija korisnosti ima jednu vrlo vazno svojstvo, a to je da se pomoc¢u nje moze odrediti
kakav stav prema riziku ima donositelj odluke. U sljede¢im potpoglavljima najprije ¢emo
definirati i pojasniti stav donositelja odluke prema riziku, a nakon toga ¢emo objasniti u
kakvoj su vezi funkcija korisnosti i stav prema riziku.

4.1 Stav prema riziku

Poznato je da medu ljudima postoje oni koji ¢e rado riskirati, tj. igrati odredenu igru cak
i ako znaju da su im Sanse za profit nakon te igre manje nego da ¢e biti na gubitku. Isto
tako, postoje i oni koji ¢e odustati od igre iako je veca vjerojatnost da ostvare profit nego da
budu na gubitku. Cijenu koju smo spremni uloziti da sudjelujemo u igri zvat ¢emo sigurni
ekvivalent 1 oznacavat ¢emo ga s x.. Iz prethodnog razmatranja jasno je da se sigurni
ekvivalent razlikuje od osobe do osobe i prirodno je pretpostaviti da vrijednost sigurnog
ekvivalenta definira stav prema riziku donositelja odluke. Tu vezu prikazat ¢emo u okviru
sljedece definicije koja se moze pronadi u [4] i [3], kao i sve ostale definicije i napomene iz
ovog potpoglavlja.
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Definicija 4.2. Ako je sigurni ekvivalent za alternativu (u terminima profita)
e manji od ocekivanog profita za alternativu, kaZemo da je donositelj odluke nesklon
riziku;

e jednak ocekivanom profitu za alternativu, kaZemo da je donositelj odluke neutralan u
odnosu na rizik;

e veéi od ocekivanog profita za alternativu, kaZemo da je donositelj odluke sklon riziku.

Pogledajmo u nastavku primjer u kojem se pomocu sigurnog ekvivalenta odreduje sklo-
nost osobe prema riziku.

Primjer 4.2. Kristina je u podrumu pronasla staru sliku. Ako je slika originalna, cijena joj
je 50000 kuna, no ako je kopija, tada joj je cijena 1000 kuna. Kristinin prijatelj Josip, koji se
razumije u stare stvari, rekao je Kristini da je vjerojatnost da je slika originalna 20%. Ako
je Kristina prije utvrdivanja originalnosti spremna prodati sliku za 9000 kuna, je li Kristina
sklona riziku?

Uoc¢imo da nam za odgovor na ovo pitanje treba ocekivana vrijednost slike. Iz podataka
dobivamo da je ta vrijednost

0.2 - 50000 + 0.8 - 1000 = 10800 kuna,

a kako je Kristina spremna tu sliku prodati za 9000 kuna, zakljucujemo kako ona nije sklona
riziku.

Napomena 4.1. Primijetimo da je kod igara na srecu donositelj odluke indiferentan 1zmedu
sigurnog ekvivalenta @ sudjelovanja w igri. Vrijedi:

u(ze) = Elul , 1.
e =u" (E[u)),
gdje je ocekivana korisnost Elu| definirana u formuli (4.3).

U nastavku ¢emo definirati premiju za rizik te na primjeru pokazati odnos premije za
rizik i sklonosti riziku.

Definicija 4.3. Premija za rizik kod lutrija definira se s
T = E[X] — ..
Napomena 4.2. Donositelj odluke je

e nesklon riziku ako je ™ > 0
e neutralan u odnosu na rizik ako je m =0

o sklon riziku ako je m <0

Uocimo da je prethodna napomena direktna posljedica definicije 4.2. Prokomentirajmo
samo slucaj nesklonosti riziku, a za slucaj neutralnosti na rizik i sklonosti riziku razmatranje
je analogno. Naime, u sluc¢aju nesklonosti riziku, iz definicije 4.2 imamo da je ocekivani profit
za alternativu veéi od sigurnog ekvivalenta za tu alternativu. Jasno je da je tada razlika
ocekivanog profita i sigurnog ekvivalenta pozitivna, a upravo smo tu razliku oznagéili s 7, sto
znaci da je m > 0.
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Primjer 4.3. Djelitelj karata u kockarnici u pauzi nudi Domagoju igru u kojoj dobiva 200
kuna ako iz Spila za poker izvuce crnu kartu, a ne dobiva nista ako izvuce crvenu kartu.
Kakva je Domagojeva sklonost prema riziku ako je za tu igru spreman platiti 105 kuna?

Iznos koji je igrac spreman platiti za igru nazvali smo siguran ekvivalent i oznacili ga s
Z.. Prema tome, x. = 105 kuna. Kako u spilu za poker imamo 26 crnih i 26 crvenih karata,
zakljucujemo da je ocekivana dobit ove igre

E[X]=0.5-200+0.5-0 = 100 kuna.
Iz prethodne definicije slijedi da je
m =100 —105 = -5 < 0,

pa je Domagoj sklon riziku.

4.2 Veza funkcije korisnosti i stava prema riziku

Nakon upoznavanja s pojmovima funkcije korisnosti i stava prema riziku prirodno je pret-
postaviti da postoji nekakva veza izmedu njih. Tu vezu iskazat ¢emo i dokazati u okviru
sljede¢e propozicije. Propozicija i dokaz preuzeti su iz [3].

Propozicija 4.1. Pretpostavimo da donositelj odluke sudjeluje u lutriji s dvije moguce na-
grade x1 1 T te neka vjerojatnost dobitka x, 1znosi p. Ukoliko je donositelj odluke nesklon
riziku, onda je funkcija korisnosti u konkavna, uz dodatnu pretpostavku da je strogo rastuca.
Analogno, ako je donositelj odluke sklon riziku, onda je funkcija korisnosti u konveksna.

Dokaz. Dokaz ¢emo provesti samo za slucaj kad je donositelj odluke nesklon riziku, a
za slucaj kad je donositelj odluke sklon riziku postupak je potpuno analogan. Iz teksta
propozicije uocavamo da je P(X = z1) = p, pa je P(X = 23) =1 —p. U prijevodu, X ima
Bernoullijevu razdiobu s tablicom distribucije

X:(”’j1 - )
p 1—p

E[X] = pxi + (1 _p)m%

Ocekivana dobit tada je

dok je ocekivana korisnost
Elu] = pu(a1) + (1 — p)u(,).
Ako pretpostavimo da je donositelj odluke nesklon riziku, znamo da je u tom slucaju premija
za rizik pozitivna, tj.
= E[X] —u ' (E[u]) > 0.

Iz toga slijedi da je
E[X] > u™'(Elu),

a kako je u strogo rastuca, slijedi da je
u(E[X]) > E[u], tj.
u(pzy + (1 = p)z2) > pu(zy) + (1 — p)ulz2), Vo, x2; p € (0,1),
a to je upravo definicija konkavne funkcije pa zakljucujemo da je u konkavna. Odnos funkcije

korisnosti i stava prema riziku prikazat ¢emo u koordinatnom sustavu na sljedecoj slici.
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funkcija korisnosti ako je
donositelj odluke nesklon riziku funkcija korisnosti ako je donositelj
odluke neutralan u odnosu na rizik

Korisnost

funkcija korisnosti ako je
donositelj odluke sklon riziku

Profit
Slika 4.3: Odnos funkcije korisnosti i stava prema riziku

Poznato je da konkavnost i konveksnost funkcije mozemo odrediti i iz predznaka druge
derivacije, a vezu konveksnosti funkcije i predznaka druge derivacije iskazat ¢emo u okviru
sljedeceg teorema koji je preuzet iz [5, Teorem D.11, str. 162].

Teorem 4.1. Neka je f : (a,b) — R dva puta neprekidno derivabilna na (a,b).
a) Funkcija f je konveksna na (a,b) onda i samo onda ako je f"(x) > 0 za svakix € (a,b).
b) Funkcija f je konkavna na (a,b) onda i samo onda ako je f"(x) < 0 za svakiz € (a,b).

Vratimo se nakratko na primjer 4.1 i odredimo kakav je Anin stav prema riziku preko
prethodno opisane karakterizacije konveksnosti. Funkcija korisnosti u tom primjeru bila je
u(z) = In(1 + 155) pa slijedi:

@) 1 1 1

u(x) = —_—=

1+2 100 100+a
1

) =~ o0 12

Uocavamo da za svaki = iz domene funkcije u vrijedi v”’(z) < 0, pa zakljucujemo da je u
konkavna funkcija, tj. da je Ana nesklona riziku.

No, mi ¢emo u sljedeéem primjeru odrediti je li funkcija konveksna ili konkavna tako
da umjesto racunanja druge derivacije izracunamo premiju za rizik tj. stav prema riziku
donositelja odluke.

Primjer 4.4. Kakav je Borisov stav prema riziku ako se odlucuje igrati igru u kojoj baca
pravilnu igra¢u kockicu i u kojoj zaraduje 150 kuna ako dobije 5 ili 6, a u suprotnom gubi
40 kuna, te ako je funkcija korisnosti u(z) = In(z + 300)? Je li tada funkcija korisnosti
konveksna ili konkavna?

Kako bi odredili Borisov stav prema riziku najprije nam treba ocekivana dobit ove igre.

Ona iznosi " 5
E[X] = 5" 150 + 5 (—40) = 23.333.

Kako bi izracunali sigurni ekvivalent najprije iskoristimo da je u(x.) = E[ul, tj. dobivamo
1 2
ulE,) = 5" u(150) + 3" u(—40) = 5.744.
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Uoc¢imo da je u(z.) = In(z, 4+ 300) pa imamo
In(z. + 300) = 5.744,
iz Cega slijedi da je z. = 12.311. Konacno, premija za rizik iznosi
= B[ X| —&. =23.333 — 12.311 = 11.022,

sto je vece od 0 pa zakljucujemo da je Boris nesklon riziku, tj. da je funkcija u konkavna.
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Sazetak

Na pocetku rada upoznali smo se s pojmom odlucivanja te ostalim pojmovima vezanim za
odlucivanje. U nastavku rada definirali smo tablicu odluc¢ivanja te pokazali kako se tablica
jednostavno zapisuje koriste¢i stablo odlucivanja. Opisali smo dijelove stabla te njegove
prednosti i nedostatke, a najvise smo se bavili primjerima iz raznih podruc¢ja zivota u kojima
se za donosenje odluke mogu koristiti stabla odlu¢ivanja. Krenuli smo od jednostavnijih
primjera u kojima stabla nisu narocito razgranata i postupno smo dolazili do slozenijih
primjera u kojima smo koristili odredene vjerojatnosne formule te funkciju korisnosti kako
bi dosli do najbolje moguce odluke. Na kraju rada definirali smo stav prema riziku te smo
opisali vezu stava prema riziku i funkcije korisnosti.

Kljuéne rijec¢i: Tablica odlucivanja, stablo odluc¢ivanja, formula potpune vjerojatnosti,
Bayesova formula, funkcija korisnosti
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Summary

At the beginning of this graduate thesis we were introduced to the concept of decision-making
and other concepts related to decision-making. In the continuation of the thesis, we defined
the decision table and showed how the table simply turns into a decision tree. We have
described the parts of the tree and its advantages and disadvantages, and we have mostly
dealt with examples from various areas of life in which decision trees can be used to make a
decision. We started from simpler examples in which the trees are not particularly branched
and gradually came to more complex examples in which we used certain probability formulas
and the utility function to come up with the best possible decision. At the end of the thesis,
we defined the risk attitude and described the relationship between risk attitude and utility
function.

Keywords: Decision table, decision tree, complete probability formula, Bayes formula,
utility function
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Zivotopis

Roden sam 19. listopada 1995. godine u Osijeku. Skolovanje sam zapoceo 2002. godine
u Osnovnoj skoli Visnjevac, a nastavio u IIl. gimnaziji u Osijeku od 2010. godine. Nakon
zavrsene srednje skole, 2014. godine upisujem Preddiplomski studij matematike na Odjelu za
matematiku Sveucilista J.J. Strossmayera u Osijeku. Akademski naziv prvostupnika mate-
matike stjeCem 2018. godine uz mentorstvo izv. prof. dr. sc. Snjezane Majstorovié i zavrsni
rad Elmsleyev problem. Iste godine upisujem diplomski studij na Odjelu za matematiku u
Osijeku, smjer Financijska matematika i statistika. Bavim se odbojkom od sedmog razreda
osnovne skole. Osvajao sam naslove prvaka drzave u svim mladim dobnim kategorijama te
sam bio ¢lan hrvatske odbojkaske reprezentacije. Trenuta¢no zivim i radim kao nastavnik
matematike u Splitu, gdje se i dalje aktivno bavim odbojkom.
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