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Uvod

Povrsina i volumen c¢ine velik dio sadrzaja nastave matematike u osnovnoskolskom i
srednjoskolskom obrazovanju. Medutim, kao i velina sadrzaja vezanoga uz geometrijske
likove i tijela, ove dvije teme ¢esto ucenicima predstavljaju problem. Razlog tomu moze biti
nemogucénost predocavanja zadanih likova i tijela, odnosno nedostatak prostornog zora kod
ucenika, ali problem je i ¢injenica da se Cesto ove pojmove obraduje kroz koristenje gotovih
formula na sturim zadacima, a ne na primjeru svakodnevnih pojava.

Na pocetku rada upoznat ¢emo aksiomatske definicije povrsine i volumena, a zatim se
ukratko upoznati s oc¢ekivanjima kurikuluma po pitanju ovih dviju tema. U glavnom dijelu
rada pogledat ¢emo koje su to teme vezane za povrsinu i volumen koje ucenici upoznaju
tijekom 8Skolovanja te kako se te teme obraduju u trenutnim udzbenicima. Vidjet ¢emo
definicije koje ucenicima priblizuju ideje povrsine i volumena, kao i primjere zadataka kojima
se ostvaruju ishodi Kurikuluma. Svi udzbenici navedeni u ovome radu sastavljeni su po
trenutnom Kurikulumu predmeta Matematika.



1 Sto su povrsina i volumen?

U osnovnoskolskoj i srednjoskolskoj matematici, povrsinu i volumen definira se na nacin koji
je ucenicima relativno lako shvatljiv. Tako ¢e oni u predmetnoj nastavi opisivati povrsinu
kao dio ravnine koji neki geometrijski lik zauzima, a volumen kao dio prostora koji zauzima
neko dano tijelo.

Pogledajmo ipak aksiomatske definicije ovih pojmova.

Definicija. Neka je P skup svih poligona w ravnini, ukljucujuci i prazan skup. Neka
preslikavanje p : P — R ima ova svojstva:

1. p(P) > 0, za svaki poligon P,

2. p(Pr+ Py) = p(P) +p(Py), ako je PLN Py =10,

3. PL= P, = p(P) = p(Py),

4. Postoji barem jedan kvadrat K kojemu je duljina stranice 1 takav da je p(K) =1,

Takvo preslikavanje p naziva se povrsina na skupu P, a broj p(P) naziva se povrsina poligona

P

[ako je u definiciji povrsina oznacena malim slovom p, u nastavku ¢emo koristiti veliko
P jer tako povrsinu oznacavaju koristeni udzbenici.

Definicija. Neka je S skup svih poliedara w prostoru, ukljucujuci @ prazan skup. Neka
preslikavanje V : § = R ima ova svojstva:

1. V(S) >0, za svaki poliedar S,

2. V(S1+S3) =V (S1) +V(Ss), ako je Sy NSy =10,

3. 5128 =V(S)=V(S),

4. Postoji barem jedna kocka K kojemu je duljina brida 1 takva da je V(K) = 1.

Takvo preslikavanje V' naziva se volumen na skupu S, a broj V(S) naziva se volumen poliedra

5.

Ove aksiomatske definicije su zapravo svojstva koja ucenici znaju o povrsini i volumenu,
ali im, barem na pocetku ucenja, nije potrebno davati formalne definicije. Slicno, formule za
odredivanje povrsina likova i volumena tijela koje ucenici koriste ne bi im se trebalo dati kao
gotove informacije. Ipak, to je vrlo ¢esta pojava, djelomice zbog ucenicke nezainteresiranosti
za izvode formula, ali velikim dijelom i zbog toga Sto su nastavnici ograniceni velikom
kolicinom sadrzaja za predvidenu satnicu pa nije uvijek moguce provoditi vrijeme u detaljnim
objasnjenjima.



2 Povrsina i1 volumen u Kurikulumu

Prema Kurikulumu nastavnog predmeta Matematika za osnovne skole i gimnazije i
Matematika za srednje strukovne skole na razini 4.2., povrsina i volumen sastavni su dijelovi
domene Mjerenje, ali se ishodi vezani za njihovu primjenu mogu pronaci i u domenama Oblik
i prostor te Algebra i funkcije.

logicko misljenje,
argumentiranje
i zakljucivanje
rjeSavanje

problema i rikazivanje i

matematicko Eomunikacu’a
modeliranje

C
-

D

primjena

povezivanje tehnologije

Slika 1: Matematicki procesi i domene kurikuluma nastavnoga predmeta Matematika,
preuzeto iz [15].

Prema [15], u domeni Mjerenje ucenici povezuju matematiku s drugim
odgojno-obrazovnim podrucjima, s vlastitim iskustvom, svakodnevnim zivotom u kuéi
i zajednici te na radnome mjestu, prepoznaju mjeriva obiljezja ravninskih i prostornih
oblika u umjetnosti te ih
upotrebljavaju za opis i analizu svijeta oko sebe.

Upravo zbog potrebe da ova znanja koriste u svakodnevnom zivotu, povrsina i volumen
obraduju se kroz cijelo osnovnoskolsko i srednjoskolsko obrazovanje. Medutim, cesto se
od ucenika moze ¢uti pitanje, ,Sto ¢e meni to u zivotu?” Osobno sam nedavno na to
pitanje odgovorila ucenici ¢ija se obitelj bavi poljoprivredom rije¢ima, ,Kako ¢es znati
koliko hektara zemlje ¢es naslijediti?” Odgovor ju nije zadovoljio - pa to ¢e joj netko drugi
izracunati. Zaista, ako netko drugi moze izracunati, zasto bi trebali to uciti?

Ucenike cesto zbunjuju pojmovi povrsine, oplosja i volumena, a formule Cesto mijesaju
jer im se sve ¢ine slicnima. Ovi pojmovi uglavnom se obraduju odvojeno pa ucenici ne
uocavaju nikakvu povezanost medu njima. To, naravno, ne znaci da se u istome nastavnome
satu treba obraditi i kvadrat i kocku te odgovaraju¢u povrsinu, oplosje i volumen. Medutim,
treba ucenike navesti na povezivanje ovih pojmova i uocavanje prostornih analogona
ravninskih likova.



Naglasak je u nastavi stavljen na izracunavanje povrsine i volumena nekih zamisljenih
likova i tijela, cak i prije nego se same ideje povrsine i volumena dovoljno razrade. Zbog
toga je jedna od najglasnijih najava o novome Kurikulumu bila zelja da se ucenicima na
primjerima iz svakodnevnog zivota priblizi gradivo matematike (ali i svih drugih predmeta).
Cilj je bio pokazati im kako, zbilja, sve §to uce u skoli ima neku stvarnu primjenu na njihovu
okolinu.

U nastavku ovoga rada pogledat ¢emo neke zadatke koji se pojavljuju u udzbenicima
za osnovne i srednje skole, a kojima se ostvaruju ishodi propisani Kurikulumom. Udzbenik
je spona izmedu propisanoga i implementiranoga Kurikuluma pa se on moze smatrati i
potencijalno implementiranim Kurikulumom. Vidjet ¢emo jesu li ti zadaci uistinu povezani
s vanjskim svijetom te kako bi ih ucenici trebali rijesiti. Takoder ¢emo obratiti pozornost na
definicije i formule koje se prezentiraju ucenicima te navesti neke metode kojima se ucenicima
nastoje pribliziti pojmovi povrsine i volumena.



3 Razvoj ideje povrsSine u nastavi

3.1 Osnovna skola
3.1.1 Razredna nastava

Intuitivne ideje iz svijeta i iskustva ucenika mogu biti vazne za razumijevanje povrsine.
Pojam povrsine moze se povezati s povrSinom koju osjecamo dodirivanjem neke ravne
plohe, primjerice povrsine stola. List papira zauzima manju povrsinu od toga stola jer kada
ga stavimo na stol, ne prekrije ga cijelog — time se kod ucenika razvija pojam mjerenja u
smislu usporedivanja.

Upravo bi takva usporedba trebala biti prvi ucenicki susret s povrsinom. Neizravna
usporedba moze se posti¢i usporedivanjem s objektom kojeg proglasimo referentnom
velicinom. To je u vecini slucajeva jediniéni kvadrat — ucenicima se daju kvadratiéi sa
stranicom duljine 1 cm, a onda se od njih trazi izrazavanje povrsine danih likova preko
broja tih jediniénih kvadrati¢a koje likovi pokrivaju. Slican eksperiment moze se provoditi
i s okruglim plocicama ukoliko imamo lik zakrivljenih rubova. U ovom trenutku nikako se
ne bi smjele koristiti formule za izracunavanje povrsine.

Zadaci navedeni u ovome potpoglavlju preuzeti su iz udzbenika Super matematika za
prave tragace za Cetvrti razred osnovne skole. Upravo kako kurikulum i predlaze, udzbenik [2]
ucenike upoznaje s pojmom jedini¢nih kvadrata, i to kvadratnim centimetrom, decimetrom
i metrom, kao i njihovim medusobnim odnosom.

Nacrtana je kvadratna mreza. U njoj su likovi kuce, zrakoplova i broda. Sastavljeni su od
kvadrata. Koji je lik najvedi?

Slika 2: Kvadratna mreza. Preuzeto iz [2].

Zadatak. Nacrtaj kvadrat duljine stranice a = 5 cm. Unutar kvadrata povuct cetiri uspravne
usporedne duzine medusobno udaljene 1 cm. Potom nacrtaj cetiri vodoravne usporedne
duzine medusobno udaljene 1 cm. To ces uciniti tako da na svakoj od 4 stranice ravnalom
oznacis po 1 cm, a zatim te tocke nasuprotnih stranica spojis.

Svaki kvadrat povrsine 1 cm? oboji razlicitim bojama. Prebrojavanjem malih kvadrata
izmgeri povrsinu velikog kvadrata. Koliki je opseg kvadrata?

Zadatak. Napisi v kojim se Ziwotnim situacijama treba primijeniti znanje o mjerenju
POVTSING.

Zadatak. Sto u stvarnome Zivotu moze imati povrsinu:



e 5m?

e 10 cm?

e 5000 dm??

Vidimo kako povrsina ne zauzima velik dio kurikuluma razredne nastave, ali zato ¢e se
detaljno obradivati u predmetnoj nastavi.

3.1.2 Predmetna nastava

U petome razredu ucenici se prisjecaju mjernih jedinica za povrsinu, a zatim se upoznaju s
povrsinama pravokutnika i kvadrata.

Prekrivanjem pravokutnika jedini¢nim kvadratima, s ucenicima lako mozemo izvesti
formulu za povrsinu pravokutnika: P = a - b, gdje a i b predstavljaju broj vodoravno i
okomito postavljenih jedini¢nih kvadrata. Poseban slucaj ove formule je povrsina kvadrata,
gdje u oba smjera imamo jednak broj kvadratica.

d

Slika 3: Izvod povrsine pravokutnika.

Ovakav slikovit izvod koji koristi poznate ideje o prekrivanju lika kvadrati¢ima bolji je
od davanja gotove formule bez imalo konteksta. Ucenici su ve¢ upoznati i s ¢injenicom da je
duljina stranice jedini¢nog kvadrata 1 cm pa se u ovom trenutku, ako to nije ranije ucinjeno,
treba osvijestiti i ideja kvadratnog centimetra: 1 ¢m -1 ecm = 1 em?, ime se uspostavlja
veza izmedu duljine stranica i broja jedini¢nih kvadratica.

Ucenici u ovoj dobi povremeno mijesaju pojmove opsega i povrsine, jer su ih najcesée
ucili istovremeno, pa je vazno pripaziti na moguénost zabune i ponovno na stvarnim
primjerima upozoriti na razliku.



Koji cvijet treba staviti u vazu tako da zbroj povrSina na laticama odgovara
povrsini koja pide na vazi? Odredi ukupnu povrsinu na cvijetu pa ga oboji bojom
odgovarajuce vaze.

p

=0
FK &

Slika 4: Zadatak preuzet iz [6].

Rjesenje zadatka na slici 4. lzracunajmo ukupne povrsine na cvjetovima:
Prvi cvijet: 12 km? 4+ 5 km? 4 38 km? + 123 km? = 178 km? pa ovaj cvijet bojamo

plavom bojom koja odgovara drugoj vazi.

e Drugi cvijet: 4 m?+5 m24-93 dm?+700 cm? = 4 m2+5 m24-0.93 m24-0.07 m? = 10 m?
pa ovaj cvijet bojamo ruzicastom bojom koja odgovara prvoj vazi.

o Tredi cvijet: 61 dm? 42 em? + 58 em? + 1 m? 38 dm? + 300 dm? = 61.42 dm? +
0.58 dm? + 138 dm? + 300 dm? = 500 dm?® = 5 m? pa ovaj cvijet bojamo zelenom
bojom koja odgovara tre¢oj vazi.

= v

OBITELJ GABRIC OBITEL) BARISIC

SOBA

a
b
c) Je li neka od prostorija u obliku kvadrata?
d) Koje prostorije imaju oblik pravokutnika?
e) Tko ima veci stan? Za koliko?

Tko ima vecu kuhinju? Za koliko?
Tko ima veci hodnik? Za koliko?

)
)

Slika 5: Zadatak preuzet iz [6].

Zadaci tipa Izracunaj povrsinu ako je zadana duljina stranica razvijat Ce koristenje
racunskih operacija, ali ne¢e ucenicima pomoci u shvac¢anju pojma povrsine. Stoga je vazno

7



uvesti stvarne, autenti¢ne kontekste u kojima se primjenjuje pojam povrsine. Ovo je i dobra
prilika za odrzavanje sata izvan ucionice: odredivanje koli¢ine tapete potrebne za ukrasavanje
zida na ulazu u skolu, broja plo¢ica potrebnih za poplocavanje poda u hodniku ili mjerenje
zelene povrsine u parku preko puta skole — sve su to stvarne situacije u koje mozemo dovesti
ucenike. Dobrim odabirom primjera omoguéujemo i povezivanje s drugim veli¢inama: za
bojenje veéeg zida potrebno je vise boje nego za bojenje manjeg zida, ¢ime povezujemo
pojmove povrsine i volumena (kako velicina zida utjece na potrebnu koli¢inu boje).

Zadatak. Gospoda Juri¢ kupila je sag za dnevni boravak. Sag je duljine 5 m i Sirine 4 m.
Cijena saga iznosi 135 kn po metru kvadratnom. Koliko je gospoda Juri¢ platila sag?

Rjesenje. Kako je sag duljine 5 m, a Sirine 4 m, vidimo da ima oblik pravokutnika. Zanima
nas cijena koja je izrazena po metru kvadratnom pa nam treba povrsina saga.

P =a-b, odnosno P =5 -4 = 20 m?. Cijena je 135 kn po metru kvadratnom pa je ukupna
cijena saga 135 - 20 = 2700 kn.

U Sestome razredu ucenici se bave trokutom te uocavaju vezu povrsine pravokutnika i
pravokutnog trokuta.

Takoder, udzbenik [7] uéenicima pokazuje kako se i bilo koji trokut, ne nuzno pravokutan,
moze nadopuniti do pravokutnika te im tako olaksati odredivanje povrsine.

1cm

Slika 6: Preuzeto iz digitalnih sadrzaja udzbenika [7].

Povrsina. Povrsina trokuta jest polovina umnoska duljine jedne stranice v duljine visine na

1
nju: P=—--a-v,==-b-vp==-c-v,.
2 2 2

Zadatak. Zemljiste u obliku trokuta stranice duljine 65 m i pripadajuce visine duljine 32 m
obitelj Vlahov rado bi zamijenila za zemljiste jednake pouvrsine pravokutnoga oblika duljine
50 m. Kolika je sirina pravokutnog zemljista?



18, Izrfiéun_aj_povrﬁinu prednjeg zida kuce obitelji 5imi§ prikazanog na sljedecoj skici (ne
racunajuci povrsinu prozora i vrata). Koliko obitelj Simic treba platiti za fasadu prednjeg
zida kuce ako 1 m? fasade stoji 32 kn? Dobivenu cijenu zaokruzi na cijeli broj kuna.

420 m

140 m 140 m
340m
140 m 210 m 140 m

[ m J
=
10.80 m

Slika 7: Zadatak preuzet iz [7].

Rjesenje. Za pocetak zelimo odrediti povrsinu trenutnog zemljista obitelji Vlahov: P, =
65-32: 2 = 2080 : 2 = 1040 m?. Iz povrsine pravokutnika, P, = a - b vidimo da ¢e Sirina
novoga zemljista biti b = P, : a = 1040 : 50 = 20.8 m.

Metodom rastavljanja i dopunjavanja ucenici mogu otkriti formulu za povrsinu
paralelograma. Krenemo, kao na slici 8, od dva sukladna trapeza. Jednoga podijelimo
na paralelogram i pravokutni trokut, a drugoga na pravokutnik i pravokutni trokut.
Znamo da ukupne povrsine novih likova moraju biti jednake povrsini pocetnog trapeza,
a dobiveni pravokutni trokuti su sukladni te imaju jednake povrsine. To znaci da povrsina
paralelograma mora biti jednaka povrsini pravokutnika. Kako je povrSina pravokutnika u
ovome slucaju jednaka umnosku stranice a i visine pocetnog trapeza v, onda je i povrsina
paralelograma P = a - v, gdje je v visina u tom paralelogramu.

+‘

Slika 8: Izvod povrsine paralelograma preko povrsine trapeza.

Slicna metoda, a za ucenike mozda i jednostavnija, jeste metoda transformacije prikazana
na slici 9. Pocetni paralelogram presijecemo duz njegove visine. Dobiveni pravokutni trokut
prebacimo na drugu stranu paralelograma. Time smo dobili novi pravokutnik koji ima jednu
stranicu jednaku stranici paralelograma, a drugu jednaku njegovoj visini pa je povrsina
paralelograma jednaka povrsini ovoga pravokutnika, a to je opet P =a - v.

Ucenici cesto zaborave (ili uopée ne osvijeste) ¢injenicu da je kvadrat zapravo poseban
slucaj pravokutnika, a on opet poseban slucaj paralelograma pa se njihove formule za
povrsinu zapravo svode na istu. Obzirom na klasifikaciju mozemo paralelogram promatrati
kao poseban slucaj trapeza pa opet sve proizlazi iz iste formule. Medutim, zbog razdvojenosti

B



/

Slika 9: Izvod povrsine paralelograma preko povrsine pravokutnika.

ovih sadrzaja kroz godine skolovanja, ucenici ove likove promatraju kao odvojene cjeline te
ovo znanje uglavnom ostane proceduralno i lose povezano, a u u¢enicima sve te slicne formule
izazivaju zbunjenost, sto onda vodi do odbojnosti prema geometrijskim sadrzajima.

Zadatak. Ana i Ivan prepiru se oko povrsine paralelograma. Anin paralelogram ima stranicu
duljine 5 m 1 pripadajucu visinu duljine 4 dm. Ivanov paralelogram ima stranicu dugu 8 dm
i pripadajucu visinu duljine 2.5 m. Ciji paralelogram ima veéu povrsinu?

Rjesenje. Izra¢unajmo povrsine oba paralelograma pa ih usporedimo.
e Anin paralelogram ima povrsinu Py = 5-0.4 = 2 m?.
e Ivanov paralelogram ima povrsinu P; = 0.8 - 2.5 = 2 m?.

e Anin i Ivanov paralelogram imaju jednake povrsine.

2. Staklar Jozo izradio je ukrasno staklo s rombovima. Koliko mu je m? stakla bilo potrebno?

)
i
|

|
i
|

|
|
!
1
!
[ 4dm
|

|

Slika 10: Zadatak preuzet iz [8].

;
|

Kada je u pitanju povrsina trapeza, ucenicima se daje formula koja je malo slozenija
od onih s kojima su se do sada susretali, ali ih se potice i da sami provjere zasto je bas to
formula kojom ¢e do¢i do povrsine.

10



-
P=pP +P,+P,
- P, ! P:x2-v+cvv+yvv=x»v+2c2-v+y-v
P
d B _ (x+c+c+y)-v _ (x+c+y+c)-v_(a+)-v
ran s - 2 2 2
€ yJ
'
a A=X+C+y

Slika 11: Izvod formule za povrsinu trapeza. Preuzeto iz [8].

Zadatak. Braca Filip i Jakov naslijedili su zemljiste u obliku jednakokracnog trapeza s
osnovicama duljine 48 m i 27 m te visinom dugom 24 m. Stariji brat Filip predlozio je:
Zemljiste ¢emo pravedno podijeliti. S obzirom na to da su dijagonale jednakokracnog trapeza
jednakih duljina, predlazem da meda bude po dijagonali. Ima li se Jakov razloga ljutiti?

Rjesenje. Jakov se ima razloga ljutiti jer dijagonala jednakokra¢nog trapeza ne dijeli taj
trapez na dva jednaka dijela. (U udzbeniku je dana i slika zemljista na kojoj je vidljivo
kako bi po Filipovom planu Jakov dobio dio zemljista uz kraéu osnovicu koje bi onda imalo
i manju povrsinu.)

4. U parku Zrinjevac nalazi se cvjetna gredica u obliku kvadrata stranice duljine 8 m.
Crveni dijelovi zasadeni su cvijecem, a zeleni su zasijani travom.

a) Na koliko m? raste cvijece? Koliki je dio cijele gredice zasaden cvijecem?
b) Na koliko m? raste trava? Koliki je dio cijele gredice zasijan travom?
c) Ako 1 m? sijanja trave stoji 4 kn, a 1 m? sadnje cvijeca 15 kn, koliki je ukupni troak?

Slika 12: Zadatak preuzet iz [8].

Nakon ranije obradenih trokuta i ¢etverokuta, u sedmome razredu ucenici se poblize
upoznaju s ostalim mnogokutima te krugom. Osim sto se od njih oc¢ekuje veé ranije usavrseno
poznavanje odnosa medu mjernim jedinicama za povrsinu, prisje¢aju se i svojih najranijih
iskustava s povrsinom - jedini¢nih kvadrata.

Rjesenje zadatka na slici 13. Zadatak ucenika je prebrojiti plave kvadrati¢e. Ima ih 4 4+ 9 +

5 = 13 +4.5 = 17.5 pa je povrsina lika 17.5 em?. (Opseg nije tema ovoga rada, ali moZemo
prokomentirati ostatak zadatka. Od ucenika se ocekuje da uoce kako je opseg jednak 16

cm + dijagonale triju jedini¢nih kvadrati¢a pa je njihov zadatak odrediti je li jedna takva
dijagonala dulja od 1 cm ili ne. Ako nisu upoznati s duljinom dijagonale kvadrata, ovo
mogu eksperimentalno provjeriti mjereéi duljine stranice i dijagonale kvadratnog komada

papira.)
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4. Koji je odgovor ispravan?

Povrsina obojenoga lika iznosi:
a) 16.5 cm?

b) 18 cm?

¢) 17.5 cm?

1cm

. Opseg obojenoga lika:
a) veci je od 19 cm

b) jednak je 19 cm

¢) manji je od 19 cm.

Slika 13: Zadatak preuzet iz [9].

Povrsina. Poursinu pravilnoga n-terokuta racunamo tako da povrsinu karakteristicnog
: : ; a-v
trokuta pomnozimo s brojem stranica, P, =n - -
Ne ocekuje se, naravno, od ucenika samo racunanje povrsine pravilnih mnogokuta, nego
i da u opcenitim likovima pronalaze one koje ve¢ poznaju i podijele lik na paralelograme

(posebice pravokutnike) i trokute, kao sto je vidljivo u zadatku na slici 14.

16, Izracunaj povrsinu mnogokuta sa slike.

a) b) D c)
3 D E

Slika 14: Zadatak preuzet iz [9].

Svojstvo. Povrsina kruga jest broj veci od povrsine bilo kojeg upisanoga mnogokuta © mangji
od povrsine bilo kojeg opisanoga mnogokuta tom krugu.
Povrsina. Povrsina P kruga radijusa v iznosi P =r? - 7.

Ucenici u ovome trenutku jos nisu detaljno upoznali iracionalne brojeve pa im se
predstavlja kao broj ¢ija je priblizna vrijednost 3.14.

Zadatak. Ploca kuhinjskoga stola oblika je kruga promjera duljine 3 m. Izradena je od
drvenoga 1 staklenoga dijela. Duljina polumjera staklenoga dijela stola jest 1 m.

a) Izracunaj povrsinu stola.
b) Izracunaj povrsinu staklenoga dijela stola.
c¢) Izracunaj povrsinu drvenoga dijela stola.

Zadatak. Koliko je kilograma sjemena potrebno da bi se zasijalo zemljiste kruznoga oblika
promgera duljine 12 m ako za 1 m? treba 4 dag sjemena? Dobiveni broj zaokruZi na cijeli
broj kilograma.
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Promotri sliku.

a) Kolika je povrsina okrugle gredice u
parku kvadratnoga oblika?

b) Koliko % parka zauzima okrugla
gredica?

Slika 15: Zadatak preuzet iz [9].

Definicija. Dio kruga omeden dvama polumjerima i kruznim lukom zove se kruzni isjecak.

2

i
Povrsina. Omgjer povrsine P kruznoga isjecka i njegova kuta o jest — = % Na taj nacin
a
2
dobivamo da je formula za povrsinu kruznoga isjecka P = % el

. Procijeni povrsine kruznih isjecaka sa slike. Potom izmjeri potrebne podatke i svoju
procjenu provjeri racunski.
a) b)

Slika 16: Zadatak preuzet iz [9].

Definicija. Koncentricne kruznice one su kruznice koje imaju zajednicko srediste. Dio
ravnine izmedu takvih kruznica zovemo kruznim vijencem.

Povrsina. Pouvrsinu kruznoga vijenca dobit cemo tako da od povrsine vecega kruga oduzmemo
povrsinu manjega kruga.

Zadatak. Vodovodna cijev ima vanjski promjer duljine 14 mm, a unutarnji 12 mm. Kolika
je debljina zida cijevi i kolika je pouvrsina poprecnoga presjeka te cijevi?

Za kraj osnovnoskolskog ucenja o povrsini, u osmome razredu ucenici se prisjecaju likova
s kojima su ve¢ radili, ali ovaj puta njihovoj povrsini pristupaju s novog gledista - putem
Pitagorina poucka.

Pitagorin poucak. U pravokutnom trokutu je povrsina kvadrata nad hipotenuzom jednaka
zbroju pouvrsina kvadrata nad katetama. Pitagorin poucak (teorem) jedan je od najvaznijih
poucaka geometrije.

Zadatak. Presjek nasipa ima oblik jednakokracnoga trapeza. Gornji dio nasipa sirok je 6.2
m, a donji dio 9.2 m. Visina nasipa duga je 3.6 m. Izracunaj povrsinu presjeka nasipa.
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Obitelj Drpic Zeli staviti fasadu na procelje kuce. Cijena 1 m” fasade iznosi 185 kn (materijal
+ radovi). Pri izracunavanju kvadrature ukljucena su i vrata i prozori jer se time pokrivaju
dodatni radovi. Kolika ce biti ukupna cijena posla?

& | ~%

580 m —

120 m

Slika 17: Zadatak preuzet iz [11].

Tijekom obrade Pitagorina poucka, ucenici ponovno prolaze kroz sve poznate likove, ali

2
a“v3

\/_. No, kako je
to direktna posljedica primjene Pitagorina poucka na jednakostrani¢an trokut, ne moramo
od ucenika zahtijevati pamcenje te formule jer se time dodaje jos jedan potencijalni izvor

konfuzije - ¢emu sada jos jedna formula za povrsinu trokuta kada smo to veé ranije znali
odrediti?

se ovdje posebno dodaje povrsina jednakostrani¢nog trokuta kao P =

Uz povrsine geometrijskih likova, ucenici se tijekom osnovnoskolskog obrazovanja susre¢u
i s oplosjima geometrijskih tijela. Ovo je jos jedan od pojmova koji ucenici ¢esto ne usvoje
u potpunosti. Tijekom obrade ovih sadrzaja dolazi do istovremenog spominjanja povrsine,
baza i pobocki, poboé¢ja i oplosja, a ucenicima sve to zvuci slicno. Ucenicima bi i ovdje
trebalo dati moguénost samostalnoga otkrivanja: neka uoce kako geometrijsko tijelo mozemo
rastvoriti u mrezu, a ta mreza je sastavljena od nekih njima poznatih likova.

0=2-0°+4a’

l ] J B=a P = 4a 0=6a

Slika 18: Preuzeto iz [11].

14



3.2 Srednja skola

U ovome radu posvetit ¢emo se srednjoskolskom programu 4 sata tjedno, odnosno 140
sati godisnje. Programi s vise sati tjedno obraduju vise izbornih sadrzaja, ali su oni rjede
zastupljeni.

U prvome razredu srednje sSkole, ucenici se kroz razlicite zadatke prisje¢aju nekih
poznatih informacija o povrsini. Medutim, kako se veé¢ina tih zadataka bavila ili povrsinom
poznatih likova (pravokutnika) ili danom povrsinom koju je potrebno izraziti u nekoj drugoj
mjernoj jedinici, ti zadaci nisu ovdje prikazani, nego ¢emo se u nastavku poglavlja baviti
novim spoznajama koje srednjoskolci otkrivaju.

Ucenici se ponovno bave trokutom, ali ovaj puta kroz upoznavanje njegovih
karakteristicnih tocaka otkrivaju nove nacine odredivanja njegove povrsine. Udzbenik
[12] postavlja ucenicima pitanje: Kako izra¢unati povrsinu trokuta ako su zadane
duljine stranica trokuta, a trokut nije pravokutan? Oni su se do sada susretali s povrsinom
trokuta preko jedne stranice i visine na tu stranicu, ali to im u ovome trenutku nije dovoljno.

Povrsina. Heronova formula za povrsinu trokuta kojem su poznate duljine stranica a, b i c:

a+b+c

P = /s(s—a)(s — b)(s — ¢, gdje je s poluopseg, tj. s = 5

/

Slika 19: Dokaz Heronove formule. Preuzeto s [14].

Zadatak. Duljine stranica trokuta iznose 5 cm, 6 cm @ 7 cm. Kolika je duljina visine trokuta
na njegovu najdulju stranicu?

Rjesenje. Visinu trokuta mozemo odrediti preko povrsine pa ¢emo prvu nju izrac¢unati. s =

54+64+7
% =9cm, P=/s(s—a)(s—b)(s —c=+9-4-3-2=1/216 = 14.7 cm?. A visina
- Ve 2P 2-14.7
se tada dobiva iz P = ¢y W= — = = 4.2 cm.
2 & 7
Povrsina. Poursina trokuta kojem su poznate stranice trokuta a, b v c © polumjer opisane
abc
kruznice R: P = —.
ruznice 1R
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Zadatak. Trokut ABC ima stranice duljine 11 cm, 13 cm i 20 cm, Odredite polumjer opisane
kruznice trokuta.

Rjesenje. Polumjer opisane kruznice trokuta mozemo odrediti preko povrsine pa ¢emo prvu

11 +13+20
nju izracunati. s = % =22cm, P=/s(s—a)(s—b)(s—c=+22-11-9-2 =
b b 11-13-20
V4356 = 66 cm?. A polumjer se tada dobiva iz P = Z—}g: B— % = ———— = 1083

C1m.

Povrsina. Ako je r polumgjer trokutu upisane kruznice, a s poluopseg, povrsinu trokuta
racunamo pomocu formule: P =1 - s.

Slika 20: Povrsina trokuta pomoc¢u upisane kruznice. Preuzeto iz [1].

Zadatak. Trokut ABC ima stranice duljine 11 c¢m, 13 c¢m @ 20 cm. Odredite duljinu
polumjera trokutu upisane kruznice.

Rjesenje. Polumjer upisane kruznice trokuta mozemo odrediti preko povrsine pa ¢emo prvu

11 +13+ 20
nju izrac¢unati. s = % =22cm, P=/s(s—a)(s—b)(s—c=+22-11-9-2 =
P 66
V4356 = 66 cm?. A polumjer se tada dobiva iz P =r-s: r= — = 5 3 cm.
s

Takoder, tijekom prvoga razreda srednje skole, ucenici se upoznaju s trigonometrijskim
omjerima, a preko njih odreduju povrsine trokuta. Ovaj se postupak na kraju svede na onu
veé poznatu povrsinu trokuta te se njome nec¢emo previse baviti, no pogledajmo ipak jedan
zadatak na slici 21.

Sljedeci susret s povrsinom srednjoskolci imaju u okviru gradiva o drugom korijenu:

Zadatak. Mostellerova formula koja povezuje povrsinu ljudskog tijela P izraZenu u m?, masu

mh

m izraZenu u kg © visinu h 1zraZenu u cm glasi: P = o

a) Odredimo povrsinu tijela covjeka visokog 1.8 m ¢ija masa iznosi 90 kg.
b) Odredimo masu c¢ovjeka visokog 2 m ¢ija povrsina koZe iznosi 2.4 m?.

¢) Odredimo visinu ¢ovjeka mase 75 kg ¢ija povrsina koZe iznosi 1.98 m?.
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Primjer 4.

Odredimo nepoznatu duljinu stranice, mjere kutova i povriinu pravokutnog
trokuta u kojem su zadane duljine katetaa=7.5cmib=4.2 cm.

Rjesenje: Kad na skici pravokutnog
trokuta istaknemo zadane katete a 1 b,
kut @ moZemo dobiti s pomocu tangen-
sa:

a . 5
tgo = ; §to nakon uvritavanja duljina

stranica @ i b odreduje vrijednost tan-
gensa tg a = 1.78571 1 daje rezultat
a=60°45"4". Sada je kut f = 90° — & zbog komplementarnosti s kutom a,
paje f#=29° 14" 56".

Hipotenuzu ¢ moZemo izraCunati Pitagorinim pouckom, ali i trigonometrij-
ski s pomocu sinusa:

sing = ﬁ, odakle je ¢= ‘a . Zatim uvritavajuci zadane vrijednosti
c sine
7.5 . s s
¢ = —————— dobivamo rezultat koji ¢emo zaokruZiti
sin60° 45" 4”
=12 _§5959..~8s6.
0.87251

Povriina trokuta mogla se izraCunati odmah na pocetku zadatka jer su zada-

ne duljine kateta a i b. Rezultat je P=15.75 cm®.

Slika 21: Primjer preuzet iz [12].

Rjesenje. Pogledajmo redom rjesenja zadatka:

vmh /901
g = e WA0-T00 o e
60 60
vVmh vm - 200 60 - 2.4)2
b £ = VR pa je 2.4 = L, odnosno m = {60+ 241 = 103.68 kg.
60 60 200
vVmh V75h 60 - 1.98)2
g) P = % pa je 1.98 = R odnosno h = (775) = 188.18 cm.

U sklopu obrade kvadratnih jednadzbi i funkcija, ucenici imaju priliku ponoviti povrsine
likova koje ve¢ poznaju:

Zadatak. Igraliste je imalo oblik kvadrata. Sa zapadne strane igraliste je skraceno za tri
metra, a zatim prosireno sa sjeverne strane za osam metara. Kolika je bila povrsina igralista
na pocetku, ako je na kraju iznosila 6776 m*?

Rjesenje. Trenutna je povrsina 6776 m?, a igraliste je oblika pravokutnika jer smo jednu

stranicu pocetnoga kvadrata skratili, a drugu produljili. Trenutne su stranice duljine x — 3
iz 4+ 8. Iz povrsine pravokutnika P = a - b imamo da je 6776 = (x — 3) - (z + 8), tj.
2? 4+ 5z — 24 = 6776. Rjesavanjem kvadratne jednadzbe dobivamo z = 79.85, tj. pocetni
kvadrat imao je stranicu duljine 79.85 m. Mozemo pretpostaviti kako je igraliste imalo
cjelobrojnu duljinu stranice, tj. z = 80 pa je onda pocetna povrsina P, = 80 = 6400 m?.

17



3. Od ograde duljine 300 metara napravite 4 jednaka skladista

kao na slici. Kolika je Sirina, a kolika duljina skladista ako
Zelimo da su ona najve¢e moguce povrsine.

Slika 22: Zadatak preuzet iz [4].

Zadatak. Roko je kupio puno ovaca i zZicu za ogradivanje duljine 100 m kako bi unutar svoje
vec ogradene velike parcele odvojio prostor samo za ovce. Kolika je najveca moguca povrsina
prostora za ovce ako s jedne strane iskoristi postojecu ogradu, a s preostale tri ga ogradi
kupljenom Zicom?

Rjesenje. Oznac¢imo duljinu i sirinu ogradenog prostora i neka je s jedne strane duljine d veé
postojeca ograda. Tada 100 m zice treba ograditi preostale tri stranice pravokutnog prostora
za ovee: d + 2s = 100, odnosno d = 100 — 2s. Povrsina tog prostora je d - s = (100 — 2s)s =
—25% 4 100s.

g . . —100
Najveca se vrijednost postize za s =

— = 25 m pa je d = 100 — 2s = 50 m. Maksimalna
povrsina ogradenog prostora za ovce onda je P = d - s = 50 - 25 = 1250 m?.

Zadatak. Susjeda Stavri¢ ureduje cvjetnjak u obliku kruga promjera 2.5 m. Zeli posaditi
tulipane tako da cine kruzni vijenac sirine 50 cm. Preostalu povrsinu u unutrasnjosti
cvjetnjaka Zeli zasaditi crvenim tulipanima.  Koliku pouvrsinu moZe zasaditi crvenim
tulipanima?

Definicija. Sredisnjem kutu od o stupnjeva, u kruznici polumjera r, pripada kruzni isjecak

2 l
nggé = %, gdje je | duljina pripadnog luka.
Zadatak. Sredisnji kut nekog kruznog isjecka u krugu polumgjera 6 cm iznosi o« = 75°. Kolika

je povrsina kruznog isjecka? Koliki je to postotak povrsine kruga?

Primjers.

Kolika je povriina osjenéanog lika na slici ako
je duljina stranice kvadrata a = 6 cm?

povrsine P =

Rjesenje:

Lik na slici sastoji se od dva polukruga polumjera
duljine 3 cm.

Povriina osjenéanog lika je 3*n =91 cm’.
Slika 23: Zadatak preuzet iz [4].

Pri povratku na trigonometrijske izraze, ucenici se susre¢u s jos formula za povrsinu
trokuta, a koju onda mogu primijeniti i na paralelogram.

Povrsina. Poursina trokuta jednaka je polovici umnoska duljina dviju stranica © sinusa kuta

izmedu njih P = Eab siny = Ebc sina = 5Ae sin 8. Ako su zadane duljina jedne stranice @

2 . .
myjere dvaju kutova trokuta, povrsina trokuta moze se racunati po formuli P = M =

2sin
bV’ sinasiny  ¢?sinasin 3

2sin B 2sin7y
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14. Objasnite koju korisnu informaciju mozete dobiti ako odredite
povriinu ili opseg sljedecih predmeta:

a) CD promjera 120 mm,

b) prskalica za travu koja se krece kruzno ima domet 15 m,

c) tava promjera 26 cm.

Slika 24: Zadatak preuzet iz [4].

Povrsina. Neka su a @ b stranice paralelograma, e i f njegove dijagonale, o mjera kuta izmedu
susjednih stranica © ¢ mjera kuta izmedu dijagonala paralelograma. Pouvrsina paralelograma

1
jednaka je P = absina 1 P = §ef sin ¢.

Zadatak. Dijagonale paralelograma duge su 7.4 cm i 9.6 cm te se sijeku pod kutom 32° 18’.
Kolika je povrsina paralelograma?

Rjesenje. Znamo da povrsinu paralelograma uz poznate dijagonale i kut izmedu njih mozemo
1
odrediti po formuli P = §€f sin ¢. Stoga je P = o 7.4-9.6 -sin 32°18' = 18.98 cm?.

Za kraj srednjoskolskog obrazovanja, kao izborni ishod za cetvrti razred srednje skole s
programom 4 sata tjedno, ucenici imaju priliku upoznati integrale i njihovu primjenu na

racunanje povrsine.
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Slika 25: Preuzeto iz [5].

*‘f‘

b \ .1?:
m‘f‘
b \ z

Povrsina. Ako je f neprekidna funkcija na intervalu [a,b] @ f(z) > 0 za svaki x € [a,b],
onda je pouvrsina lika omedenoga grafom funkcije f, pravcima x = a, v = b ¢ odsjeckom
a <z <bnaosix dana izrazom P = [ f(z)dx.
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Povrsina. Ako je f neprekidna funkcija na intervalu [a,b] i@ graf funkcije ne sijece os x na
tome intervalu, onda je povrsina lika omedenoga grafom funkcije f, pravcima x = a, v = b
: . b

iy =0 dana izrazom P = | [ f(x)dz|.

Izra¢unajte povrsinu lika omedenoga y g

grafovima funkcija f(x)=—(x- ‘5)2 +3

B

. 1 3 1

1 g(x):ix-z. |
l2_5 0] LA

48 ]

b RjeSenje: P=

Slika 26: Zadatak preuzet iz [5].
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4 Razvoj ideje volumena u nastavi

4.1 Osnovna skola
4.1.1 Razredna nastava

Volumen se spominje ve¢ u tre¢em razredu osnovne skole, a kroz njegovo upoznavanje
ucenike, kao i kod povrsine, treba voditi usporedba. Ovdje su to jedini¢ne kockice ¢ijim
slaganjem mogu odrediti volumen kocke ili kvadra. Stavljanjem tijela jedno u drugo moze
se 1 izravno usporediti dva tijela — ako olovka stane u pernicu, ta pernica zauzima veéi
prostor od olovke, odnosno ima veéi volumen. Sli¢no, testovi prelijevanja vode iz jedne u
drugu posudu otkrivaju odnose izmedu volumena tih posuda, npr. Koliko ¢asa vode mozemo
napuniti sokom iz jedne boce?

Definicije i zadaci navedeni u ovome potpoglavlju preuzeti su iz udzbenika Super
matematika za prave tragace [2] za Cetvrti razred osnovne skole.

Definicija. Da bismo odredili koliko tekuéine stane u neku posudu moramo izmjeriti volumen
tekucine (obujam ili zapreminu). Jedinica za mjerenje obujma tekucine je litra (1 1dli 1 L).
Manju mjernu jedinicu nazivamo decilitar (1 dl).

Zadatak. Marko svako jutro popije 3 dl tekucega jogurta. Koliko tekucega jogurta popije u
lipnju?

Rjesenje. Lipanj ima 30 dana pa Marko u lipnju popije 30 - 3 = 180 dl tekucega jogurta, ili
180 : 10 = 18 litara jogurta.

Promotri ove posude i pokusaj odgovoriti u koju stane najveca kolicina tekuine: vode,
ulja, mlijeka, octa ... Procijeni i zapisi kolika koli¢ina tekucine stane u pojedinu posudu.

Poredaj posude po volumenu od najmanje do najvece.

Zamisli da je u njima voda. Usporedi obujam teku¢ina. Koji je obujam najveci, a koji
najmanji?

Procijeni. Koliko se ¢a3a tekucine moze uliti u posudu B da bi ona bila puna?

Slika 27: Zadatak preuzet iz [2].

21



Zadatak. Procitaj nekoliko zanimljivih podataka vezanih uz potrosnju vode. PrikazZi ih
grafikonom.

e Za jednu Salicu kave potrebno je oko 140 litara vode.

e Proizvodnja 1 | mlijeka zahtijeva oko 1000 litara vode.

e Za proizvodnju 1 kg psenice potrebno je oko 950 litara vode.

e Za proizvodnju 1 kg riZe potrebno je oko 3000 litara vode.

e Za proizvodnju 1 kg kukuruza potrebno je oko 900 litara vode.
Odgovori kratko ili izracunaj:

a) Za koji se proizvod potrosi najvise vode?

b) Koliko se ukupno vode potrosi za Zitarice? Koliko je to decilitara?

Djeca najbolje uce kroz iskustvo pa im, kada god je to moguce, treba dati priliku da
sami dolaze do otkri¢a. Upravo je volumen podrucje gdje mozemo dati ucenicima slobodu
istrazivanja. Ako svaki ucenik dobije jednak komad materijala (gline, plastelina), koliko
razlicitih tijela mogu napraviti od njega? Kako se odnose volumeni tih tijela? Kako bi to
mogli provjeriti?

4.1.2 Predmetna nastava

Napomena. Pod volumenom (obujmom) geometrijskog tijela smatramo velicinu prostora
koji to tijelo zauzima. Osnovna mjerna jedinica za volumen je kubni ili prostorni metar
(m?). Volumen mjerimo: metrima kubnim (m?), decimetrima kubnim (dm?), centimetrima
kubnim (em?), milimetrima kubnim (mm?).

%. Koliko kocaka nedostaje da bi sastavila/sastavio veliku kocku? =
a) b) c)

1)

d)
; = % 5 — it = u

| yu 1]

Slika 28: Zadatak preuzet iz [6].

Volumen. Volumen (obujam) kocke racuna se prema formuli V- = a3, pri éemu je a duljina
brida kocke.

Zadatak. Akvariyj u obliku kocke kojoj je duljina brida 12 dm napunjen je do vrha vodom.
Izlijemo i iz akvarija 236 litara vode, koliko ce litara vode ostati u akvariju?
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> ZADATAK 1.

>rocijeni volumen tekucine predmeta na slici. _
Zaokruzi slovo ispred odgovora. Koju si rijec dobila/dobio?

N
1d¢ G 1he T 1he M 1de¢
1he | 1de R1¢ I 1¢
1¢ F 14 S 1d¢ A 1he

Slika 29: Zadatak preuzet iz [6].

Rjesenje. Za pocetak, zanima nas ukupan volumen akvarija: V = a® = 123 = 1728 dm?3,
odnosno 1728 litara. To znaci da ¢e nakon izlijevanja u akvariju ostati 1728 — 236 = 1492 1
vode.

1 kg vode zauzima prostor, ima volumen od 1 LITRE. Jedinica za mgjerenje volumena
tekucine je jedna litra. Rijec litra zamjenjujemo oznakom l. 1 litra je volumen kocke koja
ima brid duljine 1 dm.

I kod volumena je slaganje sigurna metoda za uvodenje volumena kvadra ili kocke.
Velicinu kvadra mozemo odrediti punjenjem toga kvadra jedinicnim kockicama, a brojanjem
kockica u smjeru duljine, Sirine i visine moze se izvesti formula za volumen kvadra,
V =a-b-c, uz dogovor daje 1 cm -1 cm-1 cm = 1 cm3. Poseban slucaj ove formule je
volumen kocke, gdje u sva tri smjera imamo jednak broj kockica.

lem?

a=>bcm

V=5.25=125cm?

Slika 30: Volumen kocke.

Zadatak. Cisterna za ulje ima oblik kvadra bridova duljine 5 m, 3 m i 2 m. Koliko litara
ulja mozemo uliti u nju da bude puna?

Rjesenje. Zanima nas volumen cisterne, a njega izracunamo pomocu formule za volumen
kvadra: V =5-3-2 =30 m3. U cisternu mozemo uliti 30 - 1000 = 30000 litara ulja.

Zanimljiva je ¢injenica da se ucenici u Sestome i sedmome razredu uopée ne susrecu s
pojmom volumena u nastavi matematike. Razlog tomu je usmjerenost na planimetriju,
odnosno na upoznavanje mnogokuta u ravnini prije prelaska na trodimenzionalni prostor.
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Stoga se tek u drugome polugodistu osmoga razreda vrac¢aju kurikularni ishodi vezani uz
volumen, i to pocevsi od kocke i kvadra koje su ucenici upoznali jos u petome razredu.

Ponovno obrada zapocinje prisje¢anjem od ranije poznatih informacija, preracunavanjem
mjernih jedinica za volumen tijela te koristenjem jedini¢nih kocaka.

Ako svaka kockica ima volumen od 75 cm?, koliki je volumen plavoga, zelenoga i
crvenoga tijela?

Slika 31: Zadatak preuzet iz [11].

Zadatak. U posudu oblika kvadra bridova duljine a = 36 cm 1 b = 30 cm nalije se tekucina
1z pet punih posudica oblika kocke brida duljine 12 cm. Do koje wisine je posuda napunjena
tekucinom?

Rjesenje. U svakoj od pet manjih posudica oblika kocke nalazi se V,,, = 12-12-12 = 1728
em? tekuéine, a to je ukupno V = 5 - 1728 = 8640 cm?. Toliki ée biti i volumen tekuéine

u novoj posudi kada ju prelijemo. Kako je volumen kvadra dan s V' = a - b - ¢, znamo da
8640
¢emo visinu izracunati kao ¢ = PR Tada je ¢ = 36.30 8 cm, tj. posuda je napunjena
a . .

do visine od 8 cm.

Vazno je kod ucenika razvijati i sposobnost modeliranja, ali i poticati ih na ispitivanje,
procjenjivanje i prilagodavanje. Primjerice, ima li dovoljno prostora (odnosno, volumena)
na farmi za zivotinje koje zelimo uzgajati? Ako nema, koliko bi nam jos prostora trebalo ili

koliko bismo zivotinja morali preseliti?

Sliéno, evo jednoga zadatka kojega mozemo vrlo lako prilagoditi konkretnoj uéionici i
broju ucenika u razredu u kojemu trenutno poucavamo:

Zadatak. Ucionica oblika kvadra prima 30 ucenika. Svakom je potrebno 7m3 zraka. Kolika
treba biti povrsina poda ucionice ako je njezina visina 3.5 m?

Rjesenje. Za 30 ucenika potrebno je osigurati 30 - 7 = 210 m?® zraka. Ucionica je oblika
kvadra pa je njezin ukupni volumen jednak povrsini poda pomnozenoj s visinom koja nam
je poznata. Tada je povrsina poda: a-b = 210/3.5 = 60 m?.

Nakon ponavljanja poznatih tijela, ucenici se upoznaju s pojmom prizme, s time da se u
udzbeniku [11] konkretno obraduje samo pravilna ¢etverostrana prizma.

Volumen. Volumen prizme jednak je umnosku povrsine baze i duljine visine prizme, V =

B-h.

Konacno, pred kraj osnovnoskolskoga obrazovanja slijede volumeni piramida i oblih
geometrijskih tijela.

Kako su ucenici ve¢ upoznati s pojmom prizme, za upoznavanje volumena piramide cesto
se koristi sljedeci eksperimentalni primjer:
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Primjer. Ucenicima damo model piramide © model prizme cije su baze jednake povrsine i
visine jednake duljine. Oni model piramide pune vodom i prelijevaju tu vodu u model prizme.
Njithov je zadatak uociti kako je potrebno sadrzaj piramide izliti tri puta kako bi se napunila
prizma, sto th treba navesti na zakljucak da prizma ima tri puta vecéi volumen od piramaide,
odnosno da volumen piramide iznosi jednu tre¢inu volumena odgovarajuée prizme.

Volumen. Volumen piramide jednak je trec¢ini umnoska povrsine baze (osnovke) i duljine

1
wisine piramide, P = 3 B - h.

.. Izraunaj volumen piramide Cija je mreza prikazana na slici.

15 cm>

_18dm

Slika 32: Zadatak preuzet iz [11].

Ucenici ¢esto povrsinu i volumen promatraju kao odvojene pojmove. Medutim, kao Sto
im treba pomodéi osvijestiti veze izmedu likova ili veze izmedu tijela, vazno je uputiti ih
prema razumijevanju analogija povrsine i volumena. Primjerice, ve¢ina ucenika prepoznaje

piramidu kao 3D trokut, ali vjerojatno ne vide nikakvu poveznicu izmedu povrsine trokuta,
1

5%a i volumena piramide gBh. Zakljucivanje o povezanosti izmedu tih i slicnih formula
cesto su komplicirani za prosjecnoga ucenika, ali moze ih se ostaviti za dodatnu nastavu ili

obraditi ,,za one koji zele znati vise.”

B’ POKUS 2.

Potrebna je ¢asa oblika valjka visine manje od 10 ¢cm i kalupi za oblikovanje tijesta u obliku
valjka visine najmanje 1 cm i s bazom sukladnom bazi caSe te neka smjesa (plastelin, tijesto,
biskvit...) od koje se mogu oblikovati kolaci debljine 1 cm.

Izdubi u smjesi jedan kolacic i stavi ga u ¢asu tako da pokrije dno.
Izdubi jos kolacica sve dok ne popunis cijelu ¢asu i ne dodes do vrha.
Koliko ti je trebalo kolacica da popunis asu?

Slika 33: Primjer otkrivanja volumena valjka. Preuzeto iz [11].

25



Volumen. Volumen valjka jednak je umnosku povrsine baze i duljine visine valjka,

V=B-h=7r%n-h.

Zadatak. Koja posuda ima veci volumen: posuda oblika valjka promjera baze duljine 12 cm
i visine duge 15 c¢m ili posuda oblika kvadra ¢ije su dimenzije 8 cm - 10 cm - 20 cm?

Rjesenje. Izracunajmo oba volumena, a zatim ih usporedimo: V, = B-h = 6°7 - 15 =
5407 ~ 1696.5 cm3, a Vj, = 8- 10 - 20 = 1600 cm3. To znaci da posuda oblika valjka ima veéi
volumen.

Zadatak. Iz punoga vréa oblika valjka (r = 45 mm, h = 25 ¢m) Marta je prelila vodu u
vazu oblika prizme. Baza prizme jest kvadrat stranice duljine 8 cm, a visina prizme jednaka
je visini vrca. Je li vaza napunjena vodom do vrha?

Izracunaj volumen tijela sa slike. Mjere su iskazane u centimetrima.

: Vi

20
20

20
Slika 34: Zadatak preuzet iz [11].

Analogno pokusu kojim su otkrili volumen piramide, ucenicima se mogu dati modeli
valjka i stosca. Zadatak je isti: odrediti kako se odnose volumeni tih dvaju tijela.

Volumen. Volumen stosca jednak je tre¢ini umnoska povrsine baze v duljine visine,

1 1
V:§Bh:§7”2ﬂ'h

v

¢« B¢ B S

Slika 35: Preuzeto s [13].

Zadatak. U posudi oblika stosca visine duljine 3 dm i promjera baze duljine 2.5 dm nalazi
se tekucina. Tekucinu iz stosSca prelijemo u posudu oblika valjka promjera baze duljine 10
cm. Koju visinu doseze tekucina u valjku?

26



U udzbeniku [11] oplosje i volumen kugle dio su prosirenoga sadrzaja, ali svejedno ¢emo
ovdje, na kraju volumena u predmetnoj nastavi, navesti jedan od zadataka.

4
Volumen. Volumen kugle polumjera duljine v dan je formulom V = 57“371

25. U valjkastom tuljcu nalaze se 4 jednake loptice za bilijar. Koliki je volumen tih Cetiriju
loptica? Koliko je praznoga prostora u tom valjkastom tuljcu?

e
24 cm

Slika 36: Zadatak preuzet iz [11].

Rjesenje zadatka na slict 36. Vidimo na slici da kuglice svojim promjerima dodiruju rubove
tuljca, odnosno da su sva Cetiri promjera ukupno jednaka 24 cm. Tada je polumjer jedne

4
kuglice 7 = (24 : 4) : 2 = 3 cm. Volumen svake od kuglica je V = §S3W = 1181 om®, a
ukupan volumen je Vi = 4-113.1 = 452.4 cm3. Tuljac ima oblik valjka s bazom polumjera
3 cm (kao i kuglica) i visinom duljine 24 cm pa je volumen tuljca V; = 3%7 - 24 = 678.6 cm?.
Praznog prostora je tada V; — Vi = 678.6 — 452.4 = 226.2 cm?3. (U rjesenjima udzbenika
ostavlja se m bez uvrstavanja.)

4.2 Srednja skola

U srednjoj skoli volumen je manje zastupljen od ocekivanog - veéinom ga pronalazimo
u drugome razredu, a u ostalima se eventualno usputno spominje. Kao i kod povrsine,
susre¢emo se s korijenom, ovaj puta kubnim, a zatim u drugome polugodistu na red dolaze
geometrijska tijela. Veéinom su to ona koja ucenici poznaju iz osnovne skole, uz dodatak
kosih i krnjih verzija.

Zapocnimo s Cavalierijevim principom:

Cavalierijev princip. Ako presjeci tijela istih visina sa svakom ravninom paralelnom
ravnint baze imaju iste povrsine, onda ta tijela imaju jednak obujam.

/

LE
"
1

Slika 37: Cavalierijev princip. Preuzeto iz [4].
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Zadatak. Mama je skuhala 15 litara ajvara za zimnicu i Zeli ga preraspodijeliti v manje
posude. Na raspolaganju ima posude oblika valjka promjera baze 16 c¢cm i posude oblika
kvadra ¢ije dno je oblika kvadrata duljine brida 12 cm. Sve posude su visoke 30 cm.

a) Ako mama puni samo posude oblika valjka, koliko ih mora upotrijebiti?
b) Ako mama puni samo posude oblika kvadra, koliko ih mora upotrijebiti?

c) Ako mama Zeli u jednu posudu oblika valjka staviti istu kolicinu ajvara kao i u posudu
oblika kvadra kada je napunjena do vrha, do koje visine mora puniti?

Rjesenje. Izracunajmo volumene posuda.

a) Volumen posude oblika valjka je V;, = 827 - 30 = 6031.9 cm?® = 6.0319 dm? pa mama
mora upotrijebiti 15 : 6.0319 = 2.49, odnosno 3 posude.

b) Volumen posude oblika kvadra je V4 = 1212 - 30 = 4320 cm3 = 4.32 dm? pa mama
mora upotrijebiti 15 : 4.32 = 3.47, odnosno 4 posude.

c) Mama Zeli da u posudi oblika valjka bude 4320 cm?3 ajvara. Zanima nas visina: h =
V . (r’x), tj. h =4320: (647) = 21.49 cm.

Volumen. Ako je B povrsina baze i h visina prizme, tada je obujam prizme V = Bh.

Stjepan Zzeli u svoju vikendicu uvesti centralno grijanje. Da bi odredio op-
timalan broj radijatora, mora izra¢unati obujam prostora koji zeli grijati.
Vikendica je duga 6 m i Siroka 4 m. Njezina visina do pocetka krova je 3 m,
dok je visina samog krova 1.5 m. Koliki je obujam vikendice?

RjeSenje:

wPreokrenimo® vikendicu na bok tako da lakse
uo¢imo da je dobiveno tijelo prizma.

Baza se sastoji od pravokutnika i trokuta, pa je

=15m2

povrsina baze B=4-3+

|
l
1
l
|
1
l
1
1
x l
6 m ]
1

Obujam vikendice bit ¢e [P
V=Bh=15-6=90m’ 4

]
e T
=y
£

Jm

Slika 38: Zadatak preuzet iz [4].

Zadatak. Domacica Zeli presuti brasno iz posude cije je dno u obliku pravokutnika Sirine
25 cm 1 duljine 35 cm u posudu cije je dno w obliku pravilnog Sesterokuta duljine stranice
19 cm. Ako su posude jednake visine, koliki dio druge posude ce se napuniti brasnom nakon
presipanja?

Rjesenje. Baza pravokutne posude ima povrsinu B, = 2535 = 875 c¢m?. Sesterokut

192/3

volumenu posuda ovisit ¢e samo o povrsinama baza. Ako je posuda pravokutnog dna do

ima povrsinu Fy = 6 = 937.9 cm?. Kako posude imaju iste visine, razlika u
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B,
kraja napunjena, presipanjem brasna druga ¢e se posuda napuniti do Fp svog volumena,
6

odnosno do ili 0.9329, a to je 93.29%.

37.9

Zadatak. Kanta s bojom je u obliku valjka polumjera baze 20 cm i visine 40 cm. Napunjena
je bojom do cetiri petine visine kante. Valjak za bojenje je takoder w obliku valjka polumjera
baze 10 cm i visine 50 cm. Kada u kantu uronimo valjak za bojenje do polovice njegove
visine, za koliko se centimetara podignula visina boje u kanti?

Zadatak. Jednakostranicni valjak (valjok kojem je visina jednaka dijametru) ima obujam
130 em?®. Kolika mu je povrsina baze?

Zadatak. BozZicnu kuglu polumjera 11 cm Zelimo napuniti tekucéinom. Koliko litara vode
nam za to treba?

4 4
Rjesenje. Volumen kugle je V' = §r37r =5 1137 = 5575.28 am® = 5.575 litata.

Vidimo kako se matematicki sadrzaj povezan s volumenom u srednjoj skoli velikim
dijelom svodi na ve¢ poznato - veéinu ovih tijela ucenici su upoznali jos u osnovnoj skoli.
Takoder, u srednjoskolskim udzbenicima prevladavaju zadaci ¢istoga uvrstavanja u formule,
bez ranije spomenutoga stvarnoga aspekta. To je djelomi¢no i ocekivano; ucenicima se u
osnovnoj skoli nastoji pribliziti ove pojmove i zainteresirati ih za ucenje o njima, dok se u
srednjoj skoli usredotocuje na preciznost u racunanju, posebice obzirom na drzavnu maturu
koja ocekuje vec¢inu srednjoskolaca.
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5 Zakljucak

Znamo kako novi Kurikulum zahtijeva priblizavanje gradiva uc¢enicima putem primjera iz
stvarnoga zivota. U ovome radu prikazani su veé¢inom zadaci koji upravo to ¢ine - daju
realan kontekst matematickim pojmovima i formulama. Time ucenici barem djelomicno
dobivaju odgovor na pitanje ,,Sto ée mi to u zivotu?”

Medutim, velik broj zadataka, ¢ak i u reformiranim udzbenicima, i dalje se fokusira na
strogo uvrstavanje danih podataka u formule, bez imalo stvarne primjene. To mozda jeste
donekle potrebno; ucenici trebaju usvojiti vazna svojstva likova i tijela, ali ne moraju to
¢initi na tako konstriktivan nacin.

Naravno, nije za ocekivati da ¢e jedno izdanje udzbenika ili jedna generacija ucenika
potpuno promijeniti nac¢in na koji se obraduje gradivo geometrije u osnovnim i srednjim
skolama, a ova prva generacija ve¢ je napravila pomak naprijed. Mozda ¢e neke buduce
generacije osjecati manje odbojnosti prema geometriji, posebice povrsini i volumenu, a mozda
¢emo i mi kao nastavnici pronac¢i nove nacine kojima bismo mogli ucenicima pribliziti ove
teme.
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Sazetak

Povrsina i volumen dijelovi su nastave tijekom cijelog osnovnoskolskog i srednjoskolskog
obrazovanja u hrvatskim skolama. Unato¢ tome, ove su teme i dalje Cesto problematic¢ne
za ucenike. U ovome radu pogledali smo neke od zadataka predvidenih za ucenike prema
trenutno dostupnim udzbenicima te vidjeli kakva oc¢ekivanja Kurikulum ima od nastavnika
u poucavanju povrsine i volumena.

Kljuéne rijeci: Povrsina, volumen, Kurikulum, ishodi ucenja
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Summary

Area and volume are part of teaching throughout primary and secondary education in
Croatian schools. Despite this, these topics are still often problematic for students. In this
paper, we looked at some of the tasks intended for students according to currently available
textbooks and saw how the Curriculum expects teachers to handle area and volume in their

lessons.
Keywords: Area, volume, Curriculum, learning outcomes
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