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Uvod

Opcenito nam je poznato kako su, u teoriji vjerojatnosti, vjerojatnosna svojstva slucajnih
varijabli opisana funkcijom distribucije, odnosno nizom vjerojatnosti za diskretne i funkci-
jom gustoce za neprekidne slucajne varijable. No, to nam je ponekad puno lakse odrediti
pomocu funkcija izvodnica i njihovih svojstava. U ovome radu spomenut ¢emo cetiri vrste,
a to su: funkcije izvodnice vjerojatnosti, momenata, kumulanata i karakteristicne funkcije.
Svaku od njih ¢emo definirati i navesti njezina svojstva kroz razne iskaze i dokaze tvrdnji.
Kroz poglavlja rada, moci ¢emo uociti i njihovu medusobnu povezanost te kako se one medu-
sobno nadopunjuju. Tako primjerice funkcije izvodnice vjerojatnosti primarno koristimo za
diskretne slucajne varijable, a funkcije izvodnice momenata za neprekidne. Funkcije izvod-
nice kumulanata prirodni su logaritam funkcija izvodnica momenata, ali kako one ne moraju
uvijek postojati, imamo karakteristicne funkcije koje uvijek postoje. Takoder, navest ¢emo
i razne primjere u kojima ¢emo vidjeti korisnost svake od funkcija izvodnica.

U prvom poglavlju, Osnovni pojmovi teorije vjerojatnosti, prisjetit éemo se osnovnih poj-
mova koje ¢emo Cesto koristiti u radu te pri dokazivanju nekih iskazanih tvrdnji.

Iduce poglavlje, Funkcije izvodnice vjerojatnosti, donosi njihovu definiciju i bitna svojstva te
iskaze i dokaze vaznih nam teorema. Sadrzi dva potpoglavlja u kojima ¢emo reci nesto o vezi
funkcija izvodnica vjerojatnosti s momentima i sa sumama nezavisnih slucajnih varijabli.
Sve tvrdnje potkrijepit ¢emo odgovaraju¢im primjerima.

Poglavlje Funkcije izvodnice momenata sadrzi definiciju funkcija izvodnica momenata koje
koristimo kada funkcije izvodnice vjerojatnosti nije moguce koristiti. Vidjet éemo kako po-
mocu njih doéi do ocekivanja i varijance nekih poznatih distribucija te koja je njihova svrha.
Zatim slijedi poglavlje Funkcije izvodnice kumulanata u kojemu ¢emo prvo rec¢i nesto o samim
kumulantima, a potom i o funkcijama izvodnicama kumulanata i nekim njihovim svojstvima.
U pretposljednjem poglavlju nazvanom Karakteristicne funkcije, definirat ¢emo ih za slucajne
varijable i slucajne vektore te navesti neka njihova svojstva i nuzne uvjete njihova postoja-
nja. Nakon toga, iskazat ¢emo dva bitna teorema: Teorem jedinstvenosti i Teorem inverzije
i naposlijetku povezati karakteristicne funkcije s momentima.

Posljednje poglavlje pod nazivom Veze medu funkcijama izvodnicama sadrzi medusobne od-
nose svih spomenutih funkcija izvodnica. Takoder, navedena je i tablica u kojoj su izracunate
funkcije izvodnice poznatih nam distribucija radi lakseg snalazenja i prepoznavanja njihovih

sli¢nosti i razlika.



1 Osnovni pojmovi teorije vjerojatnosti

Kako i sam naslov ovoga rada kaze, funkcije izvodnice dio su teorije vjerojatnosti pa prije
nego kazemo nesto vise o njima, prisjetimo se nekih osnovnih pojmova teorije vjerojatnosti
koje mozemo pronaéi u [1]. Kako bismo uopée krenuli s definicijom samog pojma vjerojat-
nosti, prvo moramo definirati slucajni pokus i njegov ishod, slucajne dogadaje te familiju
dogadaja koju nazivamo o-algebra. Kada smo definirali vjerojatnost i njezina svojstva, mo-
zemo prijeé¢i na definiciju vjerojatnosnog prostora na kojem proucavamo spomenute pokuse.
Osim toga, definirat ¢emo slucajne varijable koje mogu biti diskretne i neprekidne te neke
pojmove vezane uz njih, a to su funkcija distribucije, funkcija gustoce, matematicko oceki-
vanje, varijanca i ostalo. Budué¢i da ¢emo spomenuti sluc¢ajne vektore, definirat ¢emo i njih.
Umjesto svih potrebnih dokaza ostavit ¢emo referencu na mjesto u literaturi gdje se oni

mogu pronadi.

Po¢nimo s objasnjenjem pokusa i njegova iskoda. Svi smo nekada igrali drustvene igre u
kojima se koristimo simetri¢nom igracom kockicom koja sadrzi brojeve od 1 do 6. Bacimo li
kockicu, izveli smo pokus, a broj koji se okrenuo na njoj jest ishod tog pokusa. Taj ishod se
u teoriji vjerojatnosti naziva elementarni dogadaj i oznacava s w, a skup svih nasih ishoda,
odnosno elementarnih dogadaja oznacit ¢emo s () i nazivati skup ili prostor elementarnih
dogadaja. Recimo da nas zanima moguénost da pri bacanju kockice dobijemo broj 6, tada ¢e
navedeni skup biti Q = {1,2,3,4,5,6}, a podrucje naseg interesa, tzv. dogadaj oznacit ¢emo
kao podskup od €2, odnosno {6}. Pri izvodenju nekog pokusa uglavnom ¢e nas zanimati i
vjerojatnost realizacije odredenih dogadaja.

Definicija 1.1. Neka je dan neprazan skup Q. Familija F podskupova od ) je o-algebra

skupova na ) ako vrijedi:
(1) BE F,
(2) ako je A € F, onda je i A° € F, (zatvorenost na komplementiranje)

(3) ako je dana prebrojiva familija skupova (An,,n € N) C F, onda F sadrzi i njihovu

uniju, tj. U1 A, €F. (zatvorenost na prebrojive unije)
n—=

Definicija 1.2. Neka je Q neprazan prostor elementarnih dogadaja i@ F o-algebra skupova

na njemu. Funkciju P : F — R zovemo vjerojatnost na 2 ako zadovoljava sljedece zahtjeve:
(1) P(A) >0, VA€ F, (nenegativnost vjerojatnosti)

(2) P(Q2) =1, (normiranost vjerojatnosti)



(3) ako je dana prebrojiva familija medusobno disjunktnih skupova (A;,i € N) C F, I CN,
. AiNA; =0 &im jei+# j, tada vrijedi

P( U AZ-> =Y P(A;). (o-aditivnost vjerojatnosti)

el 1€l

Definicija 1.3. Uredenu trojku (2, F, P), gdje je F o-algebra na Q i P vjerojatnost na 2

zovemo vjerojatnosni prostor.

Prije nego krenemo na definiciju diskretnog vjerojatnosnog prostora, definirajmo uvjetnu
vjerojatnost, potpun sustav dogadaja i formulu potpune vjerojatnosti koju é¢emo koristiti u
jednom od dokaza.

Definicija 1.4. Neka je dan vjerojatnosni prostor (Q, F,P) i dogadaj A € F koji ima
pozitivnu vjerojatnost, tj. P(A) > 0. Funkcija P( - | A) definirana na F izrazom

P(AN B)

P(B| A)= ~5r5

BeF

je uvjetna vierojatnost uz uvjet da se dogodio dogadaj A.

Definicija 1.5. Konacna ili prebrojiva familija dogadaja {H; : i € I}, I C N u vjerojatnos-
nom prostoru (2, F, P) je potpun sustav dogadaja ako vrijedi

(1) P(H;) >0, Viel,
(2) HiNH; £0,Vi#3,i,j €1,

(2) LI By = 8.
i€l
Teorem 1.1 (formula potpune vjerojatnosti). Neka je dan vjerojatnosni prostor (2, F, P)
i{H;:i €I}, I€N, potpun sustav dogadaja na njemu. Tada za proizvoljan dogadaj A € F
vrijedi
P(A) = ZP(A|Hi)P(Hi)'
iel
Dokaz. Vidi [9, str. 36] O

Nastavimo sada s diskretnim vjerojatnosnim prostorom.

Definicija 1.6. Vjerojatnosni prostor kod kojega je 2 konacan ili prebrojiv skup, a pridru-

Zena o-algebra je partitivan skup P(S2), zvat éemo diskretan vijerojatnosni prostor.

Na takvom vjerojatnosnom prostoru vjerojatnost odredujemo zadavanjem vjerojatnosti na
jednoc¢lanim podskupovima od 2. Kada {2 nije diskretan, to nec¢e biti moguce pa ¢emo iz
tog razloga definirati slucajne varijable koje se mogu razdvojiti na diskretne i apsolutno

neprekidne.



Definicija 1.7. Neka je (2, F, P) vjerojatnosni prostor. Funkcija X : Q — R je slucajna
varijabla na Q ako je X1 (B) € F za proizvoljan B € B(R), odnosno X 1(B(R)) C F, gdje
je B(R) o-algebra generirana familijom svih otvorenih skupova na R koju zovemo Borelova

o-algebra na R.

Definicija 1.8. Neka je dan diskretan vjerojatnosni prostor (2, P(2), P). Svaka funkcija

X : Q2 — R je slucajna varijabla i zovemo je diskretna slucajna varijabla.

Slucajnu varijablu X mozemo prikazati u obliku tablice

Y (ml B By ... By >
pPr P2 P3 --- Pn .-

i taj prikaz zovemo zakon razdiobe, tablica distribucije ili distribucija sluc¢ajne varijable X.
Za svaku diskretnu sluc¢ajnu varijablu mozemo istaknuti dva bitna skupa brojeva. Jedan ¢ine
sve vrijednosti koje slucajna varijabla X moze primiti, a to je R(X) = {z; : i € N} koji
se naziva slika slucajne varijable i niz pripadnih vjerojatnosti (p;,7 € N) takav da vrijedi
pi=P(X =ux;),i€N.

Definirajmo zatim i neprekidne slucajne varijable.

Definicija 1.9. Neka je dan vjerojatnosni prostor (0, F, P) i funkcija X : Q — R za koju

vrijedi:
e {lweQ: Xw)<z}={X<z}eF, VreR,

o postoji nenegativna realna funkcija realne varijable, f, takva da vrijeds

P{wEQ:X(w)Sa:}:P{ng}:/xf(t)dt, Vz € R.

Funkciju X zovemo neprekidna slucajna varijabla. Funkciju f tada zovemo funkcija gustoce

slucajne varijable X .

U obliku teorema navedimo svojstva funkcije gustoce ¢iji dokaz mozemo pronaéi u [1, str. 61-
62]

Teorem 1.2.
(1) Nenegativnost: f(x) >0, Vo € R.

(2) Normiranost:

7f(a:)da: = 1.



(3) Vierojatnost da slucajna varijabla X primi vrijednost iz intervala (a,b] moZe se izra-
cunati pomocu njezine funkcije gustoce f na sljedeci nacin

P{la< X <b} = P{X € (a,b]} = /f(:v)dac

a
Vjerojatnosna svojstva svih sluc¢ajnih varijabli opisana su tzv. funkcijom distribucije.

Definicija 1.10. Neka je (2, F, P) vjerojatnosni prostor i neka je X slucajna varijabla.
Funkciju F' : R — [0,1] koja realnom broju = pridruzuje vjerojatnost da dana slucajna

varijabla bude manja ili ili jednaka tom broju, odnosno
Fz)=P{lweQ: X(w) <z} =P{X <z}
zovemo funkcija distribucije slucajne varijable X .

Kao i za funkciju gustoc¢e, navedimo njezina svojstva u obliku sljedec¢eg teorema ¢iji dokaz

mozemo pronadi u [1, str. 63-64].
Teorem 1.3. Neka je X slucajna varijabla na vjerojatnosnom prostoru (2, F, P) te neka je
Fx njezina funkcija distribucije. Za funkciju distribucije vrijedi:

(1) Monotono je rastuca funkcija:

T <$2:>F(Z1) SF(I'Q), T1,T2 eR

(2) lim F(x)= F(—o00)=0.

T—r—00

(3) lim F{x) = Floa) = L.

T—00

(4) Neprekidna je zdesna:

lim F'(z) = F(xo)

xlxg
Pogledajmo jos kada su sluc¢ajne varijable nezavisne.

Definicija 1.11. Neka su X, ..., X, slucajne varijable na istom vjerojatnosnom prostoru

(Q, F, P). One su nazavisne ako za proizvoljne Borelove skupove By, ..., B, € B(R) vrijedi
da je P(X1 € By,..., X, € By) = P( N X € B;) = [I P(X; € By).
i=1 i=1

Definirajmo jos nekoliko spomenutih karakteristika diskretnih i neprekidnih sluc¢ajnih vari-

jabli: matematicko ocekivanje, varijancu i momente viseg reda.

Definicija 1.12. Neka je X slucajna varijabla na diskretnom vjerojatnosnom prostoru

(Q,P(Q),P). Ako red Y. X(w)P{w} apsolutno konvergira (tj. ako red Y |X(w)|P{w}
we we

konvergira), onda kaZemo da slucajna varijabla X ima matematicko ocekivanje i broj

EX = Y X(w)P{w} zovemo matematicko ocekivanje slucajne varijable X .
weN

>



Definicija 1.13. Neka je X slucajna varijabla na diskretnom vjerojatnosnom prostoru

(), PLQ), P) da >}

o Ako postoji E[X"], onda broj p, = E[X"] zovemo moment r-tog reda ili r-ti moment

od X (takoder vrijedi i za neprekidne slucajne varijable).

o Ako postoji E[|X"|], onda broj E[|X"|] zovemo apsolutni moment r-tog reda ili r-ti

apsolutni moment od X.

o Ako postoji E[X] i E[|X — E[X]|"], onda broj E[|X — E[X]|"] zovemo r-ti centralni
moment od X.

o Ako postoji E[(X — E[X])?], onda taj nenegativan broj zovemo varijanca slucajne va-

rijable X i oznacavamo Var(X), o% ili o2

Definicija 1.14. Neka je X neprekidna slucajna varijabla s funkcijom gustoce f. Ako je

o0

[ lelf(@)dz < oc,

—00

onda kaZemo da slucajna varijabla X ima ocekivanje i broj

o0

4= E[X] = / 2 f(z)de

—00

zovemo matematicko ocekivanje neprekidne slucajne varijable X .

Definicija 1.15. Neka je X neprekidna slucajna varijabla s funkcijom gustoée f. Tada je

drugi centralni moment, odnosno varijanca neprekidne slucajne varijable X :

Var(X) = / (z — E[X))2f(z)dz.

—00

Za kraj ovoga poglavlja, definirajmo jos i slucajne vektore.

Definicija 1.16. Neka je (), F, P) vjerojatnosni prostor pridruzen slucajnom pokusu. Funk-
ciju (X1,...,X,) koja svakom ishodu pokusa pridruzuje uredenu n-torku realnih brojeva

(1, ...,2,) zovemo n-dimenzionalan slucajni vektor ako vrijedi

za sve x1,...,Tn € R,



2 Funkcije izvodnice vjerojatnosti

U ovom poglavlju definirat ¢emo funkcije izvodnice vjerojatnosti i uociti kada su one dobro
definirane, navesti neka njihova svojstva te primjere nekoliko takvih. Osim toga, povezat
¢emo ih s momentima cjelobrojnih sluc¢ajnih varijabli i distribucijom sume nezavisnih slucaj-

nih varijabli, a svu teoriju potkrijepit ¢emo odgovarajué¢im primjerima.

Mozemo reéi kako su funkcije izvodnice vjerojatnosti analiticki aparat za "rekonstrukciju"
distribucije i izra¢unavanje momenata (ukoliko postoje) diskretnih slucajnih varijabli s vri-

jednostima u Ny koje ¢emo zvati cjelobrojne slucajne varijable. No, to¢no ih definirajmo:
Definicija 2.1. Neka je X slucajna varijabla na vjerojatnosnom prostoru (Q, F, P) ¢ija je
slika R(X) C Ny i neka je P(X = k) = py za k € Ny. Funkcija g definirana s

9(z) =po+ Pz + 22 + .. =Y mdt, z€R, |2 <1,
k=0

zove se funkcija izvodnica vjerojatnosti (FIV) slucajne varijable X i oznacava se s
gx(2).

U sljedeé¢oj napomeni pogledajmo je li takva FIV dobro definirana:

Napomena 2.1. Znamo da vrijedi ki) |pp2®| = kiopk|z’“|.

Takoder, pp = P(X = k) € [0,1] i kfopk = 1 zbog normiranosti vjerojatnosti.

Uoc¢imo da je |pr2*| < pr za |2| < 1 pa slijedi da je kiopk jedna majoranta reda kiopﬂzk\ za
|z| <1pajei kiopk|zk| konvergentan.

Slijedi: 1§0 pez® za |z| < 1 je apsolutno konvergentan red pa mozemo zakljuciti kako je

gx(2) = § prz® dobro definirana FIV za z € R, |z| < 1. [2]
k=0

Takoder uoc¢imo kako je
gx(z) = sz . P(X = k) = E[2¥]
k=0

te spomenimo da opcenito gx(z), za X takav da je R(X) C Ny, ima radijus konvergencije
r > 1.

Prikazimo rekonstrukciju distribucije slucajne varijable X, odnosno nacin na koji mozemo

dobiti iznos vjerojatnosti p;, pomocu FIV tako Sto ¢emo u izraz gg?) (2) uvrstiti z = 0: [2]

(1) gx(2) =po+p1z + P22 + ... + Pu2™ + ..., 2| <1
9x(0) = po, tj. po = P(X =0) = gx(0)



(2) Kako je gore navedeno, gx(z) je za |z| < 1 definiran apsolutno konvergentnim redom
potencija pa ga mozemo derivirati ¢lan po ¢lan proizvoljno mnogo puta.

Gx(2) =p1 + 2022+ 3p322 +...= X pp - k- 2F, 2| <1
k=il
gx(0) =p1, tj. ;= P(X =1) = g%(0)

(4) (=) = X pi- k(k = k=227, |2 <1
k=3
93/(,(0) = 3!]?3, tj. ps = P(X — 3) _ %g’)'(’(())

Zaklju¢imo opcenito:

il
pr=P(X =k) = 59 (0), keNo.

Navedeno svojstvo funkcija izvodnica vjerojatnosti vrlo nam je vazno jer upravo zbog njega
iste i nazivamo njihovim imenom.
U sljede¢em primjeru pokazimo kako na jednostavan nacin na temelju zadane FIV rekons-

truiramo distribuciju slucajne varijable.
Primjer 2.1. Neka je X diskretna slucajna varijabla s funkcijom izvodnicom vjerojatnosti

gx(z) = ¢~
Pogledajmo prvo k-tu derivaciju zadane FIV:

V. X > 0. Odredimo distribuciju slucajne varijable X na temelju njezine FIV.

Gie(2) = 2Xe
gk (z) = XX

g (z) = XX

k e
g(,()(z) = gl 1),
Zatim nas zanima koliko ona iznosi za z = 0.

k i
g (0) = XeeX
k —

gx'(0) _ Are

k! k!
Prema opcenitom zapisu vjerojatnosti pomocéu FIV, mozemo zakljuciti
Mg

a prisjetimo li se nekih poznatih distribucija, vidimo da ova vjerojatnost upravo odgovara Po-
issonovoj slucajnoj varijabli s parametrom A > 0. Dakle, X je Poissonova slucajna varijabla

s parametrom A > 0.



Iskazimo sada i dokazimo bitan teorem koji govori o jedinstvenosti FIV, odnosno kada su
funkcije izvodnice dviju slucajnih varijabli jednake, tada su i one same jednako distribuirane,
a vrijedi i obrat.

Teorem 2.1. (/[3, str. 32.]) Neka su X i Y slucajne varijable na vjerojatnosnom prostoru
(Q,F, P), cije su slike R(X) C Ny i R(Y) C Ny, s FIV gx i gy redom. Tada je gx(z) =
gy (2) za svaki z € R takav da je |z| <1 ako i samo ako su X i Y po distribuciji jednake .

Dokaz.

< Pretpostavimo da je X < Y, tj. za svaki k € Ny vrijedi

pa po definiciji FIV slijedi

9x(2) = gv(z), VzeR, |z[ <1
= Pretpostavimo da je gx(z) = gv(z), Vz € R, |z| < 1. Sada slijedi

1 1
P(X = k) = 0% (0) = 704" (0) = P(Y = k), Vk €N,

Iz toga zakljucujemo da su X i Y po distribuciji jednake.
O

Navedimo nekoliko primjera funkcija izvodnica nekih poznatih parametarski zadanih distri-
bucija koje ¢e nam kasnije posluziti u racunanju ocekivanja i varijance za odredenu distri-

buciju. Prisjetimo se prvo sljedece tri koje ¢emo koristiti u primjeru [1]:

1. Slucajna varijabla X koja opisuje pokus sa samo dva moguca ishoda: uspjeh, koji
se realizira s vjerojatnoséu p i neuspjeh, koji se realizira s vjerojatnoséu 1 — p, ima

Bernoullijevu distribuciju s parametrom p € (0, 1) i tablicom distribucije

X 0 1
1—p p

Ocekivanje i varijanca takve distribucije jednaki su

2. Slucajna varijabla X koja broji uspjehe u n nezavisnih izvodenja istog pokusa sa samo
dva moguéa ishoda (uspjeh i neuspjeh), pri ¢emu se u svakom izvodenju uspjeh realizira
s vjerojatnoséu p ima binomnu distribuciju s parametrima n € N i p € (0,1) te



koristimo oznaku X ~ B(n,p). Slika navedene distribucije jest R(X) = {0,1,...,n},

a vjerojatnosti realizacije elemenata slike su
P(X =) = (Z)pm o, ke R(X).

Ocekivanje i varijanca takve distribucije su

E[X]=np
Var(X) =np(1 — p).

3. Sluc¢ajna varijabla X ima Poissonovu distribuciju s parametrom A > 0 ako prima
vrijednosti iz skupa R(X) = {0,1,2,...} s vjerojatnostima
)\k
P(X = k) = T5e > keR(X)

te pisemo X ~ P(A). Ocekivanje i varijanca takve distribucije jednaki su

E[X] =
Var(X)

A
A
Primjer 2.2.

(1) Bernoullijeva slucajna varijabla s parametrom p € (0, 1)

Izracunajmo FIV takve slucajne varijable X:

gx(z)= ) 2y
kER(X)
=1-(1—p)+2p
=1—p+=zp
=1—-p(1—2), z€R.

(2) Binomna slucajna varijabla s parametrima n € N ¢ p € (0,1)

Izra¢unajmo FIV takve sluc¢ajne varijable X:

9x(2) = Z kak

keR(X)

S

p)**F7"=%) " (prema binomnom teoremu)

1
1—p(1—2)" z€R.

Mozemo uoditi kako je FIV binomne slucajne varijable X ~ B(n, p) n-ta potencija FIV
Bernoullijeve sluc¢ajne varijable s parametrom p € (0, 1).
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(3) Poissonova slucajna varijabla s parametrom X > 0

Izra¢unajmo FIV takve sluc¢ajne varijable X:

=D 2 eR.

2.1 FIV i momenti cjelobrojnih slucajnih varijabli

Kako i sam naslov kaze, funkcije izvodnice vjerojatnosti mozemo povezati i s momentima
cjelobrojnih sluc¢ajnih varijabli te na nesto kraé¢i nac¢in doé¢i do ocekivanja i varijance po-
jedinih distribucija. Pomocu sljedece propozicije iskazimo i dokazimo racunanje momenata

cjelobrojne sluc¢ajne varijable X koriste¢i FIV.

Propozicija 2.1. (vidjeti [2, Propozicija V.1.1]) Ako cjelobrojna varijabla X ima drugi

moment, odnosno E[X?| < oo, tada je njezina FIV dva puta derivabilna v z = 1 i vrijedi:

E[X] = gx(1)
Var(X) = gx (1) + gx (1) — (gx (1))*.

Dokaz. FIV od X, odnosno gx(z), derivabilna je ¢lan po ¢lan proizvoljno mnogo puta na
(—r,7), gdje je r radijus konvergencije reda potencija kojim je gx(z) definirana. Kako smo
prethodno spomenuli, gx(z) za X takav da je R(X) C Ny, ima radijus konvergencije r > 1,
a "problem" nastaje kada je r = 1. Takav slucaj opravdavamo koristenjem Abelovog teorema

kojega ¢emo prvo iskazati.

o0

Teorem 2.2 (Abelov teorem). Neka je g(z) = Y. piz' za sve p; € R i s radijusom konver-

1=0
gencije 1 te pretpostavimo da red i pi konvergira. Tada je g(z) neprekidna slijeva za z =1,
=0

odnosno

lin g(z) => pi=g(1).
# i=0

To znaci da ¢e ¢ak i u "najgorem slucaju', kada je r = 1, FIV biti neprekidna u z = 1.

Opcenito vrijedi
gx(z) =Yk 'py
k=1

gx(2) = > k(k —1)"py.
k=2

11



Primijenimo li Abelov teorem na to, mozemo zakljuéiti da su g’ (z) i g% (z) neprekidne slijeva
u z = 1. Sada mozemo biti sigurni da su ¢gx(z) i g% () dobro definirane u z = 1.

1zlglg (2) Z kpy, = Z kpr= > k‘pk

keR(X

lim ¢"(2) = gx (1 Zk‘ — V)pi = Zk —1pe = BE[X(X - 1)] = E[X?] - E[X].

Dakle, vrijedi
E[X?] = gk (1) + gx(1)
te je prema formuli za varijancu

Var(X) = E[X*] — (E[X])* = gx(1) + g (1) — (g5 (1))*.

Napomenimo kako analogno vrijedi:

Sada kad smo naveli kako izracunati svaki od momenata diskretne distribucije, pogledajmo

na sljede¢em primjeru racunanje momenata neke cjelobrojne sluc¢ajne varijable pomoc¢u FIV.

Primjer 2.3. Uzmimo slucajnu varijablu koja ima Poissonovu distribuciju s parametrom
A >0, tj. X ~P(N) te izracunajmo neke njezine momente E[X], E[X?] ¢ E[X?].
Veé smo izra¢unali FIV Poissonove slucajne varijable, odnosno gx(z) = e**1, 2 € R i

pogledajmo njezine derivacije koje ¢e nam trebati u ra¢unanju momenata:

e
QX(Z) = Me
Ae

gg?)(z) — )\kez\(z—l)

Sada izracunajmo momente pomoc¢u FIV prema Propoziciji 1.1.:

E[X] = gx(1) = 207D = )
E[X?] = gx (1) + g (1) = XXV 4 207D
= X4 = MA4+1)

12



Za racunanje tre¢eg momenta iskoristimo
B[X(X —1)(X —2)] = gi(1) = X’
iz Cega slijedi
E[X® — 3E[X?] +2E[X] = )°.

Uvrstimo li ono $to veé znamo, odnosno E[X] = X i E[X?] = A(A+ 1) te prebacimo sve osim

E[X?] na desnu stranu, dobit ¢emo
E[X}]1 =243 +1) =22 =X+ 332 + A

Ostali momenti racunaju se na analogan nacin.

2.2 FIV i distribucija sume nezavisnih slucajnih varijabli

Kod proucavanja funkcija izvodnica sume nezavisnih sluc¢ajnih varijabli vrlo nam je vazan

sljedeci teorem koji ¢e pokazati kako je FIV navedene sume zapravo produkt pripadnih FIV.

Teorem 2.3. (vidjeti [8, Proposition 3.38.]) Neka su X1, Xs, ..., X, nezavisne cjelobrojne
slucajne varijable na vjerojatnosnom prostoru (Q, F, P) s FIV gx,(z), i € {1,2,...,n}. Tada

je FIV slucajne varijable S, = X;+ ... + X,, = i X dana izrazom
k=1

9s.(2) = [[ 9x.(2).
k=1
Ukoliko su dodatno Xy, ..., X, jednako distribuirane, tada vrijeds

9s.(2) = (9x:(2))"

Dokaz. Kako su X;, X3, ..., X, nezavisne pa su i sluéajne varijable zXt, zX2 ... z%»
medusobno nezavisne, |z| < 1, kao Borelove transformacije nezavisnih slu¢ajnih varijabli
X1, Xo, ..., X,. Izracunajmo sada FIV slucajne varijable S,,.
9s.(2) = Blz™]
— E[2%. g
= E[z]- ... -E[z*"] (zbog nezavisnosti)

— I Bl = H g5, (2)

Primijetimo, ukoliko je X; L Xy 4.2 X, tada vrijedi:
Blg® ... 29 =E] ... «E[&"]
= gXl(Z) et 0Xxy (Z) = (gXI (’Z)>n

e
(%)
3
—~
N
~—
I
=
I
%))
o=
I
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Kao motivaciju za sljedeéi teorem, uzmimo jedan slikoviti primjer. Pretpostavimo npr. da
ljudi dolaze u kino i kupuju karte za neki film. Svaki covjek kupit ée odredeni broj karata
(sam za sebe ili za sebe i svoje prijatelje). Pitamo se koliko je ukupno karata prodano taj
dan? Da bismo odgovorili na pitanje, neka slucajna varijabla Z modelira broj ljudi, a Xj
broj karata koje je kupio k-ti ¢ovjek. Pretpostavljamo da su slucajne varijable X, X, ...

nenegativne, medusobno nezavisne i jednako distribuirane te takoder nezavisne i od Z. Dakle,
7
ukupan broj karata je Sy = > Xj Sto je suma sluc¢ajnog broja sluc¢ajnih varijabli. Ukoliko

k=1
znamo distribucije od Z i X}, onda pomoc¢u funkcija izvodnica vjerojatnosti mozemo pronaci

i distribuciju od Sy.
Sada formalno iskazimo i dokazimo kako izgleda funkcija izvodnica sluc¢ajnog broja sluc¢ajnih

sumanada.

Teorem 2.4. (vidjeti [8, Proposition 3.39.]) Neka su cjelobrojne slucajne varijable Xy, Xs,
ooy Xn, Z nezavisne Yn € N te neka su X1, X, ..., X, jednako distribuirane. Tada je FIV

z
slucajne varijable Sz = > X dana izrazom gs,(z) = 9z(gx,(2)).
k=1

Dokaz. Zapisimo prvo FIV slucajne varijable Sz kao

gs,(2) = E[ZSZ] = i 2™ P(Sz = m).

m=0

IzraCunajmo zatim nepoznatu nam vjerojatnost P(Sz = m):

P(Sz=m)=3P(X1+ ... + Xy =m|Z=k)P(Z = k)
k=0
(po formuli potpune vjerojatnosti)

=Y P(Sx=m)P(Z=k) (zbog nezavisnosti)
k=0
Uvrstimo dobivenu vjerojatnost u pocetnu formulu i dobijemo

GudE] = i i P9 =m)PlZ = k)z™

m=0 k=0
(koristeéi Fubinijev teorem, sume reda smijemo zamijeniti)

= i ( i 2P 5 = m)) P(Z = k)

(sumacija u zagradi jednaka je FIV od Sy)
=Y 4P = 1
k=0

(Sk je suma nezavisnih jednako distribuiranih

sluc¢ajnih varijabli pa po Teoremu 1.2. slijedi:)

14
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Navedimo primjere u kojima ¢emo pokazati koristenje ovih dvaju teorema. U primjeru 2.4.
vidjet ¢emo kakva ¢e biti distribucija sume nezavisnih sluc¢ajnih varijabli X ~ P(Ax),

ke {1,...,n} koristenjem Teorema 2.3.

Primjer 2.4. Neka su X7, X, ..., X, nezavisne slucajne varijable koje imaju Poissonovu
distribuciju s parametrom Ay > 0, Vk € {1,...,n}, tj. X ~ P(\;). Prema Teoremu 2.2. je

H s
(

gs. (2

HM:

, 2€R

. . . . n

iz ¢ega vidimo kako je S, ~ P( X /\k>, odnosno suma nezavisnih Poissonovih sluc¢ajnih
E=1

n
varijabli ponovo je Possonova sluc¢ajna varijabla s parametrom Y Ag.
k=1

Zatim pogledajmo koristenje Teorema 2.4. u odredivanju distribucije sume nezavisnih Ber-

noullijevih slucajnih varijabli.

Primjer 2.5. Neka su Xi, Xy, ...nezavisne Bernoullijeve slu¢ajne varijable s parametrom
Z

p € (0,1) te neka je Z ~ P(A), A > 0 nezavisna od Xj,...,X,. Sa Sz oznac¢imo sumu Y X
k=1

i izracunajmo njezinu FIV koristenjem Teorema 2.3.

957 (2) = 9z(9x,(2))
=9z(1-p(1—2)) (zbog X1 ~ Bern(p))
= MU= (3hog Z ~ P(N))

L zelR

= € )

pa mozemo zakljuditi da je Sz ~ P(Ap), odnosno da je suma sluéajno mnogo nezavisnih jed-
nako distribuiranih Bernoullijevih slucajnih varijabli, gdje je Z Poissonova slucajna varijabla,
sada Poissonova sluc¢ajna varijabla s parametrom Ap.

3 Funkcije izvodnice momenata

Kao sto je navedeno u prethodnom poglavlju, funkcije izvodnice vjerojatnosti izvrstan su
analiticki alat kod nenegativnih i cjelobronih sluc¢ajnih varijabli. Stoga za ostale slucajne
varijable mozemo koristiti nesto opcenitije funkcije izvodnice, a to su funkcije izvodnice
momenata. Prvo ih definirajmo, a zatim pogledajmo koja su njihova svojstva te kako ih

mozemo koristiti.

Definicija 3.1. Neka je X diskretna ili neprekidna slucajna varijabla. Funkcija izvodnica
momenata (FIM) slucajne varijable X je funkcija M definirana s

M(t) = Mx(t) = Ele""],

za sve t € R za koje to ocekivange postoji, tj. za koje je E[etX] < oo.
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Odmah je vidljivo da je Mx(0) = 1, a za ostale t € R FIM moze, ali i ne mora biti dobro
definirana.

Iz definicije mozemo zakljuciti:

Se®P(X =zx), X diskretna
Mx(t) =14 % | L
J €*fx(x)dz, X neprekidna
gdje je fx funkcija gustoce slucajne varijable X.
Sada pogledajmo kako My (t) zaista generira momente.
Neka je X navedena slucajna varijabla te neka je funkcija My (t) definirana na okolini nule.

Razvijmo sada funkciju ¢ — €% u Taylorov red oko nule:

Mx(t) = E[e*]=E ngo X’“%] = ZO%E[X’“]%.

Uodimo jo$ da je vrijednost k-te derivacije funkcije Mx(¢) u nuli jednaka k-tom momentu
sluc¢ajne varijable X, odnosno

te upravo iz tog razloga funkciju Mx (t) i nazivamo funkcijom izvodnicom momenata. Bududi
da je F[X] = Mx(0), mozemo zakljuciti da vrijedi:
Var(X) = Mx(0) — (Mx(0))*

po formuli za varijancu. Nesto detaljniji prikaz navedenog mozemo pronadi u [5, str. 219].

Pogledajmo sada i nekoliko primjera na konkretnim distribucijama kako bismo lakse shvatili
navedenu teoriju. No, prvo se prisjetimo distribucija (pomocu [1]) koje ¢emo koristiti u
primjeru:
1. Za neprekidnu sluc¢ajnu varijablu X kazemo da ima uniformnu distribuciju na intervalu
(a,b), a < b ako joj je funkcija gustoée vjerojatnosti dana izrazom
1
; BE {ab
fay={b—a TEWO
0, x¢(ab)

Funkcija distribucije takve slucajne varijable na (a, b) definirana je s

0, z € (—00,a)
F(z) = Z:Z z € [a,b)
fl, x € [b, 00)
Njezino ocekivanje i varijanca jednaki su
b
BlX] =212,
2
b— 2
Var(X) = b—aj
12



2. Neprekidna sluc¢ajna varijabla X ima eksponencijalnu distribuciju s parametrom A > 0

ako je funkcija gustoce dana izrazom

0, z <0
-]

™ w2l

Funkcija distribucije te slucajne varijable dana je izrazom

Fl) 0, z<0
#)] = 5
l1—e™ >0

Var(X) =

Yol >l

Primjer 3.1. (pogledati [5, Example 4.8.1 i 4.8.2])

(1) Neka slucajna varijabla X ima neprekidnu uniformnu distribuciju s parametrima 0 i
1, odnosno X ~U(0,1). Izracunajmo njezinu FIM te uocimo njezinu korisnost.
Dakle, prvo izra¢unajmo Mx (t):

et —1

1 1
Mx(t) = /etxfx(a:)da: = /1 cedr = r teR
0 0

Zatim prikaZimo My () kao niz potencija od €', tj. ¢! =1+ + t2—2, + ’;—2; f stk

el .. —1
g = 1
_q. ¢ t?
=3 oy tgrt o
iz ¢ega zakljucujemo E[X*] = k%rl
Pokusajmo k-ti moment pronadi direktno iz definicije, odnosno
1
1k+1 1
E[X*) = / Edy = P
X7] S TR k+1

Vidimo kako pomoé¢u FIM nesto teze dolazimo do spomenutog momenta nego preko
definicije sto se zapravo dogada u vecini slucajeva.
Sada derivirajmo gore dobiveni Mx (t).

tet —et +1

M) =
Kada t — 0, koriStenjem L’Hospitalovog pravila dobivamo M} () — 3. Obzirom da
je ocekivanje uniformne distribucije jednako E[X] = “T*b, odnosno % u ovom slucaju,

dobili smo tocan rezultat.
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(2) Neka slucajna varijabla X ima eksponencijalnu distribuciju s parametrom X\, odnosno

X ~E(N), A > 0. Odredimo njezinu FIM te ocekivanje i varijancu pomocu nje.

Mx(t) = /emfx(aj)da: = /em}\e—”d:v
0 0
= )\/ex(t_/\)dzc = )\/e_x(/\_t)dx
0 0
A
sHe—— Lk
A=t

Izracunajmo sada prve dvije derivacije od Mx(t) kako bismo mogli izracunati oceki-

vanje i varijancu.

A 1
M/ t = M/ e ==
2\ 2\ 2
M” t — M” 0 e
Dakle, vrijedi
1 ;2
te je po formuli za varijancu
2 1 1
Var(X) = E[X? — (E[X])* = T e e

Buduéi da smo u prethodnom primjeru spomenuli kako je u vecini slucajeva lakse doéi do
momenata direktno preko definicije nego pomocu funkcija izvodnica momenata, postavljamo
si pitanje "koja je onda uopée njihova svrha?"'. Odgovor jest da ih gotovo iskljuc¢ivo koristimo
kako bismo odredili distribucije slucajnih varijabli te distribucije suma slucajnih varijabli
jer FIM (ukoliko postoje) jedinstveno odreduju distribuciju slucajne varijable. Dakle, ako za
slucajnu varijablu X postoji FIM na nekoj okolini nule, onda je distribucija od X jedins-
tveno odredena svojim momentima. Opcenito, distribucija ne mora biti jedinstveno odredena

svojim momentima $to je poznato pod nazivom problem momenata.

Primjer 3.2. Neka je dana slucajna varijabla X i njezina FIM Mx(t) =1 — p + pe'. Koja
je distribucija od X ?

Odredimo k-tu derivaciju od Mx (t):



Zadana FIM dobro je definirana na okolini ¢ = 0, odnosno pripadna distribucija jednozna¢no

je odredena momentima. Izra¢unajmo sada M)(f) (£], &k =0,1,... ma =10

MP(0) =p, VEeN,.

Dakle, E[X*] = p te je po formuli za varijancu Var(X) = E[X?|—(E[X])? = p—p* = p(1—p).
Obzirom da Bernoullijeva distribucija ima k-ti moment jednak p, za svaki k, zaklju¢ujemo
da se radi o Bernoullijevoj distribuciji. Takoder, primijetimo da izracunato ocekivanje i
varijanca pripadaju upravo Bernoullijevoj distribuciji te zaklju¢imo da je X Bernoullijeva
slucajna varijabla s parametrom p € (0, 1).

Sljede¢im korolarom prikazimo jos jedno korisno svojstvo funkcija izvodnica momenata u
kojemu ¢emo vidjeti sto se dogada s njima ukoliko slu¢ajnu varijablu mnozimo ili zbrajamo

konstantom. Zatim pogledajmo i koristenje navedenog korolara jednim primjerom.

Korolar 3.1. (vidjeti [8, Corolary 3.14.]) Neka je X slucajna varijabla s FIM My te neka
je Y slucajna varijabla takva da je Y = aX +b, a,b € R, a # 0. Tada je My (t) = e* Mx(at).

Dokaz. RaspiSemo My (t) po definiciji i dobijemo
My(t) _ E[eYt] _ E[e(aX-l—b)t]

— E[eaXtebt] — E[€Xat]E[€bt]
= e’ My (at).

Prije sljedeéeg primjera, prisjetimo se normalne distribucije slu¢ajne varijable: [1]

e Slucajna varijabla X ¢ija je funkcija gustoce

1 (z—w)?
Jlom) = e =2, zeR
o\ 21

ima normalnu distribuciju s parametrima g € Ri o > 0 te pifemo X ~ N(u,0).
Ocekivanje i varijanca takve slucajne varijable jednaki su

Ukoliko je p = 010 = 1, takva distribucija naziva se standardna normalna distribucija.

Primjer 3.3. (pogledati [3, Primjer 3.7.]) Neka je X ~ N(u,0). Pronadimo Mx(t) te
odredimo neke momente slucajne varijable X .

Zapocet ¢emo standardiziranom normalnom slu¢ajnom varijablom Z ~ A/(0, 1) te pronadimo
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njezinu FIM, odnosno My (t).

My(t) = / & £, (z)dx
1 2 (a—t)2

gdje zadnja jednakost slijedi zbog normiranosti funkcije gustoc¢e normalne distribucije s oce-
kivanjem ? i varijancom 1.

Uzmimo sada da je slu¢ajna varijabla X ~ N (i, 0?), odnosno da je X = p+ 0 Z te primije-
nimo Korolar 3.1. Zaklju¢ujemo:

2
Mx(t) = e My(ot) = e"*°% | t e R.
Uoc¢imo jos da razvojem te funkcije u Taylorov red oko ¢ = 0 dobivamo
Mz(t)=1+2+8 ...

te da je zbog toga

E[z2k+1] = ifi
ok (2R
BlZ% = 5o, k=0,1,2,...

[zra¢unajmo jos prva tri momenta slucajne varijable X:
EX]=Elp+oZ] =y,

X = Bl(u+02)"] = 1 + o,

X°] = El(u+02)* = p° + 30°p.

S|

Za razliku od prethodnog, u ovome primjeru FIM znatno olaksavaju izracun momenata koje

nam ne bi bilo lako izrac¢unati izravno.

Osim primjera FIM poznatih neprekidnih distribucija, izracunajmo ih i za ranije spomenute
diskretne distribucije kako bismo kasnije mogli napraviti usporedbu svih funkcija izvodnica.

Primjer 3.4.

(1) Neka je X Bernoullijeva slucajna varijabla s parametrom p € (0,1). Izracunajmo nje-
zinu FIM.

Mx(t) = E[e"] = Z:()et"P(X = n)

=P(X=0)-4+PX=1)-¢
=1—p+pe, teR
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(2) Neka je X binomna slucajna varijabla, odnosno X ~ B(n,p), n € N, p € (0,1).

Izracunajmo njezinu FIM.

Mx(t) = E[e'X] = i e*P(X = k)

(:)ﬂ“(l —p)"re®
(1) wera =

—p+pe), teR.

I
NE

k=0

I
M=

Il
—
=l

(3) Neka je X Poissonova slucajna varijabla, odnosno X ~ P(X), X > 0. Izracunajmo
njezinu FIM.
Mx(t) = B[] =Y "P(X =n)
n=0

00 )\ne—)\

_ Z ot — oA i ()‘et)n
= nl — nl

—e e =MD e R,

b)

Funkcije izvodnice momenata imaju neka svojstva analogna onima funkcija izvodnica vjero-
jatnosti pa tako prema sljedecoj propoziciji, funkcije izvodnice momenata takoder pretvaraju
FIM sume u produkte FIM.

Propozicija 3.1. (vidjeti [5, str.224.]) Neka su X i Y nezavisne slucajne varijable s FIM
Mx (t) te My (t) redom. Tada je FIM njihova zbroja dana izrazom Mx .y (t) = Mx(t) My (1),
teR.
Dokaz. Znamo da po definiciji vrijedi My (t) = E[e!X] i My (t) = Ele!Y]. Sada na isti na¢in
rapisimo i Mx4y (t):
MX+Y(t) _ E[e(X+Y)t] _ E[etX . €tY]
= E["*]- E[e™] (po Teoremu 11.5. [9, str. 357])
= Mx(t) - My(t).
U

U sljedetoj napomeni spomenimo vezu izmedu funkcija izvodnica momenata i Laplaceove

transformacije koju ¢emo prvo definirati.

Definicija 3.2. Neka je dana funkcija [ : [0,4+00) — R. Ako je za funkciju f integral

o0

L(f)(s) = F(s) = / et f(t)dt, s € R,

0

konacan, onda se funkcija L(f) = F zove Laplaceova transformacija funkcije f, a preslika-

vanje L Laplaceova transformacija.
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Takoder postoji i dvostrana Laplaceova transformacija za koju vrijedi

o

£ (f)(s) = F(s) = / et f(t)dt, se€R

—00

Napomena 3.1. Znamo kako opcenito izgleda FIM, odnosno

oo
Mx(s) = E[e*X] = / e f(x)dx, s€R
—o0
te uo¢imo da se ona razlikuje od dvostrane Laplaceove transformacije samo po predznaku
od s. Dakle, funkcija izvodnica momenata slucajne varijable X u s zapravo je dvostrana

Laplaceova transformacija funkcije gustoce slucajne varijable X u —s.

Za kraj ovog poglavlja spomenimo kako je najveci problem funkcija izvodnica momenata taj
Sto ne moraju uvijek postojati pa ih ne mozemo uvijek primijeniti. Stoga se vrlo ¢esto koriste
karakteristicne funkcije s jednako dobrim svojstvima koje uvijek postoje, no o njima ¢emo
nesto kasnije. Primjer distribucije za koju je FIM konac¢na samo u t = 0 jest Cauchyjeva
distribucija.

Primjer 3.5. Neka je X Cauchyjeva slucajna varijabla cija je funkcija gustoce dana s

1
=———, Vzelk
Pokusajmo izracunati njezinu FIM.
g g 3 T .1 1
M+ (1) = E tX:/tx'__ d>/t:v'__ — )

MoZemo primijetiti kako je prethodni integral (u granicama —oo i 00) pozitivan za z,t € R
pa stoga vrijedi navedena nejednakost. Zatim ocito vrijedi e > tx i slijedi:

711 t T 2z
> t PR = — d — -
(+) 0/ & T 14+22 27 ) 14 22 T = (x%)

Sada supstitucijom v = 22 + 1, du = 2z dz dobijemo:
t 71 t
(x%) = — / —du = —(log(oc) — log(1)) = oc.
27 / U 27
Dakle, M (t) nije definirano, odnosno beskona¢no je za sve t osim 0 kada je Mx(t) =1 te
zakljucujemo kako Cauchyjeva distribucija nema FIM. Ukoliko bismo ¢ zamijenili s i, t € R,

tada bismo mogli izbjeéi problem postojanja i konac¢nosti, no takav primjer éemo pokazati
u poglavlju "Karakteristicne funkcije".
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4 Funkcije izvodnice kumulanata

Nakon sto smo razradili funkcije izvodnice momenata, recimo nesto i o funkcijama izvodni-
cama kumulanata bududi da su medusobno povezane i definiraju se jedna preko druge. No,
pogledajmo prvo sto znamo opcenito o kumulantima.

Kumulanti distribucije, u teoriji vjerojatnosti i statistici, skup su veli¢ina koje su alternativa
momentima distribucije i oznacavaju se s k,. Tocnije, to je niz brojeva koji opisuje distribu-
ciju na nacin da je prvi kumulant srednja vrijednost, drugi varijanca, a treci je treéi sredisnji
moment. Nastavimo li dalje, cetvrti te momenti viseg reda vise nece biti jednaki sredisnjim
momentima. Dakle, bilo koje dvije distribucije ¢iji su momenti identicni, imat ¢e identi¢ne
kumulante i obrnuto.

Funkcije izvodnice kumulanata prirodnije su za ra¢unanje matematickog ocekivanja i vari-

jance slucajne varijable od funkcija izvodnica momenata pa ih za pocetak definirajmo:

Definicija 4.1. Funkcija izvodnica kumulanata (FIK) slucajne varijable X je funkcija
Cx definirana s

Cx(t) =log Mx(t) = log E[e"Y], t€R,

gdje je Mx funkcija izvodnica momenata, ako ona postoji te je log oznaka za prirodni loga-

ritam .

Buduéi da je funkcija izvodnica kumulanata jednaka prirodnom logaritmu funkcije izvodnice

momenata, mozemo zakljuciti da za funkciju izvodnicu momenata onda vrijedi
Mx(t) = e°x®),
Sada iz definicije FIK mozemo dobiti kumulante «,,, odnosno iz njezinog niza potencija:

t2

oo tn
C’X(t):Z/in—':m—l—ﬁg—'—(—...
o 2!

Uod¢imo da se ovdje radi o razvoju u Maclaurinov red (Taylorov red u okolini t = 0) pa n-ti

kumulant mozemo dobiti deriviranjem n puta kada je t = 0:
tin = CY(0)

odakle i dolazi njihov naziv. [10]

Nadalje, derivirajmo FIK kako bismo pokusali do¢i do nacina na koji éemo modi racunati
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ocekivanje, varijancu i momente viseg reda.

-8
o t) = M}Q(t)MA);)((t()t)—z My (t)
ey _ Mx(E2MY(0) + 2My (2)? — 3Mx (6) ML () ME()
C(X (t) = MX (t)g
CR(0) = =y (= BMx()* + My (PO (OM (D)~ 3ME(0))

— AMix (£)” MY (£) M (£) + 12Mx () M5 (£)° M (£) ).

Sada, koriste¢i $to nam je poznato iz prethodnog poglavlja, odnosno Mx(0) =1 i
M¥(0) = E[X*], dobijemo:

o B M5 (0) B E[X] B
Ky = C%(0) = Me0) — 1 - E[X]
" M%(0)Mx(0) — M§((O)2 E[X2] -1 — (E[X])2

= B[X? — (B[X])? = Var(X)
M (0)2MY(0) + 2M (0)* — 3Mx (0) M (0) MY (0)
Mx(0)?
= B[X? + 2(B[X])’ — 3E[X]E[X?] = E[(X — E[X))’
k1= CY(0)

:Eé%ﬁ@%m&@f+Mﬂm%MﬂmM@®%%M%@“

— 4Mx (0)* MY (0) M (0) + 12Mx (0) M (0)> M (0) )
= —6(E[X]))* + E[X* — 3(E[X?)? — 4E[X?|E[X] + 12(E[X])*E[X?]
= E[(X — B[X])*] - 30
Primijetimo kako je x4 ¢etvrti centralni moment umanjen za 302. Ovo je prvi slucaj gdje
kumulanti nisu momenti ili centralni momenti pa mozemo zakljuciti kako centralni momenti

stupnja > 3 nemaju svojstvo kumulativnosti.

Pogledajmo na sljede¢em primjeru odredivanje ocekivanja i varijance pomoéu FIK.

Primjer 4.1. (pogledati [7, Zadatak 3.1]) Pretpostavimo da je funkcija izvodnica kumulanata
slucajne varijable X dana s

il
=2 1)

Lzracunajmo matematicko ocekivanje, drugi moment ¢ varijancu slucajne varijable X.
Prethodno smo dobili da je o¢ekivanje F[X] = C%(0), a varijanca Var(X) = C%(0). Stoga,
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derivirajmo zadanu FIK dva puta:

Cx(t) = %;

, 220

Zatim pogledajmo sto dobijemo kada je t = 0:

: 20
CX(O) = W = 20,

. 220

Sada iz formule za varijancu izracunajmo drugi moment:

Var(X) = E[X? — (E[X])?
E[X? = Var(X) + (E[X])?* = 220 + 20* = 620.

Dakle, ocekivanje slucajne varijable X je E[X]| = 20, varijanca Var(X) = 220, a drugi
moment E[X?] = 620.

U sljede¢em teoremu navedimo neka bitna svojstva kumulanata.

Teorem 4.1. (vidjeti [10, Theorem 1, Theorem 2]) Neka je X slucajna varijabla koja ima

n-ti kumulant k,. Tada vrijedi:
(a) ¢X ima n-ti kumulant za svaki ¢ € R, odnosno k,(cX) = "k, (X).
(b) X + ¢ ima n-ti kumulant za svaki ¢ € R, odnosno

Fn(X)+e¢, n=1

Pl = {Fdn(X), n>1"

Dokaz.
(a) Zapisimo prvo C.x(t) po definiciji, odnosno
Cex (t) = log M x (t) = log E[e'*] = log E[e"*] = Cx(ct).
Zatim pogledajmo njezinu n-tu derivaciju koja je jednaka:
G — QP (at).
Sada i, (cX) moZemo raspisati prema r, = C(0):

Fin(cX) = C(0) = *C(0) = kn(X).
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(b) Prvo dokazimo tvrdnju za n = 1 koja jednostavno slijedi iz k; = E[X]:
ki(X+c)=EX+c=FX]+c=r((X)+ec

Zatim prijedimo na dokaz tvrdnje za n > 1, odnosno ,(X + ¢) = k,(X). Kao u (a)

dijelu, znamo
Cxtc(t) = log E[e"¥19] = log E[eX] = ¢t + Cx(t),
a n-ta derivacija jednaka je

n d n
CRYelt) = et + C ).

Sada prema k, = C'{"(0) dobivamo:

n d n n
n(X +¢) = OR1(0) = et + R (0) = CF)(0) = kn(X).

O

Napomena 4.1. [10] Neka su X1, ..., X,, nezavisne slu¢ajne varijable i Y slu¢ajna varijabla

takva da je Y = Y Xj. Prirodni logaritam funkcije izvodnice momenata slucajne varijable
k=1

Y je suma prirodnih logaritama funkcije izvodnice momenata slucajnih varijabli X, k& =

1,...,n. Stoga, za funkciju izvodnicu kumulanata sluc¢ajne varijable Y vrijedi:
Cy(t) =) Cx, ().
k=1

Sto se moze lako dokazati:

Cy(t) = Cxy+ .. +x.(t)
— logE[et(X1+ +Xn)]
= log <E[€tX1] i s E[etX"])
=log B[] + ... +log E[e"*"]

= CX1<t) + s +CXn(t> = Zn:CXk(t)

Iz ovoga slijedi da je n-ti kumulant zbroja nezavisnih slucajnih varijabli jednak zbroju n-tih

kumulanata tih sluc¢ajnih varijabli, odnosno

kn(Y) = Z Kin(Xk)
k=1
sto objasnjava naziv FIK.

Pogledajmo u sljede¢em primjeru kako izgledaju FIK i kumulanti nekih nama poznatih

distribucija.



Primjer 4.2.

(a)

Neka je X Bernoullijeva slucajna varijabla s parametrom p, p € (0,1).

Prema definiciji FIK vrijedi Cx (t) = log Mx(t), gdje je Mx FIM. Buduéi da smo veé

izracunali FIM Bernoullijeve distribucije, vrijedi:
Cx(t) = log(1 — p + pe").

Zatim izracunajmo prva dva kumulanta:
k1 = Cx(0)
Rg = Cg((())

p
p(1 —p),

sto odgovara ocekivanju i varijanci Bernoullijeve slucajne varijable.

Neka je X binomna slucajna varijabla s parametrima n € N i p € (0,1).

Pomocu prethodno izracunate FIM binomne sluc¢ajne varijable, vrijedi:
Cx(t) = nlog(l —p+ pe'),
a prva dva kumulanta jednaka su
f1 = C(0) = np
k2 = C%(0) = k1 (1 — p) = np(1 — p),
sto odgovara ocekivanju i varijanci binomne slucajne varijable.

Neka je X Poissonova slucajna varijabla s parametrom X\ > 0.

Aef—1)

FIM Poissonove slucajne varijable jednaka je Mx(t) = e pa je stoga njezina FIK

jednaka
Cx(t) = log(eM' ) = A(e* — 1).
Pokusamo li izracunati kumulante, uocit ¢emo da su svi jednaki parametru A, odnosno

k=), VYneN

Neka je X eksponencijalna slucajna varijabla s parametrom M. Izracunajmo njezinu
FIK i kumulante.

oxt) = 1ox (325
; B 1l

Cx (t) = N
1" o 1
" 2

CYO) =
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Racunanjem kumulanata dobivamo

1

k1= Cx(0) = §
i 1
=Cx(0) =3

11, 2
=x0) =3

fin = C(0) = A (n — 1)!

(e) Neka je X normalna slucajna varijabla s ocekivanjem p i varijancom o?.

Pomocu ranije izracunate FIM, odredimo njezinu FIK.

2 +2
Cx(t) = log(e"°°7) = pt + 025.

Izra¢unajmo i njezine kumulante:

k1= Cx(0) = p
= )= o™
s =0, Yr>3

5 Karakteristicne funkcije

U ovom poglavlju bavit ¢emo se ve¢ spomenutim karakteristicnim funkcijama. One su nam
vrlo korisne jer postoji 1-1 korespondencija izmedu skupa karakteristi¢nih funkcija i skupa
funkcija distribucije. Izravan rad s funkcijama distribucije, koje su bitan dio teorije vjerojat-
nosti, ¢esto nije nimalo lak, no koristeci se karakteristicnim funkcijama i njihovim svojstvima,
mozemo ga znatno olaksati. Prvo ¢emo ih definirati za slucajne varijable i navesti neka nji-
hova bitna svojstva, a zatim ¢emo isto uciniti i za slucajne vektore. Kao i kod funkcija
izvodnica vjerojatnosti, vidjet ¢emo poveznicu karakteristicnih funkcija sa sumom nezavis-
nih slucajnih varijabli te s momentima, ali i njihovu vezu s FIV. Osim toga, navest ¢emo i

dva bitna teorema: Teorem jedinstvenosti i teorem inverzije.

Definicija 5.1. Karakteristicna funkcija (KF) slucajne varijable X na vjerojatnosnom
prostoru (S, F, P), odnosno njezine funkcije distribucije Fx, je funkcija ox : R — C defini-
rana 1zrazom:

ox(t) = / Gt dFy (z)

—00
o0 oo

= /Cos(tx)dFX(:I:)+i / sin(tz)dFx ()

—00 —00

— E[eitX]
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Kada je X diskretna sluc¢ajna varijabla, vrijedi:

ox(t) = Z e®P(X = 1)

zeR(X)
= Y cos(tz)P(X =z)+i » sin(tz)P(X =),
2€R(X) 2€R(X)
a kada je neprekidna:
ex(t)= [ e fx(a)de
= / cos(tx) fx(z)dx + i / sin(tx) fx (z)dz,

gdje je fx funkcija gustoée neprekidne slucajne varijable X.

Napomena 5.1. [2] Pokazimo da je funkcija ¢ x dobro definirana na cijelom R.

Pogledamo li izraz |e®|, vidimo da je on jednak 1, odnosno

™| = | cos(tz) + isin(tz)| = \/cosz(tm) + sin?(tz) = 1
iz Cega slijedi
/ || dFy (z) = / dFy(z) = 1
pa mozemo zakljuéiti da je px(t) = E[e'™*] dobro definirana karakteristi¢na funkcija za svaku

slucajnu varijablu X.

Sljede¢om propozicijom navedimo neka bitna svojstva karakteristicnih funkcija te ih doka-

zimo.

Propozicija 5.1. (vidjeti [2, Teorem V.2.1]) Za karakteristicnu funkciju ¢x : R — C

slucajne varijable X vrijede sljedeca svojstva:
(1) lex(t)] <1
(2) ¢x(0) =1
(3) ox (=) = x(t)
(4) px je uniformno neprekidna na cijelom R
(5) Pax+s(t) = €”px(at), za a,b € R,

Dokaz.

(1) lex(®) = | [ edFx(@)| < [ [e*|aFx(a) = | dFx(@) =1
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(2) ¢x(0) = E[e¥] = E[e’] =1

(3) Raspisemo @y po definiciji te koristimo svojstvo kompleksnog konjugiranja:

o0

ox(—t) = / e~y ()

—00
o0

o0 e}

— /cos(—ta;)dFX(m)—i-i / sin(—tx)dFx (z)

—00 —00
o0

= /cos(tm)dFX(x)—i / sin(—tx)dFy ()

—0o0

—00

o0

e}

= /cos(tx)dFX(q;)+i / sin(—tz)dFx(z) = px (1)

—00

(4) Za proizvoljne t, h € R vrijedi:

—00

o0 o0

et +h) = p0)] =| [ &M dFx() ~ [ dFx(a)
- 7(€i(t+h)x — e'")dFx(z)
_ 7(€im €T _ eitT) g Fy ()
= 7 et (e —1)dFx(z)

o

S |€it:c(€ihx - 1)|de(l')

— [ 1e" — 1]aFx(a),

gdje smo primijenili nejednakost trokuta te svojstvo iz Napomene 5.1. u zadnjoj jed-
nakosti.

Onda kada h — 0, slijedi da |e"® — 1| — 0. Tada vrijedi |e?"® — 1| <[] + 1 < 2 te
prema Lebesgueovom teoremu o dominiranoj konvergenciji (vidi [4, str. 138]), ¢iji su

uvjeti sada ispunjeni, zaklju¢ujemo

lim / e — 1|dFx(x) =0

h—o0

i ¢x je uniformno neprekidna na R.

(5) Neka su a,b € R takvi da je a # 0. Tada je

SOaX—I—b(t) _ E[eit(aX-i-b)] _ E[ei(at)Xeitb]

_ eith[ei(at)X] _ €itb<px(at>.
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Pogledajmo zatim primjere karakteristi¢nih funkcija nekoliko cjelobrojnih slu¢ajnih varijabli
poznatih distribucija.
Primjer 5.1.
(1) Bernoulijeva distribucija
Neka je X slucajna varijabla takva daje P(X =0)=1—pi P(X =1)=p,p € (0,1).
Izra¢unajmo njezinu KF za ¢t € R:
SDX(t) — E[eitX] — 6it~1p+ eit‘O(l _p)
=pe+1—p=1—p(l—e")
(2) Binomna distribucija
Neka je X ~ B(n,p), n € N, p € (0,1). Njezina KF, za t € R i koristeéi ¢injenicu da je

binomna slucajna varijabla s parametrom n zapravo suma n nezavisnih Bernoulijevih

sluc¢ajnih varijabli, izgleda ovako:

XL itXn)
@55 ... o Bl

= px,(t) - ... - px,(t)
1—p—|—peit)- -(1—p+peit)

(3) Poissonova distribucija
Neka je X ~ P(A), A > 0. Pogledajmo kako ¢e izgledati njezina KF za t € R:

px(t) = Ele™]

=Y e*P(X =x)
=0

oo ) AT
— ezt xe—)\_
zz:%( ) z!

[es) it\x
o =A (Ae”)
—° zz:‘f) z!
— 6—/\6)\6”
_ €/\(6”—1)

(Aeit)z
x!

gdje predzadnja jednakost slijedi iz toga sto je > razvoj u Taylorov red ekspo-
=0

nencijalne funkcije.
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(4) Neprekidna uniformna
Neka je X ~U(a,b), a,b € R, a < b. Izratunajmo njezinu KF.

b

ox(t) = E[eX] = /em

a
b b

=z i - (/cos(tx)dx + i/sin(tx)dm) = (%)

a

1
b—a

dx

Dalje, supstitucijom tx = y dobivamo:

bt bt

fak = . i - (JCos(y)% —i—ilsin(y)%)

b
= (sin(y) '
(bt) — sin(at) — i cos(bt) + i cos(at))

L cos(y)

7

— o {eind
[ sin(bt) — 2cos(bt)> - (sin(at) - icos(at))] 5

1

= m [( cos(bt) + 1 sm(bt)) - (cos(at) +i sin(at))]

6zbt _ ezat

it(tb—a)’

(5) FEksponencijalna distribucija
Neka je X ~ E(N), A > 0. Izracunajmo njezinu KF.

o

ox(t) = E[etX] = / ¢t o (2)dw

—00
oo
_ / 1tr/\e—)\xdx

/\/cos (tz)e dx + )\z/sin (tz)e dx.
0

0

Posebno ¢emo izrac¢unati prvi, a zatim i drugi integral te ih kasnije spojiti kako bismo

dobili rjesenje. Zapoénimo racunanje prvog integrala parcijalnom integracijom:
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o0

1
/cos (tz)e dx = (Z sin (tz)e ’\’”>

0

[o'e] 001
—/zsin (tz)(=Ae™)dx

0 0

A oo
= ?/sm (tx)e AT
0

i

H—I>/

/—\
H~|>i

Z( — = cos (tz) ) (- Ae"\z)dx]

A1 XT
= (E ;/cos (tx)e M’dm)
0
A
bR /cos (tx)e dz.

To mozemo zapisati i na sljedeci nacin:

e}

A A2
2= <1 + t_2> /cos (tx)e**dx,

0

odnosno

7 P A
—Az _ -
O/COS(t:U)e dx_tQ'ﬂ—l—/\?_t?—i—)\?'

Analogno, racunanjem drugog integrala dobivamo:
/sin (tx)e ™ dx = = — = /sin (tx)e dx.
0 0

Zapisimo to u obliku

odnosno

t

in (tz)e Mdr = ———.
0/81n(w)e T=

Uvrstimo dobivene integrale u pocetni izracun:

)\/Cos (tz)e _/\”dx—l—/\z/sin (tx)e *dx
0

0

A
= 21 a2 M't2+)\2
A+t
B Fe
:)\.)\—l-it')\—it
2+ 22 A—it
B A
S A—it
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(6) Normalna distribucija

Prvo pretpostavimo da je X ~ A(0,1) i izracunajmo njezinu KF.

T _J k=0
I & 7(Zt)k k-2
= Z dx
2 k=0_" k!
< @)k 1 T 2
:Z(z) —— [ zFe T dx
g K var J

22
Podintegralnu funkciju oznacit éemo s g(z) = x¥e~z koja ée biti parna za parne k i

neparna za neparne k i vrijedi:

/ he T do = ((—1)F) +1) /yke il
Sada vrijedi h 0
ox) =3 GF (10 +1) 7}/ iy
:g(i?k %((—1)’6)“) 070(2@2@ “(2u) 3 du
= (Z?k : %((—1)’“) +1)-2° 7uTle_“du

NG

gdje druga jednakost slijedi zbog supstitucije u = %, a posljednji integral racuna se

preko Gamma funkcije ['(z) = bftx‘letdt, x > 0 i iznosi F(%) Stoga je

(0 +1) =2t () - o

_ i (it)* ((_1)k) + 1)i g5~ 7u(§+%>_16_udu

px(t) = i_o: (Z]z,)

U nastavku ¢emo sumirati samo po parnim k jer ¢e za neparne k sumandi biti jednaki

0.

S
*
N—
I
(]2
—~|
[\
S
N—
AN
—~
|
—_
e it
¥
3
SN~—
_l_
—_
—

1 2n 1
— 9% (n4+=).
v (H 2)

n=0

Za Gamma funkciju vrijedi




te to uvrstimo u gornji izraz uz koristenje I'(2n) = (2n — 1)! za n € N.
2 @ Jg T(2n)
T {(2m)] 2201 T(m)

(i)™ (2n—1)
=1+ 20 o s )

n=1
00 22 42\m
:1+Z2(1_n)' (1°t*) _(2n—1)!
e | 2n(2n —1)! (n—1)!
00 2\n
_ 143 o-n-1) (—t°)
n=1 n(n - 1)'
+ TLZ::I n! nz:% n! c

Kada smo dobili karakteristicnu funkciju standardizirane normalne slucajne varijable,
pomocu toga izracunat ¢emo i karakteristicnu funkciju normalne slucajne varijable.

Pretpostavimo da je slu¢ajna varijabla Z ~ N(u,0?), p € R, ¢ > 0 te slucajna

varijabla X = % iz Cega slijedi Z = 0 X + p. Prisjetimo se svojstva (5) iz Propozicije

5.1. te pomocu njega izracunajmo KF sluc¢ajne varijable Z.

pz(t) = Pox+u(t) = €™ px(at)

02152 02t2 o

=e.em 2 =e 2 T teR.

U sljede¢em primjeru pokazimo da zadane funkcije nisu KF tako $to ¢emo provjeriti zado-

voljavaju li one nuzne uvjete za karakteristicne funkcije iz Propozicije 5.1.

Primjer 5.2. (vidjeti [2, Zadatak V.2.3])

(1) ¢ :R—=C, o) =e"
Zahtjev (2) nije zadovoljen jer je:

p(—t) = e = e = o(2).
Bududi da zahtjev nije zadovoljen, ¢ nije KF niti jedne slucajne varijable.

(2) p:R—>C, (1) !

=i
Sredimo prvo ¢(t):

1 1+alt] 14t
1=t 14 1+

(1)

Zatim pogledajmo prvo je li zadovoljen zahtjev (2) iz Propozicije 5.1.

1+4 =t 1+t
— — — t‘
o) 1re W

p(—t)

Vidimo da zahtjev nije zadovoljen, stoga ¢ nije KF.
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Osim slucajnih varijabli, postoje i karakteristicne funkcije slucajnih vektora koje ¢emo prije

svega definirati te navesti neka bitna svojstva.

Definicija 5.2. Neka je X = (Xq,...,X,) n-dimenzionalan slucajni vektor. Karakteris-
ticna funkcija slucajnog vektora X je funkcija px : R — C definirana s

ox(t) = pxyxn (b1, - - tn) = B[ %] = E[giXit - +nXo)],
gdje je t = (ty,...,t,) € R™.
Kao i u jednodimenzionalnom slucaju, za karakteristicne funkcije slucajnog vektora takoder
vrijedi:
(1) |ex(t1,---,tn)| < x(0,...,0)
(2) px(=t1,..., —ta) = ox(t1, ..., tn)
(3) ¢x je uniformno neprekidna na cijelom R™
(4) Neka su X = (Xq,...,X,) 1Y = (Y3,...,Y,) n-dimenzionalni slu¢ajni vektori takvi
da je
Ye=ap Xp+ b, k=1,...,n,
gdje su ag, b € R za sve k. Tada vrijedi
ey (t) = eibtapx(altl, sia m g Bl s
gdjejet e R"ib = (by,...,b,).

Sve navedeno moze se lako dokazati kao i u slucaju slucajnih varijabli, a dokaz se moze
pogledati u [9, str. 445].

Zanima nas jos Sto je s karakteristicnom funkcijom zbroja nezavisnih slucajnih varijabli pa
iskazimo i dokazimo sljedec¢a dva teorema. Primijetimo da su iskazi teorema gotovo isti kao
i kod funkcija izvodnica vjerojatnosti.

Teorem 5.1. (vidjeti [2, Teorem V.2.2]) Neka su X1, ..., X, nezavisne slucajne varijable na
vjerojatnosnom prostoru (2, F, P) s karakteristicnim funkcijama ¢x,, ..., ¢x, redom. Tada
slucajna varijabla S, = i Xy, ima karakteristicnu funkciju ¢g, (t) = kﬁl ox, ().

k=1
Specijalno, ukoliko su X, ... X, i jednako distribuirane, tada vrijedi s, (t) = (©x,(t))".

Dokaz. Raspisemo KF po definiciji te koristimo svojstvo nezavisnosti:

s, (t) = B[] = E[eitkzlxj _ E[ ﬁ eitX;.;|
k=1

E[e"*¥] (zbog nezavisnosti)

Il
o

x>
Il
i

I
s
RS
2
=

x>
Il
i
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Teorem 5.2. Neka su Z, X1, Xs,... nezavisne slucajne varijable na (0, F, P) pri cemu je
Z cjelobrojna slucajna varijabla s FIV gz(t), a X1, Xa,... su i jednako distribuirane s KF

5
©(t). Tada slucajna varijabla Y = Y Xy ima KF oblika @y (t) = gz(p(t)). [9]
k=1

Dokaz. Prije nego krenemo s dokazom, prisjetimo se dva svojstva uvjetnog ocekivanja koja

¢emo koristiti:
o Teorem o dvostrukom ocekivanju: E[E[g(X)|Y]] = E[g(X)].
o Teorem o supstituciji: E[v(X,Y)|Y =y] = E[v(X,y)|Y = y].
Raspisimo KF po definiciji, uvrstimo zadano i zatim primijenimo teorem o dvostrukom

ocekivanju:

SOY(t) _ E[eitY] _ E[eit;1Xk‘| _ E[E leitl;le

Slucajna varijabla Z je cjelobrojna i tada je unutarnje uvjetno ocekivanje diskretna slucajna
varijabla. Stoga, dalje raspisujemo po definiciji ocekivanja za diskretnu sluc¢ajnu varijablu i

koristimo teorem o supstituciji:

[ it > Xi |
(*)= Y. Ele #=t |Z=2z|-P(Z=2)

zeR(Z) L .
[t i X

zeR(Z) L
City X,

= Y Ele = |-P(Z=2) (nezavisnost)
2eR(Z) L

= ek

Primijetimo da sada mozemo iskoristiti tvrdnju Teorema 5.2. za nezavisne i jednako distri-

buirane sluc¢ajne varijable:

gdje zadnje dvije jednakosti vrijede zbog definicije matematickog oc¢ekivanja i definicije FIV,
redom. O

Na jednom kratkom primjeru pokazimo koristenje Teorema 5.1. za sumu slucajnih varijable
neke poznate distribucije.

Primjer 5.3. Neka su Xy,..., X, nezavisne Poissonove slucajne varijable s parametrima
My B X ~ P(Ak), za k=1,...,n. Odredimo karakteristicnu funkciju sume S, = > Xj.
k=1
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Prethodno smo veé¢ odredili KF Poissonove slucajne varijable koju ¢emo ovdje koristiti,

odnosno

Px,(t) = A D),

Sada primjenom Teorema 5.1. dobivamo:

n n . (eit_l) i )‘k
ps.(t) = [[ ex(®) = J[[ ™"V = =1 teR.
k=1 k=1

Dakle, S, ~ P(3 Ap).
k=1

Kako smo u Napomeni 3.1. pokazali vezu izmedu FIM i Laplaceove transformacije, tako

postoji i veza izmedu KF i Fourierove transformacije. Pokazimo je u sljede¢oj napomeni.

Napomena 5.2. Analogno kao u Napomeni 3.1. dobiva se Fourierova transformacija

o

F(s) = / et f(t)dt, s€R.

—00

Bududi da Fourierova transformacija moze biti definirana i kao

o

F(s) = / et F(t)dt, s R,

—0oQ0

mozemo primijetiti kako je KF slucajne varijable X do na predznak nezavisne varijable
jednaka Fourierovoj transformaciji funkcije gustoce slucajne varijable X.
5.1 Jedinstvenost i teorem inverzije

Iskazimo prvo teorem inverzije koji nam daje nacin kako pomocu karakteristicne funkcije

doéi do funkcije distribucije, odnosno gustoce u specijalnom slucaju.
Teorem 5.3 (Teorem inverzije). [9]
(a) Neka je X slucajna varijabla s karakteristicnom funkcijom px i funkcijom distribucije

Fx. Za a < b vrijedi

Fx(b) — Fx(a) + %(P(X —a) = P{X = H))= Jim — / e_m%w(t)dt

(b) Ako je [ |px(t)|dt < oo, tada funkcija distribucije Fx ima gustocu fx i vrijedi

o0

/ e oy (t)dt, zeR

—00

1
o1

fx(z)

Takoder, fx je neprekidna i ogranicena funkcija.
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Dokaz.  (a) Oznacimo s

1 e—mt —1abt
Jm:—/ o(t)dt
2T 1t
=T
T . g 0o
1 —iat __ —ibt )
R
LA 1 s
o0 T ; ;
1 —iat __ ,—ibt
S / l/ e.teemdt] dF(x).
LIS 1

Primijetimo da smo u prethodnom raspisu upotrijebili Fubinijev teorem (vidi

[4, str. 176]) kako bismo zamijenili integrale, a da bismo ga uopcée mogli primijeniti,

moramo provjeriti je li podintegralna funkcija po apsolutnoj vrijednosti ogranicena.

p—iat _ p—ibt
it

e—zat _ e—zbt

i Jox (t)]

'SOX(t)' =

b

/ e—itx dx

a

<

b
S/’e—itx|d$
a
=b—a,

gdje druga jednakost vrijedi zbog svojstva (1) iz Propozicije 5.1.

Zatim lako mozemo dobiti

i /T eilz—a)t _ gi(z—b)t b 1 /T sin t(x — a) gt — l /T sin t(.T — b) gt

2T it ; t T t
T 0

primjenom parnosti kosinusa, neparnosti sinusa i trigonometrijskog zapisa

Bin z = ez;—f Znamo da vrijedi of Ly = 2, odnosno
7 sin(ht
/ sin( )dt _ E)
i 2
0
gdje je h =2 —a ili h = x — b. Zapisimo navedeno nesto preglednije
1
2 h >0
1 7 sin(ht
_/QM Jar=1 0, h=0
s t
’ L h<o
2 I

Nadalje, vidimo kako je - f sin( ht sin(h) 7t neprekidna funkeija po T te da limes

Thm 1 f L )dt postoji i konac¢an je pa mozemo zakljuciti da je navedena funkcija
—oo T
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uniformno ogranic¢ena. Odnosno, postoji M takav da je 0 < M < oo za koji vrijedi

T
i wmﬁ < M za sve T i h. Sada slijedi:

™

lim I(T) = lim i [l/wdt— l/wdt] dF(x)

T—o0 T—oo T t s
0
— [ L(@,a,b)dFx(x) = BIL(X,a,b)],

gdje je

a<xz<b

)

L(z,a,b) = g=a i £=0

1
1
5%
0

?

r<a ii x>0b

U navedenom raspisu primijenili smo Lebesgueov teorem o dominiranoj konvergenciji

Cije su pretpostavke prethodno zadovoljene (vidi [4, str. 138]).

Racunajuci ocekivanje po dijelovima, dobivamo

i [T—IPX— Pla<X <b 1PX—b

Jim I(T) = SP(X = a) + P(a < X <B) + L P(X =)
1

= Fx(b) - Fx(a) + 5(P(X = a) - P(X =1)).

Treba dokazati da funkcija distribucije F'y ima gustoéu fx takvu da je

Filaim % / e (1)t

ukoliko je [ |px(t)| < oo. Buduéi da smo u iskazu naveli kako je fx neprekidna i
ogranicena, prvo to pokazimo. Znamo da je funkcija ¢x integrabilna pa iz toga slijedi

da je fx dobro definirana i ogranicena. Zatim, koristeci

—iat _ —ibt

€ €

, | =b—a,
1t
imamo
1 1 1 o0 e—ita _ eitb
SP(X=a)+Pa< X <b)+5P(X =)= o / ——px ()t

b
<

_a o2
t)|dt.
o | lext®)

Uoc¢imo da ukoliko b — a, tada je P(X = a) = 0, za svaki a € R. Kako bismo dokazali
neprekidnost funkcije fx na R, provest ¢emo slican postupak kao u dokazu Propozicije
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5.1.(4). Funkcija fx integrabilna je na segmentu [a,b] te smo ranije naveli kako ona

zadovoljava uvjete Fubinijeva teorema, stoga iskoristimo to u sljede¢em raspisu:

b

/fx(x)dx = % 790)((75) {/be‘mdx] dt

1 T b
I - —itx
— Th_{%o o 4 (pX(t) l/e dm] dt

—iat _ o—ibt

1 e
= lim — / _ t)dt
Am o ——x(?)
= Fx(b) — Fx(a) (kao u a) dijelu)

za a < b. Integral je neprekidna funkcija svojih granica pa mozemo zakljuciti

b
Fx(b) — Fx(a) = /fX(x)dx, Ya,beR, a<b

b
Zatim pustimo a — —oo i dobijemo Fx(b) = [ fx(z)dz, b € R. Sada po definiciji
neprekidne slucajne varijable zakljucujemo kako je fx doista funkcija gustoée slucajne
varijable X. S druge strane, kako je definirana funkcija fx u iskazu teorema, jasno je

da se radi o neprekidnoj funkciji.
(]

Jedan od znacajnijih rezultata za karakteristicne funkcije je teorem jedinstvenosti koji daje
1-1 korespondenciju izmedu karakteristicne funkcije slucajne varijable i njezine funkcije dis-
tribucije. Ako dvije slucajne varijable X i Y imaju istu karakteristicnu funkciju, onda one
imaju istu funkciju distribucije.

Teorem 5.4 (Teorem jedinstvenosti). [9/ Neka su X i Y slucajne varijable na vjerojat-
nosnom prostoru (0, F, P) s funkcijama distribucije Fx i Fy te karakteristicnim funkcijama
vx 1 py redom. Ako je x(t) = py(t), Vt € R, tada su slucajne varijable X i Y jednake po

distribucije.

Dokaz. Dokaz je trivijalan i slijedi iz prethodnog teorema. Pogledati u [9, str. 446.]
O

Teorem inverzije i teorem jedinstvenosti povezani su na nacin da iz formule inverzije (Teorem
5.4.(a)) zapravo slijedi tvrdnja Teorema 5.3. te se stoga uglavnom pozivamo na teorem

inverzije kad nam treba tvrdnja teorema jedinstvenosti.

Primjer 5.4. Neka je X Cauchyjeva slucajna varijabla takva da je X ~ C(0,1) te ¢ija je

funkcija gustoce



Pronadimo karakteristicnu funkciju slucajne varijable X, a zatim pronadimo karakteristicnu
funkciju Cauchyjeve slucajne varijable Z ~ C(u, \) s parametrima p € R i A > 0 ¢ija je

funkcija gustoce

Za pocetak, koristimo definiciju KF:

. T 1
t)=E itX — / itx d
SOX( ) [6 ] e 7T(1 + .’L'2) T

1 o0 eitx 1 &0 e—ity
S zﬁ/ dy = (%).
7'('_/ 14 a2 * TJ 1+y? y =)

Ideja ovog primjera jest integral rijesiti pomocu teorema inverzije primijenjenog na KF dvos-

trane eksponencijalne (Laplaceove) distribucije s parametrom A = 1. Neka je Y Laplaceova

1
1482

distribucija s parametrom A = 1 i pripadnom karakteristicnom funkcijom ¢y (t) =

o
Provjerimo prvo uvjet iz teorema inverzije, odnosno [ |y (t)|dt < oc.

)
:2<lim arctg(a)—O) :2-g:7r<oo.

a— 00

/ loy (t)|dt = 2/ e 2 lim (a’r‘ctg(t)
—00 0

Dakle, mozemo primijeniti teorem inverzije na @y (t).

1 1 7 1 7 eity
“ehl = :—/ ity tdt:—/—dt

iz Cega slijedi

1 o0 ity
e W == c dt.
s 1+¢2

—0o0

Uvrstimo li to u pocetni raspis, dobivamo:
(x)=e Ml teR.

Neka je sada Z ~ C(u,\) i X = % ~ C(0,1). Karakteristicna funkcija od Z = p + AX
jednaka je
p2(t) = Ble"?] = B0+

— eiutE[eit/\X] — €it'u<,0X (t/\)

_ eztue—)\|t| — ezty—/\\ﬂ.
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Napomena 5.3. (vidi [9, Primjedba 13.2.]) Spomenimo jo$ kako za simetri¢nu slucajnu
varijablu X vrijedi da je njezina karakteristicna funkcija realna funkcija realne varijable,
odnosno ¢x : R — R. Generalno, ako je px KF slucajne varijable X realna funkcija realne
varijable, onda za KF njezine transformacije Y = —X vrijedi:

ey (t) = o_x(t) = px(—t) = px(t) = px(t), t€R

te po teoremu inverzije slijedi da su X i Y jednako distribuirane slucajne varijable. Vrijedi i
obrat, odnosno ako je X jednako distribuirano kao i —X, onda su im karakteristi¢ne funkcije
jednake te iz toga slijedi da je to realna funkcija realne varijable.

5.2 Karakteristicne funkcije i momenti

Kao i funkcije izvodnice vjerojatnosti, karakteristicne funkcije takoder su povezane s mo-
mentima. Tocnije, iz karakteristi¢nih funkcija mozemo do¢i do momenata distribucije. Za

kraj ovog poglavlja pogledajmo njihovu medusobnu povezanost u sljede¢em teoremu.

Teorem 5.5. (vidjeti [9, Teorem 13.7.]) Ako je za nekin € N E[|X|"] < 0o, odnosno X

ima n-tt moment, tada px(t) ima k-tu derivaciju za k < n i vrijedi:

PO = [ (i) dFx(a) ®
B[x = 2620, ®)

Dokaz. (1) Po pretpostavci teorema znamo da slucajna varijabla X ima n-ti moment, tj.
E[|X|"] < oo pa iz toga slijedi da X ima i k-ti moment, tj E[|X|¥] < oo, Vk < n,
odnosno [ |z|*dFx(z) < oo (vidi Propozicija 10.7. [9, str. 310]). Pogledajmo &to

— 00

mozemo zakljuéiti deriviranjem @x(t) k puta:

o

dk itx
0= g [ ear@) = 09
Sada po Korolaru 10.2. iz [9, str. 298] vrijedi:
(+) = / et | gy () = / (iz)k e dFy (z)
SO SN i
jer je |zwe™| = |z|".
(2) Dokaz ove jednakosti slijedi iz (1) za t = 0:
o®(0) = i* / 2% 1. dFy(z) = i* / 2*dFy(z) = *E[X*]

iz Cega slijedi
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U sljede¢em primjeru pokazimo racunanje momenata uz pomo¢ karakteristi¢nih funkcija,
odnosno koristenjem Teorema 5.5. Koristit ¢emo prethodno izracunate KF za neke poznate
distribucije.

Primjer 5.5. Neka je X ~ B(n,p), n € N, p € (0,1). Izracunajmo njezine momente
koristenjem Teorema 5.5.

Ranije smo izracunali KF ove slucajne varijable, a sada izracunajmo njezinu derivaciju za
t =0

px(t) = (1 —p+pe™)"

P(t) =i n-pe(1+p(=1+e))"

¢x0)=i-n-p(l+p(-1+1))""t=i-n-p.
Sada prema Teoremu 5.5. izra¢unajmo ocekivanje:

, Al
EIX] = —¢(0) = 5i-n-p=n-p,

Za racunanje varijance potreban nam je drugi moment pa ga izracunajmo na isti nacin.

Px(t) =i-n-p((n—1)(pe" +1—p)"?p-i- e’ + (pe +1—p)""i- )
Px(0) =i-n-p((n—1)(p+1-p)"?p-i+(p+1-p)" ")
:i-n-p<(n—1)p-i+i) =in-plnp—p+1)
E[X*) = %iQn-p(n-p—pﬂLl) =n-pn-p—p+1).
Prema definiciji varijance:

Var(X) = E[X*] - (E[X])* =n-p(n-p—p+1) —n-p=n-p(l-p).

6 Veze medu funkcijama izvodnicama

Nakon sto smo svaku od funkcija izvodnica u teoriji vjerojatnosti definirali i naveli ono

najvaznije o svakoj od njih, pogledajmo sada kakvi su njihovi medusobni odnosi.

o Povezanost FIV i FIM
Kako smo ranije spomenuli, FIM uglavnom koristimo onda kada nije moguce koristiti
FIV. Poveznicu izmedu funkcija izvodnica vjerojatnosti i funkcija izvodnica momenata
mozemo prepoznati u tome da se FIM cjelobrojne sluc¢ajne varijable X moze i jednos-

tavno odrediti pomoc¢u njezine FIV te vrijedi (ukoliko navedena FIV postoji u z = e’)
3]

¢ Povezanost FIV i KF

Ve¢ smo spomenuli kako su funkcije izvodnice vjerojatnosti povezane s karakteristi¢nim
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funkcijama pa pogledajmo njihovu neformalnu vezu.

Prisjetimo se §to znamo za FIV gx(t) = t° + pit + pot? + .-+ = 3 t*pp za slucajnu
k=0

varijablu X ¢ija je slika R(X) C Ny.

Uzmimo primjerice slu¢ajnu varijablu X za koju vrijedi

X~ L1 Tz T3
D1 P2 Ps
i ¢ije je oCekivanje F[X]| = z1p1 + xap2 + w3ps. Zatim pogledamo li slu¢ajnu varijablu
x [t e
hh P2 Ps
¢ije ocekivanje ée tada biti E[tX] = t*1p; + t%2p, + t%ps. Dakle, gx(t) = E[t¥].
Za KF znamo px(t) = Ele"™] pa sada zelimo ¥ preslikati u €. To éemo uéiniti

tako da prvo definiramo funkciju h(t) = €. Pogledamo li zatim kompoziciju funkcija
(9x o h), uocit ¢emo da na taj nacin dolazimo do KF, odnosno:

gx (h(t)) = gx(e*) = El(e")] = E[e""] = px (t).

Zaklju¢imo: FIV definirana je na gx : (—r,7) — R, gdje je r radijus konvergencije reda
potencija kojim je gx(t) definirana, a KF je definirana na ¢x : R — C pa FIV trebamo
progiriti na C. Zato definiramo funkciju i : R — C, h(t) = €. Uzmemo kompoziciju
FIV i funkcije h koja je tada dobro definirana na (gx o h) : R — C i na taj nacin smo
dobili neformalnu vezu izmedu FIV i KF.

¢ Povezanost FIM i FIK

Osim funkcija izvodnica vjerojatnosti, uz funkcije izvodnice momenata usko su vezane
i funkcije izvodnice kumulanata. Stovise, FIK se definiraju preko FIM o ¢emu smo veé
pisali u poglavlju "Funkcije izvodnice kumulanata".

o Povezanost FIK i KF
Neki autori [6, str. 27] definiraju FIK kao prirodni logaritam karakteristicne funkcije
Sto nazivaju druga karakteristicna funkcija koju é¢emo oznaditi s Hx (t):

iwx) _ o, ()"
Hx(t) = logE[e"] = ;KHT

Nakon sto smo rekli nesto o njihovoj medusobnoj povezanosti, prikazimo sljede¢om tabli-
com funkcije izvodnice u teoriji vjerojatnosti svih poznatih distribucija koje smo kroz rad

izracunali.
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FIV FIM FIK KF
Beornoullijeva 1—p(1—2) 1 —p+ pet log(1 — p + pe') 1—p(1—e%)
Binomna (1I—p(I—2))" [ (1 —p+pe))" | nlog((1 —p+pe))) | (1 —p(1 — ™))"

Poissonova g PRYCESY et — 1) A@TD)
Neprekidna etb_cta etb_cta eith_gita

uniformna ) t(b—a)’ t#0 log( t(b—a) )’ t#0 it(b—a)

A

Eksponencijalna = t/\;t’)\ log (ﬁ) oy
Normalna - e“t+"2% ut + 0'2§ eitu—oz%3
Cauchyjeva . - _ R

Tablica 1: Funkcije izvodnice u teoriji vjerojatnosti izracunate za navedene poznate distri-
bucije

Dakle, iz Tablice 1. mozemo iscitati kako FIV ne postoje za navedene neprekidne distribu-

cije, dok FIM postoje. Takoder, vidimo da FIM ne mozemo izracunati za sve neprekidne
distribucije (Cauchyjeva), a da KF uvijek postoje.
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Sazetak

Ovaj rad nas upoznaje s funkcijama izvodnicama vjerojatnosti, momenata, kumulanata te
karakteristicnim funkcijama i njihovim znacajnim svojstvima koje nam olaksavaju rad sa
slucajnim varijablama. Sve su navedene funkcije definirane i analizirane kroz iskaze i dokaze
vaznih tvrdnji. U raznim primjerima prikazano je kako pomocu funkcija izvodnica dolazimo
do momenata i distribucija sume nezavisnih slucajnih varijabli kao i medusobna povezanost

sve Cetiri navedene funkcije izvodnice.
Kljucne rijeci: funkcije izvodnice vjerojatnosti, funkcije izvodnice momenata, funkcije iz-

vodnice kumulanata, karakteristicne funkcije, slucajna varijabla, oc¢ekivanje, varijanca, dis-

tribucija, suma nezavisnih slucajnih varijabli
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Generating functions in probability theory
Abstract

This paper introduces probability generating functions, moment generating functions, cumu-
lant generating functions and characteristic functions along with their significant properties
that can facilitate the work with random variables. All these functions are defined and
analysed through important statements and proofs. The way of calculating moments and
sums of independent random variables, as well as the connection between all four stated

generating functions are presented through various examples.
Keywords: probability generating function, moment generating function, cumulant genera-

ting function, characteristic function, random variable, mean, variance, sum of independent

variables
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