Simetrican svojstveni problem

Arbutina, Andrea

Undergraduate thesis / Zavrsni rad
2022

Degree Grantor / Ustanova koja je dodijelila akademski / strucni stupanj: Josip Juraj
Strossmayer University of Osijek, Department of Mathematics / Sveuciliste Josipa Jurja
Strossmayera u Osijeku, Odjel za matematiku

Permanent link / Trajna poveznica: https://urm.nsk.hr/urn:nbn:hr:126:161290

Rights / Prava: In copyright/Zasticeno autorskim pravom.

Download date / Datum preuzimanja: 2024-04-25

. Repository / Repozitorij:

Repository of School of Applied Mathematics and
Computer Science

aodar

DIGITALNI AKADEMSKI ARHIVI I REPOZITORLII

zir.nsk.hr


https://urn.nsk.hr/urn:nbn:hr:126:161290
http://rightsstatements.org/vocab/InC/1.0/
http://rightsstatements.org/vocab/InC/1.0/
https://repozitorij.mathos.hr
https://repozitorij.mathos.hr
https://zir.nsk.hr/islandora/object/mathos:647
https://repozitorij.unios.hr/islandora/object/mathos:647
https://dabar.srce.hr/islandora/object/mathos:647

Sveudiliste J.J. Strossmayera u Osijeku
Odjel za matematiku

Sveucilisni preddiplomski studij matematike

Andrea Arbutina
Simetrican svojstveni problem

Zavrsni rad

Osijek, 2022.



Sveuciliste J.J. Strossmayera u Osijeku
Odjel za matematiku
Sveucilisni preddiplomski studij matematike

Andrea Arbutina
Simetrican svojstveni problem

Zavrsni rad

Mentor: doc.dr.sc. Suzana Miodragovié¢
Komentor: dr.sc. Matea Ugrica

Osijek, 2022.



Sazetak

U ovom radu ¢emo se baviti simetri¢nim svojstvenim problemom. U uvodu
¢emo navesti osnovne definicije vezane za svojstveni problem kao $to su de-
finicija svojstvene vrijednosti i vektora, karakteristicni polinom i neke od
njihovih karakteristika. Zatim ¢emo definirati Sto znaci da je matrica sime-
tricna (hermitska) i ortogonalna (unitarna) te kada su sdvije matrice sli¢ne.
U nastavku ¢emo iskazati i dokazati Schurov teorem te navesti iterativne

metode za rjeSavanje simetricnog problema, njihove algoritme te primjere.

Kljucne rijeci

svojstvene vrijednosti, svojstveni vektor, karakteristi¢ni polinom, simetri¢na
matrica, ortogonalna matrica, ortogonalno dijagonalizabilna, Schurov te-

orem, iterativne metode

The symmetric eigenvalue problem

Summary

In this paper, we will deal with the symmetric eigenvalue problem. In the
introduction, we will state the basic definitions related to the eigenvalue pro-
blem, such as the definition of eigenvalue and vector, characteristic polyno-
mial and some of their characteristics. Next, we will define what it means
that a matrix is symmetric (Hermitian) and orthogonal (unitary) and when
the two matrices are similar. In the following we will state and prove Schur’s
theorem and list iterative methods for solving a symmetric problem, their

algorithms and examples.

Keywords

eigenvalues, eigenvector, characteristic polynomial, symmetric matrix, ort-
hogonal matrix, orthogonally diagonalizable, Schur’s theorem, iterative met-
hods
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1 Uvod

U uvodnom dijelu ovog rada ¢emo nesto ukratko reéi o osnovnim pojmovima
vezanim za svojstveni problem zatim ukratko o simetri¢nim matricama.
1.1 Svojstvene vrijednosti

Definicija 1. Za kvadratnu matricu A € C**" skalar A € C ¢ vektor x € C*

koji zadovoljavaju jednadzbu
Ax =z, =z +0 (1)

nazivamo svojstvena vrijednost matrice A i svojstveni vektor matrice A. Ka-
Zemo da je svojstveni vektor x pridruZen svojstvenoj vrijednosti A. Bilo koji

takav par (\,x) nazivamo svojstveni par.

Ponekad se umjesto svojstvene vrijednosti kaze i karakteristicna ili vlas-

tita vrijednost.

Definicija 2. Skup svih svojstvenih vrijednosti A matrice A nazivamo spektar

matrice A i oznacavamo ga s o(A).

Napomena 1. a) Treba napomenuti da svojstveni vektor nije jednistven.
Primjerice, ako je x svojstvent vektor pridruzen svojstvenoj vrijednosti
A onda je 1 ax svojstveni vektor pridruZen istoj svojstvenoj vrijednosti,

i to za svaki skalar a € C, a0 # 0. Zaista,

A(az) = aAz = a(Az) = Max).

b) Takoder neka svojstvena vrijednost X moze posjedovati i vise linearno

nezavisnih svojstvenih vektora.

Definicija 3. Neka je A € C™" kvadratna matrica. Polinom
ka(A) = det(A — AI) (2)

naziva se karakteristicni polinom matrice A.



Napomena 2. Uocimo takoder da za proizvoljnu matricu A drugog reda
vrijeds

Ea(A) = A2 —tr(A)\ + detA.
Napomena 3. Jednakost (1) mozZemo zapisati i u sljedeéem obliku:

(A=A)xz =0, z#0. (3)

Postojanje vektora x # 0 takvog da vrijedi (3) povlaci da je matrica A — NI

singularna. U tom slucaju je
det(A — M) =0. (4)

Iz (2) i (4) slijedi da su nultocke karakteristicnog polinoma svojstvene vrijed-

nosti matrice A. Stoga iz Osnovnog teorema algebre! slijedi i sljedeéi teorem:

Teorem 1. (vidi [7,Teorem1.1]) Svaka matrica A € C*™™™ ima n, ne nuzno

razlicitih, svojstvenih vrijednosti.

Primjer 1. Pronadite svojstvene vrijednosti matrice
-5 2
a=[7 2]

Ranije smo pokazali da su nultocke karakteristicnog polinoma upravo svoj-

Rjesenje:

stvene vrijednosti. Dakle, rjesenje ¢emo odrediti preko karakteristi¢nog po-

linoma, tj:

ka(\) = det(A — AI) =

—5—A 2
2 —2-A

|:10+7)\+>\2—4:0

Nadalje, rjeSsavanjem jednadzbe A2 47\ 46 = 0 dobivamo \; = —1, Ay = —6.
Skup { -1, -6 } je spektar matrice A.
Kada trazimo pripadne svojstvene vektore koji pripadaju odredenoj

svojstvenoj vrijednosti rjesavamo sustav (1). Na primjer, za A\; = —1:
—51'1 + 23’)2 = —I
2.’131 — 2.7)2 = —XT9

!Teorem (Osnovni teorem algebre) Svaki kompleksni polinom stupnja n ima n
kompleksnih korijena.



Rjesavanjem sustava dobivamo x = -l T L :
2(E1 2

. . . . . . -2 —2
Sliéno za Ay dobivamo pripadni svojsteni vektor x = [ x@} = X9 { } .
2

. .. . : .. 1 (-2
Dakle, potprostor koji razapinju svojstveni vektori je dan s {{ {2} : { ] }} .

1.2 Simetriéne matrice

Definicija 4. Za kvadratnu matricu A = [oy;], A € CY" kaZemo da je
hermitska ako vrijedi A* = A, .

Qi = Qi \V/’L,j S {1,...,71}.

U slucaju kada je A € R™™"™ kazZemo da je matrica simetricna i pisSemo
AT :A, dakle Qi = Qjj, \V/Z,j € {1,,n}

Definicija 5. Za kvadratnu matricu A € C"*" kaZemo da je unitarna ako
vrijedi AA* = A*A = 1.
Za kvadratnu matricu A € R™"™ kaZemo da je ortogonalna ako vrijedi

AAT = ATA=1.

Definicija 6. Neka je matrica A € C**" kvadratna. Ukoliko postoji matrica
B € C™*" takva da vrijedi: AB = BA = I, gdje je I jedinicna matrica onda
kazemo da je matrica A regularna ili invertibilna. U suprotnom matricu A

nazivamo singularnom.

Definicija 7. Neka su A, B € C™*" kvadratne matrice. KaZemo da je ma-
trica B slicna matrici A ako postoji reqularna matrica S € C™*" takva da
vrijeds:

B=8"AS.

Teorem 2. (vidi [2, Propozicija 5.5.6.]) Slicne matrice imaju jednake ka-

rakteristicne polinome.

Dokaz:
Uzmimo A, B € C™" i regularnu matricu S € C™*" takvu da vrijedi



B = S7'AS. Tada vrijedi, uz pomo¢ Binet-Cauchyjeva teorema?:
ks(A) = det(B — M) = det(S™1AS — \I)
= det(S™HA — M)S) = det(S™1)det(A — M)detS
=det(A — X)) = ka()).

O
Buduéi da su svojstvene vrijednosti nultocke karakteristicnog polinoma, a
upravo smo pokazali da slicne matrice imaju jednake karakteristi¢ne poli-

nome, to znaci da sli¢ne matrice imaju i jednake svojstvene vrijednosti.

Definicija 8. Neka su dane matrice A, B € C"*". KaZemo da je matrica A
unitarno slicna matrici B ako postoji unitarna matrica U € C™*" takva da
vrijeds:

A=UBU",
Ako je U € R™™ ortogonalna onda kazZemo da je matrica A ortogonalno

slicna matrici B.

Definicija 9. KazZemo da je matrica A € C**™ unitarno dijagonalizabilna
ako je unitarno slicna dijagonalnoj matrici.
Kazemo da je matrica A € C**™ ortogonalno dijagonalizabilna ako je orto-

gonalno slicna dijagonalnoj matrica.

2Teorem (Binet-Cauchyjev) Ako su A i B kvadratne matrice istog reda, onda je
det(AB) = det(A)det(B).



2 Schurov teorem

U teoremu 2 nam je vidljivo da je kod pronalazenja svojstvenih vrijednosti
matrice ponekad laksSe pronaci njoj sli¢nu, ali jednostvaniju matricu.
Takoder znamo da je za simetri¢nu matricu A moguée pronaéi dijagonalnu
matricu D i ortogonalnu matricu V, tako da je A = VDV,

Opcenitija tvrdnja je opisana u poznatom Schurovom teoremu. Rijec je
takoder o slicnim matricama tako da moZemo, u konacnici, lakSe odrediti

svojstvene vrijednosti.

Teorem 3 (Schurov teorem). (vidi, [6, Teorem 1.1.1.]) Ako je A € C™*"
hermitska matrica, tada postoji unitarna matrica U € C™*™ i dijagonalna
matrica D € R™" takva da je

A=UDU".
Dokaz:

Uzmimo svojstvenu vrijednosti A\; i pripadni svojstveni vektor u; tako da je
Auy = Muy, |Jup|]2 = 1. Lako odredimo matricu UI e C™(-1) tako da
je Uy = (uy, /U\l) unitarna. Ovo se postize standardnom dopunom do baze u
unitarnom prostoru, koju najlakse dobijemo algoritamski iz () R faktorizacije
matrice uy. Vrijedi

Ur AU, = [;f]i] [Au, AU = {

1

M wr AL =

Ay = UFAU;.
0 A, |’ TP
Iz det(A — AI,) = (A1 — A) det(Ag — A1) slijedi da su Ag, ..., A, svojstvene
vrijednosti matrice As. Ako je n > 2, uzmimo A, i pripadni svojstveni vektor
us tako da je Asug = Aqua, ||lug|l2 = 1. Kao is Aj, us dopunimo do unitarne
matrice Uy = (ug, Uy) € C~DX(=1) "te izragunamo da je
)\2 ’LL;AQ@
0 As

*

u —~
UQ*AQUQ = |:/2:| [AQUQ AQUQ] = |:

U2* :| 3 A3:U2*A2U2.

Ako ova dva koraka napravimo zajedno, imamo

% wr AU,

1 0 1 0
2 2 00 As

unitarna



Kao i ranije, zaklju¢ujemo da su svojstvene vrijednosti matrice A3 upravo
A3, ..., An. Sada je jasno da formalni dokaz zavrSavamo matematickom in-
dukcijom po n.

Nadalje, ako je matrica A realna i ako su joj sve svojstvene vrijednosti
realne, onda je jasno da u prethodnom induktivnom dokazu u svakom koraku
mozemo odabrati realan svojstveni vektor i sve matrice transformacija realne

ortogonalne. O

Iz prethodnog teorema lako se uocava sljedece:

Napomena 4. a) Ortognalni stupci matrice U svojstveni su vektori ma-
trice A, a dijagonalni elementi od matrice Dsu odgovarajuce svojstvene

vrijednostu.

b) Hermitske matrice imaju realne svojstvene vrijednosti.

To se lako moZe pokazati:

Neka je matrica A € C™*" hermitska, tj. vrijedi A = A*. Neka je
x € C" svojstvent vektor od A sa svojstvenom vrijednoscu A, tj.urijeds

da Jz # 0 takav da Ax = Ax.

Tada tmamo:

(Az,z) = {Iz,z) = Mz, ) (5)
(Az,z) = (z, A*z) = (z, A7) = {z, \x) = Az, T) (6)

Izjednacimo li lijeve i desne strane (5) i (6) dobivamo:
Mz, z) = Mz, z)

Mz, z) — Mz,z) =0
A=X)(z,z)=0

——
#0

Jer je x svojstveni vektor znamo da vrijedi x # 0, dakle slijeds

t.



a to moze biti samo u slucaju ako je A € R i time je dokazana tvrdnja.

O

c) Svaka simetricna matrica je ortogonalno slicna dijagonalnoj matrici.

Primjer 2. Pronadite Schurovu dekompoziciju matrice A = {172 ::ﬂ .

Rjesenje:
Najprije trebamo odrediti svojstvene vrijednosti matrice A koje smo ranije

pokazali da su nultocke karakteristi¢nog polinoma:

7T—A =2

det(A — M) = ‘ i

’:---:/\2—4>\+3.

Prema tome, svojstvene vrijednosti matrice A su: Ay = 3, Ay = 1. Sada

trazimo pripadni svojstveni vektor za A;.

4 =2 2 -1
wear—amar= [ -

Nadalje racunamo:

2&1-@220

2@1 = Q9

Dobivamo da je jedan svojstveni vektor u; = Al = | B = ay - , 1.
a9 2&1 2

ot

1
2
pronalazimo ortonormiranu bazu {v,} koja je okomita na

e - [{EN - {7}

Odaberimo vy = % _12

Na taj nac¢in smo dobili ortonormiranu matricu U:

B =lm, mj— % {‘21 ﬂ .

dobivamo u; =

[\
||

. Normaliziramo li taj vektor dobivamo % {1 . Nadalje



Sada pogledamo zapis matrice A u bazi uq, vy:

agpr gmapr L1 2][T 2] L1 -2] [3 —14
UViAU=U0"AU="%1 5 1| |12 3| 2 1|70 1]

Buduéi da je matrica A dimenzije 2 X 2, mozemo uzeti da je us = vq, stoga
je Schurova dekompozicija matrice A dana izrazom: A = UTU*, gdje je:

3 —14
r-fp

gornjetrokutasta matrica sa svojstvenim vrijednostima na dijagonali, a

=7k 7

je unitarna matrica.



3 Iterativnhe metode za racunanje simetric¢nog
svojstvenog problema

[terativnim metodama za rjeSavanje svojstvenog problema ¢emo dobiti odre-
dene aproksimacije svojstvenog para. Najpoznatije iterativhe metode za
ra¢unanje simetricnog svojstvenog probema su metoda potencija, inverzna

metoda potencija te inverzna metoda potencija s pomakom.

3.1 Metoda potencija

Metoda potencija je najjednostavnija iterativna metoda i pogodna je za racu-
nanje aproksimacije po modulu najvece svojstvene vrijednosti, te njoj odgo-
varajuceg svojstvenog vektora. Naravno, uz odredene modifikacije je moguce

odrediti i ostale svojstvene vrijednosti.

Tekst u nastavku je nastao po uzoru na [1].

Neka je A € C™*" simetri¢na matrica, neka su x1, ..., x, ortogonalni sustav
svojstvenih vektora i A, ..., A, odgovarajuce svojstvene vrijednosti takve da
zadovoljavaju nejednakosti [A1| > |Ao| > |A3] > -+ > |\,

Algoritam metode potencija
Ulaz: A € C™" simetri¢na sa [A;| > |Ag]
Izlaz: z®) e R?, A c R gdje je 2®) m 2, i AF) = )

1: odaberite z(0) € R takav da je ||z ]y = 1
2: fork=1,2,3,... do
3 w® = Axk-1)
w(®)

4: 2(k) — T,
5: k) — <Z(k),AZ(k)>

§ 2(B) _\(K) ,(R)
6: if W < tol stop
7: end for

U nastavku ¢emo koristiti pojam Reyleighjevog kvocijenta te navodimo de-

finiciju i teorem koji ¢e nam kasnije biti potreban.

Definicija 10. Reyleigh-jev kvocijent matrice A € C™" definira se sa

ral) = % za sve x € C".
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Teorem 4. (vidi,[1, Teorem 8.4]) Neka je A € R™™ simetricna i x € R",
x # 0. Tada je x svojstveni vektor od A s pripadnom svojstvenom vrijednosti

A ako i samo ako je Vra(z) =0 ira(z) = A
Napomena 5

1. Algoritam racuna k-tu aproksimaciju svojstvenog vektora
20 = AF20) /]| A2y i k-tu aproksimaciju svojstvene vrijednosti
ME) = g (A9,
Kako bismo izbjegli overflow /underflow pogreske, vektor z(¥) se u sva-

kom koraku iteracija normalizira.

2. Metoda se temelji na sljedecoj ideji:
Skup {z1,...,x,} ortonormiranih vektora ¢ini bazu za C" pa se svaki

vektor z(?) moze napisati kao njihova linearna kombinacija, tj.

n
20 = E a;ry, za «; €C,
i=1

pa vrijedi i da je
AkZ(O) = Z OéiAk.’L'i = Z Oél)\fl'l
i=1 i=1

=M |z + &k+ +a Ay
=LA 121 2/\1 ) n)\l I | -

k
Kako Vi > 1 vrijedi da je (;\—1) — 0 kada k — 0o i vidimo da A*z(
sve viSe naginje u smjeru vektora z; pod uvjetom da je ay # 0. Za do-
voljno veliki k£ dobivamo odgovarajucéu svojstvenu vrijednost s najvecim

modulom.

Teorem 5. (vidi [1, Teorem 8.5]) Neka je |A1| > [Xo| > -+ > [\a| i (2, 21) #
0. Tada postoji niz (0®))en gdje je o®) € {—1,4+1} za sve k € N tako da

nizovi (z®) i (A®)) dobiveni algoritmom metode potencija zadovoljavaju

Ag

k
Al ) 7)

H'Z(k) — J(k):EIH2 =0 (‘
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A1
Dokaz:
Neka je {x1, ..., 2, } ortonormalan sustav svojstvenih vektora sa svojstvenim
vrijednostima Ay, ..., A, i

n
Z(O): E ;5.
=i

Buduéi da smo pretpostavili da je a; = (29, ;) # 0, tj. a1 # 0 imamo

0 = S gk — ok ~oa | Al
A%z —;az)\iml = aq ] (ml—l—;al N SUZ> ,
pa prema Pitagorinom teoremu slijedi
i i "oy | N
2 2 2 7 7
1AR2 O3 = JenA3? { [l 15 + Za— x| %
1=2 2
= laX¥12 [ 1 _ Zr
o +Z<a) 8

< log XE2 {1+

().

Ako iskoristimo Taylorovu aproksimaciju v/1 + 22 ~ 1 + 2?/2, moZemo za-

kljuciti
2k> )
2k

A2

A1

4%, = [ay ] (1 +0 (

Definirajmo o®) = sign(a; A¥). Tada je

2 n 2
(ai>
Z (8%
2 =2 .

i Ak Z(0)

Ckl)\lf

\;

i A2
A

A

k(0
Ak ®),

— @ — T
Val/\]ﬂ ' i

)

2
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1 stoga je

H (k) (k) H Ak 20 Akz(0) Akz(0) )
2 — oWz < — — — oW,
A0, Jan |, * [Tk 2
o Ak 20 1 ! Ak 0 k)
< ¥ — oY’
|y Af] Az |y AT 2

2k W
1+0([x[")
2

§to dokazuje tvrdnju (7).
Nadalje, iz teorema 4 znamo da je 74(c®z1) = Ay i Vra(oc®ay) = 0.
Taylorov razvoj r4 oko o®x, daje nam
ra(z) = TA(U(k)(I,‘l) + (VTA(U(k)xl), z— J(k)xl) + O(||z — J(k)ailH%)
=XM+0+0(|z— a(k)x1||§).
2k>

¢ime smo dokazali i relaciju (8). O

Koristeci (7) slijedi

Ao

AB =] = [ra(z®) = M| = O(||z® — o B |f) = O ( )
X

Napomena 6

Ag

Brzina konvergencije metode potencija odredena je kvocijentom ™

3.2 Inverzna metoda potencija

Kao $to smo rekli prije, metoda potencija se moze modificirati tako da dobi-

jemo i ostale svojstvene vrijednosti te pripadne svojstvene vektore.

Neka su Ay, ..., A, svojstvene vrijednosti takve da vrijedi

|)‘1| > |/\2| TS |)‘n—1| = |)‘n| > 0.
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Primjena metode potencija na A~! matricu s ciljem dobivanja najmanje svoj-
stvene vrijednsti i pripadnog svojstvenog vektora, tj. (A, z,), zove se metoda

inverznih iteracija.

Svojstvene vrijednosti matrice A~! su %, t=1,...,n te vrijedi
‘ | " ‘ 1 S S ‘ 1
)\n )\n—l o o )\1 ‘

Kako bismo izra¢unali trazeni svojstveni par iskoristiti ¢emo

Az; = Njz;;, A dijagonalizabilna

1
A_l.%’i = —X;.

Ai
Bududi da je ﬁ po modulu najveéa svojstvena vrijednost matrice A~ pri-

mjenom metode potencija na nju mozemo aproksimirati trazeni svojstveni
[An]
|/\n71| ’

par (\,, z,). Brzina konvergencije biti ¢e odredena kvocijentom

3.3 Inverzna metoda potencija s pomakom

Za pronalak razlic¢itih svojstvenih vrijednosti moze se prilagoditi inverzna

metoda potencija. Pogledajmo sljedece transformacije matrica:

(A—oDz; = (A — 0)z;

1
g I ¢ A(A).

Primjenom inverzne metode potencija na A — ol mozemo izra¢unati svoj-

(A—ol)

stvenu vrijednost koja je po vrijednosti najbliza 0. Za tu metodu dana je

brzina konvergencije:
Ay — O

(o) = |2

Ako je o puno blize A, nego bilo kojoj drugoj svojstvenoj vrijednosti, onda
je 7(0) < 11 postize se brza konvergencija. Ako se o puno blize A; nego
bilo kojoj drugoj svojstvenoj vrijednosti, onda je A; — o najmanja po modulu
svojstvena vrijednost, pa ce inverzne iteracije konvergirati ka x;, a pripadni

Rayleighev kvocijent ka A;.
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Algoritam inverzne metode potencija s pomakom
Ulaz: A € R™" simetri¢na sa A € R
Izlaz: 2 € R*, A®) € R gdje je 2% ~ z; i A®) ~ X;, \; je svojstvena
vrijednost najbliza A
odaberite 2(¥ € R" takav da je ||z, = 1
for k=1,2,3,... do

S(k=1)
(=Dl

1

2

3 v=

4:  rijesi (A — M)z®) = v

5 u® = (v, 0

6: if ||z — u®y||, < tol, stop
7:  end for

8

<y (k) 1
vrati )\()—/\—FW.

Primjer 3. Neka je zadana matrica

0 11 =5
A= |-2 17 -7
—4 26 -10

Koristeci inverznu metodu potencija s pomakom odredite prve dvije aproski-

macije najvece svojstvene vrijednosti i pripadnog svojstvenog vektora matrice
1
A. Za pocetnu aproksimaciju svojstvenog vektora uzmite 20 = |1
1

, G za

pomak uzmite da je za 0.2 veci od svojstvene vrijednosti.

Rjesenje:

Preko karakteristi¢nog polinoma matrice A dobiju se svojstvene vrijednosti
A =4, = 2, A3 = 1. U ovom primjeru zelimo dobiti aproksimaciju naj-
veCe svojstvene vrijednosti i pripadnog svojstvenog vektora ako za pocetnu

aproksimaciju svojstvene vrijednosti uzmemo A = 4.2, a za aproksimciju
1
svojstvenog vektora uzmemo 20 = [1]. Najprije izra¢unamo
1
(0) I g
3
o ML By BRI
Er S N
3



Zatim rjeSavamo sustav (A — AI)z©® = v tj.

—42 11 =57 [ 3
-2 128 -7 | |a|=|%
—4 26 —14.2| |z3 ?
—5.5111
Dobivamo z(!) = | —8.1354 | . Pratedi nastavak algoritma rjesavamo
—13.3840

p® = (O 0y = By | By 4 By — _15.606.

Zatim je AV = 4.2 + 15 O
dobili drugu aproksimaciju:

) —5.5111 i ~0.3319
@ = o = | —81354 T —0.4899
[P ~13.3840| > —0.8061

Rjesavamo sustav (A4 — AN 1)z = (I te dobivamo

2.549
2 = |3.81957
6.3611

15

= 4.1359. Ponavljamo postupak kako bismo

U nastavku rjesavamo pu® = (v(V* 2@} = —0.3319%2.549—0.4899%3.81957—

0.8061 x 6.3611 = —7.8449.
Na kraju dobivamo i drugu aproksimaciju A?) = 4.1359 +
O

—7.8449 8449

= 4.0084.
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