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Uvod

Prvi oblik zadataka s obiljezjima imaginarnog broja pojavljuje se oko 50.godine prije Krista
u djelu "Stereometrica" Herona iz Aleksandrije. U Indiji je u 9.st. Mahavira uoc¢io da ne-
gativni brojevi nisu kvadrati, odnosno da po prirodi stvari, negativno nema drugog korijena.
Kompleksni brojevi proizasli su iz rjesavanja kubne jednadzbe, a ne kako mnogi vjeruju iz kva-
dratne jednadzbe. Stari matematicari znali su da kvadratna jednadzba moze imati dva, jedno
ili nijedno rjesenje, no to nisu mogli tvrditi i za kubnu jednadzbu. Medutim, prilikom njezinog
rjeSavanja naisli su na matematicki problem koji je rijesen u 16.st., te su za njegove potrebe
uvedeni kompleksni brojevi. Zatim 1572. godine objavljene su prve tri knjige Algebre tali-
janskog matematicara Rafaela Bombellija u kojima opisuje pravila ra¢unanja s kompleksnim
brojevima, te daje pravilo za njihovo zbrajanje, oduzimanje i mnozenje. Imaginarne brojeve za-
pisuje kao kvadratne korijene negativnih brojeva, te se smatra prvom osobom u povijesti koja je
kao smislene prihvatila kompleksne brojeve. Nadalje, op¢i prikaz a + bi odnosno nazive "realni”
i "imaginarni” broj uveo je francuski matematicar i filozof Rene Descartes. Gauss je smjestio
kompleksne brojeve u ravninu, te svojim utjecajem postigao njihovo univerzalno prihvacanje.
Uvodenje slova i kao oznake /—1 u svijet kompleksnih brojeva pripisuje se §vicarskom matema-
ticaru Leonardu Euleru. Danas su upravo po tome i prepoznatljivi. Kompleksni brojevi, osim u
matematici, imaju bitnu ulogu i u drugim znanstvenim podrué¢jima, kao $to su elektrotehnika,
elektromagnetizam, dinamika fluida, obrada signala i druge. Ipak, jedna od najvaznijih pri-
mjena vezana je uz teoriju elektriciteta, odnosno izmjeni¢ne struje. U ovom radu najprije ¢emo
definirati kompleksne brojeve te navesti njihove razlicite zapise kao Sto su algebarski, trigono-
metrijski i eksponencijalni zapis te potom na temelju primjera reéi nesto o njihovoj primjeni u
algebri i geometriji.



1 Kompleksni brojevi

U ovom poglavlju definirat éemo skup kompleksnih brojeva i algebarske operacije na njemu.
Definirat ¢emo apsolutnu vrijednost kompleksnog broja i navesti njezinu geometrijsku interpre-
taciju. Prikazat ¢emo ga u kompleksnoj ravnini i definirati njegove razli¢ite zapise. Jedan od
najkorisnijih zapisa je prikaz kompleksnog broja u trigonometrijskom obliku, te ¢emo za takve
kompleksne brojeve definirati operacije zbrajanja, mnozenja i dijeljenja. Sve definicije i teoremi
navedeni u ovom poglavlju preuzeti su iz [5].

1.1 Pojam kompleksnog broja i algebarske operacije

Jednadzba oblika a®* 4+ 1 = 0 nema realnih rjesenja. Stoga Zelimo pronaci novi skup brojeva
u kojem ¢e ta jednadzba imati rjesenja. Dakle, skup realnih brojeva R prosirujemo do novog
skupa u kojem vrijede sva standardna svojstva algebarskih operacija. Takav skup oznacavat
¢emo sa C i zvati ga skup kompleksnih brojeva, a mozemo ga izgraditi na sljedeéi nacin tako da
zahtijevamo da za njega vrijede sljedeca svojstva:

1.) C sadrzi skup realnih brojeva R,
2.) C sadrzi rjesenje kvadratne jednadzbe a® +1 = 0,

3.) na njemu su definirane operacije zbrajanja i mnoZenja za koje vrijede svojstva komutativ-
nosti, asocijativnosti i distributivnosti.

Vidimo da rjesenja jednadzbe a? + 1 = 0 nisu realni brojevi te da njezino rjeSenje odgo-
vara broju a?> = —1. Oznac¢imo ga s 7 i nazovimo imaginarnom jedinicom. Prema prethodno
navedenom svojstvu 2.), broj i pripada skupu C.

Definicija 1.1. Broj % je takav kompleksan broj za koji vrijedi i*> = —1 i nazivamo ga imagi-
narna jedinica.

Prema svojstvima 1.) i 3.) skupu kompleksnih brojeva pripadaju brojevi oblika 3i, (—4)i,
itd. Takve brojeve zovemo imaginarnim te uoc¢imo da za bilo koji realni broj b skupu C
pripadaju brojevi oblika bi. Zbroj kompleksnih brojeva mora biti kompleksan broj, zato prema
svojstvima 1.) i &.) skupu kompleksnih brojeva pripadaju brojevi oblika 3 + 3¢, 1 — 44, itd.

U nastavku ¢emo definirati kompleksan broj.

Definicija 1.2. Svaki broj z koji se moze zapisati u obliku
z=a+bi (1.1)

gdje su a, b realni brojevi naziva se kompleksan broj. Broj a nazivamo realni dio, a broj
b tmaginarni dio kompleksnog broja te pisemo a = Re z, b = Im z. Prikaz (1.1) naziva se
algebarsks ili standardni prikaz kompleksnog broja z.

Sljedeca definicija skupa kompleksnih brojeva s unaprijed definiranim algebarskim operaci-
jama je matematicki korektnija.



Definicija 1.3. Neka je dan Kartezijev produkt R x R = {(a,b) : a,b € R}. Na tom skupu
definiramo operaciju zbrajanja
+: RxR)x (RxR) >R xR
(@) + (c.d) = (a+ c,b+d), Y(a,b),(c;d) R x R
1 mnozenja
(RxR)x(RxR)—->RxR
(a,b) - (¢,d) = (ac — bd,ad + bc), V(a,b),(c,d) € R x R.

Skup R x R zajedno s ovako definiranim operacijama zbrajanja i mnoZenja nazivamo skup
kompleksnih brojeva i oznacavamo ga s C.

Preciznije, skup kompleksnih brojeva zajedno s operacijama zbrajanja i mnozenja nazivamo
poljem. Za vise detalja vidi [2|. Iz prethodne definicije vidimo da smo skup kompleksnih brojeva
definirali kao

C:={(a,b) : a,b e R},

te da se kompleksan broj z moZzemo prikazati kao uredeni par (a, b) realnih brojeva. Promo-
trimo sada podskup skupa C koji se sastoji od brojeva oblika (a,0). Po Definiciji 1.3. vrijedi:

(a1,0) + (az,0) = (a1 + ay,0),

(a1,0) - (az,0) = (ayas,0).

Uoc¢imo da je rezultat zbrajanja i mnozenja broj istog oblika, pri ¢emu se ¢uvaju algebarske
operacije po prvoj komponenti. Zaklju¢ujemo da brojeve oblika (a,0) moZemo promatrati i kao
realne brojeve smjestene u skup kompleksnih brojeva. Prema tome broj (a,0) zovemo realni
broj i oznac¢avamo ga s a. Mozemo zakljuciti da je skup realnih brojeva R pravi podskup skupa
kompleksnih brojeva C. Brojeve oblika (0,b) mozemo zapisati kao: (0,b) = (b,0) - (0,1), pri
¢emu nam je i = (0, 1). Vrijedi:

2 =(0,1)-(0,1)=(0-0-1+1,0-14+1-0) =(-1,0) = —1.
Iz definicije operacija zbrajanja i mnozenja imamo:
(a,6) = (a,0) + (5,0) - (0, 1),
sto krace pisemo z = a + bi.

Definicija 1.4. Dva kompleksna broja z; = (a1,b1) i zo = (ag,bs) su jednaka ako i samo ako
mm se podudaraju realni i imaginarni dio, tj.

(al,bl) = (CLQ,bQ) &S ap = ag N\ bl = bg.



1.1.1 Operacije s kompleksnim brojevima

U skupu C mogu se definirati algebarske operacije, zbrajanje, oduzimanje, mnozenje i dijeljenje.
Operacije zbrajanja, oduzimanja i mnozenja definirane su na prirodan nacin zbrajajuéi i mnozeci
kompleksne brojeve poput algebarskih izraza ( kao polinomi po varijabli i ), uzimajuéi pri tome
u obzir ¢injenicu da je 2 = —1.

Teorem 1.5. Neka su zy = a1+b1i, 290 = as+bot dva kompleksna broja. Zbroj, razlika, umnoZak
kompleksnih brojeva zapisanih u algebarskom zapisu racunaju se na sljedeci nacin:

21 + Z9 — (a1 + bll) + (a2 + bQZ) = (0,1 + a2)i + (bl + bg)Z (12)

21 7Ry — ((11 + bll) . (GQ + bQZ) = Q1a9 — blbg + (a1b2 + agbl)i. (13)

Promotrimo prvih nekoliko potencija imaginarne jedinice:

o= -1,

B = ?.i=—i,
= @ i= =
P o= ti=q,

P = Pd=P-i=—1L

Uocavamo da se nakon pete potencije ra¢un ponavlja, stoga dolazimo do opcenitog zapisa

Z'TL — Z'4k‘+7‘ — Z'4k . Z'T = Z‘T’

pri ¢emu je r ostatak pri dijeljenju broja n, r € {0,1,2,3}.

1.2 Kompleksno konjugirani broj i apsolutna vrijednost kompleksnog
broja
Za proizvoljan kompleksan broj z = a + bi sa Z oznacavamo broj

z = —bi, (1.4)

koji nazivamo kompleksno konjugiranim brojem broja z. Par z,Zz nazivamo par kompleksno
konjugiranih brojeva, zato sto vrijedi sljedece:

z=(a—bi)=a+bi=z
Za umnozak para kompleksno konjugiranih brojeva vrijedi:
z-Z2=(a+bi)(a—b)=a>—i?® =a®+b* > 0.

Sada ¢emo definirati dijeljenje kompleksnih brojeva. Metoda koja se koristi sli¢na je raciona-
lizaciji algebarskih razlomaka. Kvocijent se mnozi jedinicom zapisanom kao kvocijent komplek-
sno konjugiranog djelitelja sa samim sobom. Provedimo takav postupak za kompleksne brojeve
21 = a; + b1 1 29 = ag + byt



21 aq —I— bl’L Ay — bQZ

Z9 as + byt as — bot
_ajag + biby — aibyi + biasi
B a2 — (by1)?
_agag + biby + i(bras — ayby)
B a + b2
_agag +biby  agby —azby .
A+ b3 a2 + b2

Definicija 1.6. Modul ili apsolutna vrigednost kompleksnog broja z je realan nenegativan

broj

|z| ;= Vz-Z = Va2 + b2, (1.5)
Vrijedi z = 0 ako ¢ samo ako je |z| = 0. Ako je z # 0, onda je njegov modul pozitivan realan
broj.

Vrijede sljedeca svojstva kompleksnih brojeva:

1. oy £ 29 =77 %5, V2,2, €C,

2. zl'z222_1'2_27v’21122 G(C,

3. (z‘%) = 2L,Vz € C,z, € C\{(0,0)},

V)

4. Za proizvoljan z € C vrijedi: 2 +Z=2Re 2, 2 —Z=2i-Im 2,

5. Re 2 < |2|, Im z < |7|, Vz € C,

6. z-z=12|%,Vz € C,
7. |z122| = |z1] - |22], V21, 22 € C,
8. |2]= %,Vzl € C, 2 € C\{(0,0)},

9. ’21 +ZQ| < |Zl| -+ |ZQ‘,VZ'17ZQ < (C

1.3 Kompleksna ravnina

Kao $to smo ve¢ naveli, kompleksnom broju z = a + bi odgovara uredeni par realnih brojeva
(a,b). To znadi da ukoliko Zelimo graficki prikazati kompleksan broj, pridruzit ¢emo mu tocku
T(a,b) u Kartezijevom koordinatnom sustavu zOy. Upravo tu tocku 7' nazivamo geome-
trijskom slikom kompleksnog broja z, pri ¢emu z predstavlja koordinate tocke 7. Os =z
Kartezijevog sustava u ravnini naziva se realna os (Re) u C, zato $to na nju smjestamo samo
realne brojeve, dok se os y naziva imaginarna os (Im) jer na nju smjestamo samo imaginarne
brojeve. Takvu ravninu nazivamo kompleksna ravnina ili Gaussova ravnina.! Svakoj tocki
ravnine odgovara to¢no jedan kompleksan broj.

!Carl Fridrich Gauss (1777.-1855.), njemacki matemati¢ar i astronom
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L hi T(a,b)=a+hi

-3+2i

%)
;
2

Slika 1: Prikaz kompleksnog broja u Gaussovoj ravnini

Kompleksnom broju mozemo pridruziti radijvektor tocke 7' te na taj nac¢in kompleksne
brojeve poistovjecujemo s vektorima. Uoc¢imo da za kompleksne brojeve operacije zbrajanja,
oduzimanja i mnozenja realnim brojem mozemo poistovjetiti s takvim operacijama za vektore.

1.3.1 Udaljenost kompleksnih brojeva

Modul ili apsolutnu vrijednost kompleksnog broja z = a + bi definirali smo u poglavlju 1.2.
Geometrijska interpretacija modula kompleksnog broja |z| = va? 4 b? predstavlja udaljenost
tocke T(a,b) do ishodista.

T(a,l)

Izl b

Slika 2: Modul kompleksnog broja



Neka su zadana dva kompleksna broja z; = a; + b1i, 22 = as + bet. Promotrimo modul
njihove razlike

|21 — 2o = [(a1 — az) + (b1 — ba)i
= /(a1 —a2)2 + (b1 — by).

Uoc¢imo da smo dobili formulu za udaljenost dviju toc¢aka u ravnini. Stoga |z; — 25| predstavlja
udaljenost tocaka z; i z3 u Gaussovoj ravnini.

1.4 Trigonometrijski prikaz kompleksnog broja

Neka je T(a,b) totka u kompleksnoj ravnini koja odgovara kompleksnom broju z = a + bi,
a njezin polozaj u ravnini obi¢no opisujemo pripadnim Kartezijevim koordinatama koje su
povezane s algebarskim prikazom kompleksnog broja. No, postoji i drugi nac¢in na koji se moze
opisati ista tocka, pomoc¢u polarnih koordinata: udaljenosti r tocke do ishodista i kuta « koji
radijvektor OT" zatvara s pozitivnim dijelom realne osi i ozna¢avamo s T'(r, ). Dakle, brojevi
r i a odreduju jednoznac¢no polozaj tocke T u ravnini.

1im

T(a,h)

Re

Slika 3: Polozaj tocke T' opisan polarnim koordinatama

Iz slike vidimo da ukoliko to¢ku 7" spustimo u ishodiste tada ona odgovara kompleksnom
broju z = 0 te je » = 0, a kut « nije odreden.

Jedno od pitanja koje si postavljamo je: Koja je veza izmedu polarnih i Kartezijevih koor-
dinata? Odgovor mozemo is¢itati iz prethodne slike (Slika 3.). Vrijedi:

a :
cosa = —, sina= -
r 7

odnosno:
{ a=r-cosa,
b=r-sina.

(1.6)
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Odavde slijedi:
z=a+bi =r(cosa+isina). (1.7)

Takav prikaz kompleksnog broja naziva se trigonometrijski prikaz broja z. Kvadriranjem i
zbrajanjem izraza (1.6.) dobivamo:

a® + b = r*(cos® a + sin® a).
Buduéi je cos? o + sin® a = 1 dobivamo:
r=+va?+ b2,

odakle slijedi da je r realan nenegativan broj, odnosno modul kompleksnog broja. On ¢e biti
jednak nuli samo ako je z = 0, odnosno ako tocka 7" padne u ishodiste.

Argumentom kompleksnog broja z nazivamo mjeru kuta a unutar intervala [0,27), a
definiramo ga kao otklon od pozitivnog dijela realne osi do radijvektora kojim se prikazuje broj
z u Gaussovoj ravnini (Slika 3.) i piSemo a = arg(z).On nije jednozna¢no odreden jer je mjera
kuta odredena do na visekratnik od 27 te ga odredujemo ovisno o predznacima brojeva a i b
odnosno na temelju informacija o kvadrantu u kojem se nalazi broj z.

Ocitavanjem sa Slike 3. ili dijeljenjem jednadzbi (1.6.) za a # 0 dobivamo formulu po kojoj

se racuna kut a: )
sinae b
tana = = —.
cosa  a
Ako je a = 0, tada broj z lezi na imaginarnoj osi, te je kut « 0 ili 7, ovisno o tome lezi li z na

pozitivnom, odnosno negativhom dijelu imaginarne osi.

1.4.1 Operacije nad kompleksnim brojevima u trigonometrijskom obliku

U ovom potpoglavlju pokazat ¢emo kako se pomocu trigonometrijskog prikaza kompleksnog
broja mogu na jednostavniji nacin izvoditi operacije mnozenja, dijeljenja i potenciranja

Neka su dana dva proizvoljna kompleksna broja razli¢ita od nule u trigonometrijskom obliku:
z1 = r1(cosa + isinay),

29 = 1o(COS Qg + i Sin ap).

U nastavku ¢emo ih pomnoziti i iskoristiti adicijski teorema za trigonometrijske funkcije:

z179 = 7r(cosay + isinay)ry(cos ay + isin ay)
= 717r2[CoS ay COS iy — sin oy sin ay + 7 cos o sin ap + 7 sin oy cos A
== Tng[COS (a1 + CYQ) + 7 sin (Oél + ag)}. (18)

Izraz (1.8.) predstavlja trigonometrijski prikaz broja zjzo, pri ¢emu je:
1. ryry njegov modul, pa stoga vrijedi:

\2122\ — 121\ g |Z2|a



2. a1 + o njegov argument, pa vrijedi:
arg(z122) = arg z; + arg zs.

Dakle, mozemo zakljuciti da se dva kompleksna broja prikazana u trigonometrijskom obliku
mnoze tako da im se moduli pomnoze, a argumenti zbroje.

Nadalje ¢emo izvesti nekoliko formula koje ¢e nam koristiti za prikaz dijeljenja kompleksnih
brojeva zapisanih u trigonometrijskom obliku. U nastavku ¢emo za proizvoljan kompleksan
broj z = r(cos a + i sin «) odrediti njegovu recipro¢nu vrijednost u trigonometrijskom prikazu.

1 1
2 r(cos o + i sin «)
1 cosa — ¢sin

r(cosa+isina) cosa —isina
1 cosa—isina
r cos?a +sina

= %[cos (—a) +isin (—a)l. (1.9)

Iz prethodnog prikaza vidimo da vrijedi:

1

1
= arg(
"

z

) = —arg z.

Sada ¢emo iskoristiti ove formule pomocu kojih ¢emo prikazati dijeljenje dva kompleksna broja
zapisana u trigonometrijskom obliku.

4l 1
—_— — Zl @ H—=
zZ2 zZ2

= r(cosa; +isinay) - —(cos (—ay) + isin (—ay))
r
Iy

= g(cos (o — ap) +isin (o — ay)) (1.10)

Izraz (1.10.) predstavlja trigonometrijski prikaz broja 2, pri ¢emu je:

1. njegov modul, pa stoga vrijedi:
21

_ Al

B |22|7

2

2. a3 — ay njegov argument, pa vrijedi:

arg(j—;) = arg z; — arg zs.

Znadi, dva kompleksna broja prikazana u trigonometrijskom obliku dijelimo tako da im podije-
limo module, a oduzmemo argumente.



Ranije smo pokazali da se dva kompleksna broja z; i 29 prikazana u trigonometrijskom obliku
mnoze na sljedeci nacin:

A T’lTQ[COS (al -+ 052) + iSin (a1 -+ OZQ)]

Ako uzmemo da je z; = z9 1 uvrstimo u prethodni izraz dobit ¢emo:
2 9 o
2% = r*(cos 2a + i sin 2av).
Primjenom iste formule pomnozimo z? sa z i dobivamo:
3 2

23 =2 2z =r*(cos 2a + isin2a) - r(cosa + isina) = r3(cos 3a + isin 3a).

Analogno dalje, 2* pomnozimo sa z, pa 2%, itd. Time dolazimo do zakljucka da vrijedi opcenita
formula za potenciranje kompleksnih brojeva koja glasi:

Z" =r"(cosna +isinna), Vn €N, (1.11)
Iz nje ¢itamo da je:
1. 7™ modul broja z", pa stoga vrijedi:
2" = [=I"
2. na argument broja 2", pa vrijedi:

arg(z") = n argz.

Izraz (1.11.) nazivamo De Moivreova formula?.

1.5 Eksponencijalni zapis kompleksnog broja
Jedina neprekidna funkcija koja zadovoljava funkcijsku jednadzbu:
fla+b) = f(a)f(b) (1.12)

je eksponencijalna funkcija f(a) = e®.
Za kompleksan broj z = a 4 bi definirajmo funkciju

f(z) = e*(cosb+ isinbd). (1.13)
Provjerimo sada zadovoljava li takva funkcija jednadzbu (1.12):

f(z1)f(z2) = e"(cosay + isinby) - €*(cos by + i sin by)
= ea1+a2 [COS(bl -+ b2) + iSin (bl -+ bg)]
= f(a1 + 22).

2 Abraham de Moivre (1667. - 1754.), francuski matematicar
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Dobili smo da zadovoljava jednadzbu te je stoga moZzemo proglasiti eksponencijalnom
funkcijom i oznaciti s e*.
Dakle, eksponencijalni zapis kompleksnog broja glasi:

e® = e(cosb+ isinb), (1.14)

iz kojeg vidimo da je:
|6°] =€*, arge® =b.

Neka je dan kompleksan broj z # 0 i jednadzba
e = = (1.15)
Svako rjeSenje jednadzbe (1.15) nazivamo n-ti korijen kompleksnog broja z i piSemo
w= z. (1.16)

U nastavku ¢emo za kompleksan broj z, z # 0 odrediti izraz za njegov n - ti korijen. Najprije
prikazimo brojeve z i w u trigonometrijskom obliku:

z=r(cosa+isina),
w = 7(cos @ + isinb).
Sada ih uvrstimo u izraz (1.15)
r(cosa +isina) = 7"(cos 0 + isin b))
iz kojeg slijedi:
o+ 2km
n ?

n=a+2kr = 0= keZ. (1.18)

Broj /r je pozitivan realni broj, pozitivnog broja r. S druge strane, u formuli (1.18) necemo
dobiti beskona¢no mnogo razlicitih vrijednosti za argument 6 bez obzira $to k uzima sve cje-
lobrojne vrijednosti. Naime, te vrijednosti ¢e s vremenom definirati isti argument jer ¢e se
razlikovati za visekratnik od 27w. Primjerice, krenemo li uvrsavati redom za k£ = 0,1,2,...
dobivamo sljedece "razli¢ite" vrijednosti argumenta 6:
a  a+2r a+2(n—1)7

Svaku sljedecu vrijednost mozemo dobiti iz gornjih dodavanjem visekratnika broja 2. Analogno
vrijedi i za negativne brojeve.

Dakle, postoji to¢no n razli¢itih rjeSsenja odnosno vrijednosti n-tog korijena kompleksnog
broja z koja su dana formulom:

2k 2k
n

n

Svi ti brojevi leze na kruznici sa sredistem u ishodistu i polumjerom {/r jer imaju isti modul,
a argumenti uzastopna dva broja razlikuju se za %’T Stoga su n -ti korijeni vrhovi pravilnog n-
terokuta kompleksnog broja kojeg odreduju u kompleksnoj ravnini.
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2mwin

a/n

Slika 4: n- ti korijeni kompleksnog broja z
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2 Primjena kompleksnih brojeva u algebri

U ovom poglavlju navest ¢emo niz primjera u kojima se kompleksni brojevi prikazani u trigo-
nometrijskom zapisu mogu iskoristiti za dokazivanje algebarskih identiteta. Navedeni primjeri
su preuzeti iz [5].

Primjer 2.1. DokazZimo da se izraz
(a] +67) (a3 +03) -~ (ap + b)), ai,b; €R, i=1,23,... .k
moze napisati u obliku zbroja dvaju kvadrata.
» Trebamo pokazati da je:
(af +b7) (a3 +b3) - - (a +b}) = 2° +y°. (2.1)
Lijevu stranu izraza mozemo zapisati na sljedec¢i nacin:

k
(af +b})(a3 +b3) -+~ (af + b7) = [ [ (a2 + 83).
n=1
Svaki faktor u gornjem produktu jest zbroj kvadrata dvaju realnih brojeva $to nas asocira
na modul kompleksnog broja. Promotrimo stoga kompleksne brojeve zadane s z, =
an + byi, n=1,... k. Tada primjenom svojstva kompleksnih brojeva dobivamo

k

k
[[@+8) = [zl
n=1

n=1

13



Primjer 2.2. Izracunajmo sumu

=) (0)-0)

» Uocimo da trebamo izra¢unati sumu binomnih koeficijenata, stoga ideja ovog zadatka lezi
u poznavanju binomne formule, koja glasi:

(a+0b)" =a™ + G) a" b + (Z) e ) S R ( " 1) ab® " 4 b,
”’L —

Sada broj (1 +4)" prikaZimo po binomnoj formuli:

n n n n
1 A 1 1n—1~ n—2-:2 n—3:3 n—4 -4
(1+14) —l—(l) z—l—(2)1 i +(3>1 i —I—(4)1 1+
_|_<751> 155 4 (Z) 17646 4 (7;) 17T 4y
+( n >1n—n+1in—1+(n)1n—1in
n—1 n
1+n,_n_n,+n+n,n n'-l-—l-
1" \e 3/ \4 5)° 7 \6 7)"
Ll n ,L'n—l_l_l'n
n—1 '

Potom mu odredimo realni i imaginarni dio:

w1 () ()-() -
v =()-()+()-() -

Vidimo da prva suma odgovara sumi koju moramo izracunati. Da bismo ju izracunali,
dovoljno je odrediti realni dio broja (1 4 ¢)". Stoga ga zapiSimo u trigonometrijskom
prikazu. Vrijedi

1
r=v1+1=v2, tangOZI:l:Mo:%
te dobivamo
(14+4)" = (ﬂ(cosg—i—isin%))n = ﬁ(cos%—l—isin%).

Sada je jednostavno odrediti rjeSenje zadatka:

=)+ (D) e

Prije nego §to predemo na sljedeci primjer, iskazat ¢emo teorem koji nam je potreban za njegovo
rjeSavanje.

14



Teorem 2.1. Ako je P polinom s realnim koeficijentima i z € C njegova nultocka, onda je i Z
nul-tocka istog polinoma.

Dokaz. Vidi [5]. O

Jednostavnije kazemo da nultocke polinoma s realnim koeficijentima dolaze u kompleksno
kongugiranom paru.

Primjer 2.3. Dokazimo identitet

n—1
km
W =1{a® -1 (2—2 — 1).
a (a )k”l a acos — +

» Uo¢imo da je P(a) = a®" — 1 polinom stupnja 2n, $to znac¢i da ima 2n nultocaka. Stoga
se moze zapisati u obliku

Pla)=(a—z)(a—z1)...(a— zon_1)-
Odredimo njegove nultocke.
a®—1=0,
=1,
Prethodna jednadzba u skupu realnih brojeva ima samo dva rjesenja 1 i -1, dok u skupu
kompleksnih brojeva ima 2n rjeSenja i to su upravo 2n-ti korijeni iz jedinice. Broj 1 je
takoder kompleksan broj te ga mozemo prikazati u trigonometrijskom obliku:
1 =cos0+zsin0.

Njegov modul je jednak 1, a argument 0. Uvr§tavanjem u formulu (1.19) dobivamo formulu
za 2n razli¢itih rjeSenja odnosno vrijednosti 2n -tog korijena :

2k 2k k k
2 = cos =L 4 jsin o — cos 28 4 gsin L, k=0,1,...,2n— 1.
2n 2n n n
Uoc¢imo da za k = 0 dobivamo zy = 1, a za k = n dobivamo z, = —1, odnosno dobivamo

realne nultocke, koje su ujedno i jedine realne nultocke, a sve ostale su kompleksne. Bu-
duéi je P(a) polinom s realnim koeficijentima, po Teoremu 2.1 one dolaze u kompleksno
konjugiranim parovima. Stoga, mozemo pisati

n—1

P(a) = (a — z)(a — z,) H(a — zi)(a — Zg). (2.2)

k=1

U nastavku ¢emo uvrstiti poznate vrijednosti u izraz (2.2) i time dobiti tvrdnju zadatka,

a®™—1 = (a—1)(a+1) I:I(aQ — (21 +Z1) + 21%8)

fi—1

k k k k k k

— (a2—1)H (aZ— <cos—7r—|-isin—7r—|—cos—7r—isin—7r) +cos? L 4 sin? 28
n n n n n

n—1
k
— (az—l)H (aZ—QCos—Wa—i—l).

n
k=1

15

")



Primjer 2.4. Primjenom kompleksnih brojeva zapisanih u trigonometrijskom obliku dokazat
éemo 1 sljedeée identitete:

; 1
sin w cos 5"
1+ cosa+cos2a...+cosna = — : (2.3)
s 5
, _ , sin@sin%
sina +sin2a...+sinna = -~ : (2.4)
Sl 5

» Kompleksan broj modula 1 zapisimo u trigonometrijskom obliku

Z = CoS« + 7sin o.

» Napisimo formulu za sumu prvih n ¢lanova geometrijskog niza
1 — Zn+1

1424224+, . +2"=
1l — 2

(2.5)

i u nju uvrstimo z = cos a + ¢ sin . Dobivamo:

1+ (cosa+isina) + (cos2a + isin 2a) + ... 4+ (cos na + i sin na)
_ l—cos(n+1)a—isin(n+1)a

1 —cosa —7sin«

Sada u tako dobivenom izrazu trebamo prepoznati formule za sinus polovi¢nog i dvostrukog
kuta.

» Formula za sinus polovi¢nog kuta je:

Kvadriranjem dobivamo:
., 1—cosa
sin® — = ———
2 2
Uocimo da su izrazi 1 — cos (n + 1)a i 1 — cos « zapravo sinusi polovi¢nog kuta i mozemo

ih napisati na sljedeci nacin:

(n+1)
2

1 —cos(n+ 1)a = 2sin? a, (2.6)

1 — cosa = 2sin? %. (2.7
» Formula za sinus dvostrukog kuta je:
sin 2a = 2sin o cos av.

Potom uoc¢imo da se izrazi sin (n + 1)« 1 sin @ mogu zapisati na sljedeéi nacin:

1 1
(n+ )acos (n;— )a7

sin (n 4+ 1)a = 2sin (2.8)
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sina = 2sin%cos%. (2.9)

Tako dobivene izraze uvrstimo u (2.6) i sredimo do kraja.

o s . +1 . N 1 1
1—cos(n+1)a—isin(n+1)a 281112@2—)04—228111”; acos “a
1 —cosa —isina 2sin* ¢ — i 2sin £ cos 2
2sin 2 <s1n (Do — 4 cos ”—“a)

£ « o « & «
2s1n5<sm§ — 1 C082>

n+1 n+1
—4 sip 2L n+1 (cos o+ sin 2= )

—1 Smi (cos%—i—i sin%)

sin "Tﬂa < < (na o a) n
=2 —_—_— CO —_— —
sing 2 2 2

_|_
v (345 -3))

sin ";la no na
= - cos— + 17 sin —
sin 5 2 2

» Primjenom formule za sumu prvih n ¢lanova geometrijskog niza (2.5) dobivamo sljedeci
izraz:

14 (cosa + isina) 4 (cos2a + isin 2a) 4 ... + (cos na + i sin na)

sin ”THa ( no 5§ na)
= ———=—.|cos— 41 sin— ).
sm% 2 2

[zdvojimo i izjednacimo realni, odnosno imaginarni dio

. (n+1)a
sin cos &
1+ cosa+cos2a+...cosna = 5
sin 5
i .
, , , sin ("+ )@ gin =
l1+sina+sin2a+...sinna = =
sin 3

i vidimo da smo dobili trazene identitete (2.3) i (2.4).
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Primjer 2.5. Primjenom kompleksnih brojeva moZemo jednostavno dokazati sljedeéi identitet

2 -1
sin ~sin 2 ... sin i — Lm = 2 (2.10)
n n n 25

» Glavna ideja dokaza zapravo lezi u formuli za n-ti korijen broja 1:

2k 2k
wy, = \Viztjos—w—l—isin—ﬂ7 E=01L2 . ...0— L
n n

[spisimo sada sva moguca rjeSenja jednadzbe w™ =1 :

Or .. Onm
wyg = cos— +isin— =1,
n n
2t . 27
wp; = C€O0S— +17SIn—,
n n
A7 Aw
Wy = C€OS— —+ 12810 —,
n n
2(n—1 2(n—1
= o My o PR L (2.11)
n n

Dakle, zaklju¢ujemo da su to onda nultocke polinoma w™ — 1, pa taj polinom mozemo
prikazati u sljede¢em obliku
w' =1 = (w—w)(w—wp) - (w—w,_1)
= (w=1D(w—w) - (w—w,_1).

Dijeljenjem s faktorom (w—1) i primjenom formule za zbroj prvih n ¢lanova geometrijskog
niza, uz uvjet w # 1 dobivamo

w® —1

w—1

= (w—w)(w—wz) (W —wy1)
= G T e oW A1

Jednakost desnih strana vrijedi Vw € C, pa specijalno i za w = 1, ¢ijim uvrStavanjem
dobivamo

n = (1—w)(l—wy) (1 —wy_)
2r . 27 47w 4«
— (1—Cos——zsm—>(1—cos——zsm—)---
n n n n
2(n —1 2(n —1
—(n I — 7sin —(n )7r)
n n

---(1—cos

Kao i u prethodnom primjeru, uo¢imo da su izrazi 1 — cos 2% i sin 27“ zapravo sinus polo-

n

vic¢nog i sinus dvostrukog kuta, pa ih zapisujemo na sljedeci nacin:

T
1 — gos — = 2sin® —,
n n

.27 .o T

sin — = 2sin — cos —
n n n

18



te u nastavku dobivamo:

o o L . T Lo 2T . . 27 T
n = (231112— =% 2s1n—cos—> (2sm2 — =4 281H—COS—>
n n n n n n
. n—r . _ . (n—1Dr n—1)rw
---(281112(—)—22511'1( ) cos< ) )
n n n
el o R o B ™ . 27/ . 2w . 27
= 2" 'sin—|(sin——¢ cos— )sin—|(sin— —¢ cos— ) -+
n n n n n n
. n=Dm/ . (n—1m . (n—1)m
..8in ~——( sin ——— — ¢ cos ——— ).
n n n
Podijelimo cijeli izraz s 2"~ i dobivamo:
n Conm . 27 . (n=Dmy . ® . T 2T o
- = sin —sin — - - sin —————( sin — — i cos — ) ( sin— —i cos — ) - -
2n= n n n n n n n
. (n=1m . (n—1)m
oo sin ¥——— — ¢ cos ———
n n
Potom uzmimo njegovu apsolutnu vrijednost
n . nw . 2w . (n=Dm . ® . T . 2w 27
= sin—sin—---sin~——|sin— —¢ cos —| |sin— —¢ cos —| - - -
2n—1 n n n n nl n n |
2 =i
(n—1)m . (n—1)m
sin — 4 COS
n n

Vidimo da je apsolutna vrijednost kompleksnih brojeva 1, prema tome dobivamo identitet
(2.10) koji smo morali dokazati.
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3 Primjena kompleksnih brojeva u geometriji

U ovom poglavlju izvest ¢emo formule za trigonometrijske identitete sinusa i kosinusa visestru-
kih kutova primjenom kompleksnih brojeva te rijesiti nekoliko geometrijskih zadataka pomocu
geometrijske interpretacije mnozenja kompleksnih brojeva. Promatrani geometrijski zadaci pre-
uzeti su iz [5]. Primjena kompleksnih brojeva u dokazu slozenijih geometrijskih tvrdnji moZe se
pogledati u [4].

3.1 Sinus i1 kosinus visSestrukih kutova

U ovom potpoglavlju pomocu trigonometrijskog prikaza kompleksnog broja izvest éemo nama
dobro poznate formule za sinus i kosinus dvostrukog kuta, te na taj nacin doéi do opcenite
formule za sinus i kosinus viSestrukih kutova. Ranije smo izveli formulu za potenciranje kom-
pleksnih brojeva, poznatu kao de Moivreova formula koja za kompleksan broj z = cosa+isina
glasi

(cosa + isina)"™ = cosna + isinna. (3.1)

Za n = 2 dobivamo:
(cosa+isina)’ = cos2a + isin2a (3.2)
(cosa +isina)? = cos®a+ 2icosasina — sin® a. 3.3)

[zjednacavanjem desne strane izraza (4.2) i (4.3) te izjednacavanjem realnog i imaginarnog dijela
dobivamo formule dvostrukog kuta:

cos2a +isin2a = cos? a + 2icosasina — sin? a

{ cos 2a = cos? a — sin® « (3.4)
sin 2a = 2 cos asin o ’
Za n = 3 imamo:
(cosa+isina)® = cos3a +isin3a (3.5)
(cosa+isina)® = cos®a+ 3icos® asina + 3i*sin a cos a + i* sin® a
= cos’a+ 3icos® asina — 3sinacos® a — isin® a. (3.6)
Odavde slijedi
cos3a +isin3a = cos® a + 3icos® asina — 3sina cos® a — isin®
{ cos 3a = cos® a — 3sin acos® (37)
sin 3o = 3 cos? asina — sin® a '
Primjenom identita sin? & + cos? @ = 1 zapisimo desne strane na sljedeé¢i nacin:
{ cos 3a = cos® a — 3sina(l — cos? o) = 4cos® a — 3cos (3.8)
sin3a = 3(1 — sin? a) sina — sin® a = 3sina — 4sin® '
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Time dolazimo do opéenite formule za sinus i kosinus visestrukih kutova

(cosa+isina)” = cosna+ isinna

n n _ . n i :
= (O) Cos”a—i—z<1) cos" ' asina — (2) cos" 2 asin® o —

n _ .
—(3> cos" Basin®a+ ...

potom razdvojimo realni i imaginarni dio i dobijemo

n s . n - .
cos na :cos”—<2) cos" 2 asin® a + (4> cos" tasinta+ ...

Uoc¢imo da se sinus u gornjoj formuli javlja uvijek sa parnom potencijom, neovisno o n-u. Stoga
mozemo uvrstavati sin®a = 1 — cos? « i na taj nacin cosna prikazati s pomocéu potencije od
cos . Analogno za sin na.

3.2 Geometrijska interpretacija mnozenja kompleksnih brojeva

Neka je dan proizvoljan kompleksan broj z; = r(cosa + isin «) i kompleksan broj zo = cos +
isinf, modula 1. Umnozak ta dva broja jednak je z12o = r[cos (a+ 0) + isin (« + 0)], pri
¢emu uocavamo da smo dobili kompleksan broj modula r sto odgovara broju z; ¢iji je argument
uvecan za 6. Dakle, to je tocka koja predstavlja broj z; u kompleksnoj ravnini zarotirana za
kut 6 oko ishodista. Time smo pokazali da mnozenje s brojem 2z, geometrijski odgovara rotaciji
tocke koja predstavlja broj z; oko ishodista za kut 6 u pozitivnom smjeru. (Slika 5.)

Im

Slika 5: Rotacija tocke koja predstavlja broj z; za kut 0
oko ishodista
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U nastavku ¢emo navesti nekoliko geometrijskih zadataka koje ¢emo rijesiti primjenom ge-
ometrijske interpretacije mnozenja kompleksnih brojeva.

Primjer 3.1. Neka je M;(2,1) vrh kvadrata éije je srediste u ishodistu. Odredimo koordinate
preostalih vrhova kvadrata.

» Vrhu M; odgovara broj z; = 2 + ¢. Bududéi se dijagonale kvadrata sijeku po pravim
kutom, vrh M; odnosno drugu tocku dobit éemo rotacijom vrha M; za 90° odnosno za §
oko ishodista. To nam odgovara mnozenju s kompleksnim brojem

cos ~ + ¢sin P i
z =c0s— +isin— =i.
2 2
Stoga tocka M, predstavlja kompleksni broj zp = i -2, = (2 +14) = 2i + % = 21 — 1,
odnosno vrh M,(—1,2). Analogno dobivamo koordinate vrhova Mz i Mj:
z23 = 7 - R9 = Z(-l + 22) = -2 i, Mg(—2, —1)
Ry = 7- 3 = 2(—2 - Z) =1- 22, M4(1, —2)

Im

M,

Slika 6: Kvadrat nastao rotacijom pojedinih vrhova za kut 7
oko ishodista
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Primjer 3.2. Neka su E(5, 1) i G(1, 3) dva nasuprotna vrha kvadrata. Odredite koordinate
preostalih vrhova kvadrata.

» Buduéi da nam nije zadano gdje se nalazi srediste kvadrata, moramo ga odrediti. Kako su
F i G dva nasuprotna vrha kvadrata srediste S(zg,ys) nalazit ¢e se na polovistu duzine
EG. Njegove koordinate iznose:

241
—g—=

143

37 Ys = 9 27

€s

dakle, srediste kvadrata nalazi se u tocki S(3,2). Duzine SE i SF su jednake duljine jer
se dijagonale kvadrata raspolavljaju. Bududci se one i sijeku pod pravim kutom, vrh F

odnosno duzinu SF, dobit ¢emo rotacijom duzine SE za 90° tj. za kut I oko tocke S.

Kako rotacija oko ishodista za kut § odgovara mnozZenju s kompleksnim brojem
z = cos 5 +isin § = 1, tako vrijedi:

zr—25 = z-(zg—2s)
= Z(ZE - Zs).
Odavde slijedi:
zp=z2s5+i(zg—25) =3+2i+i(b+i1—3—2i) =4+ 4.

Dakle, koordinate vrha F' su F'(4,4). Odredimo sada koordinate vrha H. Na slici 7 vidimo
da vth H moZemo dobiti rotacijom totke E za 90° oko tocke S, ali u smjeru kretanja
kazaljke na satu, pa slijedi:

ZH — Rg — —Z(ZE — Zs>.

Iz te relacije dobivamo koordinate vrha H, H(2,0).

m

Re

Slika 7: Kvadrat nastao rotacijom pojedinih tocaka za kut 3
oko tocke S
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Primjer 3.3. Neka je By tocka kompleksne ravnine koja predstavlja kompleksan broj wy, k =
1,2,3,4. Pokazat éemo da uz uvjet

Wy — W2 = i(wg - w1>7

vriyjedi
|B1B3| - |BQB4| Z BlB3 J_ BQB4.

» Iz uvjeta wy — wy = i(wz — wyq), pa slijedi

lwy —ws| = [i(wz —w1)]
= |i] - |ws — wy|
= |wsz — wi
iz ¢ega dobivamo da nam vrijedi |By B3| = | By Byl.

Dokazimo sada da se dijagonale Cetverokuta sijeku pod pravim kutom, odnosno da je
B1B3 1 ByBy.

arg(wy —wq) = arg(i(ws — wy))
= arg i+ arg(wz — wy)

7T
= § + arg(wg — wl)

iz Cega nam slijedi da je BoBy | B B;.

Slika 8: Cetverokut B,ByB3B,

Ovisno o orijentaciji Cetverokuta By ByB3Bs umjesto broja ¢ moze doéi i broj —i. Pri-
mjetimo da u ovom zadatku vrijedi i obratna tvrdnja te stoga vrijedi da cetverokut
B1B;B3B, ima okomite dijagonale jednakih duljina ako i samo ako za njegove vrhove
vrijedi wy — wy = i(wz — wy) i wy — wy = —i(wz — wy).
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Primjer 3.4. Neka su Ci(x1,y1), Co(x2,ya) tocke u kompleksnoj ravnini. Odredit éemo koor-
dinate tocke D(z,y) za koju je trokut C1CyD jednakokracan pravokutan trokut s pravim kutom
pri vrhu D.

» Bududi se pravi kut nalazi pri vrhu D, vrijedi:

Stoga po obratnoj tvrdnji iz prethodnog zadatka slijedi da je

wq + iw2

w; —wp = i(wp — wy) odnosno wp = 1T
1

Nakon sto uvrstimo koordinate i izdvojimo realni i imaginarni dio dobivamo koordinate
tocke D:

T1+ T2+ Y1 — Yo ) :y1+y2—:1:1—|—:c2

TD 2 ) D 9

Primjer 3.5. Neka je C1CC3Cy proizvoljan cetverokut. S vangskih ili unutarngjih strana svake
stranice konstruiraju se jednakokracni pravokutni trokuti s pravim kutovima u tockama Dy, Ds,
D3, Dy koje cine éetverokut D1 Dy D3 Dy (Slika 9). Pokazat éemo da su dijagonale tog cetverokuta
jednake duljine i medusobno okomite.

Slika 9: Dijagonale ¢etverokut D; Dy D3 D, jednakih su duljina i medusobno okomite

» Koordinate tocaka Dy, k = 1,2, 3,4 po prethodnom zadatku glase:

Wy +iwy U
q1 = 1+Z ) 42 = 1+Z 3

w3t iwy _wy Wy
q3 = Td-g qqs = 135
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» Trebamo pokazati
|D1D3| = |D2D4’ 1 D1D3 J_ D2D4.

Po primjeru 4.3, dovoljno je pokazati da vrijedi
41— q2 = i(gs — q1).

Direktnim uvrstavanjem dobije se da je relacija istinita, odnosno da su duljine dijagonala
Cetverokuta D1 DsD3D, jednakih duljina i medusobno okomite.
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Sazetak

Tema ovog rada su kompleksni brojevi i njihova primjena u algebri i geometriji. Na samom
pocetku rada nalazi se kratki povijesni razvoj kompleksnih brojeva te je navedena njihova
primjena u razli¢itim podrucjima znanosti. Potom slijedi kratki pregled teorije kompleksnih
brojeva, krenuvsi od samog skupa kompleksnih brojeva, prikaza u kompleksnoj ravnini te
njegovim razli¢itim zapisima i rac¢unskim operacijama koje smo iskoristili u dokazima mate-
matickih identiteta. U tre¢em poglavlju na temelju niza primjera pokazali smo da pomocu
trigonometrijskog zapisa kompleksnog broja mozemo dokazati niz algebarskih identita te na
taj nacin istaknuli vaznost primjene u algebri. Na samom kraju dokazali smo trigonome-
trijske identitet za sinus i kosinus visestrukih kutova te opisali geometrijsku interpretaciju
mnozenja kompleksnih brojeva i na taj na¢in na nizu primjera pokazali njihovu primjenu u
geometriji.

Kljuéne rijeci: kompleksni brojevi, trigonometrijski zapis kompleksnog broja, algebra,
geometrija
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Title: Application of complex numbers in algebra and geometry
Summary

The topics of this work are complex numbers and their application in algebra and geometry.
At the very beginning of the work, there is a short historical development of complex numbers
and their application in different fields of science is stated. Then follows a short overview of
the theory of complex numbers, starting from the set of complex numbers itself, shown in
the complex plane and its different notations and calculation operations that we used in the
proofs of mathematical identities. In the third chapter, based on a series of examples, we
showed that using the trigonometric notation of a complex number, we can prove a series
of algebraic identities, and in this way they emphasized the importance of application in
algebra. At the very end, we proved the trigonometric identity for the sine and cosine of
multiple angles and described the geometric interpretation of the multiplication of complex
numbers and in this way showed their application in geometry through a series of examples.

Keywords: complex numbers, trigonometric notation of a complex number, algebra, ge-
ometry
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