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SazZetak: Tema ovog rada su numericke karakteristike sluc¢ajnih varijabli. Za potrebe njiho-
vog definiranja, bilo je potrebno ponoviti osnovne pojmove i iskazati najvaznije rezultate iz
teorije vjerojatnosti. Na osnovu slike slucajne varijable, promatrane su dvije vrste sluc¢ajnih
varijabli - diskretna i neprekidna sluc¢ajna varijabla. Kako se definiranje numerickih karakte-
ristika razlikuje za te dvije varijable, prvo su definirane numericke karakteristike za diskretnu
slucajnu varijablu, reprezentirani su primjeri odredivanja tih karakteristika, a zatim je bilo
navedeno kako se ra¢unaju neke od osnovnih numerickih karakteristika za neke od najvaznijih
parametarskih distribucija. Zatim, analogno je prikazano sve navedeno za slucaj neprekidnih
slu¢ajnih varijabli. Dodatno, prikazan je tabli¢ni prikaz numerickih karakteristika za neke
od poznatijih parametarskih diskretnih i neprekidnih distribucija. U posljednjem poglavlju
objasnjena je i na primjerima prikazana interpretacija numerickih karakteristika slucajne

varijable.

Kljuéne rijeci: vjerojatnost, diskretna sluc¢ajna varijabla, neprekidna slu¢ajna varijabla,

funkcija distribucije, funkcija gustoce, oc¢ekivanje, moment, varijanca, kvantil

Numerical characteristics of random variables

Abstract: The topic of this bachelor’s thesis is numerical characteristics of random vari-
ables. For the purpose of defining them, it was necessary to repeat the basic concepts and
express the most important results from probability theory. Based on the image of a random
variable, two types of random variables were observed - discrete and continuous random va-
riables. As the definition of numerical characteristics differs for these two types, firstly were
defined numerical characteristics for a discrete random variable, examples of determining
these characteristics were presented, and then some of the basic numerical characteristics for
some of the most important parametric distributions were calculated. Analogously everyt-
hing stated was shown for the case of continuous random variables. Additionally, a tabular
presentation of many numerical characteristics for some of the most important parametric
discrete and continuous distributions is presented. In the last chapter, the interpretation of

the numerical characteristics of a random variable is explained and shown with examples.

Keywords: probability, discrete random variable, continuous random variable, distribu-

tion function, density function,expected value, moment, variance, quantile
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Uvod

Kako se teorija vjerojatnosti gradila, bilo je o¢ito da je za slu¢ajnu varijablu moguce
definirati neke karakteristi¢ne brojeve koji zbog svojstava koje imaju mogu biti korisni u
opisivanju sluc¢ajnih varijabli.

U prvom poglavlju ovog rada definirani su osnovni pojmovi i iskazana su svojstva iz teorije
vjerojatnosti koja ¢e biti potrebna kako bi definirali slu¢ajne varijable i njihove numericke
karakteristike.

Zatim, u drugom poglavlju, definirane su diskretna i neprekidna sluc¢ajna varijabla te su
iskazana i dokazana neka njihova svojstva.

U trec¢em poglavlju definirane su neke od najvaznijih numerickih karakteristika diskretnih
i neprekidnih slucajnih varijabli te su navedeni primjeri numerickih karakteristika nekih
parametarskih diskretnih te neprekidnih distribucija.

Cetvrto poglavlje sadrzava tabli¢ni prikaz numerickih karakteristika definiranih u radu
za nekoliko vaznih diskretnih i neprekidnih parametarskih distribucija.

U posljednjem poglavlju navedena je interpretacija i vaznost numerickih karakteristika

obradenih ranije u ovome radu koja je zatim ilustrirana na konkretnim distribucijama.



1 Osnovni pojmovi iz teorije vjerojatnosti

Za potrebe razumijevanja u daljnjem radu ¢e biti uvedeni sljedeé¢i pojmovi: sluc¢ajni po-
kus, prostor elementarnih dogadaja, c—algebra, vjerojatnost, vjerojatnosni prostor i Bore-
lovi skupovi. Nadalje, biti ¢e definirana slucajna varijabla, slika slu¢ajne varijable te njezina

funkcija distribucije.

Definicija 1. Za pokus koji ima barem dva (a moZe i beskonaéno mnogo) ishoda, odnosno,

za koji ne moZemo sa sigurnoScu znati realizaciju kaZemo da je slucajan.
Napomena 1. Svaki ishod jednog izvodenja slucajnog pokusa naziva se elementarni dogadayj.

Definicija 2. Neprazan skup ) je skup svih ishoda slucajnog pokusa i nazivamo ga prostor

elementarnih dogadaja.
Iz toga slijedi da je elementarni dogadaj w sadrzan u prostoru elementarnih dogadaja 2.

Definicija 3. Za dogadaj A stavimo A° = Q\A. Dogadaj A° zovemo suprotan dogadaj
dogadaju A.

Definicija 4. Familija F podskupova od ) jest o-algebra skupova (na Q) ako je
(F1) e F

(F2) Ac F = A°e F

i=1
Definicija 5. Neka je F o — algebra na skupu ). Uredeni par (2, F) zove se izmjeriv
prostor.

Definicija 6. Neka je (Q, F) izmjeriv prostor. Funkciju P : F — R zovemo vjerojatnost

ako vrijeds

(P1) (nenegativnost vjerojatnosti) P(A) >0 , za sve A € F
(P2) (normiranost vjerojatnosti) P(Q2) =1

(P3) (o -aditivnost vjerojatnosti) Ako je dana prebrojiva familija medusobno disjunktnih

skupova (A;, i € I) CF,I CN, tj. AiNA; =0 zai# j vrijedi P (U A; ) = P(A).

el el

Definicija 7. Uredenu trojku (), F,P), gdje je Q prostor elementarnih dogadaja, F o

-algebra na ) © P vjerojatnost na F nazivamo vjerojatnosni prostor.

Definicija 8. Neka je R skup realnih brojeva. Sa Br oznacimo o-algebru generiranu fami-

lijom svih otvorenih skupova na R. Elemente o-algebre Bg cemo zvati Borelovi skupouvi.



Napomena 2. Borelovi skupovi su svi otvoreni skupouvi, zatvoreni skupovi, intervali oblika

(a,b],[a,b), jednoclani skupovi, prebrojivi podskupovi od R, itd.

Definicija 9. Neka je (2, F, P) vjerojatnosni prostor. Funkcija X : Q — R je slucajna
varijabla (na Q) ako je X' (B) € F za svaki B € B, tj. X '(B) C F.

Definicija 10. Skup vrijednosti koje slucajna varijabla X moZe poprimiti naziva se slika

slucajne varijable i oznacava s R(X).

Slu¢ajne varijable dijelimo na diskretne slucajne varijable kojima je slika diskretan skup
(konacan ili prebrojiv) i na neprekidne sluc¢ajne varijable kojima je slika neprebrojiv skup.
Osim na osnovu slike, podjela sluc¢ajnih varijabli provodi se i na osnovi njihovih funkcija
distribucija, takoder na diskretne i neprekidne. Dodatno, funkcijom distribucije su opisana
svojstva sluc¢ajnih varijabli.

Definicija 11. Neka je (X2, F, P) vjerojatnosni prostor i X slucajna varijabla na njemu.
Funkciju F : R — [0,1] koja realnom broju z pridruzuje vjerojatnost da slucajna varijabla

poprimi realizaciju manju ili jednaku tom broju, tj. funkciju definiranu s
Fz)=P{we: X(w) <z})=P(X <1x)

zovemo funkcija distribucije slucajne varijable.



2 Slucajna varijabla

U nastavku ¢ée biti definirane diskretna i neprekidna sluc¢ajna varijabla te ¢e biti navedena

i dokazana neka njihova osnovna svojstva i primjeri.

2.1 Diskretna slucajna varijabla

Definicija 12. Slucajna varijabla X na vjerojatnosnom prostoru (2, F, P) je diskretna ako
postoji diskretan skup D C R takav da je P(X € D) = 1, odnosno, ako je slika slucajne

variyjable X najvise prbrojiv skup.

Diskretne sluc¢ajne varijable zadajemo tako da zadamo skup R(X) = {z1,xs,... } 1 pri-
padne vjerojatnosti p; = P(X = z;),i € 1,1 C N. To zapisujemo u obliku tablice:

X— (.I‘l o ... Tp )
pr p2 - Pn .-
i taj prikaz nazivamo zakon razdiobe, tablica distribucije ili distribucija slu¢ajne
varijable X.

Propozicija 1. (/2], str. 58.) Niz (p;,i € N) ima sljedeca svojstva:

1.0<p; <1,VieN

2. Y pi= ;pi: 1.

i€N
Dokaz. Bududi da je X slucajna varijabla koja prima vrijednosti iz skupa R(X), slijedi da
je:

P(X € R(X)) = P(Q) = 1.

Dakle, imamo:

{X=z} C{X eR(X)}
Zbog monotonosti vjerojatnosti i definicije vjerojatnosti vrijedi:
0< P(X =x) < P(X € R(X)).

Konaé¢no, dobivamo:

Osim toga, zbog toga Sto je R(X) skup, vrijedi da je z; # x;, za i # j, pa su dogadaji
{X = z;} disjunktni. Iz toga slijedi:

Zpi = ZP(X =1x;) =P (U{X = mi}) =P(X e R(X)) =1.



Napomena 3. U slucaju diskretne slucajne varijable funkcija distribucije dana je s

Fey=PX<z)=) p
TELE
Definicija 13. Neka je X slucajna varijabla i R(X) = {x;,i € N} slika sluéajne varijable
X. Funkciju f : R — R definiranu formulom

ﬂ@z{? o2 g B ERY)

nazivamo gustoca diskretne slucajne varijable X .

Primjer 1. Prilikom bacanja pravilno izradenog novcica dva puta za redom, skup svih mo-
guéih ishoda je Q = {(p,p),(9,9),(p,9),(9,p)}, gdje p oznacava realizaciju pisma, a g re-
alizaciju glave. Odredimo skup vrijednosti koje ta slucajna varijabla moZe primiti i njima
pridruzene vjerojatnosti, distribuciju slucajne varijable te vjerojatnost da se glava realizira
barem jednom.

Oznacimo sa X slucajnu varijablu koja svakom bacanju novcica pridruzuje broj realiziranih
glava. Kako se radi o pravilno izradenom novcicu, svi ishodi su jednako moguci, odnosno:

P({(p.p)}) = P({(9:9)}) = P({(p.9)}) = P{(9.P)}) = -

Skup svih vrijednosti koje slucajna varijabla X moZe poprimiti, odnosno slika slucajne vari-
jable X je: R(X) = {0,1,2}.

Pridruzene vjerojatnosti elementima slike su:

P(X =0)=P({(p,p)}) =
P(X =1)=P{(p,9) (g

P(X =2)=P({(g:9)}) =

=

D = PUG.9) + PU.p)}) = 5

1 =

Dakle, tablica distribucije slucajne varijable X je

(1)

Oznacimo s A={glava je pala barem jednom}={glava je pala jednom ili dva put}.

Dakle, P(A) = P(X = 1)+ P(X = 2) = 3.

N =
N )

2.2 Neprekidna slucajna varijabla

Definicija 14. Neka je (2, F, P) dan vjerojatnosni prostor i funkcija X : Q — R koja

zadovoljava:

1. {lweQ: X(w) <z} €F, za svaki x € R



2. postoji nenegativna realna funkcz'ja realne vamjable f takva da je

PX<z)=P{weQ: X(w ff

Funkciju X zovemo apsolutno neprekidna ili samo neprekidna slucajna varijabla. Funkciju f
zovemo funkcija gustoce vjerojatnosti slucajne varijable X ili kraée funkcija gustoce slucajne

varijable X.

Propozicija 2. Svojstva funkcije gustoée([2], str. 61.)

Za funkciju gustoce f slucajne varijable X vrijede sljedeca svojstva:

1. (nenegativnost) f(x) >0, za sve z € R
2. (normiranost) [ f(x)dz = [ f(z)dx =
R —00

Dokaz. Nenegativnost slijedi direktno iz deﬁmcge neprekldne slucajne varijable.

Pokazimo da vrijedi normiranost. Vrijedi f f(z)dx = lim f il
n—00 "

Zbog neprekidnosti vjerojatnosti u odnosu na monotonu rastuéu familiju skupova, slijedi
lim [ f(z)dz = lim P(X <n)= lim P(X € (—oo,n]) = P(Q) = 1. m
n—o00 n—00 n—00

Napomena 4. U slucaju neprekidne slucajne varijable, funkcija distribucije dana je s
Fo) = P{X L g} = / f(t)dt

Primjer 2. Odredimo funkciju distribucije neprekidne slucajne varijable s funkcijom gustoce

o) = {\/icos(av),

zadanom §:

m
o~
=

INERNE

0,

NS
o~
=

Ako je x € (—00,0], vrijedi

F(z) = P(X <z) = / Ft)dt =

0

F(z)=P /f dm+/ (t)dt /fcos( t)dt = V2sin(x).

Zazx € <§,oo> je

0

F(z)=P(X <z)= /0dt+/\/_cos dt+/0dt \/_81an

0

:\/i-gzl.

—00 0

k]



Slijedi da je funkcija distribucije dane neprekidne slucajne varijable X

0, x € (—00,0]
Flz) = ﬂsin(w), T € <(), ﬂ
i, T € <§,oo>



3 Numericke karakteristike slucajnih varijabli

3.1 Numericke karakteristike diskretne sluc¢ajne varijable

3.1.1 Matematicko ocekivanje

Primjer 3. Kao uvodni primjer, pretpostavimo da promatramo duljinu telefonskog poziva
12 odredene telefonske govornice u odredeno doba dana. Recimo, promatramo pruvi poziv
poslije 12 sati. Pretpostavimo da nezavisno ponovimo pokus n puta, gdje je n vrlo velik @
pritom zabiljeZimo trosak svakog od njih (trosak je odreden duljinom poziva). Ako uzmemo
aritmeticku sredinu troskova, odnosno zbrojimo ukupnu cijenu svih n poziva i zatim podijelimo
s n, ocekujemo da cée aritmeticka sredina u nekom smuslu konvergirati nekom broju kojeg

bismo trebali tumacite kao dugorocnu ocekivanu cijenu poziva.

Definicija 15. Neka je (2, P(R2), P) diskretan vjerojatnosni prostor i X slucajna varijabla
na njemu. Ako red > X(w)P(w) apsolutno konvergira, odnosno, ako red 3 |X(w)P(w)|

we weN
konvergira, kazemo da slucajna varijabla X ima matematicko ocekivanje i broj

E[X]=) X(w)P(w)

we

zovemo matematicko ocekivanje slucajne varijable X.

Teorem 1. ([2], str. 56.) Neka je (Q,P(Q2), P) diskretan vjerojatnosni prostor i

X — (I’l Lo ... Tp )
pr P2 --- Pn .-
sluéagna varijabla na njemu. Redovi Y X (w)P(w) @ Y. x;p;, istovremeno apsolutno konver-
we 1€EN

giraju il apsolutno dwergiraju. U slucaju apsolutne konvergencije, sume su im jednake, tj.
vrijeds
EX] =) XwPw) =) zip.
weQ ieN
Dokaz. Familija {{X = z;},7 € N} ¢ini particiju skupa Q (jer je s X zadana funkcija), pa

jedan red mozemo dobiti iz drugog, tj.

Y XwPw) =Y )  XwPw)

we 1€N {we: X (w)=z;}

=> ) zPw)

1€EN {we: X (w)=z;}

— ZmZ Z Pliw)

iEN  {weQ:X (w)=x;}
= Z TipP;-
ieN
Ukoliko iskoristimo rezultate vezane za ponovljene redove, mozemo zakljuciti da ovi re-
dovi istovremeno ili apsolutno konvergiraju ili apsolutno divergiraju te da su im kod apso-
lutne konvergencije sume jednake.
O



Teorem 2. ([2], str. 87.) Neka je (2, P(2), P) diskretan vjerojatnosni prostor,

X(I'l o ... Ip )
pr p2 .- Pn .-
sluc¢ajna varijabla na njemu i g : R(X) — R funkcija takva da postoji E|g(X)]. Tada vrijedi:
Elg(X)] =) g(xi)pi.
i€N

Dokaz.

E[g(X)] =) g(X)P(w) =

we

=Y ) 9XW)Pw) =

1EN {we: X (w)=z;}

— Z Z g(z;) P(w) =

1EN {we: X (w)=z;}

=@ Y Pw=

1€N {we:X (w)=x;}
= Z 9(@:)pi-
1€EN

O

Uz prethodni teorem i definiciju oc¢ekivanja, moze se pokazati da vrijede svojstva oceki-
vanja iskazana u sljedecoj propoziciji.

Propozicija 3. VaZna svojstva matematickog ocekivanja(/2/, str. 87.)

Za matematicko ocekivanje diskretne slucajne varijable X vrijede sljedeca svojstva:

1. (linearnost ocekivanja) Neka sua,b € R, a X slucajna varijabla koja ima ocekivanje.

Tada i slucajna varijabla aX + b ima ocekivanje te vrijedi: ElaX + bl = aE[X] + b.

2. (momnotonost ocekivanja) Ako su X 1Y dvije slucajne varijable koje imaju ocekiva-
nja i ako vrijedi X (w) <Y (w) za sve w € Q tada vrijedi E[X] < E[Y].

3. (pozitivnost ocekivanja) Ako je X slucajna varijabla takva da je X (w) > 0 te ukoliko
je red > X(w)P(w) konvergentan, tada vrijedi E[X] > 0.

weN

Dokaz.

1. Neka su a,b € R, X slu¢ajna varijabla koja ima ocekivanje te neka je g : R — R
definirana formulom ¢(t) = at + b. Tada je g(X) = aX + b i vrijedi

ElaX + 8] = Elg(X)] = 3 glap = 3 (az; + b)pi =

1eN 1€EN

:ainpi—l—Zb:aE[X]—}—b-l:aE[X]+b.

1€EN 1€EN
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2. Neka su X 1Y dvije slu¢ajne varijable koje imaju ocekivanje te neka je X (w) < Y (w),
za svaki w € (). Vrijedi

E[X]=) X(w)Pw) <> Y(w)P(w)=E[Y] = E[X] < E[Y].

weN weN

3. Neka je X slucajna varijabla sa svojstvom da je X(w) > 0 za svaki w € ) te neka
jered > X(w)P(w) konvergentan. Iz definicije znamo da vrijedi P(w) > 0 za svaki

we
we Q, pajered Y X(w)P(w) apsolutno konvergentani > X (w)P(w) > 0, odnosno,
wen weN
FE[X] = > X(w)P(w) > 0. Dakle, vrijedi E[X] > 0.
wen
U

Teorem 3. ([2], str. 87.) Neka su X i Y slucajne varijable na (Q,P(2), P) koje imaju
ocekivanja E[X], odnosno E[Y]. Tada za proizvoljne a,b € R slucajna varijabla aX + bY
takoder ima ocekivanje i vrijedi E[aX + bY| = aE[X]| + bE[Y].

Dokaz. 1z tvrdnji vezanih za sume konvergentnih redova, kako redovi > X (w)P(w) i
wen
> Y (w)P(w) apsolutno konvergiraju, slijedi da i red Y (aX(w) + bY (w))P(w) apsolutno
weN weN
konvergira. Sada je

ElaX +bY] =) (aX(w) +bY (w)) =

we

=a) XWPw) +b) Y(w)Pw) =

weN we

— aE[X] + bE[Y].

3.1.2 Varijanca i ostali momenti

Neka je X slucajna varijabla na diskretnom vjerojatnosnom prostoru (2, P(2), P)ir > 0.
Definicija 16. Ako postoji E(X"), onda broj
pr = E(X")
zovemo moment r-tog reda ili r-ti apsolutni moment od X.
Definicija 17. Ako postoji E(|X|"), onda broj
E(X])
zovemo apsolutni moment r-tog reda ilv apsolutni r-ti moment od X.
Definicija 18. Ako postoji E[X] i E(|X — E[X]|") onda broj
E(X — BIX]I")

zovemo r-ti apsolutni centralni moment od X.
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Definicija 19. Neka je X slucajna varijabla i neka E[X] postoji. Varijancu slucajne vari-
jable X oznacavamo s

VarX = E[(X — E[X])?]
ukoliko postoji E[(X — E[X])?].
Uod¢imo da je varijanca drugi centralni moment slu¢ajne varijable X.

Definicija 20. Neka je X slucajna varijabla te neka postoji E[(X — E[X])?], odnosno, neka X

ima varyancu. Kvadratni koriyjen iz varijance naziva se standardna devijacija i oznacava

se sox =vVVarX.

Propozicija 4. Vazna svojstva varijance(/3/, str. 32.)

Za varyancu diskretne slucajne varijable X vrijede sljedeca svojstva:
1. VarX = E[X?] — (E[X])2.

2. Neka je X slucajna varijabla koja itma varijancu te neka su a,b € R. Tada vrijedi:
Var(aX +b) = a*VarX.

Dokaz.

1. E[(X — E[X))?] = E[X? - 2XE[X] + (E[X])?] = E[X?] - 2E[X]E[X] + (E[X])? =
E[X?] - 2(E[X])* + (E[X])* = B[X?] - (E[X])*

2. Var(aX +b) = E((aX +b) — (aE[X]+b))? = E(aX —aE[X])? = a*E(X — E[X])? =
a*VarX.

U

Propozicija 5. Postupak standardizacije ([2], str. 101.) Neka je X slucajna varijabla s

ocekivanjem p € R i varijancom o* > 0. Tada slucajna varijabla:

.
Y = /L,O':VO'Q
o

ima ocekiwanje 0 1 varijancu 1.

Dokaz.
Ukoliko iskoristimo rezultate pokazane u Propoziciji 3. i Propoziciji 4., imamo:
1
ElY] = —(E[X] - n) =0,

1
VarY = —QVCLT‘X — 1.
o

Definicija 21. Treci centralni standardizirani moment, ukoliko postoji, odnosno

(1)

m=£

naziva se asimetricnost (engl. skewness).
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Definicija 22. Ceturti centralni standardizirani moment, ukoliko postoji, odnosno

()

Y2=FE

naziva se spljostenost (engl. kurtosis).

3.1.3 Kvantili

Osim iz momenata, distribuciju sluc¢ajne varijable mozemo prouciti i promatrajuéi kvan-
tile.

Definicija 23. Za p € (0,1), p-kvantil slucajne varijable X s funkcijom distribucije F je
realan broj x, takav da je P(X <x,) >p i P(X >x,) >1—p.

Uoc¢imo: p-kvantil je broj takav da je slu¢ajna varijabla manja od tog broja s vjerojat-

noscéu vecom ili jednakom p te veca od tog broja s vjerojatnoséu vecom ili jednakom 1 — p.

Definicija 24. Medijan slucajne varijable X je 0.5-kvantil slucajne varijable X, odnosno,
medijan je realan broj x5 takav da je P(X < xp5) > 0.5 i P(X > x¢5) > 0.5.

Definicija 25. Donyji kvartil slucajne varijable X je 0.25-kvantil slucajne varijable X, od-
nosno realan broj xq95 takav da je P(X < xga5) > 0.25 ¢ P(X > xp25) > 0.75 a gornji
kvartil slucajne varijable X je 0.75-kvantil slucajne varijable X, odnosno realan broj z¢rs
takav da je P(X < xg75) > 0.75 i P(X > zg75) > 0.25.

Primjer 4. Neka je X slucajna varijabla dana tablicom distribucije

Odredimo ocekivanje, varijancu, standardnu devijaciju, asimetricnost, spljostenost i medijan.

Ocekivange te slucajne varijable iznosi

1 1 1 1 3
500 ) PRI [P Pl 35 e e
X] g Tl et T I TS
Kako je
1 1 1 1 13
BIE]? =P 4 1Pa P 0P =
[X] gt gTo gt T

variyjanca te slucajne varijable iznosi
13 {35"
VarX = E[X?] — (E[X]*) = — — (—) =1

Standardna devijacija iznosi

oc=VVarX = 1.

Kako vrijedi

1 1 1 1
B(E =P = P 2P . g g =
=3 gt st T



asimetricnost te slucajne varijable iznosi
X — By
o

1 1 1 1
EXY=0% 4142 4+9t. 24342 =
(K] =0 g+ g+ 2 g+ 1= 71

spljostenost te slucajne varijable iznosi

(X—E[X])4

2 4
T-4-3-2+6-G) - 2-3-(G) _a

—E
n > A 12 2

Kako je

EIX"] - 4E[X]E[X?] + 6(E[X])* E[X?] — 3(B[X])*

ol

Y=k

14 16
Vrrijeds
1 5
P( §1):P(X:O)+P(X:1):—+§=§%062520.5,
L 1 31 F
P(Xz1):P(X:1)+P(X:2)+P(X:3):§+§+1:§%0.8752().5.

Dakle, medijan slucajne varijable X je 1.

3.1.4 Numericke karakteristike nekih parametarskih diskretnih distribucija

Bernoullijeva distribucija

Ako je slucajna varijabla dana tablicom distribucije

X< 0 1)
l—=p p

za p € (0,1), kazZemo da ona ima Bernoullijevu distribuciju.
[zracunajmo numericke karakteristike ove sluc¢ajne varijable.

Ocekivanje te slucajne varijable iznosi:

EX]=0-1—-p)+1-p=0p.

= =32 () =

13

Za ra¢unanje varijance, asimetri¢nosti i spljostenosti biti ¢e potrebno prethodno izracunati

E[X?], E[X3], E[X*]. Imamo

EX’=0-(1—-p)+1*-p=np,
EX°|=0°-(1-p)+1° p=np,
EX*=0"(1-p +1*-p=p

Varijanca te sluc¢ajne varijable iznosi

VarX = E[X?] - (E[X])* =p—p* =p(1 - p).
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Standardna devijacija te slucajne varijable iznosi

= sl — g

Asimetri¢nost te slucajne varijable iznosi

E(X — E[X])® E[X% - 3E[XYE[X] + 2(E[X])®

ne o’ B {1 —p)® N
p=3p*+2p°
p(1 —p)v/p(1—p)
p—3p® + 2p°

p(1 —p)y/p(1 —p)
p(2p* —3p+1) _
p(1 —p)y/p(1 —p)

_ (A=p=2p) _
(1—-p)v/p(1—p)

_ 1—-2p
p(1—p)

Spljostenost te slucéajne varijable iznosi

E(X - EX])*  EX*] - 4E[X°]E[X] + 6(E[X])*E[X?] — 3(E[X])"]

L ot B p*(1 —p)? N
_ p—A4p*+6p° —3p*
- pP(1-p)?
_ p(1—4p+6p®> —3p®)
p*(1 —p)?
_(A-p@Ep—-3p+1) _
p(1—p)?
_3p*—3p+1
-~ p(l-p)

Lako se pokaze da je medijan te slu¢ajne varijable

0,p<1/2
Tos = [07 1]7}7 = 1/2
1,p>1/2

Primjer 5. Oznacimo li s X slucajnu varijablu cija je vrijednost broj okrenutih glava pri
jednom bacanju pravilno izradenog novcica, moZemo primujetiti da X ima Bernoullijevu dis-
tribuciju. Za tu slucajnu varijablu X, parametar p jednak je 1 — p 4 iznose % Prema tome,

E[X]:%iVarX:%-%:%l.

Binomna distribucija

Nekajen € Nip € (0,1). Zasluc¢ajnu varijablu koja prima vrijednosti iz skupa {0, 1,2, ... ,n}
s vijerojatnostima p; = P{X = i} = (7)p’(1 — p)"~" kaZemo da ima binomnu distribuciju s
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parametrima n i p i piSemo: X ~ B(n,p).
Za potrebe ra¢unanja numerickih karakteristika binomne sluc¢ajne varijable, potrebna je bi-

nomna formula iskazana u sljede¢em teoremu.

Teorem 4. Binomna formula([}], str. 24.) Neka su a,b € C in € N. Tada

n

(a+b)" = Z a" k.

k=0
Dokaz. Za dokaz vidjeti [4], str. 24.. O

Napomena 5. ([1], str. 4.) Za binomne koeficijente vrijedi svojstvo

r r—1
k = :
()=o)
Odredimo oc¢ekivanje te sluc¢ajne varijable.

BIX] = sz'(j)pia —p

1=0

Kako je za i = 0, z(?)pl(l — p)"~* = 0 i ukoliko iskoristimo Napomenu 5., imamo

E[X]anz<i_1)p’ Tl — gl R,

Uvedimo supstitucije n —1 =m i¢— 1 = j. Sada imamo

i m . s
EIX] = np}" ( .)pfu —p).
=0 \J
Sada, koristec¢i reultat Teorema 4., slijedi
E[X] =np(p+1—-p)™.
Dakle, ocekivanje te slucajne varijable iznosi
E[X] = np.

Za racunanje varijance i asimetri¢nosti biti ¢e potrebno prethodno izra¢unati E[X?] i E[X?].
U tim racunima takoder se koristi Napomena 5., Teorem 4. i supstitucije n —1=mii—1
= j. Osim toga, za i = 0 vrijedi: ¢*(})p(1 — p)"~* =01 ¢(})p'(1 — p)"~* = 0.

Sada je

BlX?] = Zn:f (?)p"(l —p)" ' = i:z : Z’(T;)p"(l —p)" ' =
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n

Racunanjem ocekivanja, dobiveno je > z(’;)p’(l —p)" " =np, paje > j(’j")pﬂ(l —p)™ I =
‘ £z

1=0
mp. Dakle,

E[X?] = np[mp + (p+ 1 —p)™] = np[(n — 1)p + 1] = n’p*> — np” + np.

Vrijedi

Rac¢unanjem E[X?], dobiveno je > 4 (77)pi(1 — )"t = n2p? — np? + np, iz ega slijedi da je

%
1=0

s (T)Pj(l —p)™ I = m?p* — mp* + mp. Sada je
=0

a2
E[X?] = np[m?p® — mp? + mp + 2mp + 1] = np[m®p> — mp® + 3mp + 1] =
= np[(n —1)’p* — (n — 1)p* + 3(n — )p + 1].

Varijanca te slucajne varijable iznosi
VarX = E[X? — (E[X])? = n?p® — np® + np — n*p® = np(1 — p).
Standardna devijacija te sluc¢ajne varijable iznosi

o =+/np(l - p).
Odredimo asimetri¢nost te slu¢ajne varijable. Vrijedi

Y E(X - E[X])* _ E[X%] - 3E[X?E[X] + 2(B[X])® _

3 3
7 (VT =)
np[(n — 1)*p? — (n — )p® +3(n — )p + 1] = 3[(n’p* — np® + np)np| + 2n°p*
np(1l —p)y/np(l —p)
np[(n —1)%p*> — (n — 1)p* + 3(n — 1)p + 1 — 3n?p® + 3np® — 3np + 2n?p?]
np(1l —p)y/np(l —p)
n2p? — 2np? + p? — np? + p® — 3p 4+ 1 — 3In?p? + 3np? + 2n2p? -
(1 —p)y/np(1 —p)
20> —3p+1 B 1—2p(1—p)

1-p/(A—-p) (1—p)y/np(l—p)
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Dakle, asimetricnost te slucajne varijable iznosi:
. 1-—-3p

RV
Na slican na¢in moze se izracunati i spljostenost, ali, zbog tehnicke zahtjevnosti, rac¢un se
izostavlja. Spljostenost te slucajne varijable iznosi
3P —-3p+1

T (- p)
Medjijan te slu¢ajne varijable je |np] ili [np].

Primjer 6. Odredimo ocekivanje i varijancu binomne slucajne varijable X s parametrima

n=204ip=s.
Ocekivange te slucajne varijable iznosi
1
E[X]:n-p:20-zz5
Varijanca te slucajne varijable iznos:
1 3 15
VarX =1 :p=-(lL—p)= 20~ —=— = —,

3.2 Numericke karakteristike neprekidne slucajne varijable

Kako bismo definirali numericke karakteristike neke neprekidne slucajne varijable po-

trebno je koristiti pripadnu funkciju gustoce.

3.2.1 Matematicko ocekivanje

Definicija 26. Neka je X neprekidna slucajna varijabla te neka je f njena funkcija gustoce.
Ukoliko je integral

[ lals(@yiz

konacan, kaZemo da slucajna varijabla X ima matematicko ocekivangje i broj

= EX]| = / Ef(x)dz

nazivamo matematicko ocekivanje neprekidne slucajne varijable.

Napomena 6. Za ocekivanje neprekidne slucajne varijable vrijede svojstva ocekivanja koja

su prethodno iskazana i dokazana kod diskretne slucajne varijable.

Napomena 7. Neka je g realna funkcija realne varijable. Ocekivanje slucajne varijable g(X)
(ukoliko postoji) racuna se slicno kao kod diskretne slucajne varijable, ali uz funkciju gustoce

te integral. Odnosno,



3.2.2 Varijanca i ostali momenti
Neka je X neprekidna slucajna varijabla, f njezina funkcija gustoée i r > 0.

Definicija 27. Ako postoji E(X"), onda broj

o)

wz/ﬂﬁmw

—00

zovemo r-ti moment od X.

Definicija 28. Ako postoji E(|X|"), onda broj
8= B(XI) = [ lal f(a)da

zovemo r-ti apsolutni moment od X.

Definicija 29. Ako postoji E[(X — E[X])"], onda broj

me = [ (o= BX]) f(@)to

—00

zovemo r-ti centralnt moment od X.
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Definicija 30. Varijancu neprekidne slucajne varijable X (ukoliko postoji) definiramo kao

broj

VarX = /(l‘—E[X])2f(1‘)d1‘

Napomena 8. Za tako definiranu varijancu vrijede sva svojstva dokazana za varijancu

diskretne slucajne varijable.

Napomena 9. Neka je X neprekidna slucajna varijabla te neka je o varijanca te slucajne va-

rijable. Asimetricnost v spljostenost neprekidne slucajne varijable definiraju se analogno kao

1 u slucaju diskretne slucajne varijable. Dakle, asimetricnost je treci centralni standardiziran:

moment, odnosno

n=~F

X — E[X]\*®
o )
dok je spljostenost cetvrti centralni standardizirant moment, odnosno

(=]

2=k
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3.2.3 Kvantili

Napomena 10. Za p € (0, 1), p-kvantil neprekidne slucajne varijable X s funkcijom distri-
bucije F' definira se analogno kao za diskretnu slucajnu varyjablu. Dakle, p-kvantil je realan
broj x, takav da je P(X < z,) > p i P(X > z,) > 1 —p.

Napomena 11. P(X < z,) > p i P(X > x,) > 1 — p moZemo zapisati i na sljedeci nacin:

Flzy) 2p i P(X2z,) > 1—p
Flpl2p i L-PlX <5,) > 1—p
F(zp) 2p @ F(zp—) <p.
gdje je F(xp,—) limes slijeva funkcije distribucije F' za tocku x,. Iz toga moZemo zakljuciti

da je p-kvantil vrijednost u kojoj funkcija distribucije "preskoci” p.

Napomena 12. Kako je X neprekidna slucajna varijabla, znamo da je F neprekidna funk-
cija. Za neprekidne funkcije vrijeds:

F(zp) = F(zp—)

pa uvjete
F(zp) 2 p

Flzy—) <p
mozemo zamijeniti s F(x,) = p. Sada, kako bismo pronasli x,, moZemo promatrati inverti-

ranje funkcije distribucije. Ukoliko F' nije invertibilna, moZe postojati vise razlicitih x).

Napomena 13. Medijan neprekidne slucajne varijable X je 0.5 — kvantil slucajne varijable

X, odnosno, medijan je realan broj xq 5 takav da je F(xgs) = 0.5.

Napomena 14. Donji kvartil neprekidne slucajne varijable X je 0.25-kvantil slucajne vari-
jable X, odnosno realan broj xgo5 takav da je F(xga5) = 0.25, a gornji kvartil neprekidne

slucagne varijable X je 0.75-kvantil slucajne varijable X, odnosno realan broj xo 75 takav da
je F(zgr7s) = 0.75

Primjer 7. Slucajna varijabla dana funkcijom gqustoce

sz (0,2)
0, x¢/{0,2)

flz) = :
Odredimo ocekivanje, varijancu, standardnu devijaciju, asimetricnost, spljostenost i medijan
te slucajne varijable.

Ocekivange te slucajne varijable iznosi

e~ R
l\D_IOO

ool w

2
E[X] = /:U . ngda: =
0



Varijanca te slucajne varijable iznosi
2
3 3
o? = /(m — E[X])?- 5" ridr = = /(m2 — 2.z E[X]+ (E[X])})2* =
0

3 9 3 2
/(:v i 2—1— )z dx e

20
Kako je
2 2
3
/(ac — E[X])}=aldr = = /(:c3 —32°E[X] + 3z(E[X])* + (E[X])*)2? =
0 0
2
3 5 99 g 21., =l
— =38 = 3= & — ) = —
8/(36 Tyt =5
0
asimetricnost te slucajne varijable iznost v, = % ~ —0.861.
Vrrijeds
2 2
3 3
/(m - E[X])4§x2dac = /($4 — 42°E[X] + 62*(E[X])? — 4z(E[X])® + (E[X])Y)2® =
0 0
2
9 27 81 39
4 3 2 2
-6 62" —dr— + —)z° = —
/(x T b AT T )T = 56
0
Dakle, spljostenost je v = %5691 = 85 ~ 3.01.

(32002 21
Kako bismo izracunali medijan, odredimo prvo funkciju distribucije slucajne varijable X.

Ako je z € (—00,0], vrijedi

Za x € (0,2] je
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Za x € (2,00) vrijeds
0 2 .
3 2 3 28
Plx)=P(X <z)= [ 0dt+ [ g-fdt+ [0dt=3 T =1

Slijedi da je funkcija distribucije dane neprekidne slucajne varijable X dana s

0, zé€& (—00,0]
F)=:2%, z€(0,2]

L, =&{200)
Za medijan (u oznaci To5) vrijedi F(xo5) = 3, pa je o5 € (0,2).
Virijeds
3
&
Fz)=<
@=L,
F iz = 833,

F71(0.5) = V4 ~ 1.59.

Dakle, medijan je priblizno jednak 1.59.

3.2.4 Numericke karakteristike nekih parametarskih neprekidnih distribucija

Uniformna distribucija

Za neprekidnu slucajnu varijablu X kazemo da ima uniformnu distribuciju na intervalu (a, b)

i piSemo X ~ U(a,b) ako joj je funkcija gustoce dana izrazom

2) — ﬁ z € {(a,b)
/() {O, r ¢ {a,b)’

Funkcija distribucije te slu¢ajne varijable je

z 0, z<a
F(X):/f(t)dt: a1 BEB<Hs
—00 1, .TZb
Ocekivanje te sluc¢ajne varijable iznosi
F x / o4 1 22 il B oaP
[X] /b—aaC /b—aw b—a?2|, b—a(2 2>

_(b—a)(b4+a) a+b
- 2b—a) 2

Za racunanje varijance i asimetri¢nosti biti ¢e potrebno prethodno izra¢unati E[X?] i E[X?].
Vrijedi

00 b
2 2 1 x3b il B a3
X7 /b—aw /b—a”” b—a3|, b—a(3 3>

1 (b—a)(a®+ab+8?) a?+ ab+ b

b—a 3 3 ’
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b_ 1 il
., b—al\4 4

(b2 — a?)(b® +a?)  (b—a)(b+ a)(b? + a?) B (a® + b?)(a + b)

4(b — a) B 4(b — a) B 4

0o b
3 3 4
37 @ B T B 1 "
E[X]_/b—adx_/b—adx_b—aél

—0o0 a

Varijanca te slucajne varijable iznosi

2, 2 2
VarX = E[X?] — (E[X])? = & +‘;b+b _ (azb) _

462 + 4ab + 4b* — 3a® — 6ab — 3b? B
12 B
a®> —2ab+ b (a—b)?
12 I

Standardna devijacija te sluc¢ajne varijable iznosi
_a—b
V12

Asimetri¢nost te slucajne varijable iznosi

E(X — E[X])® E|X% - 3E[X?E[X] + 2(E[X])3

M= 0_3 = " 3 =
(%)
(a2+b2)(a+b) a?+ab+b? atb (a+b)3
— 4 —3 +3 - % t2 5 _
B (@=b)?  ab
2 V2
(a®4b)(a+b)+(a+b)3  (a+b)(a®+ab+b?)
_ 4 2 _
N (a=b)*  a=b N
12 V12
(a+b)(a®+ab+b?)  (a+b)(a®+ab+b?) 0
(a=b)®  a—=b (a=b)?  a—b '
12 V12 12 /12

Zbog tehnicke zahtjevnosti izostavlja se postupak za racunanje spljostenosti. Spljostenost te

slucajne varijable iznosi
9
Y2 = 5

Kako je uniformna distribucija simetri¢na obzirom na vertikalni pravac koji prolazi kroz

o¢ekivanje, medijan te slucajne varijable jednak je njenom oc¢ekivanju, odnosno, iznosi

a+b

To.5 = 5
Eksponencijalna distribucija

Za neprekidnu slucajnu varijablu X kazemo da ima eksponencijalnu distribuciju s parame-

trom A > 0 ako joj je funkcija gustoce dana izrazom

f(@:{o, z <0

de ™ >0



23

Funkcija distribucije dana je s

i 0 z<0
= tdt=<" .
/f() {1—6_)‘36, >0

Za racunanje numerickih karakteristika eksponencijalne distribucije koristi se gama funk-
cija.

Definicija 31. Funkciju I' : R™ — R* definiranu izrazom

o0
= / t* L7t dt
0

zovemo gama funkcija.
Napomena 15. ([7], str. 2.) Vrijedi
Fn+1)=n!

Ocekivanje te sluc¢ajne varijable iznosi

o0

— /a:/\e_)‘x — ‘)\i\li i fit‘ — %/te_tdt T(2) =
0

0

> =

Za odredivanje varijance, asimetri¢nosti i spljostenosti biti ¢e potrebno prvo odrediti E[X?],
E[X3]i E[X1Y].

Vrijedi
; sg—w| 1 1T 1 2
27 2 Az __ _ 2 =af 2 —t ——
E[X*] = /.T Ae N = Az —dt| = | 32 » fa it = v /t dt = /\2F(3) 2
0 0 0
i o=t |  [8 17 1 6
31 _ 3y ,—Ax __ _ 4t - 3, —1 _
E[X°] = /:1: Ae N = rz —di| = | 33 te”'dt = b /t dt = /\3F(4) L
0 0 0
; Ae=t]| [ 7 1 24
47 Az __ _ B 3 ,—t —
E[X7] —/a: A =de—dat| = | w te "dt / dt = )\4F(5) i
0 0 0
Varijanca te sluc¢ajne varijable iznosi
2 1 1
VarX = E[X?] — (E[X])* = %~ 35 = 35"

Standardna devijacija te sluc¢ajne varijable iznosi

a =

E
=
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Asimetri¢nost te slucajne varijable iznosi

Lo B - E[X])® _ E[X?] - 3E[X?E[X] + 2(E[X])* _

+ 255

=l
S
I
[\]

Spljostenost te slucéajne varijable iznosi

y = DK — EX])* _ BXY - 4E[X°|E[X] +6§E[X])2E[X2] —3(EXDY _

24 6 1 1. 2 1
Moy atbe-w—3-%

>

I
>;|»~|>;_|©
Il
Ne)

Oznacimo s g5 = mT2 Pogledajmo vrijednost funkcije distribucije za x = zy5. Kako je

e B S L
5 272

prema Napomeni 12. slijedi da je z¢5 = lnTQ medijan te sluc¢ajne varijable.

Normalna distribucija

Za neprekidnu slucajnu varijablu X kazemo da ima normalnu distribuciju s parametrima p

i 0% i pisemo X ~ N (u,0?) ako joj je funkcija gustoée dana izrazom

Flem ) = e 22 , xR

Funkcija distribucije dana je s

Ako stavimo t = (ITTM) dobivamo

1 )2 1 7 2 = 2 7 2
E[X] = — /a:e_(%%) dx:E /(at—l—,u)e_gdt:\/%/te_gdt—i—\/%/e_g.

—0o0
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00 2
Kako je te”Z neparna i integrabilna na R vrijedi [ te-zdt =0. S druge strane, kako je
t2

[e.e] 2 o0 2
e~ 7 parna i integrabilna na R, vrijedi [ e Tdt =2 [ezdt
Sada imamo

B 2 [ oo F=u| 2 [ g
T Vor T |tdt =du| T 27 f \F —

Kako bismo odredili varijancu te slu¢ajne varijable, odredimo prvo E[X?]
Vrijedi

I L,
E[X? = = /(E2€ (20) dzx.
o

Uz supstituciju ¢t = 54 dobivamo

7T

s r/t“d”ﬁ”/ N r/

42 2
Ukoliko iskoristimo da su funkcije e ez parne i integrabilne na R, a funkcija te™2" 2

+2
neparna i integrabilna na R imamo:
202 T —t2 2/1,2 i —t2
EXQZ—/ e? /ert:
X7 V2T V2
0
B 202 242 r (1) B
V27 2\/m
0
20’2 —¢2 t2 — 7
= e dt + p® = 4 3
Vo H A / el
0 0
402 | 22 (3 20 f
- —_— 2 —Ud = —F 2 = — —
Qﬁ uze du + p* = T (2)—1—# \/7_T + p? = o+ 2

Varijanca te sluc¢ajne varijable iznosi

VarX = E[X?] — (E[X])> =0 + p*> — p* = 0.

Standardna devijacija te sluc¢ajne varijable iznosi
VVarX =

Standardizacijom normalne sluc¢ajne varijable (pogledati Propoziciju 5.)
slucajnu varijablu

dobivamo novu
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koja ¢e ponovno biti normalna slu¢ajna varijabla, ali s o¢ekivanjem 0 i varijancom 1. Takva
normalna sluc¢ajna varijabla naziva se jedini¢na ili standardna normalna sluc¢ajna varijabla
i oznacavamo je s Y ~ N(0,1). Sada umjesto asimetri¢nosti slucajne varijable X, moZemo

izracunati tre¢i moment slucajne varijable Y.

Vrijedi
3 o0
nw=EFE <X_7E[X]) = E[Y?] = - /x3e_z22d:c
o Vor

g i

Kako je podintegralna funkcija x°e~2 neparna i integrabilna na R, gornji integral je jednak

nuli i asimetri¢nost normalne slucajne varijable iznosi v; = 0.
Sli¢no kao i za asimetri¢nost, umjesto spljostenosti slucajne varijable X, mozemo izrac¢unati

¢etvrti moment slucajne varijable Y.

Vrijedi
= 4 = 22
Yo=F <X7E[X]) — E[¥] = £ / zte” 7 dz.
o V2

Kako je podintegralna funkcija parna i integrabilna na R, imamo

oo
/ x4e__dx =
0

/% 4F i :i%:&
7T 2 ﬁ 4
0

Dakle, spljostenost normalne sluc¢ajne varijable X iznosi vy, = 3.

+2

@\w
)

Kako je normalna distribucija simetri¢na obzirom na vertikalni pravac koji prolazi kroz

o¢ekivanje, medijan te slucajne varijable jednak je njenom oc¢ekivanju, odnosno xg 5 = pu.
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4 Tabli¢cni prikaz numerickih karakteristika vaznih dis-
kretnih 1 neprekidnih distribucija

Naziv distribucije Bernoullijeva Binomna
Parametri p € [0,1] n,p
Ocekivanje P np
Varijanca p(1—p) np(1l — p)
Asimetri¢nost —F -
p(1-p) np(1—p)
- 3p?—3p+1 3p2—3p+1
Spljostenost ’; (1_2 ) %
0,p<1/2
Medijan [0,1],p=1/2 Lnp], [np]
1,p>1/2

Tablica 1: Numericke karakteristike vaznih diskretnih distribucija

Naziv distribucije Uniformna na | Eksponencijalna| Normalna
(a,b)
Parametri a,b € (—o0,0) A>0 u, o
o - a+b 1
Ocekivanje = % ]

.. (b—a)2 1 2
Varijanca = 3z o
Asimetri¢nost 0 2 0
Spljostenost % 9 3

> a+b In2
Medijan = = 7

Tablica 2: Numericke karakteristike vaznih neprekidnih distribucija
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5 Interpretacija numerickih karakteristika slucajne vari-
jable

Matematicko ocekivanje ima nekoliko tumacenja, medutim, jedno osnovno tumacenje je
ono tezista. Naime, ako se promatra sustav u kojem je masa f(x;) smjeStena u tocku z; ,
i=1,...,n, tada je E[X] teziSte (tocka ravnoteze) tog sustava. U tom smislu, F[X] se
naziva mjerom sredisSnje tendencije sluc¢ajne varijable X. Ista interpretacija vrijedi i kada X
poprima (prebrojivo) beskona¢no mnogo vrijednosti.

Primjer 8. (/5/, str. 78.) Pretpostavimo da osiguravajuée drustvo placa iznos od 1000
americkih dolara za izqubljenu prtljagu na putovanju zrakoplovom. Iz prethodnih iskustava
je poznato da turtka placa ovaj iznos u jednoj od 200 polica koje prodaje. Pitamo se koju bi
premiju turtka trebala naplatiti? Definiramo slucajnu varijablu X na sljedeéi nacin: X =0
ako ne dode do gubitka, Sto se dogada s vjerojatnoséu 1 — (1/200) = 0.995, + X = —1000 s
vjerojatnoséu 0.005. Tada je ocekivani gubitak poduzeca: E[X] = —1000-0.005 = —5. Dakle,
turtka mora naplatite 5 americkih dolara da bi izjednacili ocekivani gubitak. Tome ée obicno
dodati razuman 1znos za administrativne troskove i ostvarenje dobitu.

Ukoliko promotrimo definiciju varijance, ona je drugi centralni moment sluc¢ajne varijable
X idaje mjeru ocekivanog kvadratnog odstupanja slu¢ajne varijable X od njenog ocekivanja.
Varijanca predstavlja i mjeru rasprsSenja (disperzije) temeljne distribucije. U mehanici se
varijanca naziva momentom tromosti.

Pozitivni kvadratni korijen od varijance, odnosno, standardna devijacija mjeri se u istim
jedinicama kao X (i E[X]) i sluzi kao mjerilo za mjeru odstupanja slucajne varijable X od
svog ocekivanja F[X]. Kao i varijanca, standardna devijacija govori o rasprSenosti realizacije
slucajne varijable oko oc¢ekivanja.

Primjer 9. Neka je X slucajna varijabla dana tablicom distribucije

01 2
X(l 1 1)-
4 2 4

Odredimo varijancu i standardnu devijaciju slucajne varijable X.
Ocekivange te slucajne varijable iznosi

Kako je
vrijeds .
VarX = E[(X — E[X])?] = E[X?] — (E[X]?) = 5~ 1 =

Standardna devijacija te slucajna varijable iznosi

1
o= VVar X — \/; ~ 0.7071

Dakle, mjera rasprsenja realizacije slucajne varijable oko ocekivanja je priblizno jednaka 0.71.

Cebisevljeva nejednakost donosi tumacenje oc¢ekivanja i varijance svake slu¢ajne varijable
koja ima varijancu.
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Propozicija 6. ([6], str. 313.) Neka je X slucajna varijabla i g nenegativna Borelova
funkcija takva da je E[g(X)] < oco. Ako je g parna funkcija i rastuéa na [0,00) , tada za
svaki € > 0 vrijeds

Elg(X)]
P{|X|> ¢} < g0

Dokaz. Za dokaz vidi [6], str. 313. O

Propozicija 7. Cebisevljeva nejednakost ([2], str. 90.)
Neka je X slucajna varijabla koja ima varijancu o te neka je dan broj k > 0. Tada vrijedi

P{X — 4l 2 ko) < o,
gdje je p ocekiwanje slucajne varijable X.
Dokaz. 1z Propozicije 6. slijedi
E|IX -EX|? VarX 1
k%o T k202 k2

O

P{IX — E[X]| > ko} = P{IX — E[X]]* > ¥*0?} <

éebiéevljevu nejednakost tumacimo na sljedeéi nacin: vjerojatnost da sluc¢ajna varijabla
X odstupa od svog oc¢ekivanja po apsolutnoj vrijednosti za vise ili jednako k standardnih de-
vijacija, manja je ili jednaka od k% Pogledajmo znacenja treceg standardiziranog momenta,
odnosno asimetrije i ¢etvrtog standardiziranog momenta, odnosno spljostenosti.

Asimetrija predstavlja mjeru asimetrije distribucije. Distribucija je asimetri¢na kada
njena lijeva i desna strana nisu zrcalne u odnosu na pravac x = E[X]. Asimetrija distribucije
oznacava nagnutost distribucije na lijevu ili desnu stranu. Distribucija moze imati desnu (ili
pozitivnu), lijevu (ili negativnu) ili nultu asimetriju. Normalne distribucije su simetri¢ne,
odnosno asimetrija im je jednaka nuli.

Primjer 10. Promotrimo uniformnu neprekidnu distribuciju s parametrima 0 ¢ 1.
Funkcija gustoce te slucajne varijable dana je s

_J1 2€(0,1)
f(x)_{ z ¢ (0,1).

_0+1 1
M - 2 -

© _|
K
< |
|
o |
= I I I T I T T

-1.0 05 0.0 05 1.0 1.5 2.0

Slika 1: Graf funkcije gustoce uniformne neprekidne distribucije s parametrima 0 i 1
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Iz grafa funkcije gustoce uniformne neprekidne distribucije s parametrima 01 1 vidljivo je
kako je ona simetricna obzirom na vertikalni pravac kroz ocekivanje. Takav rezultat mogao se
1 pretpostaviti s obzirom na ranije 1zracunatu asimetricnost uniformne neprekidne distribucije
koja iznosi v, = 0.

Pomocu spljostenosti se interpretira zaobljenost vrha i debljina repova distribucije u
odnosu na normalnu distribuciju. Prema tome, razlikujemo mezokurti¢nu distribuciju (sp-
ljoStenost iznosi 3 i to je normalna distribucija), zatim leptokurti¢na distribucija ¢ija je
spljostenost veéa od 3 te ona ima Siljastiji vrh i deblje repove u odnosu na normalnu dis-
tribuciju, te postoji platikurti¢na distribucija koja ima spljoStenost manju od 3, a ¢iji je
vrh nizi i 8iri, a repovi tanji od vrha normalne distribucije. Cesto se promatra i tzv. visak
spljostenosti koji se racuna na nacin da se od spljostenosti oduzme 3.

Primjer 11. Spljostenost o eksponencijalne distribucije iznosi 9. Dakle, radi se o lepto-
kurticnoj distribucigi. To je u skladu i s grafom funkcije gustoée eksponencijalne distribucije
(vrh distribucije je Siljastiji u odnosu na normalnu distribuciju).

04

| | | | | |
0 10 20 30 40 50

Slika 2: Graf funkcije gustoce eksponencijalne distribucije s parametrom 1

Promotrimo znacenje p-kvantila sluc¢ajne varijable X. Za neki p € (0, 1), p-kvantil je broj
za kojeg vrijedi slu¢ajna varijabla manja od tog broja s vjerojatnoséu barem p i veca od tog
broja s vjerojatnoséu vecom ili jednakom 1 — p. Ukoliko izdvojimo medijan (0.5-kvantil),
mozemo zakljuciti da je medijan broj za kojeg vrijedi: vjerojatnost da je slu¢ajna varijabla
manja ili jednaka tom broju i vjerojatnost da je slucajna varijabla veca ili jednaka tom broju
iznosi barem 0.5. Medijan predstavlja jednu od mjera centralne tendencije slu¢ajne varijable.

Primjer 12. Odredimo medijan slucajne varijable X danom sljedecom tablicom distribucije:

01 2 3 4
X(; i @ @ 1)'
8§ 8 4 8 B8
Odaberimo prozvoljni x' € [2, 3].
Uocimo da vrijeds
1L .1 1 5
PX<alil=—F_-4 —=—_2>05
Xso)=gtgty=520%
PX>a2)=>4+2_05
-8 8

Iz toga slijedi da je medijan dane slucajne varijable svaki realan broj iz segmenta [2,3] i
mozemo zakljuciti da medijan ne mora biti jedinstven.
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