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Sazetak

Svrha ovog rada je predstaviti europske call i put opcije u diskretnom vremenu na fi-
nancijskom trzistu. Za pocetak u prvom poglavlju definirani su temeljni pojmovi vezani za
financijsko trziste i financijske instrumente koji su glavni alat trgovanja na financijskom trzi-
stu. Nadalje objasnjena je osnovna podjela financijskih instrumenta na osnovne i izvedene.
U drugom poglavlju se obraduju opéenite karakteristike najfleksibilnije vrste izvedenica, a to
su opcije. Sljedece poglavlje daje kratki pregled razli¢itih vrsta opcija koje su po odredenim
karakteristikama razvrstane u Sest skupina. Pojasnjene su sljedece opcije: call, put, europske,
americke, robne, financijske, pokrivene, nepokrivene, kratkoro¢ne, dugoro¢ne, standardne i
egzoticne. Cetvrto poglavlje detaljnije predstavlja pojam diskretnog vremena i obraduju se
osnovni pojmovi vezani za diskretan vjerojatnosni prostor. Takoder predstavljaju se osnovne
pretpostavke matematickih modela financijskih trzista, jednoperiodni i viseperiodni model
na financijskom trzistu. Zadnje poglavlje posveéeno je europskoj call i put opciji, obradene
su njihove vrijednosti u trenutku dospijec¢a i primjeri uspjesne i neuspjesne europske call
opcije. Objasnjen je jednoperiodni binarni model financijskog trzista, te cijene rizi¢nih i
nerizi¢nih financijskih instrumenata na njemu. Na kraju predstavljeni su teoremi o sluc¢aju
kada jednoperiodni binarni model ne dopusta arbitrazu i o nearbitraznoj cijeni ECO i EPO

u okviru binarnog modela, te dokazi i primjeri vezani za njih.

Kljucne rijeci

financijsko trziste, diskretno vrijeme, europske opcije, call i put opcije

European call and put options on the financial market in
discrete time

Abstract

The purpose of this paper is to present a European call and put options in discrete time
on the financial market. The first chapter defines the basic terms related to the financial
market and financial instruments, which are the main trading tools on the financial market.
Furthermore, the basic division of financial instruments into basic and derivative financial
instruments is explained. The second chapter deals with the general characteristics of the
most flexible type of derivatives, which are options. The following chapter gives a brief over-
view of different types of options, which are classified into six groups according to certain
characteristics. The following options are clarified: call, put, Furopean, American, commo-
dity, financial, covered, uncovered, short-term, long-term, standard and exotic. The fourth

chapter presents the concept of discrete time in more detail and describes basic concepts



of discrete probability space. The basic assumptions of mathematical models of financial
markets, single period and multiperiod financial market models are also presented in this
chapter. The last chapter is devoted to a European call and put options, their values at
maturity and examples of successful and unsuccessful European call options. The single
period binary model of the financial market, the prices of risk-free financial instruments and
the prices of financial instruments with risk are also explained. Finally, theorem when the
single period binary model does not allow arbitrage and theorem on the non-arbitrage price
of ECO and EPO on the binary model are presented, as well as proofs and examples related
to them.

Keywords

financial market, discrete time, European options, call and put options
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Uvod

Trziste je pojam za mjesto na kojem se susre¢u ponuda i potraznja za nekim dobrom.
U sluc¢aju financijskog trzista, dobro oko kojeg se odvija ponuda i potraznja su financijski
instrumenti. TrziSta novca i kapitala, kao dijelovi financijskog trzista otvoreni su prema
konkurentnom djelovanju. To znac¢i da poveéanje ponude i smanjenje potraznje dovodi do
smanjenja vrijednosti, a povecanje potraznje i smanjivanje ponude rezultira poveéanjem vri-
jednosti na trzistu. Buduéi da su u danaSnje vrijeme financijska trzista sve osjetljivija na
rizik od pada vrijednosti, razvile su se nove mogucnosti investiranja kako bi se taj rizik
smanjio. Neke od tih moguénosti nude izvedeni financijski instrumenti od kojih se opcije
smatraju kao najfleksibilnije. Osnovne vrste opcija su call opcije i put opcije. Call opcija
daje vlasniku pravo, ali ne i obvezu, da kupi ugovorni vrijednosni papir ili eventualno neku
drugu prethodno dogovorenu temeljnu imovinu po to¢no odredenoj cijeni u odredenom vre-
menskom periodu. Put opcija predstavlja pravo na prodaju temeljne imovine ili vrijednosnog
papira po zajamdcenoj cijeni izvrsenja tijekom cijelog Zzivotnog vijeka. Osim na call i put,
opcije se mogu podijeliti i na europske i americke. Europski tip opcije je financijska opcija
koju kupac moze iskoristiti tek nakon isteka ugovora, odnosno na datum dospijeca. Drugim
rije¢ima, ako temeljna imovina daje prednost kupcu opcije prije isteka, on ne¢e mocéi profi-
tirati koristenjem opcije, za razliku od americkih opcija koje se mogu izvrsiti bilo kada prije
isteka. Opcije su izuzetno vrijedna “imovina’ na danasnjim financijskim trzistima, nudeci
financijskim struénjacima mnoge prilike. Prednosti koje nude opcije su potencijalno visoki
prihodi, ogranicenja rizika, financijska poluga, fleksibilnost i moguénost da se ostane na tr-
zistu bez posjedovanja imovine koja se moze prodati. Same moguénosti su prili¢no slozene
i zahtijevaju napredno poznavanje njihove upotrebe, kao i razumijevanje njihovih prednosti
i mana. Dalje u radu biti ¢e objasnjene europske call i put opcije na financijskom trzistu u

diskrentom vremenu, no prvo ¢emo zapoceti sa definicijom osnovnih pojmova.



1 Financijsko trziste

Definicija 1. Financijsko trziste je zajednick: naziv za sva specijalizirana, medusobno pove-

zana trZista, na kojima se susreéu ponuda v potraznja za razlicitim financijskim instrumen-

tima. (vidi [4])

Financijski instrument je dokument kojim se dokazuje vlasnistvo nad nekom financijskom
imovinom. On omogucava i osigurava transfer novéanih sredstava, te ureduje prava i obveze
izmedu ugovornih strana. Prema (vidi [1]), financijsku imovinu kojom se trguje dijelimo u

dvije osnovne kategorije:
e osnovni financijski instrumenti
e izvedeni financijski instrumenti.
Osnovni financijski instrumenti dijele se na dvije skupine:
e neriziCni: novac, drzavne obveznice
e rizi¢ni: strane valute, dionice, korporativne obveznice.

Glavna razlika izmedu navedenih skupina je $to kod nerizi¢nih financijskih instrumenata
uvijek mozemo toc¢no izracunati kako ¢ée se mijenjati njihova vrijednost u buduénosti. Kod
rizi¢nih financijskih instrumenata postoji rizik, odnosno ne mozemo to¢no odrediti kako ée

se mijenjati njihova vrijednost kroz vrijeme.

Izvedeni financijski instrumenti su forward i futures ugovori, opcije i swapovi. Njihova

vrijednost izvedena je iz vrijednosti osnovnih financijskih instrumenata.

Definicija 2. Forward ugovor je ugovor u kojem se jedna strana (kupac) obavezuje na kupnju,
a druga strana (prodavatelj) na prodaju financijske imovine u trenutku dospijeca T po tzv.

forward cijeni ili cijeni izurSenja K. (vidi [1])

Ovom vrstom ugovora se kupac zeli zastititi od prevelikog porasta cijena, a prodavatelj od
pada. Futures ugovor je ugovor izmedu kupca i prodavatelja kod kojeg se uvjeti unaprijed
dogovaraju, a isporuka je odgodena. lako se cijena unaprijed dogovara, ona se svaki dan

korigira s obzirom na vrijednost uspostavljenu na burzi.



2 Opcenito o opcijama

Definicija 3. Opcije su izvedenice koje drzatelju daju pravo, ali ne i obvezu, kupnje ili

prodaje vezane imovine po odredenoj cijeni do datuma njihova dospijeca. (vidi [7])

Opcije su najpopularnije izvedenice zbog svoje fleksibilnosti i moguénosti zastite od posto-
jec¢ih rizika. Na primjer za sprjecavanje rizika promjene kamatnih stopa i rizika promjene
tecaja medu valutama. Najvazniji dogadaj koji je pridonio njihovoj popularnosti je osnivanje
prve organizirane burze opcija u Chicagu 1973. godine pod imenom CBO (engl. Chicago
Board of Options). Za razliku od future, forwards i swaps kod kojih trzisni sudionici dijele
rizik koji je posljedica promjene vrijednosti, opcije se koriste kako bi se prebacio dio rizika
na druge trzisne sudionike koji su spremni preuzeti rizik za odredenu naknadu. (vidi [7])
lako i opcije i future ugovori sluze kao instrumenti za ograni¢avanje rizika, osnovna pred-

nost opcija je moguénost ostvarenja znacajnih profita sto je kod future ugovora onemoguéeno.

S obzirom da se opcijama trguje na financijskom trzistu one imaju svoju vrijednost, odnosno
cijenu. Treba znati razlikovati dva pojma vezana za cijenu a to su cijena izvrSenja i premija.
Cijena izvrSenja je cijena po kojoj vlasnik opcije moze kupiti ili prodati imovinu koja je
predmet opcije.

Premija je iznos koji za prava iz opcije prima njen prodava¢ od njezina kupca. (vidi [4])

Trgovanje opcijama ovisno o razlici izmedu trziSne vrijednosti i cijene izvrSenja moze biti:

e Out of the money - trzisna vrijednost je manja od cijene izvrSenja call opcije, od-

nosno trzisna vrijednost je veca od cijene izvrSenja put opcije
e At the money - trzina vrijednost jednaka je cijeni izvrSenja call i put opcije

e In the money - trzisna vrijednost je veéa od cijene izvrsenja call opcije, odnosno

trziSna vrijednost je manja od cijene izvrenja put opcije (vidi [4]).

U slucaju kada je opcija "at the money" ili "in the money" kupac ima motivaciju da iskoristi
svoje pravo na opciju. On ima pravo izbora da li zeli upotrijebiti to pravo ili ne, ali prodavac

ima obvezu izvrsiti opciju ukoliko kupac to zeli.



3 Vrste opcija
Opcije mozemo razvrstati prema sljede¢im karakteristikama:
e zauzetoj investicijskoj poziciji (call i put)

e mogucnosti izvrSenja (europske i americke)

karakteru temeljne imovine (robne i financijske)

pokrivenosti temeljnom imovinom (pokrivene i nepokrivene)

vremenu trajanja (kratkoro¢ne i dugoro¢ne)

standardnosti temeljnih karakteristika (standardne i egzoti¢ne opcije).

3.1 Call opcije i put opcije

Opcije su izvedeni financijski instrument koji su najbrze rastuca izvedenica na trzistu.
Najznacaniji razlozi njihovog uspjeha je moguénost zarade velikih iznosa i ograni¢avnje mo-
guc¢ih gubitaka. S obirom da li se ostvaruje pravo prodaje ili pravo kupnje, opcije se dijele

na dvije osnovne skupine, koje ¢e u narednim poglavljima biti detaljnije objasnjene:
e call opcije

e put opcije.

3.2 Europske opcije i americke opcije

Prema nacinu na koji se moze realizirati pravo iz opcije do datuma dospijeca, razlikuju

se dva tipa opcija:
e curopske opcije
e americke opcije.

Europske opcije omoguéuju svojim vlasnicima kupnju ili prodaju vrijednosnih papira
ili druge temeljne imovine na to¢no odreden datum dospijeé¢a T koji je naveden u opciji.
To znac¢i da ako temeljna imovina daje prednost kupcu opcije prije isteka, on nece moci
profitirati koriStenjem opcije. Americke opcije dozvoljavaju svom vlasniku da kupi ili proda
temeljnu imovinu u bilo kojem trenutku prije 7. S obzirom na to, vlasnici americkih opcija
imaju vecu fleksibilnost od vlasnika europskih opcija, buduéi da svoje pravo na opciju mogu
iskoristiti u duzem vremenskom periodu. S obzirom da se ne moze predvidjeti unaprijed koji
je najpovoljniji trenutak za izvodenje opcije, u vecini sluc¢ajeva americke opcije se takoder

izvrSsavaju neposredno prije isteka, osim ako je prije isteka opcije sluc¢aj "in the money".



3.3 Robne opcije i financijske opcije

Obzirom na vrstu temeljne imovine na koju su opcije sastavljene, dijele se na:
e robne opcije
¢ financijske opcije

Robne opcije su sastavljene na bilo kakvu realnu imovinu. Pod realnu imovinu se svrstavaju
nekretnine, energetski proizvodi, metali, poljoprivredni proizvodi i slicno. U financijskim
opcijama, temeljna imovina je financijska imovina, to su vrijednosni papiri, indeksi, dionice,

obveznice, valutni te¢ajevi, kamatne stope i ostalo.

3.4 Pokrivene opcije i nepokrivene opcije

Prema pokrivenosti temeljne imovine razlikujemo dvije vrste opcija:
e pokrivene opcije
e nepokrivene opcije

Pokrivenost opcije se odnosi na vezu izmedu sastavlja¢a opcije i temeljne imovine na koju se
opcija sastavlja. Ukoliko sastavlja¢ posjeduje temeljnu imovinu opcije, tada se radi o pokri-
venoj opciji. U slucaju da sastavlja¢ ne posjeduje temeljnu imovinu radi se o nepokrivenoj

opciji.

3.5 Kratkoroc¢ne opcije i dugorocne opcije

Opcije su najcesée kratkoroc¢ni financijski instrumenti sto zna¢i da vrijeme dospijec¢a nije
dulje od devet mjeseci. Takoder postoje i dugoro¢ne opcije. Opcije koje imaju vrijeme
dospije¢a duze od jedne godine zovu se LEAPS opcije.

3.6 Standardne opcije i egzoticne opcije

Na sluzbenim trzistima opcija, opcije moraju postovati propisana pravila i standarde koje
je propisala burza. Za razliku od njih, na nesluzbenim trzistima opcije mogu biti sastavljene
prema dogovoru kupca i prodavatelja, bez postivanja pravila. Opcije koje imaju standardne
karakteristike zovemo "plain vanilla", a one sa posebnim karakteristikama egzoti¢nim opci-
jama.

Plan vanilla opcije imaju sljedec¢e karakteristike: fiksno vrijeme dospijeca T, fiksnu cijenu
izvrSenja K i jednu financijsku imovinu.
Egzoti¢ne opcije imaju barem jednu karakteristiku modificiranu u usporedbi s plain vanilla

opcijama.



4 Diskretno vrijeme i matematicki modeli financijskih tr-

v

1Sta

NK

4.1 Diskretno vrijeme

Kroz zelju za boljim razumijevanjem posljedica koje trziste ostavlja na sveukupnu suvre-
menu ekonomiju i drustvo, te bolju procijenu vrijednosti financijske imovine u budué¢nosti,
znanstvenici su stvorili matematicke modele za procijenu vrijednosti. Matematicki modeli
su zapravo samo gruba aproksimacija slozenih i nepredvidivih stvarnih financijskih trzista.
Matematicki modeli mogu se konstruirati u diskretnom i kontinuiranom vremenu. U ovom
radu fokusirati éemo se na matematicke modele financijskih trzista u diskretnom vremenu.
Vrijednost nekog financijskom instrumenta u diskretnom vremenu modelirati ¢emo pomocu
vrijednosti sluc¢ajne varijable ¢ije vrijednosti promatramo u kona¢no mnogo trenutaka. Zbog
toga ¢e vrijednost financijskog instrumenta kojeg promatramo na intervalu izmedu dva uzas-
topna trenutka biti konstantna. Diskretne slucajne varijable promatramo na diskretnom

vjerojatnosnom prostoru pa ¢emo za pocetak to definirati.

Skup €2 koji kao elemente sadrzi sve Sto se moze realizirati kad izvedemo promatranje nazi-

vamo prostor elementarnih dogadaja.

Definicija 4. Neka je dan neprazan skup ). Familija F podskupova skupa () jest o-algebra
skupova na ) ako vrijedi:

1.0eF
2. ako je A€ F, onda je i A € F

3. ako je dana prebrojiva familija skupova (A,,n € N) C F, onda F sadrzi i njihovu

OAneF
=1

Definicija 5. Neka je €2 neprazan prostor elementarnih dogadaja i F' o-algebra skupova na

unyju, tj.

njemu. Funkciju
P:F—-R

zovemo vjerojatnost na ) ako zadovoljava sljedece zahtjeve:
1. nenegativnost vjerojatnosti: P(A) >0, za sve A € F
2. mormiranost vjerojatnosti: P(2) =1

3. o -aditivnost vjerojatnosti: ako je dana prebrojiva familija medusobno disjunktnih sku-
pova (A;,i € I) CF,ICN, tj. AiNA; =0 é&im jei+# j, tada vrijedi

P (U Ai) =Y P(4)

1€l el

6



Definicija 6. Neka je Q2 neprazan skup, F' o-algebra dogadaja na njemu, a P vjerojatnost
na Q. Uredenu trojku (0, F, P) zovemo vjerojatnosni prostor.

Vjerojatnosni prostor kod kojega je ) konac¢an ili prebrojiv skup, a pridruzena o-algebra je
jednaka partitivnom skupu od €2, zvat ¢emo diskretan vjerojatnosni prostor.

Definicija 7. Neka je dan diskretan vjerojatnosni prostor (2, P(Q2), P). Svaku funkciju
X : Q2 — R zvat écemo diskretna slucajna varijabla.

Slucajnu varijablu X zadajemo tablicom distribucije

(371 Tg Tz ... Tyoe.. (1)
pr p2 p3 --- Pn--.
pri femu su z1, s, ...x, elementi skupa R(X) kojeg zovemo slika slu¢ajne varijable, a p1, pa, ...pp

pripadne vjetojatnosti takve da vrijedi p; = P{X = x;}. Pripadnu tablicu 1 zovemo distri-

bucija sluc¢ajne varijable.

4.2 Matematicki modeli financijskih trzista

Osnovne pretpostavke matematickih modela su (vidi [1]):

1. U trenutku ¢ = 0, poznate su nam cijene svih osnovnih rizi¢nih imovina. U sluc¢aju

t > 0 cijene mozemo modelirati nenegativnim sluc¢ajnim varijablama

2. U svakom trenutku ¢ vrijednost nerizi¢ne imovine nam je poznata i ovisi o fiksnoj
kamatnoj stopi. Na financijskom trzistu po toj kamatnoj stopi ulagaci mogu investirati

i posudivati novac.

3. Ukoliko posjedujemo financijsku imovinu, time ne ostvarujemo dodatan prihod ili tro-
sak

4. Svi sudionici financijskog trzista imaju jednak pristup informacijama

5. Sva financijska imovina je beskona¢no djeljiva, likvidna i mogucée ju je posudivati bez

troskova

6. Moguce je trgovati bez transakcijskih troskova

Svrha matematickih modela financijskih trzista je minimiziranje rizika pri kupnji odredene
financijske imovine. Kao $to je navedeno, opcije takoder sluze u svrhu smanjenja rizika.

Jednoperiodni model predstavlja najjednostavniji matematicki model na financijskom tr-
zistu jer mu je osnovna pretpostavka da postoje dva datuma. Ta dva datuma su datum
pocetka kada je t = 0 i datum zavrSetka kada je ¢ = 1. Sam naziv modela proizlazi iz toga

da je izmedu ta dva datuma jedan period, te se samo jednom mijenja cijena financijskog



mstrumenta.

ViSeperiodni model je prosirenje jednoperiodnog modela financijskog trzista. U navede-
nom modelu vremensko razdoblje koje promatramo dijelimo na 71" perioda, stoga ¢emo imati
T + 1 trenutaka. Cijena financijskog instrumenta mijenja se 7' puta i promatramo njezinu

vrijednost u trenucima t =0,1,...,7T"

Definicija 8. Ako financijsko trziste dopusta strategiju trgovanja kojojm netko ostvaruje

zaradu bez rizika, tu strategiju zovemo arbitraZom. [1]

Obzirom da arbitrazni modeli ne opstaju dugo na trzistu, najcesée se u modelima pretpos-
tavlja da ne postoji moguénost pojave arbitraze, tako ¢ée biti i u sljede¢im modelima.



5 FEuropska call i put opcija na financijskom trzistu u
diskretnom vremenu

Definicija 9. Europska call opcija (ECO) je ugovor koji vlasniku daje pravo, ali ne i obavezu,
da u unaprijed odredenom trenutku T kupi neku financijsku imovinu po unaprijed odredenoj

cijeni K. (vidi [1])

Definicija 10. Europska put opcija (EPO) je ugovor koji vlasniku daje pravo, ali ne i oba-

vezu, da u trenutku T proda neku financijsku imovinu po unaprijed odredenoj cijeni K. (vidi
[1])

U prethodnim definicijama 9 i 10 vrijeme T se naziva vrijeme dospijeca, a K se zove cijena
izvrienja. Sa St ¢emo oznaciti trzisnu vrijednost financijske imovine u trenutku 7'. Koristeci
prethodne oznake mozemo izrac¢unati koliko ECO i EPO vrijedi svom vlasniku u trenutku

dospijeca.

Europska call opcija:

1. St < K, odnosno trzisna vrijednost dionice u trenutku dospijeca je manja ili jednaka
cijeni izvrSenja. U tom slucaju vlasniku opcije je bezvrijedna jer nece iskoristiti svoje

pravo iz ugovora.

2. St > K, odnosno trzisna vrijednost dionice u trenutku dospijeca je vec¢a od cijene
izvrSenja. Vlasnik opcije ¢e iskoristiti svoje pravo iz ugovora, te ostvariti profit od

(St — K).
Vrijednost u trenutku dospijeca je jednaka:

O£ = max(0, Sy — K) = (Sp — K) 4 (2)

Europska put opcija:

1. Syt < K, odnosno trzisna vrijednost dionice u trenutku dospijec¢a je manja ili jednaka
cijeni izvrSenja. Vlasnik opcije ¢e iskoristiti svoje pravo iz ugovora, te ostvariti profit

od (K — Sr).

2. Sy > K, odnosno trzisna vrijednost dionice u trenutku dospijeca je vec¢a od cijene
izvrsenja. U ovom slucaju vlasniku opcije je opcija bezvrijedna jer nece iskoristiti

svoje pravo iz ugovora.
Vrijednost u trenutku dospijeca je jednaka:

CP'" = max(0, K — Sr) = (K — Sr)4 (3)
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Slika 1: Lijevi graf nam prikazuje vrijednost u trenutku dospijeca kao funkciju cijene dionica
za europsku call opciju, a desni graf za europsku put opciju.

Primjer 1 ("In the money" europska call opcija). Neka je cijena dionice nekog poduzeéa
u trenutku sklapanja ugovora 4000 HRK. Kupujemo europsku call opciju na 6 mjeseci 1
pla¢amo premiju p = 100 HRK. Opcijom ostvarujemo pravo da nakon 6 mjeseci, na dan
dospijeca T od prodavatelja kupimo dionicu po cijeni od K = 4400 HRK. Pretpostavimo da
je za 6 mjeseci od sklapanja ugovora cijena dionice na trzistu porasla na St = 4800 HRK,
no kupac opcije ima pravo kupiti ju za K = 4400 HRK. Ako kupac iskoristi svoje pravo 1
kupt dionicu po cijeni izvrsenja K = 4400 HRK, te proda po trzisnoj vrijednosti St = 4800
HRK, njegova zarada biti ¢e razlika trzisne vrijednosti St i cijene izvrsenja K umanjena za
premiju. (St — K) — p = 4800 — 4400 — 100 = 300. Zarada vlasnika opcije bi iznosila 300

HRK, sto znaci da je imao korist od kupnje opcije i to je primjer "in the money" call opcije.

Primjer 2 ("Out of the money" europska call opcija). Neka je cijena dionice nekog podu-
zeca u trenutku sklapanja ugovora 4000 HRK. Kupujemo europsku call opciju na 6 mjesecs
i placamo premiju p = 100 HRK. Opcijom ostvarujemo pravo da nakon 6 mjeseci, na dan
dospijeca T od prodavatelja kupimo dionicu po cijeni od K = 4400 HRK. Pretpostavimo da
je za 6 mjeseci od sklapanja ugovora cijena dionice na trzistu smanjena na Sy = 3800 HRK,
a kupac opcije ima pravo kupiti ju za K = 4400 HRK. U tom slucaju kupovina dionice biti
¢e nepovoljna za kupca opcije 1 on nece iskoristiti svoje pravo na opciju. TrZisna vrijednost

dionice St manja je od cijene izvrsenja K, pa je ovo primjer "out of the money" call opcije.

Na temelju predhodnih primjera 1 i 2, mozemo zakljuciti da kupac opcije nikada ne bi bio
na gubitku, za razliku od prodavatelja koji moze biti. Iz tog razloga kupac opcije plac¢a pre-
miju koja je zapravo cijena opcije. Kao sto je ve¢ spomenuto kupac opcije ima pravo, ali ne

i obvezu, dok prodavatelj ima obvezu ukoliko se kupac odluci iskoristiti svoje pravo na opciju.

Za izradu modela financijskog trzista u diskretnom vremenu pretpostaviti ¢emo da trgujemo
s (d+ 1) financijskim instrumentom u trenucima ¢ € {0, 1,...,T}. Od toga je jedan nerizi¢ni
financijski instrument (novac), a d € N je rizi¢nih instrumenata (dionica). Buduéi da su to
izvedeni financijski instrumeni, njihova vrijednost je izvedena iz vrijednosti osnovne financij-
ske imovine na koju se odnose. Vrijednost nerizi¢nog financijskog instrumenta poznata nam

je u svakom trenutku. U ¢t = 0, vrijednost je jednaka S{. Dok se za ¢ > 0 vrijednost dobiva
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uvrstavanjem u formulu, gdje je r efektivna kamatna stopa :
S0 = (L+1)" @

U navedenom modelu vrijednosti d € N rizi¢nih financijskih instrumenata smatrati ¢emo

neizvjesnima, te vrijednost i-tog instrumenta u trenutku ¢ oznacavati ¢emo sa S;, ¢ =1, ..., d.

5.1 Jednoperiodni binarni model

U prethodnom poglavlju objasnili smo pojam jednoperiodnog modela. Zbog jednostavnosti,

pretpostaviti ¢emo da na trzistu postoje samo dva financijska instrumenta.

Jednoperiodni binarni model sastoji se od jednog rizi¢nog i jednog nerizi¢nog finan-
cijskog instrumenta. U slucaju nerizi¢nog financijskog instrumenta, cijena u trenutku ¢t = 0
je poznata i nenegativna, te iznosi SJ. U trenutku ¢ = 1 vrijednost iznac¢unavamo pomocu

sljedece formule, gdje r oznacava efektivnu kamatnu stopu:
Se=80(1+7). (5)

Kod rizi¢nog financijskog instrumenta, u trenutku ¢ = 0 cijena je takoder poznata i nene-
gativna, te iznosi S}. Za razliku od nerizi¢nih financijskih instrumenata, cijena u trenutku
t = 1 nam nije poznata i ne mozemo ju izrac¢unati. Zbog toga, uvodimo sluc¢ajnu varijablu.
U formuli za izracunavanje cijene kod rizi¢nog financijskog instrumenta dobivamo slu¢ajnu

varijablu X; kojom modeliramo cijenu u trenutku ¢ = 1:
S =51+ X1) (6)

gdje je X; slucajna varijabla sa distribucijom
a b
X~ (12, 1) 1)

Iz tablice distribucije sluc¢ajne varijable X; zaklju¢ujemo da su dva moguca elementarna

za konstante a < b, p € (0,1).

dogadaja Q2 = {a,b}, odnosno slu¢ajna varijabla moze primiti to¢no dvije vrijednosti. Reci
¢emo da takva slucajna varijabla ima Bernullijevu distribuciju s parametrom p. Ako pret-
postavimo da je P(b) = p,P(a) = 1 —p i X;(w) = w, dobivamo vjerojatnosni prostor
(Q, P(2), P) na kojem je definirana Bernullijeva sluc¢ajna varijabla X;. KoriStenjem formule
6 za cijenu rizi¢nog financijskog instrumenta u trenutku ¢ = 1 mozemo definirati sluc¢ajnu
varijablu te cijene ¢ija je tablica distribucije oblika:

S~ (sgu +a) S+ b)) ‘ (8)

L=p p

Zaklju¢ujemo da cijena S} rizi¢nog financijskog instrumenta u trenutku ¢ = 1 iznosi S (1+a)
s vjerojatnoséu 1 — p, ako je slucajna varijabla X, realizirana sa a € ). U slucaju da je

slucajna varijabla X realizirana s b € 2, onda s vjerojatnoséu p cijena S iznosi S (1 + b).
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Lema 1. Ako ne vrijedi a < r < b, u jednoperiodnom binarnom modelu postoji mogucnost

arbitraze.

Dokaz:
Pretpostavimo da ne vrijedi a < r < b.
1. sluc¢aj: Neka jer <a
t = 0 Iz banke uz kamatnu stopu r posudimo iznos S§ i kupimo dionicu te vrijednosti.
t = 1 Prodajemo dionicu ¢ija vrijednost s vjerojatnoséu 1 — p iznosi Si(1 + a), a s vjero-
jatnodéu p iznosi S§(1 + b). Banci dugujemo Sj(1 + r), a bududi da vrijedi da je r < a i
a < bslijedi da je S§(1+7) < S3(1+a) < S}(1+b). Iz Cega zakljuCujemo da je zarada
St — Si(1+7) >0, te postoji moguénost arbitraze.

2. slucaj: Neka je b <r

t = 0 Posudujemo dionicu ¢ija je vrijednost Sj, prodamo ju i taj novac ulozimo u banku uz
kamatnu stopu 7.

t = 1 Vrijednost dionice s vjerojatnoséu 1 — p je jednaka Sj(1 + a), a s vjerojatnoséu p je
S5(1+b). U banci sada imamo S§(1 + r) novaca, te koriste¢i pretpostavke dobivamo da
vrijedi S§(1 +a) < S§(1 +b) < S§(1+ r). Zarada je Sj(1+ r) — S{ > 0, $to omogucava
arbitrazu. [

Definicija 11. Na jednoperiodnom binarnom financijskom trzistu proizvoljan vektor ¢ =

(%, p') € R? zove se portfelj.

U prethodnoj definiciji ¢" predstavlja broj jedinica nerizi¢nog instrumenta, npr. novca,
a ! predstavlja broj jedinica riziénog financijskog instrumenta, npr. broj dionica koji inves-

titor posjeduje u trenutku ¢ = 0. U trenutku ¢ = 0 vrijednost portifelja jednaka je:
Vo=¢"+¢'S; (9)

dok u t =1 ona je jednaka
Vi=¢’(1+7r)+o'5]. (10)

Definicija 12. Na jednoperiodnom binarnom financijskom trzistu, slucajan zahtjev C' je

proizvoljna slucajna varijabla.

Kako je vrijednost rizi¢nog financijskog insturmenta u trenutku ¢ = 1 modelirana slucaj-
nom varijablom, koristenjem sljedeé¢eg teorema zaklju¢ujemo kako portifelj toéno replicira

vrijednost opcije.

Teorem 1. Pretpostavimo da u jednoperiodnom binarnom modelu vrijedi a < r < b (inace
model dopusta arbitrazu), tada za proizvoljan slucajan zahtjev C' postoji jedinstven portfelj
koji ga replicira, a jedina nearbitrazna cijena ovog zahtjeva je

1 b—r r—a

Tr (Cladg—, T CEr—

(11)
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Dokaz:
Neka je C proizvoljan slucajan zahtjev i vrijedi a < r < b, C': {a,b} — R. Da bi ¢ replicirao

slu¢ajan zahtjev C' mora vrijediti:
Cla) = "1+ 1)+ ¢ Sp(1 +a) (12)

C(b) = (1 +7) + 'S (1L +b). (13)
Rjesavanjem sustava dobivamo jedinstvena rjesenja za ¢° i o'

o 1 Cla)(1+0b)+Cb)(1+a)

z 14y b—a (14)

Time smo dokazali da postoji jedinstveni portifelj koji ga replicira, jos trebamo pokazati
jedinu nearbitraznu cijenu slu¢ajnog zahtjeva C. Koristenjem jednadzbe 9 i uvrStavanjem
rjeSenja sustava 14 i 15 dobivamo vrijednost portifelja ¢ = (¢°,¢!) u t = 0 koja je dana
formulom:

1 Cla)(14+0b)—C(b)(1+a) 1 c() — C(a)

Vi = 0 1ol _
b=¢ e S Lefi b—a S¢(b—a)

1 Cla)(b=r)+C(b)(r —a)
14 b—a
Ovakva cijena ne dopusta arbitrazu, trebamo pokazati da je to jedina nearbitrazna cijena za

(16)

slu¢ajan zahtjev C.
1. slu¢aj: netko ponudi V' >V za C
t=0

e prodamo opciju za V'
e za Vj oformimo portifelj ¢
e u banku ulozimo (V' — V})
t=1
e isplatimo vlasnika sluc¢ajnog zahtjeva C
e ostaje nam ulog koji je u banci (V' — V;)(1+r)

2. slucaj: netko prodaje C' za V' <
t =0

e kupimo opciju za V'
e za Vj oformimo portifelj ¢

e u banku ulozimo (Vy — V')
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=1
e dobijemo C koji vrijedi upravo kao portfelj koji dugujemo
e ostaje nam ulog koji je u banci (Vo — V')(1 +7)
O

Sljedeci primjer ¢emo takoder promatrati na jednoperiodnom binarnom modelu, te koristeci
prethodni teorem izracunati nearbitraznu vrijednost ECO i EPO opcija. Nerizi¢an financijski
instrument biti ¢e novac ulozen u banci uz kamatnu stopu r, a rizican financijski instrument

dionice tvrtke.

Primjer 3. Neka je kamatna stopa r = 4% = 0.04, vrijednost dionice u trenutku t = 0
iznosi S§ = 879.80 HRK, a dogovorena cijena izvrienja iznosi K = 1000 HRK. Neka je

tablica distribucije slucajne varijable cijene S oblika:
650 1180

S~ ) 17

1 (1 —p P ) ( )

iz ¢ega zakljucujemo da moguce cijene dionice S u trenutku dospijecat = 1 iznose 650 HRK i
1180 HRK. Koristenjem tablica distribucija 8 @ 17 izracunavamo realne brojeve a = —0.2612
1 b = 0.3412. Kako vrijede pretpostavke prethodnog teorema 1, odnosno a < r < b, za
slucajan zahtjev C koji je transformacija slucajne varijable St postoji jedinstven portfelj ¢

koji ga replicira. Taj portifelj éemo pronaci kao jedinstvena rjesenja sustava jednandzbi:
C(a) = 1.04¢° + 650" (18)

C(b) = 1.04¢° + 1180¢", (19)
a vrijednost portfelja o = (¢°, ') u trenutku t = 0 jednaka je

Vo = ¢° + 879.80,". (20)

u slucéaju ECO:
Portifelj ¢ ce replicirati vrijednost ECO ako je Vi = C{ = max(0, S} — K), gdje je pripadna

- 0 180
C: <1_p . ) (21)

tablica distribucije od C$* dana:

Sada pomocu dobivenih rezultata 18, 19 © 21 dobivamo sustav jednadzbi:

1.04¢" + 650" = 0 (22)
1.04¢° + 1180¢" = 180, (23)
¢ija su jedinstvena rjeSenja sustava ¢° = —212.25 i @' = 0.34. Uvrstavanjem dobivenih

rjesenja sustava u 20, nearbitrazna cijena ove ECO iznosi:

Cell = Vy = —212.25 + 879.80 - 0.34 = 86.88HRK (24)
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Takoder, nearbitraznu cijenu mogli smo izracunati na brzi nacin vvrstavanjem dobivenih vri-

jednosti u formulu 11 teorema 1 kao sto ¢emo pokazati za EPO.

u slucaju EPO:
Portifelj  ce replicirati vrijednost EPO ako je Vi = CP" = max(0, K — S1), gdje je pripadna

tablica distribucije od C?"" dana:

” 350 0
ot~ ( ) . (25)

Kako smo prethodno izracunali a i b, a iz gornje tablice distribucije 25 ocitavamo C(a) = 350
i C(b) =0, uwvrstavanjem tih vrijednosti u formulu 11 dobivamo nearbitraznu vrijednost ove
EPO koja iznosi:

1
14

b—r r

o _ vy, [C(a) . T C0b)— Z] — 168.17THRK. (26)

Teorem 2. Jednoperiodni binarni model ne dopusta arbitrazu ako i samo ako vrijedi a <
P < b

Dokaz:
Iz leme 1 zakljucujemo da za nepostojanje arbitraze mora nuzno vrijediti @ < r < b. Iz
teorema 1 dobivamo da je to i dovoljan uvjet, jer uvrstavanjem u 11 za nearbitraznu cijenu
dionice S} u t = 0 dobivamo Sj. m

Primjer 4. Neka je r = 0, cijena dionice u trenutku t = 0 iznosi S¢ = 500HRK 1 tablica
distribucije cijene dionice u trenutku t =1 je oblika:

350 700
Sll ~ ( 1 2 > . (27)

3 3

Na temelju prethodnih pretpostavki, izracunavamo da vriedi —0.3 = a < r < b = 0.4.
Ukoliko Zelimo kupiti dionicu za koju u trenutku t = 0 nemamo dovoljno sredstava, mozemo
kupite ECO kojom eliminiramo dio rizika prevelikog povecanja cijene dionice. Ako bi cijena
wzvrsenga iznosila K = 600HRK, cijena nase dionice koju Zelimo kupiti bi mogla porasti za
najvise 20% $to je dobra motivacija za kupnju ECO. Ukoliko posjedujemo dionicu, kupnjom
EPO se mozemo zastititi od prevelikog pada vrijednosti dionice koju posjedujemo. Ona nam
garantira da éemo u trenutku dospijeca t = 1 moci prodati dionicu po cijeni izvrsenja K =
600HRK. Treba uociti da se kupnjom opcija po ovim uvjetima tpak moze povecati rizik. Na
primgjer, ako u trenutku t = 0 kupimo ECO u nadi da cée vrijednost dionice porasti. Ukoliko
njena vrijednost padne na 350 HRK, opcija ée nam biti bezvrijedna jer bi njenim koristenjem
kupili dionicu po izvrsnoj cijent K = 600HRK, koju na trZistu moZemo kupiti za 350 HRK.
Stoga, necemo iskoristiti svoje pravo na opciju. Time smo izgqubili sav novac koji smo uloZili

u kupnju opcije, te je ovo bila nearbitrazna strategija.
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