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1 Uvod

Neki sustavi mogu se zapisati preko parametara poput visine, Sirine, duzine, itd., zbog
kojih se matrice sustava mijenjaju pri svakoj njihovoj promjeni, na primjer model hladenja
tra¢nica ovisi o obliku trac¢nica koje zelimo ohladiti, anemometar koji mjeri protok tekucine,
model termalnog bloka koji ovisi o razli¢itim koeficijentima prijenosa topline, polozaja, itd.
Analiza, simulacija i optimizacija parametara u takvim sustavima moze biti numericki vrlo
zahtjevna, a posebno u slucajevima kada je dimenzija sustava vrlo velika. Stoga, u praksi
se Cesto primjenjuje redukcija dimenzije sustava koja omogucava da se utjecaj ulaza na izlaz
simulira pomoc¢u stanja koji ima znatno manju dimenziju. Svaka promjena u bilo kojem
moguc¢em parametru na velikim sustavima bi trazila racunanje nove redukcije sustava, pa
zbog toga radimo parametarske redukcije koje ovise o prostoru parametara, to jest o svim
mogucim vrijednostima parametara sustava, i one nam omogucavaju brze racunanje redukcije
sustava bez obzira na promjene u parametrima.

1.1 Definicija LTI sustava i njegovih svojstava

Definicija 1.1. Linearno vremenski invarijantan (LTT) sustav je definiran s dvije jednadzbe

Ei(t Ax(t Bu(t

(1) = Ax(t) + Bult), e
y(t) = Cz(t) + Du(t), uz z(0) = zo.

Gdje je x : [0, +-00) — R™ stanje sustava, u : [0, +00) — R™ ulaz sustava i y : [0, +-00) — R¥

izlaz sustava, te E € R™" A € R™" B € R™™, C € R¥*" i D € R¥*™ matrice sustava.

Definicija 1.2. Parametarski LTI (pLTI) sustav je verzija LTI sustava definirana sa

{E(pw;p) = A(p)a(t;p) + B(p)u(®), (pLTI)

y(t;p) = C(p)x(t; p) + D(p)u(t), uz z(0;p) = zo.

p € P C R! predstavlja moguéu parametrizaciju sustava ne samo za jedan model nego za
cijelu familiju modela u prostoru parametara P. Za zadani p € P sustav pLTI se ponasa
kao ekvivalentan LTI sa matricama sustava FE(p) € R™" A(p) € R™", B(p) € R™™,
C(p) € R¥™® i D(p) € R¥*m,

Primjedba 1. Sustave LTI i parametraske LTI za koje vrijedi m = 1 zovemo single-input ili
SI ukratko, inace, kada je m > 1, sustave zovemo multi-input ili MI ukratko. Ekvivalentno,
za sustave za koje vrijedi & = 1 zovemo single-output ili SO ukratko, inace, kada je k > 1,
zovemo ih multi-output ili MO ukratko. U ovom radu ¢emo se usmjeriti na single-input-
single-output ili SISO sustave.

Primjedba 2. Sustav LTI mozemo zapisati kao uredenu petorku [E, A, B, C, D], odnosno
za pLTI [E(p), A(p), B(p),C(p), D(p)]. U slucaju E = I, F je jedini¢na matrica, sustave
mozemo zapisivati kao uredenu cetvorku ostalih matrica.

U ovom radu éemo se usredotociti na sustave s (0) = zg = 0, odnosno z(0;p) = xy =0, i
D =0, odnosno D(p) = 0, tj. sustav LTI [E, A, B, C,0] je dan sa

Ax(t) + Buf(t),

Ei(t) (1.1)
giit) = Gzl uz ={0) =0,



te odgovarajuéi pLTI sustav [E(p), A(p), B(p), C(p),0] je dan sa
(1.2)
y(t;p) = C(p)z(t; p), uz z(0) = 0.

Primjedba 3. U nastavku rada raditi ¢emo s parametarskim matricama koje se mogu line-
arizirati, na primjer, ako imamo matricu M (p), gdje je p = (p1,p2,-..,pt), onda mozemo
pretpostaviti da ju mozemo zapisati preko odgovaraju¢e sume matrica My, My, ..., M;:

t
M(p) = Mo+ > _p;M;
=0

Definicija 1.3. Za sustav LTI kazemo da je upravljiv ako u kona¢nom vremenu ¢; sustav
mozemo dovesti iz stanja xz(0) = xy u stanje x(t;) uz pravilan odabir ulaza u(t), 0 <t < t;.
Vise o upravljivosti i svojstvima upravljivosti mozete pronaéi u [6] i [9].

Definicija 1.4. Za sustav LTI kazemo da je opazajan ako Jt; > 0 tako da pocetno stanje
x(0) moze biti jedinstveno odredeno iz poznavanja ulaza u(t) i izlaza y(t), 0 <t < t;.
Vise o osmotrivosti i svojstvima osmotrivosti mozete pronaéi u [6] i [9].

Definicija 1.5. Za sustav
&(t) = Am(L), (13)
#:(0) =g,

kazemo da je asimptotski stabilan ako za svaki pocetni uvijet zy vrijedi z(t) — 0 kada
t — o0.
Vise o svojstvu asimptotske stabilnosti mozete pronadi u [3].

Primjedba 4. Primjenom Laplaceove transformacije (detalje o definiciji i primjeni mozZete
pronadi u [8]) na jednadzbu (1.1) koja opisuje LTI, uz z(0) = 0 dobivamo jednadzbe:

#(s) = (sE — A)"'Ba(s), (1.4)
j(s) = Ci(s) + Da(s). (1.5)

Uvrstimo 1i 1.4 u 1.5 dobivamo:

§j(s) = (C(sE — A)™'B + D)i(s),
§(s) = H(s)a(s), H(s)=C(sE—-A)™'B+D. (1.6)

Definicija 1.6. Funkciju
H(s)=C(sE—A)™'B+D, secC, (1.7)

nazivamo funkcija prijenosa LTI sustava. H(s) je k x m matri¢na funkcija kompleksne
varijable s, ¢iji su elementi racionalne funkcije, koja jedinstveno odreduje ulazno-izlazno
preslikavanje sustava LTT.

Primjedba 5. S obzirom da radimo na sustavima (1.1) i (1.2), funkcije prijenosa koje ¢emo
koristit bit ¢e

H(s)=C(sE—-A)™'B (1.8)



H(s;p) = C(p)(sE(p) — A(p)) "' B(p). {1:9)

Naznac¢imo jos i da se prilikom svake evaluacija funkcije prijenosa (1.8) ili (1.9) zahtijeva
rjesavanje linearnog sustava dimenzije n, sto dovodi do problema kod sustava gdje je n velik.

Vise o funkciji prijenosa mozete pronaéi u [2], [6] i [9].

2 Redukcija reda sustava

Za analizu i evaluaciju funkcija prijenosa velikih sustava potrebna je velika koli¢ina prostora
i za njihovo izvrsavanje je potrebno dugo vremena, zato ih zelimo reducirati na manji model
[Er, Ay Br, Cr, D], gdje je E € R™", A e R™*", B € R™*™, C € R¥", D € R®™™, (Ciljevi
redukcije reda sustava su:

o dimenzija sustava bude puno manja;

o izlaz y, reduciranog sustava [E,, A, B,., C,., D,] sustava LTI, tj. sustav
E,x(t) = Arz(t) + Byu(t), (2.1)
y(t) = Crz(t) + Dyu(t), uz z(0) = xg; '

bude blizu originalnog izlaza y sustava [F, A, B,C, D], tj. da je norma pogreske izlaza
lly — v || mala. To éemo provjeravati preko norme razlike funkcija prijenosa ||H — H,||;

o Ako je originalni sustav asimptotski stabilan tada i reducirani sustav mora biti asimp-
totski stabilan.

Primjetimo da ¢e evaluacija reducirane funkcije prijenosa ukljucivati i rjesavanje linear-
nih sustava koji imaju dimenziju r, a to ima direktan utjecaj na racunanje normi sustava,
sto je moguce vrlo zahtjevno. U nastavku teksta uvest ¢emo i neke vazne norme koje mjere
utjecaj ulaza na izlaz.

Postaji vise vrsta metoda za redukciju reda modela sustava medu kojima su metode
redukcije reda bazirane na odsjecanju i metode redukcije reda koristeéi potprostore, s kojima
¢emo nastaviti u ostatku rada.

2.1 Redukcija reda LTI sustava koristeéi potprostore

Parametarski model se moze reducirati na razne nacine, no u ovom radu é¢emo se usredotociti
na redukciju modela koriste¢i projekcije. Zapocénimo s primjenom redukcije reda modela na
sustav (1.1).

Aproksimiramo stanja pomoc¢u baze koja ima puno manju dimenziju i projiciramo stanje na
prikladno definirane niskodimenzionalne potprostore. Posebice, odaberimo r-dimenzionalne
potprostore oznacene s V i W, gdje je r < n. Definiramo pripadne bazne matrice V€ R™*" i
W e R"™" gdjeV = Ran(V) i W = Ran(WW), pri ¢emu Ran oznacava sliku matrice. Koristec¢i
aproksimaciju da se pocetno stanje dobiva iz r-dimenzionalnog potprostora V, piSemo z(t) ~
Vz.(t), gdje je z,.(t) € R". Koristeéi ovu aproksimaciju na sustav LTI definiramo rezidual



(EVi,(t)—AVz,(t)—Bu(t)) i reducirani izlaz sustava y,.(t) = CVx,.(t)+Du(t). Pridrzivajudi
se Petrov-Galerkinov uvjeta

WT(EVi,(t) — AVz,.(t) — Bu(t)) =0,

dolazimo do reduciranog sustava

Eriin(t) = Ay, (t) + Bru(t),
yo(t) = Crar,(t) + Dyuft),

gdje su reducirane matrice dane s
E.=WTEV, A, =WTAV, B.,=W'B, C.,=CV, i D,=D. (23)

Izbor matrica V' i W je vazan radi toc¢nije aproksimacije redukcije reda matrice. U
nastavku teksta ¢emo objasniti kako se redukcija koriste¢i potprostore generalizira na para-
metarske sustave.

2.2 Racunanje redukcije reda za pLTI sustave

U sluc¢aju parametarskog sustava redukcija reda modela takoder postaje parametarski ovisna.
Nekoliko izazova proizlaze u postizanju efikasne izgradnje i evaluacije reduciranog modela s
obzirom na varijaciju parametara.

Prvi izazov je kako uvesti parametarsku ovisnost u bazne matrice V€ Vi W € W,
V, W € R™0K) gdje je r dimenzija redukcije matrica, a K je broj parametara reduk-
cije parametarskog modela. Jedan izbor je izgradnja "globalnih" baznih matrica na prostoru
parametara, to jest, jedna matrica V i jedna matrica W, koje obuhvacaju parametarsku
ovisnost ukljucujuéi informaciju o cijelom prostoru parametara (npr. informacije sakupljene
kroz sakupljanje podataka vise parametarskih vrijednosti). Drugi izbor je izgradnja "lokal-
nih" baznih matrica. To jest, razmatranje K tocaka pi, ..., px iz prostora parametara P.
Za realizaciju sustava koji se odnosi na p;, matrice sustava su konstantne, odredujemo lo-
kalne bazne matrice V; i W;. Postoji nekoliko nac¢ina za odredivanje redukcije, no mi ¢emo
se usredotociti na racunanje globalne baze iz lokalnih poput konkatenacije lokalnih baza V;
i W; koje odgovaraju parametru p;, ¢ = 1, ..., K, u matrice

V=[MW,...,Vg|] €V i W=[Wy, ..., Wg]eW. (2.4)

Drugi izazov je efikasno racunanje parametarski reduciranog modela za globalne redukcije.
Na primjer, za dane matrice V i W razmotrimo racunanje matrice A,, A,(p) = WTA(p)V.
Generalno za parametarsku ovisnost, A, ne moze biti unaprijed izracunat. Umjesto toga,
racunanje reduciranog modela za parametar p zahtjeva racunanje A(p) i naknadno pred- i
postmultiplikaciju sa matricama W7 i V, tim redom. Te operacije ovise o (velikoj) dimenziji
n originalnog problema. Na srecu, u nekim situacijama struktura problema nam daje efikasnu
strategiju racunanja. Na primjer koristeéi zapis iz Primjedbe 2. koji ¢emo koristiti u nastavku
rada matrica A, je dana s

l
A(p) =WTA)V = WT AV + Y pWTAV. (2.5)

1=1



Analogno dobijemo redukcije za matrice E(p), B(p) i C(p). 1z ovoga mozemo zakljuciti da je
za ovaj primjer i ostatak naseg rada, za dane bazne matrice V' i W, najefikasnije izracunati
matrice WTA;V, i = 0,1, ..., [, unaprijed i preko njih za dani parametar p izracunati
matrice A, (p).

n E(p), A(p) B(p) r m

parametarska redukcija modela

- E{p), Adp) B(p)

Slika 1: Redukcija reda parametarskog modela u parametru p

2.3 Racunanje pogreske izlaza

Definicija 2.1. Neka je H(s) p x m matri¢na funkcija s elementima koje su analiticke za s
u otvorenom desnom dijelu kompleksne ravnine, Re(s) > 0, i takve da, za z = Re(s) > 0,
H(z + iy) je uniformno kvadratno integrabilna kao funkcija od y € (—o0, 00), u smislu da
vrijedi:

sup [ || H(a +iy) [3dy < oo,

z>0 J—o0

gdje || ||r oznacava Frobeniusovu normu matrice. H5*™, uz standardno zbrajanje i mnozenje
skalarom, je vektorski prostor svih takvih matri¢nih funkcija, H(s), i kada nema dvosmisle-
nosti prostor oznacavamo s Hs.

Vise mozete pronaéi u [2] i [5].

Primjedba 6. U [5] mozemo pronadi da se za funkcije iz definicije prostora Hs u x = 0 postize
supremum u definiciji 2.1.

Primgjedba 7. Za skup Hy vazno je da za sustav mora vrijediti D = 0, odnosno sustav mora
biti oblika 1.1, tj. za parametarske sustava 1.2.

Stovise, moze se pokazati da je Hy Hilbertov prostor definiran s sljede¢im skalarnim pro-
duktom.

Definicija 2.2. Neka su G(s) i H(s) funkcije prijenosa pridruzene realnim SISO LTT susta-
vima s m ulaza i k izlaza. Onda se skalarni produkt od Hy moze definirati sa:

(G,H)y, = - /oo trace (WH(ZW)) dw = % /_O:o trace (G(—iw)H (iw)) dw.  (2.6)

T 21 Joo

Primijetimo da definicija skalarnog produkta 2.6 izravno daje normu za Hs:

IHlly, = B By, = (o [~ G ) 27)

>



gdje trace() oznacava trag matrice. Primijetimo, za realne sustave, H (iw) = H(—iw). Prema
tome, iz definicije skalarnog produkta za Hs slijedi da za dva realna LTT sustava s funkcijama
prijenosa H(s) i G(s),

(G, H)y, = (H,G)y, ,

i stoga skalarni produkt (H, G),, mora biti realan.
Vise mozete pronaéi u [2], [5] i [1].

Definicija 2.3. Za matri¢ne funkcije F'(s), pol funkcije u s = A je jednostavan pol od F(s)
ako

lim(s — A\)'F(s) =0, zal>2

S—A

ires[F(s),\ = lin}\(s — A)F(s) =0 ima rang 1,
s—

gdje res oznacava rezuduum (viSe o reziduumima mozete procitati u [7]). S druge strane,
pol s = A je polu-jednostavne pol od F(s) ako

lim(s — A\)'F(s) =0, zal>2

s—A

ires[F(s),\ = lin}1\(s — A)F(s) =0 ima rang vedi 1.

5—

Pretpostavimo da F(s) ima kona¢no mnogo polova i da su oni ili jednostavni ili polu-
jednostavni. Dimenzija od F(s) je definirana kao

dimF'(s) = z/\:rank(res[F(s), Al),

pri ¢emu sumiramo po svim polovima A. Primjetimo da F(s) mozemo zapisati kao

dimF 1

F(s)= >,

oSN

eby (2.8)

gdje su \; indeksirani po multiplicitetima kako je naznafeno po rank(res[F'(s), \;]]) puta.
Vise mozete pronadi u [2].

Lema 1. Neka su G(s) i H(s) odgovaraju realnim stabilnim sustavima s polovima u otvore-
nom dijelu lijeve poluravnine. Pretpostavimo da H(s) ima polove u py, pio, ..., t. Onda

(G,H),, = kZi: res[trace(G(—s)H(s)T), ).

Posebno, ako H(s) ima samo jednostavne ili polu-jednostavne polove w fiy, fa, ..., [y TV =
dim(H), korsteci definiciju 2.3, tocnije izraz (2.8), tada vrijedi

4 1
H(s) = cibiT,
(s) ; rm
7: v
(G, H)yy = > i G(—pun)bi (2.9)
k=1

Tada, Ho normu mozZemo zapisati kao

N

|y = (Z cfm—uk)bk) 2.10)

6



Primjedba 8. Dokaz mozete pronadi u [2].

Teorem 2.4. Neka je dana matrica funkcije prijenosa H(s) neka je H,(s) oblika

Dodatno pretpostavimo da H(s) ¢ H,(s) pripadaju realnim sustavima. Tada, Hs norma
greske sustava je dana s

1H — H Iz, = 1H 17, — QZCkH —Ak)bg — i s b (2.11)
2 2 l:1 Ak,‘+Al

Dokaz. Koristedi raspis skalarnog produkta za Hs iz (2.7) dobivamo
I — Hyll3y, = (H — He, H = Hy )y, = | Hllgy, — 2(H, Hy)gy, + | Hell3y,,

gdje u zadnjoj jednakosti koristimo ¢injenicu da su H(s) i H,(s) realne, pa je i (H, H,),,
realan. Tada krajnji rezultat dobivamo primjenom prethodne leme, to¢nije primjenom (2.9)
na (H, H,),, i (2.10) na || 5 ||74,- O

Primjedba 9. Primjetimo da smo u ciljevima redukcije rekli da se norma izlazne pogreske
lly — yr|| moze aproksimirati s |H — H,||, pokazimo to. Primjetimo da, primjenom primjedve
3. na originalni i reducirani sustav, vrijedi sljedece

9(s) — 4r(s) = (H(s) — Hy(s))a(s).

Ako Zelimo da svaka komponenta izlazne pogreske y(t) — y,.(t), u SISO sustavu, uniformno
mala za svaki ¢ > 0 (tj, zelimo da je maxysg ||y(t) — y-(t)||, mala) i da ovo vrijedi uniformno
za sve ulaze u(t) s ograni¢enom energijom, npr. sa [;° |lu(t)||3dt < 1, onda vrijedi, uz
primjenu Parsevalove relacije,

1 e s s iwt
max [9(8) = 31 (0o = max |5 [ (@(i) = g et
il

= or

| () = (i)l de
1

< o [ () — Bl 3, de

(o [ i) - ) (o [ ol as)’

1 , 3
< (52 [ IHGw) - Ho(iw)lf dw)” = I — Hole

IN

U slucaju da sustav nije SISO, tada za konacne energije ulaza u(t), jednakost prelazi u
nejednakost manje jednako:

1y = Yrlloe < IH = Hella, [lul]z,-

Vise o mozete pronadi u [2] i [1].

Primgjedba 10. U slucaju sustava pLTI s k parametara vrijedi nejednakost.



Primjedba 11. Kako ¢emo se usredotociti na SISO promjere i kako je racunski zahtjevno
racunanje norme || - ||y, uvodimo normu || - ||z,

Definicija 2.5. Norma H, asimptotski stabilnog linearnog sistema s pripadnom funkcijom
prijenosa H(s) je definirana s

|H ., = ma || (i)

Vise mozete pronadi u [2].

Stoga, ako uspijemo postiéi ja je ||H — Hr||3,, odnosno ||H — Hr||3.,, malo, onda ¢emo
dobiti i malu pogresku u razmatranom izlazu. To se moze posti¢i pomocéu IRKA algoritma
kojeg ¢emo uvesti u sljedecem poglavu.

3 IRKA za parametarski sustav

3.1 Interpolacijske projekcije

Neka je dana funkcija prijenosa H(s) sustava LTI, set od r desnih interpolacijskih toc¢aka
{o:}{_; € C, s desnim tangencionalnim smjerovima {b;}/_; € C™, i set od ¢ ljevih interpo-
lacijskih tocaka {y;}?_, € C, s lijevim tangencionalnim smjerovima {¢;}?_, € C*, interpola-
cijska redukcija sustava ukljucuje trazenje reduciranog sustava s funkcijom prijenosa H,.(s)
koja tangencijalno interpolira H(s) s danim podatcima, tj. trazimo H,(s) takav da

H(O’l)bl = fIT(O'Z)bZ za 1 = 1, o wan T

. (3.1)
epdlloy ) =eyll{oy) waf=1l,...,q

Pokazimo i dokazimo kako rijesiti racionalnu interpolacijsku redukciju problema 3.1.
Vise mozete pronadi u [2].

Teorem 3.1. Neka su o, i € C takvi da su sE — A i sk, — A, su invertibilni za s = o, 4.
Takoder, neka baze V, W € C™*" imaju puni rang. Ako sub € C™ ic € C* fiksni netrivijalni
vektori i D, = D, onda

(a) ako (cE — A)~'Bb € Ran(V), onda H(o)b = H,(0)b;

(b) ako (CTC(/LE - A)_I)T € Ran(W), onda " H(p) = T H,(u); i

(c) ako su wvjeti (a) i (b) zadovoljeni, te o = p, onda vrijedi T H'(0)b = ¢ H!(o)b.
Vise moZete pronaci u [2].

Dokaz. Definirajmo

P,(s) = V(sE, — A,) "W (sE — A) i
Q.(s) = (sE — A)PAs)(sE — Ay = (sE — AWV(sE; — Ar)_IWT.



Pr(s) i Q,(s) su analiticke matri¢ne funkcije u susjedstvu oko tocaka s = 0 i s = p. Lako je
provjeriti da su P,(s) i Q,.(s) projektori, tj., P%(s) = P,(s) i Q*(s) = Q,(s),

r

P2(s) = V(sE, — A,)'WT(sE — A)V(sE, — A,)'WT(sE — A)
= V(sE, — A,) ' (sE, — A:)(sE, — A,) "W (sE — A)
=V (sE, — A)'WT(sE — A) = P.(s),

Q?(s) = (sE — A)V(sE, — A,)*WT(sE — A)V(sE, — A,)"*W7
= (sE — A)V(sE, — A,) ' (SE, — A,)(sE, — A,) "' WT
= (sE — A)V(sE, — A,)"'WT = Q,(s).

Stovise, za sve s u susjedstvu tocke o, V = Ran(P,(s)) = Ker(I-P,(s)) i Wt = Ker(Q,(s)) =
Ran(I — Q,(s)) , pri ¢emu Ran(R) kao i prije oznacava sliku matrice. Primijetimo prvo da
H{s) — H.(a) =C(sE = AY "B = CA(sE, — A:) " B;

=C(sE - Ay 'B — C.((sE. — A;) ' B;
—Gi(aBs — &Y T By 3 Coills8: — AJ T B,

H(s) — H.(s) = C(sE — A)7'(I — Q,(5))(sE — A)(I — P:(s))(zE — A)~'B. (3.2)

Evaluacijom ovog izraza u s = ¢ i mnozenjem s desna s b dobivamo prvu tvrdnju, a evalu-
acijom istog u z = p i mnoZenjem s ljeva s ¢! dobivamo drugu tvrdnju. MoZe se pokazati
koriste¢i Taylorov razvoj (vise detalja u [2]) da vrijedi:

(c+e)E—A)1=(0E—- A" —e(cE—- A E(cE—- A +0() i
((c+€)E, —A) ' =(0E, — A) ' —e(0E, — A,)'E.(cE, — A.)™' + O(€%),

T

pa evaluacijom izraza (3.2) u s = 0 + €, mnozenjem s ljeva s ¢, i mnozenjem s desna s b

pod pretpostavkom trece tvrdnje dobivamo
c"H(o +e)b—c"H.(c +€)b= O().

Sad primijetimo da, kako vrijedi ¢I H(o + €)b = ¢ H,.(o + €)b,
1 1
- (CTH(O' +€)b— cTH(a)b> - - (CTHT(O' +e)b— cTHr(a)b) —0
€ €
kako € — 0, sto dokazuje treéu tvrdnju. O
Problem s pronalaskom "najbolje aproksimacije" se moze reformulirati kao: Neka je dana

funkcija prijenosa punog reda H i red redukcije r, pronadimo reduciranu funkciju prijenosa
danog reda, H,, koja minimizira Hs normu pogreske:

H - H, (3.3)

HH - HTHHQ = & min

im(H,)=r Ho

Uvjeti za optimalnu Hs interpolaciju su najbolje opisanu u pol-rezidual raspisu funkcije
prijenosa H,(s), za razliku od standardne reprezentacije. Reduciranu funkciju prijenosa
H,.(s) = C.(sE, — A,) !B, prikazujemo sa

Ho(s) = 32 (3.4)



gdje smo pretpostavili da su polovi A\; polu-jednostavni. Da uspostavimo analogiju s tan-
gencijalnim smjerovima u 3.4, ¢; € CF i b; € C™ nazivamo rezidualnim smjerovima koji
odgovaraju polu A; u H,(s).

Teorem 3.2. Neka je H,.(s) u (3.4) optimalna aproksimacija r-tog reda od H(s) u odnosu
na He normu. Tada je H, tangencijalna interpolacija od H :

H(—Xp)br = H,.(—\g)bg,
e H(=X) = ¢ H(=)p), (3.5)
CkH,(—/\k)bk = CkH;(—/\k)bk,

gl =l sl
Dokaz i vise mozete pronaci u [2].

Primgjedba 12. Ovaj teorem nam govori da je bitangencijalna Hermitska interpolacija po-
trebna da H, bude Hs-optimalna aproksimacija od H.

3.2 IRKA algoritam za optimalnu H, redukciju LTI modela

Prvi problem kod teorema 3.2 i 3.5 jest da su sve tri jednadzbe potrebne za uvjet optimal-
nosti, u sustini daje uvjete da Hsy pogreska bude stacionarna u H,. U principu, moguce
je zadovoljiti uvjete teorema 3.2 s reduciranim modelom koji je ili u sedlastim tockama za
H, pogresku ili ¢ak u lokalnom maksimumu. U praksi je rjeSavanje jednadzbi iz teorema
3.2. radi iterativno i tijekom izvodenja iteracija algoritam se nece zadrzavati u stacionarnim
tockama koje nisu lokalni minimumi.

Drugi problem je malo vise zabrinjavajuéi, jer optimalne fiksne tocke i njima pridruzeni tan-
gencijanli smjerovi ovise o optimalno reduciranom modelu koji ¢e se izracunati i zbog toga
nisu poznati unaprijed.

Iterativni racionalni Krylov algoritam iterativno popravlja interpolacijske tocke i tangenci-
jalne smjerove na sljedeéi nacin: koristeéi inicijalni odabir interpolacijskih tocaka {o;}i_; te
tangencijalnih smjerova {b;}/_;, {c;}/_;, posredni reducirani model H,(s) je izgraden koris-
teéi (3.4) H,(s) je bitangencijalan Hermitski interpoland za trenutne interpolacijske podatke.
Tada je reprezentacija pomoéu polova za H,(s) danas H,.(s) = > ;_; Sc_bz (ovo ukljucuje rje-
Savanje malog 7 X r generaliziranog problema svojstvenih vrijednosti). Polovi od H,(s) se
koji nalaze na imaginarnoj osi postaju nove interpolacijske tocke, a lijevi/desni rezidualni
smjerovi postaju novi ljevi/desni tangencijalni smjerovi:

O'i%—)\i, bz<_bz; i ci<_éi7 za izl,...,r,

koji denfiniraju novi set interpolacijskih podataka. Novi bitangencijalnu Hermitovi interpo-
lant za originalni sistem je izgraden i procedura se nastavlja dok procedure ne konvergira.

Algoritam 1 (IRKA algoritam).

1: Odaberi inicijalni set od r pomaka oy, ..., 0., i dva seta njima pridruzenih tangenci-
jalnih smjerova by, ..., b, c1, ..., ¢;. Sva tri seta moraju biti zatvorena s obzirom na
kompleksnu konjugaciju.

2 V., =[(c1E—A)™'Bb; --- (0,E — A)~1Bb,]

3 W, = [(o1ET — AT)"1C%¢; - -+ (0,ET — AT)"1(C7 ¢,

4: Dok (ne konvergira)

10



7
8:
9.

Ar:WrTAV;"a Er:WrTE‘/r? Br:WrTBa Cr:C‘/r
IzraCunaj reprezentaciju pomocu polova za H,.(s) :
r ABT
H,.(s) =C,(sE, — A,n)_lBr = Z -

15_/\i

1=

O'i<——)\i, bl<—8“101<—éz, zaizl, o
V. — [(0,E — A)"'Bb, --- (0,E — A)"LBb,]
W, = [(6,ET — AT)"1C%¢; -+ (0,ET — AT)"1C% ¢,]

10: A, = WTAV,, E, = WTEV,, B, = WTB, C, = CV,

maka s obirom na normu nultocki/polova funkcije prijenosa.

lako se dosta zna o konvergenciji IRKA-e, mnogo toga jos nije poznato ni istrazeno. Za
nekim znacajnim izuzetcima, konvergencijsko ponasanje IRKA-e je ponekad upitno. Ko-
nvergencija je obi¢no razumno brza i generalno reducirani model je skoro jednako dobar kao

ostali koje je moguce naci za odabrani red.

Primjer 1. Pogledajmo rad IRKA algoritma (Algoritam 1) na primjeru grede ucvrséene s
jedne strane, nosac, sa stranice MOR Wiki, [11]. Imamo sustav [A, B, C, 0], s vrijednostima
n =348 te m = k = 1, 1z ovog mozZemo zakljuciti da je E jedinicna matrica. Koristeci IRKA
algoritam reducirajmo sustav na dimenzije r = 10, r = 30 ¢ r = 50 te usporedimo grafove

funkcija prijenosa, pogreske redukcije i maksimalnu pogresku.

Uvjet konvergencije je uobicajeno gledanje norme pomaka nultocki/polova ili norme po-

Vrijednosti funkcija prijenosa u vrijednosti s

= Originalna funkcija
Redukcija r=10
—-=- Redukcija r=30
—== Redukcija r=50

Vrijednost varijable s

Slika 2: Graficki prikaz funkcija prijenosa na od 10° do 103
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= Originalna funkcija
------ Redukcija r=10
—-= Redukcija r=30
—==~ Redukcija r=50

Vrijednosti funkcija prijenosa u vrijednosti s

3x10° 4x10° 6x10° 10!

Vrijednost varijable s

Slika 3: Graficki prikaz funkcija prijenosa na od 3 - 10° do 10!

-------- Redukcija r=10
Redukcija r=30
Redukcija r=50

°

|
o

u trenutku s

|
@

Logaritamska pogreska redukcija funkcija prijenosa

Vrijednost varijable s

Slika 4: Graficki prikaz pogreske, u logyo, reduciranih funkcija prijenosa s obzirom na origi-
nalnu funkciju prijenosa

Iz grafova mozZemo zakljuciti da porastom dimenzije redukcije preciznost raste, redukcija
na r = 30 izdaleka izgleda da dobro aproksimira na vecem segmentu, no ako pogledamo na
nekom manjem segmentu mozZemo pronaci podrucja na kojima redukcirana funkcija prijenosa
ne aproksimira originalnu funkciju prijenosa. Ako izracunamo maksimalne logaritamske

12



pogreske za v =10, r = 20, r = 30, r = 40 ¢ r = 50 dobijemo

max log(H(s) — Hio(s)) = 20.427,
max log(H(s) — Hao(s)) = 1.0868,
max log(H (s) — Hso(s)) = 0.2774,
max log(H (s) — Huo(s)) = 0.02895
max log(H (s) — Hso(s)) = 0.01214

seR

Iz maksimalnih pogresaka mozZemo zakljuciti da je s obzirom na promjenu pogreske iz r = 40
u r =50 da je redukcija na r = 50 dovoljno dobra redukcija za originalni sustav.

3.3 IRKA algoritam za pLTI

Kao sto je objasnjeno u poglavlju 3.2 ra¢unanje redukcije za pLTT se ra¢una konkatenacijom
matrica redukcije V; i W; za skup parametara od K parametara iz prostora parametara
pi €P,i=1,..., K. Zelimo da naSe matrice redukcije V, € C**K) i W, € C**"K) imaju
kao i za bilo koju drugu redukciju imaju mnogo manju dimenziju, tj. da vrijedi rK < n,
pri ¢emu je r dimenzija redukcije jednog parametra.

Za dani skup parametarea redukcije Qyeq = {p1, ..., P} raCunamo matrice Vp,, Vj,, ...,
Vo » te matrice W,,,, W, ..., W, primjenom IRKA algoritama (algoritam 1) na sustav u

tockama redukcije iz €2,.4. Nakon toga dobivene matrice konkateniramo u matrice V, i W,
na nacin naveden u (2.4), te primjenom na matrice A(p), E(p), B(p) i C(p) te reduciranjem
na nacin naveden u (2.5) dobivamo reducirane matrice A, (p), E,(p), B.(p) i C.(p).

Algoritam 2 (Redukcija reda pLTIT sustava IRKA algoritmom s danim parametrima reduk-
cije).

Odaberi skup parametara redukcije €2,..4.

Konstruiraj prazne matrice V, i W,.

Za svaki parametar p; iz skupa €2,.cq:
Izrac¢unaj V), i W, koristenjem algoritma 1 na sustav [A(p;), E(p;), B(pi), C(pi), 0],
Konkateniraj V), s desna na V, i W, s desna na W,..

Izracunaj A, (p), E,(p), B.(p) i Cr(p).

U slucaju da zelimo prosiriti nas skup parametara, ako nismo zadovoljni s redukcijom do-
bivenom primijenom algoritma 2 na isti, to mozemo napraviti "greedy" izborom parametara.
Ovaj izbor parametara od nas zahtijeva da izracunamo pogreske reducirane funkcije prijenosa
s obzirom na originalnu funkciju prijenosa, tj. zahtjeva ra¢unanje ||H(s)—H.,(s)||x.., za svaki
parametar p; iz skupa P/Qeq. Za novi parametar redukcije odabiremo onaj parametar p;
za kojeg vrijedi da je njegova pogreska najvecéa, u sluc¢aju vise takvih parametara odabiremo
prvi od moguc¢ih parametara, te za taj parametar racunamo matrice V i W koje konkate-
niramo s desna na matrice V, i W,.. Ovaj postupak ponavljamo sve dok nismo zadovoljni s
dobivenim rezultatima.

Algoritam 3 (Greedy redukcija reda pLTT sustava koriste¢i IRKA algoritam).
1: Odaberi pocetni skup parametara €2,..4.

13



2: Izracunaj matrice V, i W, primijenom algoritma 2 na skup parametara €2,..4.

3: Dok (uvjet zaustavljanja):

4: Odaberi p,, € P/Qyeq za kojeg je pogreska ||H — H,||y.. najveca,

5 Izracunaj matrice V,,, i W), koriste¢i IRKA algoritam i konkateniraj ih na matrice
redukcije V. i W,.

: Tzracunaj A,(p), E,(p), Br(p) i Cr(p).

Neki od uvjeta zaustavljanja trazenja novih parametara redukcije moze biti broj parametara

redukcije, ili tocnost sustava, tj. najveca pogreska sustava ne prelazi toleranciju. Potrebno

je napomenuti da ||H — H,||3., moze biti vrlo zahtjevno za ra¢unanje.

=2

Pokazimo upotrebu algoritma 2 na primjeru, a zbog zahtijevnosti algoritma 3, njega ¢emo
samo ilustrirati.

Primjer 2. Uzmimo primjer "Mass-Spring-Damper" sa stranice MOR Wiki, [10], sa dimen-
zijom N = 150, masom opruga M,, = 1, konstantom opruga k = 2.1, a konstanta prigusivaca

p € P, P =10, 11, ..., 100], ée biti nas parametar po kojem provodimo parametarsku re-
dukciju.
Prema tome imamo matrice
M, =11y,
2 1 0 ... 0]
1 —2 1 ... ©
Kpn=21-{0 1 -2 ... 0/,
| 0 0 1 =2
-2 1 0 0]
1 -2 1 0
D,=0 1 =2 0.
| 0 0 1 =2

0 D,
A(T(') = A0+7T1 'Al,
0
B = c RV
0
1

14



Ove nam matrice daju pLTI sustav

E(p)z(t;p) = Alp)z(t; p) + Bu(?),
y(t) = Cx(t; p),
Ovaj model ima dimenzije n = 200, m = 1, i ¢ = 1, te ¢emo reducirati dimenziju n na

dimenziju r = 3.
Pogledajmo prvo redukcije u parametarima preq = 20, prea = 50 i preq = 80 i njihove

uz 1(0; p) = x.

aproksimacije u parametrima p = 15, p =25, p =45, p =55, p =751 p = 85.

[20]

Pogresaka redukcije funkcije prijenosa
u varijabli s redukcijom u parametrima p

[50]

Pogresaka redukcije funkcije prijenosa
u varijabli s redukcijom u parametrima p

10-10

Aproksimacija u parametru p=15
Aproksimacija u parametru p=25
Aproksimacija u parametru p=45
Aproksimacija u parametru p=55
Aproksimacija u parametru p=75
Aproksimacija u parametru p=85

1071 10°

Vrijednost varijable s

1073 1072

Slika 5: Graficki prikaz pogreske redukcije u parametru p;..q

TR

o

Aproksimacija u parametru p=15
Aproksimacija u parametru p=25
Aproksimacija u parametru p=45
Aproksimacija u parametru p=55
Aproksimacija u parametru p=75
Aproksimacija u parametru p=85

10! 10°

Vrijednost varijable s

107? 102

Slika 6: Graficki prikaz pogreske redukcije u parametru p,q = 50
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[80]

Pogresaka redukcije funkcije prijenosa
u varijabli s redukcijom u parametrima p

Aproksimacija u parametru p=15
Aproksimacija u parametru p=25
Aproksimacija u parametru p=45
Aproksimacija u parametru p=55
Aproksimacija u parametru p=75
Aproksimacija u parametru p=85

107% 1072

1071 10°

10!

10% 10°

Vrijednost varijable s
Slika 7: Graficki prikaz pogreske redukcije u parametru p,.q = 80

Na slikama 5 do 7 vidimo ponasanje pogreske funkcije prijenosa za parametre p = 15,
p=25p=45 p=>55,p="T751ip =95 u parametrima redukcije preqg = 20, Preq = 50 1 Preq =
80. Na slici 5, preq = 20, i na slici 7, p..q = 80, najbolje se vidi da je ponasanje reducirane
funkcije prijenosa najbolje aproksimirano oko tocaka redukcije. Za velike parametre p iz
slika 5 do 7 vidimo da to¢nost reducirane funkcije s obzirom na originalnu funkciju prijenosa
brzo raste s obzirom na manje parametre p.

Pogledajmo sada sto se dogodi s reduciranom funkcijom prijenosa kada napravimo redukciju
u vige od jedne tocke parametra, tj. pogledajmo vrijednosti u parametrima p,.q = [20, 50],
Pred = [207 80]7 Pred = [507 80]7 1 Pred = [207 50, 80]

20, 50]

[

zZ#
oeTio?

Aiaaias
¢

5

Pogresaka redukcije funkcije prijenosa

u varijabli s redukcijom u parametrima p

H

5
3

10-10

10-11

Aproksimacija u parametru p=15
Aproksimacija u parametru p=25
Aproksimacija u parametru p=45
Aproksimacija u parametru p=55
Aproksimacija u parametru p=75
Aproksimacija u parametru p=85

st

Slika 8: Graficki prikaz pogreske redukcije

107% 1072

1071 10°

Vrijednost varijable
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15
25
45
55
75
85

----- Aproksimacija u parametru p
----- Aproksimacija u parametru p
----- Aproksimacija u parametru p
----- Aproksimacija u parametru p
----—- Aproksimacija u parametru p
----- Aproksimacija u parametru p

] 2 a2 =& & &2 8 &8 & 3

[08 ‘0Z]=d ewiawesed n woldynpal s ljqefliea n

esouafld af13uny afx)npau exesalbod

1072 1071 100 10! 10% 10°
Vrijednost varijable s

107?

1074

20, 80]

Slika 9: Graficki prikaz pogreske redukcije u parametru p;..q

[08 ‘0G]=d ewiaweied n wolid3npas s ||geluea n

esouafld afiyuny af1)npau exesaibod

Ciitmemmmmeeo—o
e o

A

{ PR

VAo

D i —

FA e T
0N wnwmnwmnwnwn
— N < 0~
I nonnn
QO 0 0 0 Qo Q
33 333 D
T o O T O O
oo e
v VvV VUV OL W
EEEEEE
© © © © © @©
P [T R S
M © © @M © @©
QO 0 0 0 0 o
=-,/a83 8333
88808 C
'O 00U 00T
M @ @ @M @© @©
EEEEEE
R R RG]
X ¥ ¥ ¥ ¥ X
O O O 0 0 O
— P O
Q 0 Q0 Qo Q0 QO
AT
H ! ! i i i
! | 1 ] | 1
I O U T
VI | DR B
' ' 1 1 1 i
: % & Lt % 0t B % & i
e

100 10! 10? 10°

1071

Vrijednost varijable s

1074

(50, 80]

Slika 10: Graficki prikaz pogreske redukcije u parametru peq
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15
25
45
55
75
85

a u parametru p
a u parametru p
a u parametru p
a u parametru p
a u parametru p
a u parametru p

----- Aproksimaci

Aproksimaci
----- Aproksimaci
----- Aproksimaci
----- Aproksimaci
----- Aproksimaci

]

b 7 1 1 ] b b 7
8 B s 2 s g s 8

_mm ‘05 .om_nnl mEEwEEmm n wof1>)npai s 1jgefliea n
esouafld af13uny al123npaus exesalbod

10° 10! 10% 10°

Vrijednost varijable s

1071

107%

20, 50, 80]

Slika 11: Graficki prikaz pogreske redukcije u parametru p,..q

Iz slika 8 do 11 mozemo zakljuciti kako s porastom broja tocaka aproksimacije redukcije

dobivamo bolju aproksimaciju funkcije prijenosa originalne funkcije na cijeloj domeni P.

2:107
10
3-107
2-1073

1

d nnjawedsed n
esous(ud efio3uny sueldnpal exsaibod

algoritma 3 uz uvjet zaustavljanja trazenu maksimalnu pogresku redukcije u normi H., na

pogreske reduciranih funkcija prijenosa s obzirom na originalne funkcije prijenosa primjenom
cijelom prostoru parametara P, manju 1072, tj. maxuep ||H(p) — H,(p)||3.. < 1072

Pogledajmo sada na ovom primjeru, uz pocetne parametre redukcije 20, 50 i 80, maskimalne

100

60

Parametar p

50

40

20

10

[107%, 10°] u toé-

Slika 12: Maksimalne pogreske reducirane funkcije prijenosa na segmentu

kama redukcije 20, 50 i 80 na cijeloj domeni P

Slika 12 prikazije maksimalne pogreske reducirane funkcije prijenosa, u tockama redukcije
20, 50 i 80, s obzirom na originalnu funkciju prijenosa po s na segmentu [107%, 103], gdje
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je ovaj segment racunat po tockama u logaritamskoj ekvidistantnoj podjeli u 10000 tocaka,
u normi 2, tj. max,epo—4 109 [[H(s) — Hy(s)||2 = ||H(s) — Hy(5)||2.- Iz ove slike vidimo
da je u parametru p = 10 pogreska reducirane funkcije prijenosa maksimalna na segmentu
[107%, 103], 2.0887 - 1072 | pa prema algoritmu 3, p=10 je novi parametar redukcije i radimo
redukciju u tockama 20, 50, 80 i 10.

u parametru p

Logaritamska pogreska reducirane funkcija prijenosa

10 20 30 40 50 60
Parametar p

Slika 13: Maksimalne pogreske reducirane funkcije prijenosa na segmentu [107%, 103] u to¢-
kama redukcije 20, 50, 80 i 10 na cijeloj domeni P

Iz slike 13 vidimo promjene dobivene dodavanjem parametra 10 u parametre redukcije,
vidimo i da se u parametru 68 dogodilo pogorsanje s novom maksimalnom pogreskom, 2.072-
1072, §to jos uvijek ne zadovoljava uvjet zaustavljanja i nastavljamo s novim parametrom
redukcije 68.
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Slika 14: Maksimalne pogreske reducirane funkcije prijenosa na segmentu [107%, 103] u toc-
kama redukcije 20, 50, 80, 10 i 60 na cijeloj domeni P

Iz slike 14 vidimo da je odstupanje parametara u desnom djelu grafa znac¢ajno smanjeno
te da je maksimalna pogreska, 9.471-1073, manja od nase zadane tolerancije i algoritam 3 tu
staje i imamo krajnju redukciju originalnog sustava u parametrima 10, 20, 50, 68 i 80. Mo-
ramo napomenuti da je ovdje uzeta pogreska racunata u H., normi i to sa aproksimativnim
pristupom, no ovo ilustrira osnovnu ideju greedy pristupa za redukciju reda parametarskog
sustava koriste¢i IRKA algoritam.
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Sazetak

U ovom radu objasniti ¢emo parametarske vremenski invarijantne (LTI) sustave, svojstva
LTT i parametarskih LTI modela sustava. Uvest ¢emo pojam redukcije sustava, svojstva re-
dukcije dimenzije sustava, te racunanje pogreske izmedu originalnog i reduciranog sistema.
Objasniti ¢emo interpolacijske projekcije za reduciranje sustava i iterativni racionalni Krylov
algoritam (IRKA) te primjenu istog na redukciju LTI i parametarskih LTT sustave, te ¢emo
na numerickim primjerima ilustrirati efikasnost numerickih metoda.

Kljucne rijeci:
LTI, parametarski LTI, redukcija, Hs norma, interpolacijske redukcije, IRKA algoritam



Parametric model order reduction using IRKA algo-
rithm

Abstract

In this work we will explain parametric linear time invariant (LTT) systems and proper-
ties of LTI and parametric LTT systems. We will introduce the term of reduction of system
dimensions, its properties, and calculating the errors between the original and reduced sys-
tem. We will explain interpolatory projection methods for system reduction and iterative
rational Krylov algorithm (IRKA) and its application on LTI and parametric LTI systems,
and we will illustrate the efficiency of numerical methods on numerical examples.

Key words:

LTI, parametric LTI, reduction of system dimensions, Hs norm, interpolatory reduction,
IRKA algorithm
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