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1 | Uvod

Monte Carlo metoda nastala je tijekom Drugog svjetskog rata kako bi se poboljsalo
donosenje odluka u neizvjesnim uvjetima, a popularizirali su je Stanislaw Ulam,
Enrico Fermi, John von Neumann i Nicholas Metropolis. Metoda predstavlja nacin rje-
Savanja problema koji se oslanja na generiranje velikog broja slucajnih brojeva, a
uobicajeni primjer koristenja metode jest aproksimacija vrijednosti broja 7. Pret-
postavimo da imamo krug polumjera jedan upisan u kvadrat kao na slici 1.1.
Omjer povrsine kruga i kvadrata sa slike iznosi 7; = 7. Uniformno odabiremo

-1 0 1

Slika 1.1: Aproksimacija broja 7t pomoc¢u Monte Carlo metode

tocke iz pravokutnika [—1,1] x [—1,1] i izra¢unamo omjer tocaka koje se nalaze
unutar kruga i ukupnog broja tocaka. Za dovoljno veliki broj generiranih tocaka
omjer bi trebao priblizno iznositi 7. Ako pomnozimo to s 4 dobit éemo aproksi-
maciju broja 7.

Takoder, metoda se koristi za bolje razumijevanje slucajnosti u raznim podrugjima
kao $to su umjetna inteligencija, cijene dionica, predvidanje prodaje, upravljanje
projektima, itd. Kao motivaciju za primjenu Monte Carlo metode promotrimo
jednostavan primjer.

Primjer 1.

Neka je zadana funkcija f : R — [—1,1], f(x) = sin(x). Izracunajmo povrsinu ispod
grafa funkcije na intervalu [0, 7t| egzaktno i koristenjem Monte Carlo metode, gdje je broj
ponavljanja N € {100,1000,10000}.



RjeSenje:
Odredimo najprije egzaktnu vrijednost povrsine ispod grafa funkcije:

/On sin(x)dx

= —cos(x)

x=0

=2,

Gornji integral moZemo aproksimirati koriste¢i Monte Carlo metodu. Uniformno
odabiremo N tocaka iz pravokutnika [0, 7r] x [0, 1]. Neke od toc¢aka ¢e biti ispod,
a neke iznad grafa funkcije f. Aproksimaciju povrsine tada moZemo izraziti na
sljedeci nacin:
Broj tocaka ispod grafa
Ukupan broj tocaka

- Povrsina pravokutnika [0, 7] x [0,1].

Povrsina pravokutnika u naSem slucaju iznosi 7t, a broj generiranih tocaka te aprok-
simacije povrsine ispod grafa funkcije moZemo vidjeti u Tablici 1.1.

Br. ponavljanja 100 | 1000 | 10000
Br. to¢aka iznad grafa funkcije | 32 | 359 | 3607
Br. tocaka ispod grafa funkcije | 68 | 641 | 6393
Povrs$ina ispod grafa funkcije | 2.136 | 2.014 | 2.008

Tablica 1.1: Rezultati Monte Carlo simulacija za N € {100, 1000, 10000}

Na sljede¢im grafickim prikazima mozemo vidjeti funkciju f(x) = sin(x) na in-
tervalu [0, 7t] te nasumicno generirane to¢ke za N=100, N=1000 i N=10000. Intu-
itivno moZemo naslutiti da je s pove¢anjem broja generiranih tocaka aproksimacija
povrsine bliza stvarnoj vrijednosti povrsine ispod grafa funcije f.

.
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Slika 1.2: N=100 Slika 1.3: N=1000 Slika 1.4: N=10000

Jedan posebno popularan podskup Monte Carlo metoda poznat je kao Monte
Carlo Markovljevi lanci (MCMC), koji pruza jednostavan i intuitivan nacin za si-
mulaciju vrijednosti iz nepoznate distribucije te koriStenje simuliranih vrijednosti
za izvodenje naknadnih analiza. To omogucava da bude primjenjiv u velikom
broju domena o ¢emu ¢e viSe rijeci biti u nastavku rada.



2 | Monte Carlo metoda

2.1 Osnove Monte Carlo metode i primjene

Monte Carlo metoda (poznata i kao Monte Carlo simulacije) koristi se uglavnom
u tri klase problema: optimizacija, numericka integracija i generiranje uzorka iz
vjerojatnosne distribucije. Rijec je o metodi koja pomo¢u slucajno generiranih vri-
jednosti i velikog broja ponavljanja opisuje ponasanje sloZzenih sustava.

Svoje ime duguje poznatom kasinu smjeStenom u Knezevini Monako, a uveli su ga
Stanislaw Ulam, John von Neumann i Nicholas Metropolis 1946. godine. Iste godine,
pojavom prvog elektronickog ra¢unala ENIAC, dolazi do detaljnog proucavanja
metode.

Ima Siroku lepezu primjena u podrudjima u kojima je jasna i ocita prisutnost tesko
mjerljivih slucajnih utjecaja, posebice u poslovanju i ulaganju. Koristi se za pro-
cjenu vjerojatnosti prekoracenja troskova u velikim projektima i vjerojatnosti da e
se cijena imovine promijeniti na odredeni nacin. Telekomi ju koriste za procjenu
performansi mreZe u razli¢itim scenarijima, $to im pomaZze da optimiziraju svoje
mreZe. Monte Carlo simulacije imaju mnoge primjene izvan poslovanja i financija,
kao Sto su meteorologija, astronomija i fizika cestica. ViSe o primjenama Monte
Carlo metode mozete pronadi u [17].

Prema [12] Monte Carlo simulacije u osnovi imaju Cetiri jednostavna koraka:

e Odredivanje jednadzbe prijenosa
Za izradu Monte Carlo simulacije potreban nam je model problema kojeg Ze-
limo analizirati. Matematicki izraz za model naziva se "jednadZba prijenosa’;

e Definiranje ulaznih parametara
Za svaki faktor u jednadZbi prijenosa trebamo odrediti iz koje distribucije
dolazi;

e Simulacija
Potrebno je generirati veliki skup slucajno odabranih vrijednosti;

e Analiza izlaznih podataka
Simulirane podatke uvrstiti u jednadZzbu prijenosa.
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Nakon §to smo ukratko predstavili ideju Monte Carlo metode, u ovom poglavlju
¢emo razmotriti specijalni slucaj ove metode, tj. Monte Carlo Markovljevi lanci
metodu (ili, kraée, MCMC). Problem kod primjene klasi¢ne Monte Carlo metode
javlja se kod generiranja uzoraka iz sloZenih vjerojatnosnih distribucija. Pokusaji
rjeSavanja ovog problema korijeni su MCMC metode, tj. metode uzorkovanja iz
dane distribucije. To je familija algoritama koji koriste Markovljeve lance za iz-
vodenje Monte Carlo metode. Postoje razliciti algoritmi za konstruiranje lanaca,
ukljucujuéi Metropolis—-Hasting algoritam te Gibbsovo uzorkovanje, a njihov prin-
cip rada bit ée predstavljen u nastavku. Kako bismo lakse razumjeli navedenu
metodu, najprije éemo definirati neke vazne pojmove i iskazati klju¢ne teoreme
vezane uz teoriju Markovljevih lanaca.

3.1 Markovljevi lanci

Definicija 1.
Neka je (Q), F, P) vjerojatnosni prostor. Funkciju X : QO — R" za koju je skup {w €
Q : X(w) € B} dogadaj u F, tj. X Y(B) € F, za svaki B € B"(R), zovemo n-
dimenzionalan slucajni vektor (ili, krace, slucajni vektor).
Definicija 2.
Neka je S diskretan skup stanja. Slucajni proces X = (X,,n € INy) na vjerojatnosnom
prostoru (Q, F,P) s vrijednostima u skupu stanja S zovemo Markovljev lanac ako
vrijedi:

P g =§|| Xy =1y 1 =t 1pes K=t = Pl Zpa =] | ZBp =8 (31)

Vn € Ny i za svaki izbor stanja iy, iy,...,i,-1,1,j € S, za koje su gornje vjerojatnosti
dobro definirane.

Svojstvo (3.1) naziva se Markovljevo svojstvo (ili, krace, MS) i kaze da su, uvjetno
na poznato sadasnje stanje, proslost i buduénost procesa nezavisne.

Markovljev lanac zadajemo funkcijom prijelaznih vjerojatnosti sto je vidljivo u slje-
decoj definiciji.
Definicija 3.
Zastanja i,j € S i 0 <s <t st € Ny, funkcija prijelaznih vjerojatnosti definirana
je pravilom

pli,sit ) = P(X; = | X = i),
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Funkcija 1-kora¢nih prijelaznih vjerojatnosti je tada definirana s
pli,m;in+1,j) =P(Xyr1=j| Xn=1i), Vi,j €S, Vn € N.

Odgovor na pitanje sto je dovoljno za potpuno opisivanje dinamike Markovljevog
lanca daje sljedeci teorem.

Teorem 1.
Markovljev lanac u potpunosti je odreden poznavanjem distribucije od X te funkcije 1—
koracnih prijelaznih vjerojatnosti.

Dokaz.

Ozna¢imos A; = P(Xp = i), i € S. Tadaje A = (A;,i € S) distribucija sluajne va-
rijable Xy, tj. pocetna distribucija Markovljevog lanca. Takoder, poznate su nam
i 1-koracne prijelazne vjerojatnosti, tj. p(i,n;n +1,j) = P(X;41 =j | Xu = i).

Pokazimo da je poznavanje pocetne distribucije Markovljevog lanca i 1-korac¢nih
prijelaznih vjerojatnosti dovoljno kako bismo odredili proizvoljnu kona¢nodimen-
zionalnu distribuciju Markovljevog lanca.

Za proizvoljna stanja i, . .., i, € Siproizvoljni n € N vrijedi:

P(XO - Z'01}<1 - il/"'/Xn—l - in—lrxn - ln) -

=P(Xp =ip | Xn—1 =in—1,..., X1 =i, Xg = i) - P(Xp—1 = iy_1,..., X1 = i1, X = ip)

MS . . . . .
= P(xn = Iy | Xp1= ln—l) : P(Xn—l = ln-1 | Xn—2=1lp-2,..., X = lO)'
’ P(Xn—2 - i}’l—ZI' i '1X0 = 10)
= plin—1,n—Ln,in) - plin-2,n—2n—1,dy 1) ---- p(io,0;1,i1) - P(Xo = io)
- p(in—lzn - 1/ n, ln) : P(in—Z/n - 2/” - ]-/ in—l) """ P(i()/ 0/ 1/ ll) . Aio'

Ako 1-koracne prijelazne vjerojatnosti ne ovise o vremenu, tj. ako vrijedi
p(i,;n+1,j) =p(i,m;m+1,j), Vn,m e Ny, n#m,

takve Markovljeve lance nazivamo (vremenski) homogeni Markovljevi lanci.

Vjerojatnosti P(X,,11 = j | Xp = i) = p(i,n;n +1,]) = p;; moZemo organizirati u
matricu:

(P11 P12 ... P
P21 P22 ... Pon
Pn1 Pu2 -+ Pun

a nazivamo ju matrica 1-korac¢nih prijelaznih vjerojatnosti.
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Definicija 4.
Matrica I1 = (p;j); ics je stohasticka i ima sljedeca svojstva:
(i) pij =0, VijeS;

(if) Y. pij=1

jES

Markovljev lanac s pocetnom distribucijom A i matricom 1-kora¢nih prijelaznih
vjerojatnosti I'T ozna¢avamo kao (A, IT) Markovljev lanac. Ireducibilni (A, IT) Mar-
kovljevi lanci od posebne su vaznosti za ergodski teorem (kojega ¢emo kasnije
iskazati). Ergodski teorem je grani¢ni rezultat koji kaZe da je za gotovo sve trajek-
torije ireducibilnog pozitivno povratnog Markovljevog lanca grani¢no vremensko
usrednjenje jednako prostornom usrednjenju. Kako bismo definirali ireducibil-
nost lanca, najprije ¢emo definirati dostiznost i komuniciranje stanja.
Definicija 5.
KazZemo da je stanje j € S dostizno iz stanja i € S (pisemo, i — j) ako je

P(Tj < oo | Xg = i) >0,
gdje je T; = min{n € Ny : X,, = j} vrijeme prvog posjeta Markoovljevog lanca stanju
jES.
Gornja definicija nam kaZe da je stanje j dostiZno iz stanja 7, ako je vjerojatnost da
je Markovljev lanac koji je startao iz stanja i prvi put posjetio stanje j u kona¢nom
vremenu, veca od nule.
Definicija 6.
Za stanja i,j € S kazemo da komuniciraju ako je stanje i dostizno iz stanja j (j — i) te
stanje j dostizno iz stanja i (i — j) i pisSemo i < .
Definicija 7.
Markovljev lanac je ireducibilan ako se skup stanja S sastoji od samo jedne klase komu-
niciranja, tj. ako sva stanja medusobno komuniciraju.

Definicija 8.
Neka je (X,,n € INy) (A, IT) Markovljev lanac sa skupom stanja S. Vrijeme prvog
povratka lanca u stanje i € S je:

Tl.(l) =min{n € N : X, = i}.

Stanja moZemo klasificirati na povratna i prolazna o ¢emu nam govori sljedeca
definicija.
Definicija 9.
Za stanje i € S kaZemo da je povratno ako je
P(TY < oo | Xp=i) = 1.
Ako vrijedi
P(TV < o0 | Xp=1) <1,

onda za stanje i € S kaZemo da je prolazno.
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Dakle, za stanje i € S kaZemo da je povratno ako se Markovljev lanac u njega vraca
beskona¢no mnogo puta, a ako se ne vraca beskona¢no mnogo puta kazemo da je
prolazno.

U nastavku rada zanimat ¢e nas posebna klasa slucajnih procesa, a rijec je o staci-
onarnim procesima u uZem smislu ili strogo stacionarnim procesima.

Definicija 10.

Za slucajni proces (X,,n € INg) na vjerojatnosnom prostoru (Q), F, P) kaZemo da je
strogo stacionaran ako su za sve m,n € Ny slucajni vektori (Xo, X1,..., Xm) i (Xn,
X1, - - Xn+m) jednako distribuirani.

Definicija 11.

Neka je (X, n € Ny) (A, IT) Markovljev lanac sa skupom stanja S. Za vjerojatnosnu dis-
tribuciju w = (7, k € S) na skupu S kaZemo da je stacionarna distribucija Markovljevog

lanca, ako vrijedi
T = rill,

tj. ako po komponentama vrijedi

T =Y mkpki, Vi € S.
kes

Primijetimo da, ako stacionarna distribucija Markovljevog lanca postoji, vrijedi
all" = (nll) - " ' =nll" = ... =7,

tj. jednodimenzionalne distribucije lanca se ne mijenjaju. Takoder, ne mijenjaju se
ni njegove kona¢nodimenzionalne distribucije.

Definicija 12.

Za stanje i € S kaZemo da je pozitivno povratno ako je E,-[Ti(l)] = 00

Definicija 13.

Neka je (X,,n € No) Markovljev lanac sa skupom stanja S i matricom 1-koracnih pri-
jelaznih vjerojatnosti I1. Za vjerojatnosnu distribuciju w = (my, k € S) kaZemo da je
granicna distribucija Markovljevog lanca ako vrijedi

lim p\") = 7;, Vi,j € S.

n—oo 1

Definicija 13 kaZe da nakon dovoljno mnogo koraka nije vazno koje je pocetno
stanje lanca, vec ¢e se lanac bez obzira na to naci u stanju j s vjerojatnos¢u ;. Ovo
svojstvo je bitno kod MCMC metoda jer odabir pocetnog stanja nema utjecaj na
postizanje grani¢ne distribucije Markovljevog lanca.

Definicija 14.

Neka je (X,,n € Ny) (A, IT) Markovljev lanac. Za stanje i € S s d(i) oznacavamo
najveci zajednicki djelitelj skupa {n € N : p;(") > 0}, pri tome ako je skup prazan
vrijedi d(i) = 1. Ako je d(i) = 1 kaZemo da je stanje i aperiodicno, u suprotnom
kaZemo da je periodicno s periodom d(i).
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Prema [3, str. 132, str. 395], za stanje Markovljevog lanca kazemo da je ergodsko
ako je aperiodi¢no i pozitivno povratno, a ireducibilan Markovljev lanac ¢ija su
sva stanja ergodska zovemo ergodski.

Teorem 2.
Neka je (Xu,n € INy) ireducibilan Markovljev lanac sa skupom stanja S i matricom 1—
koracnih prijelaznih vjerojatnosti I1. Sljedece tvrdnje su ekvivalentne:

(i) sva stanja u lancu su pozitivno povratna;
(i) postoji stanje i € S koje je pozitivno povratno;
(iii) Markovljev lanac ima stacionarnu distribuciju 7.
Dokaz teorema moZze se pronaci u [5] (Poglavlje 7, Teorem 7.14).

Teorem 3.
Neka je (X, n € Ng) Markovljev lanac sa skupom stanja S i matricom 1-koracnih prije-
laznih vjerojatnosti I1 koji je ireducibilan i aperiodican te ima stacionarnu distribuciju 7.
Tada je
lim P(X, =j)=mj, Vj €S,
te specijalno vrijedi
nh_r)r.}o pij = T, Yi,f € 8,

tj. stacionarna distribucija lanca ujedno je i granicna distribucija.

Dokaz teorema moZe se pronadi u [5] (Poglavlje 8, Teorem 8.9).

Dakle, Teorem 2 tvrdi da egzistencija stacionarne distribucije ireducibilnog Mar-
kovljevog lanca povlaci pozitivhu povratnost lanca. Dodatno, ako je Markovljev
lanac aperiodi¢an onda nam Teorem 3 kaZe da je stacionarna distribucija jednaka
granicnoj.

O grani¢nom ponasanju prosjeka (tj. aritmeticke sredine) za niz nezavisnih i jed-
nako distribuiranih slucajnih varijabli koje imaju o¢ekivanje govore nam slabi i jaki
zakoni velikih brojeva (vidi [4, str. 391., str. 413.]). Sljede¢i teorem poznat pod na-
zivom Ergodski teorem svojevrsna je generalizacija jakog zakona velikih brojeva za
Markovljeve lance. Govori o granicnom ponaSanju srednjih vrijednosti vezanih
uz Markovljeve lance kroz vrijeme.

Teorem 4. (Ergodski teorem)

Neka je (X,, n € Ny) pozitivno povratan i ireducibilan Markovljev lanac te neka je
n = (my, k € S) njegova jedinstvena stacionarna distribucija. Neka je f : S — R
ogranicena ili nenegativna funkcija. Tada vrijedi:

n—1
p (7}5{}0% ) f(X) = Zf(k)ﬂk> =1

i=0 kes
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Napomena 1.

1) Uocimo da je izraz Y, f (k)i dobro definiran za konacan skup S. Za prebrojiv skup
keS
S i nenegativnu funkciju f imamo red nenegationih realnih brojeva koji ili divergira u

oo ili konvergira. Ako je S prebrojiv i funkcija f ogranicena, tj. |f(k)| < K,Vk € S,

imamo
Y If)|m <KY me=K,
kes kes

pa se radi o apsolutno konvergentnom redu.

Zbog jednostavnosti, u nastavku rada uvodimo oznaku:

Y fk)yme = e (f).

kes

2) Velicinu 7t(f ) moZemo prikazati na drugaciji nacin. U skladu s definiranim r; (vidi
[5, Poglavlje 7, str. 43.]) slijedi:

= Zf(])n]

j€s
T® 1
_ Trgp._
;f Ez[Tz ] [ Z {Xn J}]
1 ] T _q
— Ei[Ti(l)]Ei _]gf(]) ng;o I{Xn:j}] (3.2)
: FT g
_ Ei[Ti(l)]Ei _ n;() (jezslf(])f{xn:j}> ]
=
= Ei[Ti(l)]Ei_ r;) f(Xn) |-

Dokaz teorema.
Pretpostavimo da vrijedi

<7111—I>I<>10 = Z f Xk Jgf(])ﬂ']> =1,VieS.
Ako vrijedi gornja pretpostavka, tada je:

<,}g{}on Y f(X) = Zf(]')ﬂ]) =

jeS

=y ((,}gggn Y (%) = qu)n,-)

i€S jes

Xo = i> . P(Xo = i)
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=) P (11_{{}“1 Y f(Xe) = Zf(]')ﬂ]) T

i€S jeS
= Z 7T - 1

ieS
= 1

Dakle, dovoljno je dokazati da vrijedi

(Jﬂi‘o Zka Zf(j)ﬂj>:1,vz'es.

jes

Odaberimo proizvoljno stanje i € S i pokaZzimo da je za njega

<nlg{}on Zf X) = 2f(j)ﬂj> =
j€S

Pretpostavimo da je f : S — IR nenegativna (dozvoljeno je ) f(j)7r; = o). Pri-
jES

sjetimo se, TZ.( Jk>1 je vrijeme k-tog povratka u stanje i te vrijedi Ti( ) = 0. Kako

jei € S povratno stanje, tada imamo P(Ti(k> < va| Xy =) = 1.

Zan € N definiramo broj izleta Markovljevog lanca iz stanja i koji cijeli stanu u

interval [0, n]:

B(n) = max{k € No; T ( ) < nt,

za kojeg primijetimo da vrijedi

TEM < 4 « 7B 4 e N, (3.3)
PokaZimo najprije da je

P((lim B(n) _ 1 ) oni> =1,
nseo 1 Ei[Ti(l)]

Oznac¢imo s a, = (Ti(n) - Ti(n_l) ),n € N, duljinu trajanja n-tog izleta lanca iz
stanja i € S. Bududi da su regenerativni ciklusi nezavisni i jednako distribuirani
slucajni vektori, (a,,n € IN) je n. j. d. niz s oCekivanjem E[x; | Xy = i]. Prema

jakom zakonu velikih brojeva vrijedi

(n)
)
lim 44— = lim = . Z dy = Elay | Xg=i] = E; [T( ) T-(O)] = Ez’[Ti(l)] Pi-g. s.

n—oco M n—oo 1 i

Bududi da se radi o povratnom Markovljevom lancu, B(n) — oo zan — oo te
slijedi:
T(B(1)) T(B(n)+1)

- i 1 i _ 7M1 p_
LTl e D R
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Primijetimo da je lim ng(zf;l = 1 pa iz 3.3 dijjeljenjem s B(n) dobivamo
T(B(1) i T(B(m)+1) B(n) +1

50 < B < B T1 B

: m MWy po
:>nll_1’>I;loB(n) Ei[T; "] P--g. s.

Definirajmo slucajne varijable

T 4
me= 3, f(Xn) (3.4)
m:Tl.(kfl)
Tada su regenerativni ciklusi ¢ = (XT.(’“”’XT.("*”H" : "XTI.(”— 1),k € N, neza-

1 1

visni i jednako distribuirani slu¢ajni vektori s vrijednostima u E = |J S'. Defini-
I=1
rajmo funkciju F : E — [0,00) s

I
F(s) = Z;f(s]-), s = (s1,...,8) € S’
=

Uocimo da je 7y = F(&x), k € N, transformacija regenerativnog ciklusa. Kada F
primijenimo na svaki regenerativni ciklus dobivamo n. j. d. nizy = (1, k € N) s
ocekivanjem E|[1; | Xy = i] te prema jakom zakonu velikih brojeva vrijedi

1!

il)_l
Z_:O f(Xm)} , P-g.s.

k—o00

1 .
hm%.iliij[mon]Ei[
j=

Zbog nenegativnosti funkcije f, nejednakosti 3.3 te definicije 3.4 za k € IN slijedi

B(n)  B(m) T,V-1
Y = f(Xm)
] k=1, k1)
7B
= f(Xm)
m=0
n—1
< ) f(Xm)
m=0
(B _y
< ), f(Xw)
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Ti(B(”)Jfl) Tl(k)—l
= f(Xm)
k=1 m:T.(kfl)
B(n)+1
— 17k-
k=1
Nadalje, zbog
B(n) 1
1) n” — Ei[Ti(l)]’ n— oo, P-g.s.
k T(1>—1
2k '21 1 = Eilm] = E 20 f(Xm) |, k— oo, Prg.s.
1= m=

slijedi

(1)
180 B(n) 1 B 1 Lt
lim — = lim . = E; Xm)l|, Pi-g.s.
n—oo n k; ﬂk n—00 n B(Tl) =1 ”k EZ[T(l)] Z f( ) g

te je analogno

1 B(m+1 1 |
lim — Mk = E f(Xm)|, Prg.s
n—sco 11 k; Ei[Ti(l)] m;O

B(n) B(n)+1
1z zadnje dvije relacije te iz nejednakosti ) nx < ), # slijedi
k=1 k=1

1 n—1 Ti(1>_1
lim = Y f(Xwm) = E; [ Z—:o f(Xm)]

e E(TV)
= n(f)
=2 f()m, Prgs
j€s
Dakle, vrijedi
n—1
P(lim Y- f(Xn) = L)) = 1,
m=0 jeSs

paje dokaz ovime zavrSen za nenegativne funkcije. Ako imamo proizvoljnu ogra-
ni¢enu funkciju, f rastavimo na pozitivni i negativni dio (f = f* — f~) te u tom
kontekstu dokaz provodimo analogno kao u slu¢aju nenegativne funkcije za f7 i
f~ pautom slucaju imamo 7(f) = ¥ f(j)mj = n(f*) — n(f).

jes

0
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Korolar 1.
Nekaje f : S — R ogranicena funkcija. Tada za svaku pocetnu distribuciju Markovljevog
lanca (X, n € Ny) vrijedi

Y Ef (Xl = ) f()mj = n(f).

. 1%
lim —
k=0 jeS

n—oo 1

Specijalno, za pocetno stanje i Markovljevog lanca te funkciju f = I imamo

Takoder jedno od vaznih svojstava Markovljevog lanca, koje ¢emo koristiti u nas-
tavku, jest detaljna uravnoteZenost (engl. detailed balance).

Definicija 15.

Neka je (X,,n € Ng) Markovljev lanac sa skupom stanja S i stacionarnom distribucijom
7. Za lanac kaZemo da je reverzibilan s obzirom na 7t ako vrijedi

TtiPij = TTiPjis Vl,] € 5. (35)
Jednadzba 3.5 zove se uvjet detaljne uravnoteZenosti.

Primijetimo da je svojstvo 3.5 jac¢e od uvjeta da je 7t stacionarna distribucija Mar-
kovljevog lanca o ¢emu nam govori sljedeci teorem.

Teorem 5.

Neka je (Xn,n € INp) ergodski Markovljev lanac sa skupom stanja S i matricom 1-
koracnih prijelaznih vjerojatnosti I1. Pretpostavimo da postoji distribucija 7t takva da
je mtipij = 7pji, Vi,j € S. Tada je 7 stacionarna distribucija lanca i lanac je reverzibilan
s obzirom na 7.

Dokaz.
Neka vrijede pretpostavke teorema, tj. neka 7w zadovoljava uvjet 7t;p;; = 7t;pji, Vi, j

€ S. Tadaje
Y TP = ) TGP = G ) i = 7.
i€s i€s i€s
Dakle, slijedi r = mI1 pa je 7t stacionarna distribucija lanca. Prema Definiciji 3.5
Markovljev lanac (X, n € INy) je reverzibilan s obzirom na 7.
U
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3.2 Metropolis-Hastings algoritam

Metropolis-Hastings algoritam jedan je od najpopularnijih MCMC algoritama, a
njegovi zacetnici su Nicholas Metropolis i Wilfred Keith Hastings. Nastao je 1970.
godine Hastingsovim generaliziranjem algoritma kojeg je 1953. godine razvio
Metropolis. Konkretno, nastao je pokusajima matematicara da integriraju vrlo
sloZene izraze, koji nisu rjeSivi analiticki ili primjenom metoda numericke inte-
gracije. Medutim, zbog svojih moguénosti, interes za ovim algoritmom raste u
podrudjima u kojima je potrebno simulirati uzimanje uzoraka iz proizvoljne vje-
rojatnosne distribucije.

3.2.1 Opis algoritma

Osnovna ideja metode je generiranje niza vrijednosti uzorka, tj. Markovljevog
lanca sa skupom stanja S tako da njegova stacionarna distribucija dobro repre-
zentira zadanu distribuciju 7, koju nazivamo ciljna distribucija. Kod standardne
analize Markovljevih lanaca poznata nam je funkcija prijelaznih vjerojatnosti, a ne-
poznata je stacionarna distribucija, dok je u MCMC pristupu poznata stacionarna
distribucija, a funkcija prijelaznih vjerojatnosti se definira tako da se stacionarna
distribucija postigne (u kona¢nom vremenu). Rezultiraju¢i Markovljev lanac je er-
godski pa je prema Teoremu 3 stacionarna distribucija ujedno i grani¢na distribu-
cija. Dakle, uz dovoljno veliki broj iteracija, stacionarna distribucija lanca postaje
cilina distribucija. Algoritam zapocinjemo s pocetnim stanjem x(© te iterativno
nadogradujemo Markovljev lanac, tako da u svakoj iteraciji odabiremo kandidata
za sljedec¢u vrijednost uzorka na temelju trenutne vrijednosti uzorka. Stoga, de-
finiramo funkciju prijedloga stanja x’ izrazom g(x, x") = q(x’|x). Dakle, uvjetna
vjerojatnost g(x’|x) predstavlja vjerojatnost prelaska Markovljevog lanca iz stanja
x u stanje x". Stanje x’ moZemo odbiti ili prihvatiti kako je opisano u Algoritmu 1.

Algoritam 1 Metropolis—-Hastings

1: Odaberi x(©) tako da vrijedi 77(x(%)) > 0 i broj iteracija T;
2 zmt=01,2,...,Tradi

3: x = x);

¥~ g(¥]);

Izra¢unaj vjerojatnost a(x’|x) po pravilu

a(x'|x) = min{
6: u~Uu(o,1);

Definiraj x(t+1) = X', akoje u < a(x'|x)
x, akoje u > a(x'|x)

Ako je kandidat odbijen, vrijednost kandidata se odbacuje te se trenutna vrijed-
nost ponovno koristi u sljedecoj iteraciji, dok se u situaciji kad je kandidat prihva-
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¢en, koristi vrijednost kandidata. Vrijednost a(x’|x) iz koraka 5 zovemo Metropolis—
Hastingsova vjerojatnost prihvadanja i ona govori kolika je vjerojatnost da pri-
hvatimo novog kandidata. Izraz

n(@) - g(x}¥)
7(2) -4 ) (36

zovemo Hastingsov omjer. Omjer nije definiran ako je je 7r(x) = 0, stoga na po-
Cetku algoritma zahtijevamo da vrijedi 77(x(?)) > 0. Takoder, trebamo imati na
umu da kandidat x’ treba zadovoljavati uvjet g(x’|x) > 0 s vjerojatnoséu 1 kako
bi omjer bio dobro definiran. 1-korac¢na prijelazna vjerojatnost iz stanja x u stanje
x' je tada dana izrazom p,, = q(x'|x) - a(x|x).

Uodimo:

(i) akoje a(x'|x) = 1tadaje % > 1, 1. % <lpajea(x|x’) <1,

(ii) akoje a(x'|x) < 1tadaje % < 1.1 % > 1pajea(x|x’) =1.

Pretpostavimo da vrijedi a(x'|x) < 11 a(x|x’) = 1. PokaZimo da je zadovoljen
uvjet detaljne uravnoteZenosti, tj.

() — T Al
() (%)
(x) () - a(¥'|x) = () - q(xl)
= n(x) 1(<12) () = 7)) - (e
7(x) - pro = () P

Analogno se pokaZze i za drugi slucaj. Dakle, 7t je stacionarna distribucija Markov-
ljevog lanca.

Ako je g simetri¢na, tj. ako vrijedi g(x’|x) = q(x|x’), tada je izraz 3.6 jednak 7;((’;/))
te se postupak svodi na Metropolis algoritam.

3.2.2 Specijalni slucajevi Metropolis—Hastings algoritma

Postoje razli¢ite varijante ovog algoritma, a mi éemo spomenuti dvije koje se u
praksi najcesce koriste.

Ako je funkcija prijedloga g u algoritmu nezavisna o trenutnom stanju u Mar-
kovljevom lancu, onda govorimo o nezavisnom Metropolis—-Hastings algoritmu.
Dakle, funkcija prijedloga u ovom slucaju glasi q(x,x") = q(x’). Najcescée se u
praksi za funkciju prijedloga koristi normalna (Gaussova) distribucija s o¢ekiva-
njem x, tako da je vjerojatnije da ée tocke bliZe x biti sljedece posjecene. Iako su
vrijednosti, koje dobijemo ovim algoritmom, realizacije nezavisnih slucajnih va-
rijabli, vjerojatnost prihvacanja novog kandidata ovisi o prethodnom stanju pa
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Algoritam 2 Nezavisni Metropolis—Hastings

1: Odaberi x() tako da vrijedi 77(x(%)) > 0 i broj iteracija T;
22zat=0,1,2,..., T radi

3: x = x);

4 ¥ ~g(x);

5 Izra¢unaj vjerojatnost a(x’|x) po pravilu

(x') - q(x) 1)
m(x)-q(x')" )

a(x'|x) = min {

6: u~Uu(o,1);

Definiraj x(t1) — X', ako je u < a(x'[x)
x, akoje u > a(x'|x)

uzorak nije nezavisan. Ako su prijedlozi oblika ¥’ = x + €, gdje je {e:} uzo-
rak od kona¢no mnogo slucajno odabranih realizacija neke distribucije (najcesée
se uzima simetri¢na distribucija), onda se radi o Metropolis—Hastings algoritmu
sa slucajnom Setnjom. Metoda se zasniva na lokalnom pretrazivanju okoline tre-
nutne vrijednosti Markovljevog lanca. U tom slucaju funkcija prijedloga je oblika:

q(x,x") = q(x'|x) = q(x' — x) = q(e1),
q(x',x) = q(x[x') = q(x — &) = q(—e1).

Algoritam 3 Metropolis—Hastings sa slu¢ajnom Setnjom

1: Odaberi x(©) tako da vrijedi 77(x(%)) > 0 i broj iteracija T;
2 zat=01,2,...,Tradi

3: x = x();

¥~ q(¥]);

Izra¢unaj vjerojatnost a(x'|x) po pravilu

(%) - g(xl)
e
m(x') - g(—er) 1.
G ate)

a(x'|x) = min {

= min{
6: u~Uu(o,1);

Detinia ) — [X: S0Re s <l
x, akoje u > a(x'|x)
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Ako je € simetri¢na distribucija onda vrijedi g(et) = g(—e¢) pa je u tom slucaju

vjerojatnost prihvacanja a(x’|x) = min { ”(Tf(j;)et) | }

Promotrimo sada sljedece slucajeve prilikom odabira kandidata:

(i) ako su pomaci €; minorni (tj. varijanca od €; je mala), tada je omjer %i‘—)

blizu 1 pa se kandidati skoro uvijek prihvacaju;

mt(x+er)
7e(x)

(ii) ako su pomaci €; veliki (tj. varijanca od e€; je prevelika), tada je omjer
blizu 0 pa se kandidati skoro uvijek odbijaju.

Odabirom adekvatne varijance od €; bave se adaptivne Metropolis—Hastings me-
tode, a detaljnije o njima moZzete pronadi u [9].

Pokazimo na jednostavnom primjeru kako se Metropolis-Hastings sa slu¢ajnom
Setnjom moZze koristiti za uzorkovanje iz standardne normalne distribucije.

Primjer 2.

Neka je distribucija slucajne varijable €; dana s €; ~ U(—4, ), gdje je 5 > 0 proizvoljan.
Promotrit éemo slucajeve kada je & jednako 0.5 i 3. Za dani €; definiramo x' = x + €; kao
Sto smo opisali u algoritmu 3. Dakle, od stanja u kojem se trenutno nalazimo se pomak-
nemo za jako mali €; te na taj nacin istraZujemo lokalnu okolinu trenutnog stanja. Buduci
da Zelimo simulirati standardnu normalnu distribuciju, tada je ona i ciljna distribucija,
tj. 7t ~ N(0,1). Neka je broj iteracija algoritma jednak 400 te bez smanjenja opcenitosti
svaku simulaciju zapocinjemo iz tocke 0.

Na dijagramima 3.1 i 3.2 su prikazane simulacije Markovljevog lanca za 6 = 0.5i 6 = 3.

20
w!
@ ‘
ol X 5 .
;‘ ::. » -
bt J "
10 i F 34 i b3 % .
¢ 1%y ¢ 4 Iire AR .
. P \
% .o o ¢ T ade, w
S 05 4 {. . ® « : - :’6.‘ . ’ l'(i’
= L TR * » se! Ol ®! ;
. e ale * “ g shae LN 1 RS o
g e W 0 o et s ey
H o :* b R ISR I o B Bidhy
iE ' 3 Y s.t L "
% o5 ) ) . LI P . . g.’b
“ . “e r > i, @i ® e e
,. ® e Q'. :; IR T ¢
-1.0 o - . ‘;‘ 5. .1
PR { \ oy |
.\.' ¢ ‘. . -
15 .’ »
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0 50 100 150 200 250 300 350 400
broj iteracijia

Slika 3.1: Simulirana trajektorija Markovljevog lanca za 6 = 0.5
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simulirane vrijednost

-2

0 50 100 150 200 250 300 350 400
broj iteracija

Slika 3.2: Simulirana trajektorija Markovljevog lanca za 6 = 3

Na dijagramu 3.2 vidimo da postoji niz iteracija u kojima nema pomaka, tj. predloZeni
kandidati su odbijeni, dok je na dijagramu 3.1 bilo vise pomaka. MoZemo zakljuciti da u
slucaju kada je 6 velik, kandidati koje predlazemo mogu biti previSe udaljeni od stanja u
kojem se Markovljev lanac trenutno nalazi pa je stoga veéa vjerojatnost da ée kandidat biti
odbijen. U slucaju malih vrijednosti za 8, vrijednosti rt(x") i 7t(x) su priblizno jednake
pa je vjerojatnost prihvacanja novog kandidata uvijek priblizno jedan.

Na dijagramima 3.3 i 3.4 su prikazani histogrami simuliranih vrijednosti Markovljevog
lanca za 6 = 0.5i 6 = 3. Ocekivanje simulirane distribucije s dijagrama 3.3 iznosi
—0.007, dok je varijanca jednaka 0.786. U slucaju kada je 6 = 3 (dijagram 3.4), ocekiva-
nje je 0.007, dok varijanca iznosi 0.983.

05 = ciljna distribucija: N(0,1)
=== procjena ciljne distribucije
04
S 03
Q
a
&
02
01
0.0

-3 -2 -1 0 1 2 3
vrijednosti Markovljevog lanca

Slika 3.3: Histogram simuliranih vrijednosti Markovljevog lanca za § = 0.5
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04

03

gustoca

01

= ciljna distribucija: N(0,1)
=== procjena ciljne distribucije

0.0 T T T T T T
-3 -2 -1 0 1 2 3
vrijednosti Markovljevog lanca

Slika 3.4: Histogram simuliranih vrijednosti Markovljevog lanca za 6 = 3

Zakljucno, neovisno o vrijednosti 6, jednodimenzionalne distribucije Markovljeva lanca
konvergiraju prema standardnoj normalnoj distribuciji. Brzina konvergencije jednodimen-
zionalnih distribucija prema stacionarnoj distribuciji koja je blizu ciljne distribucije, kao i
velicina skupa stanja koja posjetimo prilikom simulacija, ovise o0 6.

3.3 Gibbsovo uzorkovanje

Kao i druge MCMC metode, Gibbsovo uzorkovanje konstruira Markovljev lanac
Cije jednodimenzionalne distribucije konvergiraju prema ciljnoj distribuciji. Ime
je dobilo po fizicaru Josiahu Willardu Gibbsu, a algoritam su opisali bra¢a Stuart i
Donald Geman 1984. godine. Radi se zapravo o specifi¢cnom slucaju Metropolis-
Hastings algoritma u kojem se prijedlozi uvijek prihvacaju. Za razliku od prethod-
nog algoritma, Gibbsovo uzorkovanje primjenjivo je jedino u visedimenzionalnim
problemima kada zajednicka distribucija slucajnih varijabli nije eksplicitno poz-
nata ili je teSko iz nje izravno uzorkovati, ali su nam poznate uvjetne distribucije
svake slucajne varijable. Primjene ovog algoritma mogu se pronadi u genetici (npr.
zakljucivanje o mjeSovitom nasljedivanju u Zivotinjskoj populaciji), strojnom uce-
nju (npr. otklanjanje Suma sa slike), medicini, bioinformatici, fizici, statistici i sl.

Algoritam 4 Gibbsovo uzorkovanje

1: Inicijaliziraj x(©) = (x0,...,x0) i broj iteracija T;
22zat=0,1,2,..., T radi
3: zai=1,2,...,nradi

, t Pk t t—1 1y,
4: X; ~ n(xi]xl,...,xi_l,xi+1,... F

Dakle, iz Algoritma 4 moZemo primijetiti da azuriranjem x!, u sljede¢em koraku
koristimo njegovu vrijednost za uzorkovanje x; ; vrijednosti. U ovom slucaju,
funkcija prelaska je oblika

gl x_i|x;, x_i) = m(xl|x_;),
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gdje x_; oznacava vektor (x1,...,Xj_1, Xiy1,...,Xn).

PokaZzimo sada da se radi o Metropolis—Hastings algoritmu, u kojem se kandidati
uvijek prihvacaju. Konkretno, trebamo pokazati da je vjerojatnost prihvac¢anja «
iz Algoritma 1 uvijek jednaka jedan:

7e(xi, x-i) - 4(
7 (xi, x—i) - 4(
(g, x—i) - (xi|x_;)
X X g ) * n(x§|x_,-)’1}

7 (x|x—i) - m(x—i) - 7r(xi[x—) }
(3] x_g) » X} - mlel| %)

= min{1,1}

= L.

X X_g|ahx s
ir 1’ ir 1)/1}

/4 . ; c) = i
lX(xl', x—1|xll x—l) L { le'/ X_i|xi/ x_i)

— min{

— min{

Pogledajmo na jednostavnom primjeru kako funkcionira Gibbsovo uzorkovanje.

Primjer 3.
Neka su X i'Y slucajne varijable s Bernoullijevom distribucijom te neka je dana zajednicka
distrubucija P(X = x,Y = y) = px y(x,y) tablicom:

X\Y| 0 1
0 (04 0206
1 |01 03|04

05 05

Tada je uvjetna distribucija od X uz uvjet {Y = y}:
P(X=0,Y=0) 04

P(X=0]Y =0) = P =0 ~os5-°%
P(X=0]Y=1)= P(XP(:YO’:Y ): B % =04,
P(X=1]Y =0) = P(XP(:YL:Y ): ) _ % =02,
PlX=1r=1)= P(XP(:YL:YD: D_ % = 0.6.
Analogno dobivamo uvjetnu distribuciju od Y uz uvjet {X = x}:
P(Y=0|X=0) = PR=QX=0) _04_ ez

P(X=0) 06

P(Y=0,X=1) 0.1
P(Y=0|X=1)= (P(le) ):ﬂ:0.25,
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P(Y=1,X=0) 02

P(Y=1|X=0) = o0 g~ 03
P(Y=1,X=1) 03
P(Y=1X=1) = Zre ity il

Pretpostavimo da krenemo s nekim vrijednostima od X i Y i ponavljamo sljedeca dva ko-
raka:

1. generiramo vrijednost od X prema P(X|Y = y), gdje je y trenutna vrijednost od Y;

2. generiramo vrijednost od Y prema P(Y|X = x), gdje je x vrijednost generirana u
koraku 1.

Bez smanjenja opcenitosti, neka je (0, 0) pocetno stanje. Ako pokrenemo gore opisani algo-
ritam za broj iteracija n=10000, dobivamo Markovljev lanac cija je stacionarna distribucija
dana tablicom:

X\Y| o0 1
0 | 04048 0.1989 | 0.6037
1 |0.1009 0.2954 | 0.3963

0.5057 0.4943

Uocimo da stacionarna distribucija dobro aproksimira ciljnu distribuciju s pocetka pri-
mjera.



4 | Primjena MCMC metode uobradi
slika

Spomenuli smo da se MCMC metoda koristi u mnogim problemima iz stvarnog
svijeta. U ovom poglavlju ¢emo obraditi primjenu MCMC metode u obradi slika,
a rijec je o redukciji Suma binarne slike. Sum obi¢no veZemo uz nesto nepoZzeljno,
a u terminima slike moZemo ga definirati kao varijaciju svjetline ili boje. U svrhu
redukcije Suma koristit éemo Metropolis-Hastingsov algoritam, kojega smo ranije
opisali. Za potrebe ovog rada, pretpostavit éemo da je slika koju Zelimo simuli-
rati generirana koristenjem Isingovog modela, stoga ¢emo najprije ukratko opisati
njegovu strukturu.

4.1 Isingov model

Isingov model, nazvan po fizi¢aru Ernstu Isingu, je matematicki model koji se ko-
risti u statistickoj mehanici. Model je predstavljen pravilnom reSetkom atomskih
spinova koji mogu biti u jednom od dva stanja (-1 ili +1). Svaki spin medusobno
komunicira sa susjednim spinovima. Ako se susjedni spinovi slazu (tj. imaju istu
vrijednost) tada imaju niZu energiju od onih koji se ne slaZu te sustav teZi najnizoj
energiji.

Slika 4.1: Prikaz 2D Isingovog modela. Slika preuzeta iz [15].

Definicija 16.
Neka je A skup elemenata, od kojih svaki element ima skup susjeda, ¢ineci tako kvadratnu
reetku. Za svaki element k € A postoji diskretna varijabla oy, tako da je o, € {—1,+1}.
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Dodjelu vrijednosti spina svakom elementu unutar resetke oznacavamo sa 0 = {0y }xen
i zovemo ju konfiguracija spina.

Za svaka dva susjedna elementa i,j € A postoji interakcija J;;. Takoder, element j € A
ima vanjsko magnetno polje h; koje je u interakciji s njim. Energija konfiguracije o je dana
Hamiltonovom funkcijom

H(o) =~ ) Jijoi0; — MZhjUj, (4.1)
j

<ij>
gdje oznaka < ij > predstavlja da su elementii i j susjedi.

Vjerojatnost konfiguracije je zadana visedimenzionalnom Boltzmannovom distribucijom

B e_‘BH(‘T)

(4.2)

gdje je p > 0, a Zg zovemo konstanta normalizacije i dana je izrazom
Vr— e_:BH(U).
=

U praksi se cesto Isingov model koristi bez koriStenja vanjskog polja u interakciji
s reSetkom, tj. h; = 0,Vj € A. Takoder, moZemo pretpostaviti da je J;; jednak za
svaki element i u tom slucaju ga oznacavamo s J. Tada izraz 4.1 moZemo pojed-
nostavniti:

H(o)=-] ). oio;. (4.3)

<ij>

Ukoliko postoji previse stanja u sustavu kojeg promatramo, tada Isingov model
mozemo tesko procijeniti. Promotrimo Isingov sustav koji ima L = |A| elemenata
unutar reSetke te svaki element moZze imati jednu od dvije mogude vrijednosti (-1
ili +1). Tada je ukupni broj moguc¢ih stanja jednak 2% pa zbog toga Isingov model
mozemo simulirati koristenjem MCMC metode.

Bududi da imamo ukupno L mogudih elemenata, vjerojatnost odabira elementa

u redetki jednaka je g(x'|x) = }. Zbog detaljne uravnoteZenosti, vjerojatnost pri-

hvaéanja novog stanja jednaka je

a(l) = TN 7O n) B oy
r@a%) T w@t T w®) | Lo PR -

(4.4)
Detaljnije o Isingovom modelu moZete pronadi u [16].

4.2 Redukcija Suma na slici pomoéu MCMC metode

Pretpostavimo da imamo binarnu sliku sa Sumom X. Binarna slika se moZe pro-
matrati kao kvadratna reSetka, gdje svaki piksel predstavlja jedan element unutar
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reSetke. Ovisno o boji piksela, svaki piksel moZe poprimiti vrijednost 1 (bijela
boja) ili -1 (crna boja). Sum na binarnoj slici postiZe se poprimanjem suprotne
vrijednosti piksela od vrijednosti piksela na originalnoj slici. Originalna slika nam
je nepoznata i nju ¢emo oznaciti s Y. Cilj nam je od slike X dobiti sliku Y. Pret-
postavimo daje Y generirana Isingovim modelom pa Zelimo pomocu Metropolis—
Hastings algoritma simulirati Boltzmanovu distribuciju 4.2. U nastavku dajemo
algoritam za smanjenje Suma na slici.

Algoritam 5 Redukcija Suma na slici pomoc¢u Metropolis—-Hastings algoritma

1: Incijaliziraj Y(©) +— X, odaberi parametre ], B > 0 i broj iteracija T;
2 gt ==0,1,2;...,T ¢adi
y().

33 Na sluca]an nacin odaberi piksel Y;;;
4: Predlozi kandidata YZ’] = Yl(] ),
5 Izracunaj vjerojatnost prihvacanja

a(Y|y)) =min{e 66 d k',1};

6:  Generiraj u ~ U(0,1);

'ij, ako] (1)
Definiraj Y{i ") = {Y,], akoje u < a(Yf|Y;")

YE;), akoje u > oc(Yl’]|YZ§t))

Zbog koraka 4 algoritma 5 i jednakosti 4.4, vjerojatnost prihvaéanja iz koraka 5 je
danas:

(t)
H Y.
( mm{e ﬁ< i )>,1}
ﬁ( ] Y/,Yk‘ﬂﬂ ¥ Yé”%f?)
— min {e k) (i,f)~ (k1) ; 1}
(f L Y,E”Y,SRH X n&”nﬁz’”)
— {e (i)~ (k1) , 1}

257 £ ¥PyP
:mm{e (i) ~(k1) ,1},

Na sljedec¢em grafickom prikazu mozemo vidjeti jednu iteraciju algoritma 5. Neka
su zadani parametri § = 0.9 te ] = 1. Na slici (a) se nalazi primjer inicijalne
slike koju imamo na ulazu algoritma. Na slici (b) je prikazana slika nakon (t —
1) iteracija algoritma. U iteraciji ¢ (slika (c)), slu¢ajno odaberemo jedan piksel.
Neka je to piksel yéi) koji ima vrijednost 1. Predlozimo kandidata ¥, = —Yz(i) te
ra¢unamo vjerojatnost prihvacanja kandidata

0((1| _ 1) — min{e—2~0.9-(—1)-(1+1+1+1),1} — min{e7'2,1} — 1.
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Dakle, s vjerojatnoséu 1 prihvacamo predloZenog kandidata, a rezultat vidimo na

slici (d).

A1 [-1|1]-

1 -1 -1 1 1

(c) U iteraciji t slu¢ajno odaberemo piksel
(npr. Yz(i)) te pronademo njegove susjede

(d) Slika u iteraciji (t + 1), nakon $to smo

promijenili vrijednost piksela Yz(i)

Slika 4.2: Graficki prikaz jedne iteracije algoritma 5

Na sljede¢im grafickim prikazama moZemo vidjeti rezultate algoritma, koje smo
dobili pomoc¢u programskog jezika Python. Na originalnu sliku smo dodali Sum
te smo nakon toga pokrenuli gore opisani algoritam kako bismo ga otklonili. Slika
4.4 ( Lena) Cesto je koristena u obradi slika te je preuzeta s https://tinyurl. com/
ywr3ubnc. Prilikom pokretanja algoritma koristili smo sljedeée parametre:

Slika | Postotak Suma na slici | Broj iteracija algoritma | S | |
4.3 10% 500000 09 |1
4.4 15% 2500000 0951
4.5 22% 1500000 1 |1
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MCMC

100 200 300 400

(a) Originalna slika

0 3 PR gTLAB Y F = 0
- » 51
100 7 & 2 g BEE : 100 {
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250 {42 Bapr bl ’.vv‘ o A 20 {
00 W g ; 7 5 004
%8 100 200 300 00 500 0 100 200 300 00 500

(b) Slika nakon dodavanja
Suma

(c) Slika nakon redukcije

Suma

Slika 4.3: Otklanjanje Suma sa slike teksta

(a) Originalna slika (b) Slika nakon dodavanja (c) Slika nakon redukcije
Suma Suma
Slika 4.4: Otklanjanje Suma s portreta

(a) Originalna slika

(b) Slika nakon dodavanja
Suma

(c) Slika nakon redukcije
Suma

Slika 4.5: Otklanjanje suma s QR koda
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Primjer 1

1 import numpy as np
2 import matplotlib.pyplot as plt
3 def definite_integral_show(f, x0, x1, N):

4

© ® N o G

10
11
12
13
14
15

16

17
18
19
20

21

22
23
24
25
26

27
28

X = np.arange(x0, x1, 0.01)

y = £(x)
f_max = max(y)
x_rand = x0 + np.random.random(N)*(x1-x0)
y_rand = 0 + np.random.random(N)x*f_max
ind_below = np.where(y_rand < f(x_rand))
ind_above = np.where(y_rand >= f(x_rand))
plt.plot(x, y, color = "black",linewidth=3)
pts_below = plt.scatter(x_rand[ind_below], y_rand[ind_below],
color = "mediumpurple")
pts_above = plt.scatter(x_rand[ind_above], y_rand[ind_above],
color = "mediumpurple")
plt.show ()
plt.plot(x, y, color = "black",linewidth=3)
pts_below = plt.scatter(x_rand[ind_below], y_rand[ind_below],
color = "mediumturquoise")
pts_above = plt.scatter(x_rand[ind_above], y_rand[ind_abovel],
color = "mediumpurple")
plt.show ()
print ("Broj tocaka iznad grafa funkcije:", len(ind_above[0]))
print ("Broj tocaka ispod grafa funkcije:", len(ind_below[0]))
print ("Br. tocaka ispod grafa/Ukupan br. tocaka:", len(
ind_below [0]) /N)
print ("Povrsina pravokutnika:", f_max*(x1-x0))
print ("Povrsina ispod grafa funkcije:", f_max*(x1-x0)x*len(
ind_below [0])/N)

def g(x):

return np.sin(x)

for N in [100,1000,10000]:

definite_integral_show(g, O, np.pi, N)
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Primjer 2

import numpy as np

import random

from scipy.stats import norm
import matplotlib.pyplot as plt
import statistics

import pandas as pd

delta = np.array([0.5, 3])
T = 400
= np.zeros (T)

>

for i in range(len(delta)):
for t in range(1,T):
epsilon = np.random.uniform(-delta[i], deltal[il])
y = X[t-1] + epsilon
alpha = np.minimum(norm.pdf (y)/norm.pdf (X[t-1]1),1)

u = np.random.uniform(0,1)
if u < alpha:

X[t] =y
else:

X[t] = X[t-1]

mu, std = norm.fit(X)
print (mu)
print (std)

plt.hist (X, bins=10, rwidth=0.95,density=True, alpha=0.3, color="

mediumpurple")

xmin, xmax = plt.xlim()

X = np.linspace(-3, 3, T)

p = norm.pdf(x, mu, std)

q norm.pdf(x, 0, 1)

plt.plot(x, p, ’k’, linewidth=3, color = ’royalblue’,
ciljna distribucija: N(0,1)?)

plt.plot(x, g, ’k’, linewidth=3, color
procjena ciljne distribucije?’)

plt.legend ()

plt.xlabel("vrijednosti Markovljevog lanca')

plt.ylabel("gusto a")

’indianred’,

dfDistrHist = pd.DataFrame (X)
dfDistrHist.plot(color="mediumpurple", legend=False)
plt.xlabel ("broj iteracija")

plt.ylabel("simulirane vrijednost")

plt.show ()

label="

label="
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Primjer 3

import numpy as np
import random

from scipy.stats import bernoulli

n
X
b4

10000
np.zeros (n)
np.zeros (n)

res00=1
res01=0
res10=0
resl11=0

def X_uz_uvjet_Y(y):

if (y==0):

X = bernoulli.rvs(0.2)
else:

X = bernoulli.rvs(0.6)

return (x)

def Y_uz_uvjet_X(x):

if (x==0):

y = bernoulli.rvs (0.33)
else:

y = bernoulli.rvs (0.75)
return (y)

for i in range(l,n):

result = np.column_stack ((X,Y))

X[i] = X_uz_uvjet_Y(Y[i-1])

Y[i] = Y_uz_uvjet_X(X[il])

if((X[i]l==0) & (¥[il]==0) )%

res00+=1

iFE(R[i]==0) & (Y[il==1)):

res01+=1

E((X[i]==1) & (¥[i]==0) )¢

resl0+=1

if (X [1]==4) & (YLil==1)1]x

resll+=1

print (result[:10,:])

print (res00/n, resO1/n, resiO/m,

reslil/n)
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Primjena MCMC metode u obradi slika

from google.colab import drive
drive.mount ("/content/gdrive")

from PIL import Image
import numpy as np

from matplotlib import pyplot as plt

original = Image.open("/content/gdrive/MyDrive/Diplomski/MCMC.png")
original = original.convert(’L’)

original = np.asarray(original)

original = 2*(original > 128).astype(int)-1

pi = 0.1
m,n = original.shape
flip = np.random.rand(m,n) < pi

X = original * (-1)x**xflip

T = 500000

J =1

beta = 0.9
Y = X.copyQ)

for t in range(T):
i,j = np.random.choice(m), np.random.choice(n)

neighbors = [Y[i+a[0], j+a[1]] for a in
[(_1>O)) (1;0); (o,_l)’ (071)]
if ( (0 <= i+a[0] < m) and (0 <= j+a[1] < n))]

alpha = min(np.exp(-2*xbeta*xJ*Y[i,jl*np.sum(neighbors)) ,1)

if np.random.rand() < alpha:
Y[]-,J] = - Y[]-,j]

fig, ax = plt.subplots(1,3, figsize=(24,16))

ax [0] . imshow (original ,cmap=’gray’,vmin=-1,vmax=1)
ax[1] . imshow (X, cmap=’gray’,vmin=-1, vmax=1)
ax[2].imshow (Y, cmap=’gray’,vmin=-1,vmax=1)
plt.show ()
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Sazetak

U ovom radu obradili smo primjenu Monte Carlo metode na Markovljevim
lancima. Monte Carlo Markovljevi lanci (MCMC) metoda postala je temel;
mnogih modernih znanstvenih analiza. Rije¢ je o stohasti¢koj proceduri koja
viSe puta generira slucajne uzorke koji karakteriziraju distribuciju od inte-
resa. Proces generiranja sluc¢ajnih uzoraka u MCMC-u uloga je Markovlje-
vog lanca, dok je proces generiranja statistike iz tih slu¢ajnih uzoraka uloga
Monte Carlo metode. Osvrnuli smo se na algoritme koji se najcesée koriste u
praksi, a radi se o Metropolis-Hastings algoritmu te Gibbsovom uzorkova-
nju. Na kraju rada smo promotrili primjenu MCMC metode u domeni obrade
slika, a rijec je o redukciji Suma sa slike.

Kljuéne rijeci

Monte Carlo metoda, Markovljevi lanci, Metropolis—-Hastings algoritam,
Gibbsovo uzorkovanje, U¢inkovita veli¢ina uzorka






Markov chain Monte Carlo

Summary

In this paper, we discussed the application of the Monte Carlo method on
Markov chains. The Monte Carlo Markov Chain (MCMC) method has be-
come the basis of many modern scientific analyses. It’s a stochastic proce-
dure that repeatedly generates random samples that characterize the distri-
bution of interest. The process of generating random samples in MCMC is
the role of a Markov chain, while the process of generating statistics from
these random samples is the role of the Monte Carlo method. We looked at
the algorithms that are most often used in practice, namely the Metropolis-
Hastings algorithm and Gibbs sampling. At the end of the paper, we looked
at the application of the MCMC method in the domain of image processing,
which is the reduction of image noise.

Keywords

Monte Carlo method, Markov chain, Metropolis—-Hastings algorithm, Gibbs
sampling, Effective Sample Size
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