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Uvod

Pellova jednadzba jedna je od najstarijih i najvaznijih oblika diofantski jed-
nadzbi drugog reda ¢ijim se proucavanjem bave matematicari diljem svijeta veé vise

od 2 tisué¢e godina. Ta jednadzba, oblika
z? —dy? =1,

gdje je d prirodan broj razli¢it od potpunog kvadrata, naziv je dobila, nezasluzeno,
po engleskom matematicaru Johnu Pellu za kojeg je Euler smatrao da je bio prvi koji
je promatrao njezina netrivijalna rjesenja. Ako je d potpun kvadrat, onda se lako
pokaze da ta Pellova jednadzba ima samo trivijalna rjesenja (z,y) € {(—1,0),(1,0)}.
Prva spominjanja te jednadzbe sezu jos u doba anticke grcke kada su starogrcki
matemati¢ari pomocéu jednadzbe 22 —2y? = 1 aproksimirali broj v/2 brojem 2. Osim
njih, proucavanjem jednadzbi ovakvog oblika bavili su se i indijski matematicari
Brahmagupta i Bhaskara II te razni europski matematicari poput Fermata, Eulera
i Lagrangea.

U prvom poglavlju ovoga rada ¢emo navesti definiciju, neke osnovne rezultate te
primjere linearnih i nelinearnih diofantskih jednadzbi. U drugom poglavlju najprije
¢emo kratko proéi kroz povijest jednadzbe 22 —dy? = k, k € Z \{0} nakon éega ¢emo
prouciti Pellovu jednadzbu 22 —dy? = 1, a zatim i pelovske jednadzbe 2% —dy? = —1
te 22 — dy? = 4. Dat ¢emo njihove definicije, uvijete egzistencije njihovih rjesenja,
opisati strukturu rjesenja te sve potkrijepiti primjerima. U trecem i posljednjem
poglavlju objasnit ¢emo kako pomoéu razvoja v/d u verizni razlomak i pomoéu
ciklicke Chakravala metode pronadi rjeSenja ovakvih tipova diofantskih jednadzbi.



1 Linearne i neke nelinearne diofantske jednadzbe

Proucavanje diofantskih jednadzbi, nazvanih po gréckom matematicaru Diofantu
iz Aleksandrije, ima dugu povijest koja seze jos u anticko doba. Diofant je bio jedan
od prvih matematicara koji je sustavno proucavao ove vrste jednadzbi. Najpoznatiji
je po svom djelu Arithmetica, zbirci od 13 knjiga od kojih je sacuvano samo Sest. U
svojim je djelima Diofant uveo simbole, koji su zamijenili dotadasnji nacin pisanja
algebarskih problema rijecima. Osim toga, proucavao je algebarske jednadzbe i
njihova racionalna rjesenja te se on smatra ocem algebre.

Diofant je uvelike utjecao na druge svjetski poznate matematicare poput Vietea,
Fermata i Eulera. Mnogi matematicari dali su znacajan doprinos ovom podrucju
matematike kroz povijest, a proucavanje diofantskih jednadzbi i danas je aktivno
podrucje istrazivanja.

U iduéa dva potpoglavlja navodimo definicije i neke osnovne pojmove vezane uz
diofantske jednadzbe, a u ostatku rada usmjerit ¢emo se na proucavanje specijalnog
tipa diofantskih jednadzbi: Pellovu jednadzbu.

Definicija 1. Diofantskom jednadzbom obic¢no nazivamo polinomnu jednadzbu s

dvije ili vise nepoznanica ¢iji su koeficijenti © rjesenja cijeli brojevs.

Dijelimo ih u dvije skupine, linearne i nelinearne diofantske jednadzbe.

1.1 Linearne diofantske jednadzbe

U ovom dijelu rada navest ¢emo definiciju linearne diofantske jednadzbe, njezina

osnovna svojstva te pro¢i kroz nekoliko primjera.

Definicija 2. Linearne diofantske jednadzbe su jednadzbe oblika
a1T1 + asxs + -+ - + apxTy, = b,

pri éemu su ay, .. .,a,,b € Z \{0}, a xq,...,x, nepoznanice.

Radi jednostavnosti, najprije ¢emo promotriti slucaj linearne diofantske jed-

nadzbe s dvije nepoznanice, x i y:
ar +by=c, a,b,ce. (1.1}

Jedno od najpoznatijih svojstava linearnih diofantskih jednadzbi ovakvog tipa je da

uvijek imaju rjesenje ako najvedi zajednicki djelitelj brojeva a i b dijeli ¢, o ¢emu



govori idudi teorem. Njegov dokaz, kao i dokazi svih ostalih tvrdnji koje ¢emo navesti

u ovom poglavlju, mogu se pronadi u [1].

Teorem 1 (vidjeti [I, Teorem 10.1]). Neka su a,b,c cijeli brojevi i d najveéi za-
jednick: djelitelj od a i b.

(a) Ako df ¢, onda jednadzba (1.1) nema cjelobrojnih rjesenja.
(b) Ako d | ¢, onda jednadzba (1.1) ima beskonaéno mnogo cjelobrojnih rjesenja.

(c¢) Ako je (x1,v1) jedno rjesenje od (1.1), onda su sva rjesenja dana s

—I—bt = at teZ
xT=x;+ - - =1y — = .
1 d ) Yy n d ’

Postoji nekoliko nac¢ina za rjesavanje linearnih diofantskih jednadzbi. Mi ¢emo
u idu¢em primjeru pokazati kako pronaci rjesenje koriste¢i Euklidov algoritam.

Primjer 1. Pronadimo sva cjelobrojna rjesenja jednadzbe
113z + 130y = 15.

Znamo da rjesenje postoji jer je (113,130) = 1. Stoga primjenjujemo FEuklidov
algoritam na brojeve 113 © 130:

130 =1-113 417
113 = 1¥ =6 ¢ 11

1f=11-1+6

11=6-145
=141
5=1-8.

Povratnim supstitucijama dobivamo:

1=1-6-1-5=17—-11—-(11-6)=17—2-114+ 17— 11
=92 17—3-11 =2-{130— 113) —3 - (113 — 17-6)
=2:130—-2-113 - 3113+ 3-6- (130 — 113)
—2-130—5-113+ 18- 130 — 18 - 113
—=20-130 — 23 - 113,



Sada posljednju jednakost, 1 = 20-130 — 23 - 113, pomozimo sa 15 i dobivamo jedno
rjesenje pocetne jednadzbe: (xg,yo) = (—345,300). Prema tvrdnji (c¢) Teorema 1,

sva su njena rjesenja dana S:
r=-345+130¢t, y=300—-113¢t, t€Z.

Sljededi teorem poopéenje je Teorema 1 na slucaj linearne diofantske jednadzbe

S n nepoznanica.
Teorem 2 (vidjeti [1, Teorem 10.2]). Neka su ay,as, ..., a, cijeli brojevi razliciti od
nule. Tada linearna diofantska jednadzba
1T, + Aoy + -+ 4+ apTp, = C (1.2)
ima rjesenja ako i samo ako (ai,as,...,a,) | c. Nadalje, ako jednadzba (1.2) ima
barem jedno rjesenje, onda ih ima beskonacno mnogo.
Pogledajmo primjenu ovog teorema na sljede¢em primjeru.

Primjer 2. Odredimo sva cjelobrojna rjesenja linearne diofantske jednadzbe 3x +
2y + bz = 73. Najprije primjecujemo da vrijedi (3,2,5) = 1, sto prema prethodnom
teoremu znaci da jednadzba ima rjesenje. Primjer cemo rijesiti koristenjem mo-
dularne aritmetike. Djelujemo li na pocetnu jednadzbu, redom, modulo 2, a zatim
modulo 3, dobivamo kongruencije:
x+z=1 (mod 2)

—y+2z=1 (mod 3),
sto jos mozZemo zapisati © u obliku

z+z=14+2k &k

—y+2z2=14+3m, meELZ.

Iz prethodne duvije jednakosti izrazimo x @ y preko ostalih nepoznanica. Zatim to

uvrstimo u pocetnu diofantsku jednadzbu i sredivanjem dobivamo:

r=14+2k—=z2 (1.3)
y=2z—1-—3m (1.4)
z=12—k+m. (L5)

Uvrstavanjem (1.5) u (1.8) i (1.4) dobivamo sva cjelobrojna rjesenja pocetne jed-

nadzbe:

(x,y,2) = Bk —m — 11,23 — 2k —m,12 — k+m), k,m € Z.



1.2 Neke nelinearne diofantske jednadzbe

Najprije ¢emo navesti definiciju nelinearnih diofantskih jednadzbi, a zatim kroz

nekoliko primjera pokazati kako pronaci njezina cjelobrojna rjesenja.
Definicija 3. Nelinearne diofantske jednadzbe su jednadzbe s cjelobrojnim koefici-
jentima i nepoznanicama u clanovima viseq reda, a kojima rjeSenja najcesce trazimo

u skupu cijelih brojeva.

Mogu se rijesiti razli¢itim metodama ili kombiniranjem vise metoda istvore-
meno. Prvi korak u rjesavanju je zapisati jednadzbu u odgovarajuéi oblik kako bi
se pronasla odgovarajuc¢a metoda. Pogledajmo kako to funkcionira na sljede¢em

primjeru.
Primjer 3. Pronadimo sva cjelobrojna rjesenja x iy kvadratne diofantske jednadzbe
2 43z +9 = 99°.

Pruvi korak u rjesavanju je prebacivanje cijelog izraza na lijevu stranu pri cemu éemo

x promatrati kao nepoznanicu, a y kao konstantu:
2 +32+9—9y° =0.

Pomocéu formule za rjesenje kvadratne jednadzbe dobivamo

—3+./9—-4(9-9y%) —3+./9—36—36y?)
T2 = —

2

2
—34 /36y —27)  —3+34/4y? —3
2 N 2 '

S obzirom da trazimo cjelobrojna rjesenja, trebamo osigurati da i \/4y? — 3 bude

cijeli broj, $to znac¢i da 4y* — 3 treba biti potpun kvadrat, odnosno:

dg® — 8 =&
42 — K> =3
(2y+k)(2y — k) = 3.

Kako su iy 1 k cijeli brojevi, imamo sljedeca 4 slucaja:



20+k=3 i 2y—k=1 = g=1

2+k=1 ¢ 2y—k=3 = y=1
2y+k=-3 1 y—k=-1 = y=-1
2y+k=-1 ¢ 2y—k=-3 = y=-1

Uocimo da nam nije vazno koliko k iznosi jer mozZemo y direktno wvrstiti u

pocetnu jednadzbu i dobiti x:
i = =1 — 2243x=0 = z1=0,29 = -3
y=1 — 2243x=0 = 1 =0,29 = —3.

Dakle, sva cjelobrojna rjesenja pocetne jednadzbe dana su s:

($7 y) & {(Oa _1)7 (_37 _1)7 (Oa 1)7 (_37 1)}

Metoda koju smo koristili u prethodnom primjeru zove se metoda faktorizacije.
Slicna ovoj metodi je metoda kvocijenta u kojoj se jedna strana jednadzbe zapisuje
u obliku kvocijenta dvaju cjelobrojnih vrijednosti, dok je s druge strane takoder cje-
lobrojna vrijednost pa opet promatramo moguce slucajeve. Osim ove dvije metode,
postoje jos i metoda zbroja, metoda parnosti i druge. Pogledajmo kako bi se primje-

nom metode zbroja rijesila nelinearna diofantska jednadzba iz sljedeéeg primjera.
Primjer 4. Odredimo cijele brojeve x iy za koje vrijedi
2 +y* =2z +y).
Najprije nepoznanice prebacujemo na lijevu stranu @ sredujemo izraz:
2 — 2249y —2y =0
2 —2r 4y - +2=2
(212 +(y—1)2 =2,

Jedini nacin da se broj 2 napise kao suma kvadrata dvaju cijelih brojeva je kao suma

dvaju jedinica pa slijedi da je
(z—1P2=1,(@y-1P=1 = z-1==%1,y—1==l.

Sada dobiwvamo da su x iy jednaki 0 ili 2, tj. sva rjeSenja u cijelim brojevima pocetne

jednadzbe dana su s

(z,y) € {(0,0),(0,2),(2,0),(2,2)}.



Najvazniji tip jednadzbe iz skupine nelinearnih diofantskih jednadzbi je Pellova
jednadzba s kojom ¢emo se detaljnije baviti u nastavku ovoga rada.



2 Pellova i neke pelovske jednadzbe
Kada govorimo o Pellovoj jednadzbi mislimo na jednadzbu oblika
—dy’ =1 (2.1)

pri cemu je d prirodan broj razlicit od potpunog kvadrata. Slucaj kada je d pot-
pun kvadrat ne promatramo jer tada dobivamo trivijalna rjesenja te jednadzbe,
(z,y) =(—1,0) i (x,y) = (1,0). Fundamentalnim rjesenjem jednadzbe zovemo nje-
zino najmanje rjeSenje (z1,y;) u prirodnim brojevima, a preciznije ¢e biti definirano
u Poglavlju 2.1. Jednadzbe oblika

w® —dyg’ =k, (2.2)

gdje je d prirodan broj razlicit od potpunog kvadrata, a k cijeli broj razli¢it od 0
i 1 zovemo pelovskim jednadzbama. Osim Pellove jednadzbe (2.1), u radu ¢emo se
takoder baviti i pelovskim jednadzbama 2? — dy? = —1 te 2? — dy? = +4.

Istina je da je jednadzba (2.1) dobila naziv po engleskom matematicaru Johnu
Pellu koji je zivio u 17. stoljecu, ali pocetci proucavanja ove jednadzbe sezu jos do
anticke grcke, otprilike 250 godina pr. Kr., kada se njome bavio Arhimed. Naj-
poznatiji primjer Pellove jednadzbe veze se uz Arhimedov problem stoke, koji je
originalno zapisan u obliku epigrama od 44 retka, a nastao je kao odgovor na zano-
vijetanja Apolonija iz Perga na ¢injenicu da je Arhimed volio matematicke probleme
C¢ije rjesavanje zahtijeva dugotrajna rac¢unanja. U problemu stoke u sredistu pozor-
nosti nalaze se krave i bikovi, svaki od njih rasporeden u ¢etiri grupe po bojama. Cilj
je izracunati ukupan broj stoke uz odredene uvjete. Rjesavanje problema svodi se
na rjeSavanje homogenog lineranog sustava od sedam jednadzbi s osam nepoznanica,

a sredivanjem tog sustava dobije se Pellova jednadzba
x? — 4729494y% = 1. (2.3)

U danasnje vrijeme rjesenje ovog problema nije toliko komplicirano pronaci, pogo-
tovo koristenjem racunala. S obzirom da fundamentalno rjesenje jednadzbe (2.3)

1Znosi

x = 109931986732829734979866232821433543901088049,
y = 5054948523431503307447781973554040886340



nije poznato je li ga Arhimed uopc¢e znao izrac¢unati. Prvo rjesenje dao je 1880.
godine njemacki matematicar A. Amthor. Nije uspio odrediti sve znamenke rjesenja
i time ga potpuno odrediti, ali je dao djelomi¢no rjesenje pokazavsi da se ono sas-
toji od 206 545 znamenki te da pocinje sa brojevima 7760. Izmedu 1889. i 1893.
godine, tri ¢lana matematickog kluba The Hillsboro Mathematical Club (Edmund
Fish, Geo. H. Richards, and A. H. Bell) izracunali su prvih 31 i posljednjih 13
znamenki rjesenja. 1965. godine prvo potpuno rjesenje izracunali su na racunalu
IBM 7040 matematicari H. C. Williams, R. A. German i C.R. Zarnke. Rac¢unalu je
trebalo 7 sati i 49 minuta da izracuna rjesenje. 1981. godine, Harry L. Nelson je
na racunalu Cray 1, kojemu je za izracun trebalo otprilike 10 minuta, izracunao ne
samo najmanje, nego i dodatnih 5 rjesenja, pri ¢emu se najvece rjesenje sastoji od
vise od milijun znamenaka.

Osim Arhimeda, priblizno 1000 godina prije nego sto se Pellova jednadzba
pocela proucavati u Europi, indijski matematicari Brahmagupta i Bhaskara II bavili
su se jednadzbama oblika (2.2). Oni su otkrili metodu rjesavanja jednadzbi ovog
oblika, Chakravala metodu, pomoéu koje su pronalazili rjeSenja spomenutih jed-
nadzbi za k = £1, 2, +4.

Pellovu jednadzbu su tek u 17. stolje¢u poceli proucavati matematicari u
Europi, ali njima nije bila poznata prethodno otkrivena ciklicka metoda pronalazenja
rjeSenja. Pierre de Fermat prvi je postavio izazov svim europskim matematicarima
da pronadu dokaz sljedece tvrdnje:

Za svaki (pozitivan) broj d razlicit od potpunog kvadrata postoji beskonacan

broj kvadrata takvih da taj kvadrat pomnozZen s d i zbrojen s jedinicom daje

potpun kvadrat. !
Osim toga, zatrazio je i rjeSenja za neke odredene d. Nekoliko je matematicara,
ukljucujuci de Bessyja, Brounckera i Wallisa, sudjelovalo u tom izazovu. Brouncker
je pronasao metodu rjesavanja jednadzbe koju je postavio Fermat, slicnu metodi
veriznih razlomaka, ali ju nije uspio dokazati. Nedugo nakon toga, Svicarski ma-
tematicar Rahn objavio je knjigu iz algebre koja je sadrzavala primjer Pellove jed-
nadzbe. Knjiga je napisana uz Pellovu pomod¢, ali je to jedina poznata veza izmedu
Pella i Pellove jednadzbe. Leonard Euler je bio taj koji je greskom proglasio kako
je Pell bio prvi koji je proucavao netrivijalna rjesenja jednadzbe. U 18. stoljecu
je Joseph-Louis Lagrange dokazao vezu izmedu veriznih razlomaka i pronalazenja

rjeSenja Pellove jednadzbe.

slobodni prijevod s engleskog jezika, vidjeti [2]



Kroz povijest, pa i danas, Pellova jednadzba ima Siroke primjene - koristi se u

teoriji brojeva, kriptografiji, geometriji, fizici, inzenjerstvu i sli¢no.

2.1 Pellova jednadzba

Poglavlje zapoc¢injemo navodenjem potpune definicije Pellove jednadzbe, a za-
tim ¢emo pokazati da njezino rjeSenje uvijek postoji te kakva je njegova struktura.

Definicija 4. Nelinearna diofantska jednadzba oblika
z? —dy® =1, (2.4)
gdje je d prirodan broj razlicit od potpunog kvadrata, zove se Pellova jednadzba.

Slucaj kada je d potpuni kvadrat ne promatramo jer tada dobivamo trivijalna

rjeSenja u cijelim brojevima:

d=k = -kl =+ky)(z—ky)=1
— z4+ky=x—ky=1lilic+ky=2—ky=-1
= (I’,y) € {(_17())7(1’0)}

Kada bi dopustili z = 0, cjelobrojnih rjesenja ne bismo imali osim u slucaju d = —1
(dobili bismo y = %1, Sto su opet trivijalna rjesenja). Ovo je takoder jedini slucaj
u kojem rjesenja postoje za d < 0.

Napomena 1. Za rjesenja Pellove jednadzbe uvijek uzimamo prirodne brojeve jer

ako je (z1,y1) jedno rjesenje, onda su to i (x1,—y1), (—x1,y1) te (—z1,—y1).

Problem rjesavanja Pellove jednadzbe moze se svesti na problem aproksimacije
broja v/d nekim racionalnim brojem. Opéenito za neki racionalan broj 7 kazemo da
je dobra aproksimacija iracionalnog broja a ako vrijedi

o — —

b

‘ a

: u
= miny | — —
(%

:u,UGZ,0<v§b}.

Ako je V/d iracionalan broj i 7 aproksimacija od Vd, tada je (g—j aproksimacija od d.

Pretpostavimo da imamo:

a2 C

MnoZenjem s b dobivamo

a? —dir=c#+0



10

Ono sto znamo je da, ako Zelimo da § bude u nekom smislu dobra aproksimacija od
d, tada c treba biti mali broj. Posebno, ako je ¢ = 1, imamo Pellovu jednadzbu te je
7 dobra aproksimacija od Vd. Kasnije ¢emo ovo malo bolje objasniti kroz primjenu
veriznih razlomaka u procjeni od V.

Kako bismo dokazali egzistenciju rjeSenja jednadzbe % — dy? = 1 potrebne su

nam sljedece leme:

Lema 1 (vidjeti [I, Korolar 8.2]). Za svaki iracionalan broj o postoji beskonacno

mmnogo racionalnih brojeva g takuvih da je
1
q q

Lema 2 (vidjeti [1, Lema 10.9]). Ako je d prirodan broj razlicit od potpunog kvadrata,
tada postoji k € Z, 0 < |k| < 1+ 2V/d i beskonacno mnogo parova (z,y) € N? koji

zadovoljavaju jednakost
2 —dy® = k.

Dokaz. Kako je d razlicit od potpunog kvadrata, odnosno Vd iracionalan, prema
Lemi 1 postoji beskonacno mnogo racionalnih brojeva (z,y) takvih da je

‘\/7 SL" - 1
Yy y2'
Nadalje, vrijedi

1
2+ vd| = |2 - Va+2vi| < 5 +2va
y y y

Stoga je

22 — di?| = |(z — yVd)(z +yVd)| < 1+ 2V4d.

S obzirom da postoji beskona¢no mnogo parova (z,y) s prethodnim svojstvom i
konaéno mnogo cijelih brojeva koji su po apsolutnoj vrijednosti manji od 1 + 2v/d,
to znaci da postoji k € Z takav da je |k| < 14+ 2v/d i za koji jednadzba 2% — dy? = k
ima beskonacno mnogo rjesenja. S obzirom na pretpostavku da je d razlicit od

potpunog kvadrata, tada ne moze biti ni k£ = 0.
O

Sada moZzemo dokazati egzistenciju rjesenja Pellove jednadzbe 22 — dy? = 1.



11

Teorem 3 (vidjeti [1, Teorem 10.10]). Ako je d prirodan broj razlic¢it od potpunog
kvadrata, tada postoji barem jedan par (x,y) € N? koji zadovoljava Pellovu jednadzbu
2?2 —dy? = 1.

Dokaz. Prema Lemi 2, jednadzba 22 — dy? = k ima beskonaéno mnogo rjeSenja koja
mozemo podijeliti u klase, pri ¢emu su (x1,y;) i (2,y2) u istoj klasi ako i samo ako
jex1 = x5 (mod k) iy, =ys (mod k). Tada barem jedna od tih klasa sadrzi barem

dva razlicita rjesenja (x1,y1) 1 (22, y2) takva da je:
o] —dy; =k 1 zf—dys =k, mpy>04i=12
Sada podijelimo z; 4+ y1V/d s =3 + y21/d i racionaliziramo te dobivamo

T+ y1\/8 &g — y2\/a _ T1Ty — Y1yad _ \/8(%3/2 - 3521/1)
x2+y2\/3 5E2—Z/2\/8 k k ’

ri ¢emu je k = 22 — dy?. Definiramo z i y kao:
p J 1 Y1 Yy

L Y1Yad i _ T1Y2 — Talh
k Y ko
Ono sto sada trebamo napraviti je pokazati da su ovako definirani z i y rjesenja

(2.5)

jednadzbe x? — dy* = 1, a to radimo u dva koraka: dokazujemo da su z i y cijeli
brojevi te da zadovoljavaju jednadzbu z? — dy? = 1. Ako bismo dopustili y = 0, t;.
T1Ys = Toy1, tada bismo imali:
222 72 72
b= - it =3 - d( ) - Bt - ) = 3 -k

2 — 2
Ty Ty Ty

iz Cega slijedi 27 = 3, §to je kontradikcija s pretpostavkom da su @z i xo razliciti

prirodni brojevi. Nadalje pretpostavljamo da je y # 0. Znamo da vrijedi:
L1y —dyio =23 —dyi = k=0 (mod k)
T1Yy — Toyr =21y — 11y =0 (mod k)

pa zakljucujemo da su z i y zaista cijeli brojevi. Naposljetku treba dokazati da oni
zadovoljavaju Pellovu jednadzbu, a to lako radimo direktnom provjerom:

22 _ gt [[ AT dy1 Y2 3 _ g Fry2 = T2 )
g k K
1

=@ [ﬁgﬁg — 2dz 2915 + Y1 Y5d” — d(@1Y5 — 231299195 + wgy%)}
1
= [} — dy3) — yid(a} — dy3)]

1 1
= (@ —yid)(ah —dy;) = 5 k- k=1
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0J

Preostalo nam je jos pokazati strukturu rjesenja Pellove jednadzbe 22 —dy? = 1.
Za neke d je poprilicno jednostavno pronaci rjesenje. Primjerice, jedno cjelobrojno
rjeSenje jednadzbe 2% — 2y? = 1 je o¢ito (x,y) = (3,2) te je ono i njezino najmanje
rjeSenje u prirodnim brojevima. Takva rjesenja imaju poseban naziv, a u ostatku

poglavlja ¢emo se detaljnije njima pozabaviti.

Definicija 5. Ako sa S = {(zp,yn) : Tn,yn € N} oznacimo skup svih rjesenja
Pellove jednadzbe, tada njezinim fundamentalnim rjesenjem nazivamo uredeni par
(x1,y1), 1 = min{z, : x, € N}, y3 = min{y, : y, € N} koji zadovoljava (2.4).

Fundamentalno rjesenje cesto zapisujemo i kao x1 + 1 V.

Fundamentalno rjesenje se s razlogom tako i zove - pomoc¢u njega mozemo

zapisati i sva ostala prirodna rjesenja o cemu govori iduéi teorem.

Teorem 4 (vidjeti [I, Teorem 10.11]). Pellova jednadzba (2.4) ima beskonacno
mnogo rjesenja, a ako je (z1,y1) € N? njezino fundamentalno rjesenje, onda su

sva rjesenja u prirodnim brojevima dana s
Tn + yuVd = (z1 + y1Vd)*, neN. (2.6)

Dokaz. Najprije dokazujemo da jednadzba x? — dy? = 1 ima beskonaéno mnogo
riesenja. Znamo da iz z,+y,vVd = (xl—l—yl\/g)” slijedi da je z,—y,Vd = (x1—1 \/E)”
pa mnozenjem ta dva izraza dobivamo:

iz cega zakljuéujemo da z, 4+ y,\/d jest rjesenje te da ih ima beskonacno mnogo.
Dokaz drugog dijela tvrdnje je malo kompliciraniji. Kako bismo dokazali da su
rjeSenja oblika (2.6), pretpostavit éemo suprotno - da postoji rjesenje (u,v) € N2
koje nije oblika kao (z,,y,),n € N. Iz pretpostavke da su (2, y), (u,v) € N? vrijedi

x1+y1\/c_l> 1 i ut+ovd>1
pa onda postoji m € N takav da je
(21 + Vd)™ < u+vVd < (21 + i Vd)™ .
Mnozenjem prethodnog izraza sa (z; 4+ y1vV/d)™™ = (21 — 11 V/d)™ slijedi
1< (u+vVd)(z; — pVd)™ < 21 + 1 Vd.
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Sada, ako uzmemo a,b € Z i definiramo

a+bVd = (u+vVd)(z, —yVd)™
a—bVd = (u— vVd)(z1 +yVd)",

mnozenjem ta dva izraza dobivamo
a® — db® = (u? — dv?)(2? — dy?)™ = 1.
Kako je a 4+ bv/d > 1, imamo
0<a—-b/d<1l = a>0ib>0,tj. a,beN.

Iz prethodnog zakljuéujemo kako je a + bv/d rjeSenje u prirodnim brojevima Pellove
jednadzbe 22 — dy? = 1, ali i da je a + bV/d < x1 + y1v/d §o je kontradikcija s
pretpostavkom da je (x,y;) fundamentalno rjesenje. Dakle, pocetna pretpostavka
je toéna: sva rjeSenja u prirodnim brojevima Pellove jednadzbe 22 — dy? = 1 dana
sus (2.6). O

Vise rijeci o pronalasku fundamentalnog rjesenja bit ¢e u posljednjem poglavlju
ovoga rada, u idu¢em ¢e primjeru ono samo biti navedeno radi ilustracije koristenja

prethodnog teorema.
Primjer 5. Fundamentalno rjesenje Pellove jednadzbe
2 -7yt =1

je uredeni par (r1,y1) = (8,3) pa su, prema prethodnom teoremu, sva njezina
rjesenja dana s

Ty +yaVT = (84+3VT)", neN.

Osim kao skup, sva rjesenja Pellove jednadzbe mozemo zapisati i kao rastuci
niz (,, yn),n € N. Ako izraz (2.6) promatramo za n+ 1 umjesto za n te ga najprije
pomozimo s x; + ylx/a, zatim s 1 — y; \/El, dobivamo jednadzbe:

sera (36

(@nt1 + o1V (@1 + 31V = (21 + VD™ B 240 + yusaVd (2.7)
n (2.4)

(Tns1 + Yn1Vd) (21 — 1 Vd) = (21 + VA (@} — dyf) = zn+yaVd.  (2.8)
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Sada iz (2.7) slijedi:

Tpio = T1%ny1 + dY1Yni1 (2.9)
Yny2 = T1Yny1 + Y1Tni (2.10)
te analogno iz (2.8):
Ty = L1Tny1 — AY1Yna1 (2.11)
Yn = T1Yn41 — Y1Tn41. (2.12)

Zbrajanjem (2.9) i (2.11) te (2.10) i (2.12) dobivamo rekurzivne formule za rjeSenja
Pellove jednadzbe, pri ¢emu je (x1,y;) fundamentalno, (zg,y0) = (1,0) trivijalno

rjesenje:
Brs = 201%ni1 — B (2:13)
Yn+2 = 2x1yn+1 — Yn- (214)

Pokazimo primjenu prethodno izvedenih rekurzivnih formula na idué¢em pri-

mjeru.
Primjer 6. Odredimo prvih 5 rjesenja Pellove jednadzbe
2 — 237 = 1.

Njezino je fundamentalno rjesenje (z1,y1) = (24,5) pa pomocéu formula (2.13) i

(2.14) lako izracunamo iduca cetirt rjesenja:
o (z3,y2) = (22121 — o, 221Y1 — Yo) = (1151, 240)
o (3,y3) = (22179 — 71, 27192 — y1) = (55224, 11515)
o (x4,y1) = (2m123 — T2, 221y3 — Y2) = (2649601, 552480)
o (z5,y5) = (22124 — 3, 221yy — Y3) = (127125624, 26507525).

Rjesenje (x,,y,) mozemo, osim preko formule iz Teorema 4 i prethodno izve-

denih rekurzivnih formula, zapisati pomocu sljedec¢ih formula:

Ty = %[(951 +yVa)" + (2 — Z/1\/C—Z)n} (2.15)
1

Yn = 2—\/3 {(351 % yl\/a)n — [ — y1\/g)n} (2.16)
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Zaista, ako pomnozimo (2.16) sa v/d i oduzemo taj izraz od (2.15), dobivamo
Ty — ypVd = (z, — V)™ (2.17)
Prema razlici kvadrata vrijedi
oy —dyp = (@0~ yaVd) (@0 +yaVd)
(2.17),(2.6) e — w3y + ueyEP
= (21 —dy))" = 1.

Dakle, (2.15) i (2.16) su rjesenja Pellove jednadzbe (2.4).

2.2 Pelovska jednadzba 2% — dy?> = —1

U ovom poglavlju navodimo rezultate vezane za pelovsku jednadzbu
2 —dy® = —1. (2.18)

Kao i kod obic¢ne Pellove jednadzbe, d je prirodan broj razli¢it od potpunog kvadrata,
a fundamentalno rjesenje ove jednadzbe je najmanji uredeni par prirodnih brojeva

(z1,y1) koji ju zadovoljava. Za pocetak pogledajmo nekoliko primjera.

Primjer 7. Za jednadzbu x? — 5y* = —1 i bez poznavanja metoda za rjeiavange

mozemo lako zakljuciti da je njezino fundamentalno rjesenje (z1,y1) = (2, 1).

Primjer 8. Za razliku od Pellove jednadzbe, jednadzba x> —dy* = —1 ne mora imati

cjelobrojna rjesenja. Primjerice, jednadzba
2?2 — Tyt =—1

nema cjelobrojnih rjesenja. Kako bismo to pokazali, pretpostavijamo suprotno, od-

nosno da rjesenje postoji. Tada od iduca cetiri sluc¢aja mora vrijediti jedan:

(1) = iy su oba parni:

Neka je x = 2u 1y = 2v za neke u,v € N. Tada je

r? — Ty = 4u® — 280% = 4(u® — Tv?).

2

Kako je po pretpostavci x® — Ty? = —1, moralo bi biti u? — Tv? = —1

-1
mogude jer su u,v € N, pa je i u> — 7Tv? € Z. Dakle, x i y ne mogu oba biti

sto nije

parni.
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(2) x iy su oba neparni:

Neka je x =2u—1 1y =2v — 1 za neke u,v € N. Tada je
22— 7y = (2u—1)°> - 7(2v — 1)°

=4u® —4du+1—280°4+28v—7
= 2(2u® — 2u — 14v* + 14v — 3).
1
27
pa zakljucujemo da ovaj slucaj takoder nije moguc.

Iz ovoga slijedi da je izraz u zagradi jednak —5, sto nije moguce jer su u,v € N
(3) x je paran, a y neparan:
Neka je x = 2u, a y =2v — 1 za neke u,v € N. Tada je
2 — Ty = (2u)® — T(2v — 1)?
= 4u® — 280° +28v — 7
=4 -7+ Tv—1) - 3.
1

27
Opet zakljucujemo da ni ovakva kombinacija x iy nije moguca.

pa bi moralo biti u> — Tv? + Tv — 1 = %, $to opet nije moguce jer su u,v € N.

(4) z je neparan, a y paran:

Neka je x =2u — 1, a y = 2v za neke u,v € N. Tada je

22 — Ty? = (2u — 1)? — 7(2v)?
= 4u® — 4u+1 — 280°
= 4(u?® —u—Tv*) + 1.

pa bi moralo biti u?> —u — Tv? = —%, sto je kontradikcija s pretpostavkom da

su u,v € N. Dakle, nije moguce ni da je x neparan, a y paran.

Kako smo u sva éetiri slucaja dobili kontradikciju, zakljuéujemo da jednadzba x* —

Ty? = —1 nema cjelobrojnih rjesenja.

Jednako kao Pellova jednadzba i jednadzba (2.18) moze se rijesiti pomocéu
veriznih razlomaka (o tome ¢e vise rijeci biti u Poglavlju 3.1, Teorem 10). Medutim,
ni metoda veriznih razlomaka nam ne govori o tome ima li jednadzba (2.18) rjesenja.
Jedini nuzan uvjet njezine rjesivosti u cijelim brojevima lezi u ¢injenici da —1 mora
biti kvadratni ostatak modulo d, odnosno da d nije djeljiv s 4 niti s bilo kojim
prostim brojem oblika 4k + 3. Sljedeéi teorem govori nam koji je dovoljan uvjet za
postojanje rjesenja jednadzbe z% — dy* = —1.
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Teorem 5 (vidjeti [1, Teorem 10.14]). Neka je d prirodan broj razli¢it od potpunog
kvadrata. Ako pretpostavimo da postoji riesenje pelovske jednadzbe x* — dy? = —1 i

da je njezino fundamentalno rjesenje
1+ U \/g,
tada je fundamentalno riesenje jednadzbe x* — dy? = 1 dano s
(1 + 31 \/8)2

Dodatno, ako stavimo

Tn + yn\/8 = (331 1 yl\/gyl?

tada su u nizu rjesenja (xn,yn) na neparnim mjestima sva rjesenja jednadzbe x* —

dy? = —1, a na parnim mjestima sva rjesenja Pellove jednadzbe x* — dy? = 1.

Dokaz. Drugi dio tvrdnje teorema je puno jednostavniji za pokazati pa ¢emo najprije
to napraviti. Po pretpostavci je , +ynVd = (x1+ yl\/a)" paje tada i , — ypVd =
(z1 — y13v/d)™. Mnozenjem ta dva izraza dobivamo:

1, n paran
22— dy = (2} — dy)" = (-1)" = { .
—1, n neparan,
odnosno, vrijedi:

oy T ygn\/g je rjesenje jednadzbe z? — dy* = 1,
Foni1 + y2n+1\/g je rjesenje jednadzbe z? — dy? = —1.

Prvi dio teorema, da je (1 + y1v/d)? fundamentalno rjesenje jednadzbe x? —
dy? = 1, dokazat ¢emo kontradikcijom. Pretpostavimo da je u 4+ vv/d njezino fun-

damentalno rjesenje za koje vrijedi:
1<u+vvd< (z1 + yl\/g)2.

Kako je (21 +y1Vd)(—z1 +y1V/d) = =22 +dy? = 1, slijedi da je 0 < —z; +1y1V/d < 1
pa je zato

—z1 + y1Vd < (u+ vVd)(—z, + y1Vd) = s + tVd < 71 + yVd,

pri éemu je s = —ux; +dvy, t = uy; — vz i 82 —dt? = —1. Iz s+tvd > 01
s —tv/d < 0 mora biti t > 0. Kada bi vrijedilo da je s < 0, iz

—m1+y1\/3<8+t\/3
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bismo dobili
x1+y1\/3> —S—i-t\/a

iz ¢ega zakljuéujemo da je |s| + tv/d rjesenje jednadibe 2> — dy?> = —1 manje od

fundamentalnog rjesenja, sto je kontradikcija s pocetnom pretpostavkom.

Ako bismo pretpostavili da je w + zv/d neko rjesenje od z? — dy?> = —1 koje

nije sadrzano u nizu (zg9,1 + y2n+1\/3), tada bi postojao neki m € N takav da je
(z1 + 1 Vd) ™ <u+oVd < (x1 + p Vd)™H,
Pomnozimo li prethodnu nejednakost s (x1 — y;v/d)*™, dobivamo
_«T1+y1\/8<0+7—\/g< m1—1‘3/1\/&

pri ¢emu je 02 — d7? = —1, ali ve¢ smo pokazali da takvi o i 7 ne mogu postojati.

O

Pokazimo kroz primjer kako prethodni teorem mozemo iskoristiti da bismo pro-

vjerili ima li jednadzba 2? — dy? = —1 cjelobrojnih rjesenja.

Primjer 9. Neka je zadano fundamentalno rjesenje (z,y) = (19,3), tj. x+yv/40 =
19 + 3v/40 jednadzbe
x? — 40y% = 1.

Zanima nas ima li jednadzba x* — 40y* = —1 rjesenje. Pretpostavimo da ono postoji,
» oznacimo njezino fundamentalno rjesenje s x1 + y1V/40. Prema prethodnom bi

teoremu za to rjesenje trebalo vrijedit:
(Z’l +y1\/40)2 =19+ 3\/40,

odnosno
z] +40yF =19, 2z, = 3.

S obzirom da ovaj sustav nema cjelobrojnih rjesenja, zakljucujemo da ih nema ni
jednadzba x* — 40y* = —1.

Iduéa propozicija daje nam dovoljan uvjet postojanja rjesenja jednadzbe (2.18)
za specijalan oblik broja d.

Propozicija 1 (vidjeti [1, Propozicija 10.15]). Ako je p prost broj takav da je p = 1
(mod 4), tada jednadzba x* — py? = —1 ima rjeienja.
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-py’ =1,

vrijedi da je 22 — y? = 1 (mod 4) iz ¢ega slijedi da je z; neparan, a y; paran.
Nadalje, s obzirom da je NZD(““T_l, "’“T“) =11

.Tl—l .Z‘l—l—l 1 1 Y1 ?
: b Zz(mf—l)z—pyf=p<— :

znaci da postoje prirodni brojevi u i v takvi da je

+1 1
Do, B2 4
2 2 2

Iz prethodnog slijedi da je u? — pv* = F1, ali kako je (z1,y1) po pretpostavci fun-

Dokaz. Ako s (x1,y1) ozna¢imo fundamentalno rjesenje jednadzbe x

= uv.

damentalno, pa stoga i minimalno rjesenje, i v < y;, mora vrijediti u? — pv? = —1.

odnosno (u,v) je rjeSenje jednadzbe 22 — py? = —1. Takoder, prema Teoremu 4,

rjeSenje u + v,/p je fundamentalno rjesenje jednadzbe 2% — py? = —1 i vrijedi

(u+ v/pP)? = u? + pv? + 2uv /P = T1 + Y1/D-

Pogledajmo primjenu Propozicije 1 na idu¢em primjeru.

Primjer 10. Znamo da jednadzbe x* — 5y* = —1 i 2* — 13y? = —1 imaju rjesenje
jer je 5 = 1 (mod 4) i 13 = 1 (mod 4). Posebno, fundamentalno rjesenje prve
jednadzbe je (x1,y1) = (2,1), a druge (z1,11) = (18,5).

2.3 Pelovske jednadzbe 1% — dy? = £4

U ovom dijelu rada navest ¢emo primjere i neke specijalne rezultate vezane uz
pelovske jednadzbe
x? — dy? = +4,

pri ¢emu je d, kao i dosada, prirodan broj razlicit od potpunog kvadrata. Primijetimo
da jednadzba

2 —dy =4 (2.19)

uvijek ima rjegenje jer ako je (u,v) rjeSenje jednadzbe z? — dy® = 1 onda je (2u, 2v)
ocigledno rjesenje jednadzbe (2.19). Analogno, ako rjesenje pelovske jednadzbe z2 —
dy* = —1 postoji i ako ga oznacimo s (u,v), tada je (2u, 2v) rjesenje jednadzbe

e —dy? = —4

Sljededi teorem daje nam dodatnu karakterizaciju rjeSenja jednadzbe (2.19).
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Teorem 6 (vidjeti [!, Teorem 10.16.]). Sva rjesenja jednadzbe z* — dy* = 4 u

prirodnim brojevima dana su s

n €N,

Tp 4+ YnVd _ (xl i yn/E)n
9 9 ’

pri cemu je (x1,y1) njezino fundamentalno rjesenje.

Teorem se dokazuje analogno kao i Teorem 4 stoga ga ne¢emo dokazati. Nadalje

¢emo promotriti kakvog su oblika rjesenja jednadzbe (2.19) u ovisnosti o parnosti ili

neparnosti od x; i y;. Dakle, imamo cetiri slucaja:

(1)

x1 neparan i y; paran:
Stavimo da je 7 = 2u+ 11 y; = 2v, u,v € N. Tada je

3 —dy} = (u+1)% —d(2v)? = 4k®> + 4k + 1 — 4dI* # 4.
Dakle, jasno je da slucaj u kojem je x; neparan, a y; paran nije moguc.

x1 paran i y; paran:
Zbog prethodnog su teorema u ovom slucaju tada i z, i vy, takoder parni za
svaki n te je %“/E fundamentalno rjeSenje Pellove jednadzbe 2% — dy? = 1.

1 paran i y; neparan:

Stavimo x1 = 2u i y; = 2v + 1, u,v € N. Tada mora vrijediti
(2u)? — d(2v + 1) = 4u® — 4dv® — 4dv — d = 4,

odnosno d mora biti djeljiv s 4. Dakle, postoji d € N takav da je d = 4d’ te
je & + y1v/d' fundamentalno rjesenje Pellove jednadzbe 22 — d'y? = 1.

Z1 neparan i y; neparan:

Pod ovom pretpostavkom mora vrijediti
d=dyi=22—4=5 (mod 8)

sto znac¢i da je uvjet da je d = 5 (mod 8) nuzan da jednadzba (2.19) ima
rjeSenja u neparnim brojevima. No taj uvjet nije i dovoljan, Sto mozemo

vidjeti u idu¢em primjeru.
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Primjer 11. Promotrimo sljedece dvije jednadzbe:

z? — 37y’ =4 (2.20)
x® — 4597 = 4. (2.21)

Za obje jednadzbe vrijedi da je d =5 (mod 8), ali nemaju obje jednadzbe rjesenja u
nepranim brojevima. Jednadzba (2.21) ima rjesenja u neparnim brojevima i njezino
je fundamentalno rjesenje (x1,y1) = (7,1), dok je fundamenalno rjesenje jednadzbe

(2.20) dano s (x1,y1) = (146, 24) i njezina su sva rjesenja parna.

Iduéa propozicija daje nam konkretnu vezu izmedu rjesenja pelovske jednadzbe
2? — dy? = 4 i njoj pripadne Pellove jednadzbe 2? — dy? = 1 u slu¢aju kada su i x;

1 y; neparni.

Propozicija 2 (vidjeti [!, Propozicija 10.17.]). Ako jednadzba z* — dy* = 4 ima
riesenja w neparnim brojevima i ako je x1 + y1v/d njezino fundamentalno rjesenje,

tada je

3
d 1 1
(%) = 5 (@ + 3dw1y}) + £ (3aiys + dy})Vd

fundamentalno rjesenje jednadzbe x* — dy? = 1.
Za kraj ovog dijela dodatno ¢emo jos promotriti jednadzbu
x? — dy® = —4. (2.22)

Veé smo zakljucili da ona ima rjeSenja ako ih ima i pripadna pelovska jednadzba
r? —dy? = —1 i da su ta rjeSenja u parnim brojevima. No jednadzba (2.22) moze
imati rjesenja i u neparnim brojevima te je, analogno kao i kod jednadzbe 2% —dy?* =

4, nuzan uvjet za to da je d =5 (mod 8). Vrijedi sljedeéi teorem:

Teorem 7 (vidjeti [1, Teorem 10.18.]). Ako jednadzba x> — dy? = —4 ima rjesenja i
ako je njezino fundamentalno rjesenje T1 + y1V/d, tada su sva rjesenja te jednadzbe

dana s

T+ ynVd (xl + yl\/3>n
g N 2 ’

x1+y1\/3)
2

pri cemu je n neparan i ( 2 fundamentalno rjesenje jednadzbe x* — dy? = 4.
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Pogledajmo na primjeru kako iskoristiti prethodno navedene tvrdnje kako bismo
odredili fundamentalno rjesenje Pellove jednadzbe 22 — dy? = 1.

Primjer 12. Neka je dana Pellova jednadzba
2 —29y* =1
i fundamentalno rjesenje x1 + y1v/29 = 5 + /29 pripadne pelovske jednadzbe
z° — 20" = 4
Najprije pomocéu Teorema 7 za fundamentalno rjesenje jednadzbe
2 —29y% =4

dobivamo x1 4+ y1V29 = 27 + 529, a zatim koristenjem Propozicije 2 dobivamo da
je fundamentalno rjesenje pocetne Pellove jednadzbe x1 + yyv/29 = 9801 + 1820+/29.
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3 Neke metode rjesavanja Pellove i1 pelovskih jed-
nadzbi

Postoji vise nac¢ina za pronalazenje fundamentalnog rjesenja jednadzbe x? —
dy* = k, k € Z \{0}. Uvijek moZemo probati "nabadanjem”, tako da za y
uvrstavamo redom sve prirodne brojeve dok za x ne dobijemo prirodan broj. Pri-
mjerice, ako imamo z? — 2y? = 1, moZzemo tu jednadzbu gledati kao x? = 1 + 2.
Dakle, ako za y uvrstavamo, redom, y = 1,2,3... veé¢ za y = 2 ¢emo dobiti da je
x = 3. No, ovaj pristup ¢e u vecini slucajevi biti previse vremenski zahtjevan. Re-
cimo, fundamentalno rjesenje jednadzbe x*> —13y* = 1 je (z1,4;) = (180,649), dok je
fundamentalno rjeSenje jednadzbe z% — 85y = 1 dano s (z1,4;) = (285769, 30996).
To bi znacilo da smo u prvom slucaju uvrstavanjem morali napraviti 180, a u dru-
gom slucaju 30996 iteracija kako bismo pronasli najmanje prirodno rjesenje te su iz
tog razloga razvijene druge efikasnije metode pronalazenja fundamentalnog rjesenja.

U ovom poglavlju opisat ¢emo dvije metode spomenute u Poglavlju 2, metodu
veriznih razlomaka i Chakravala metodu. Medutim, prije toga navest ¢emo i pri-
mjerom potkrijepiti jos jedan rezultat koji nam govori kako pronaci fundamentalno

rjeSenje Pellove jednadzbe.

Propozicija 3 (vidjeti [1, Propozicija 10.13]). Ako je a+b\/d rjesenje jednadzbe % —
dy? = 1 u prirodnim brojevima i vrijedi da je a > %b2 — 1, onda je to fundamentalno
riesenje. Posebno, ako suu,v prirodni brojevi i d = u(uv?+2), onda je 1+uv?+vv/d

fundamentalno rjesenje jednadzbe x* — dy? = 1.
Primjer 13. Odredimo fundamentalno rjesenje Pellove jednadzbe
2 —8y® =1.

Kako je
8=2(2-1*+2),

prema prethodnoj propoziciji je 14+2-124++/8 = 34+/8 = x1 +y1/8 fundamentalno
rjeSenje pocetne jednadzbe. Dodatno, prema Teoremu 4 sva su njezina rjesenja u

prirodnim brojevima dana s

Zn + yuVd = (3+V8)", neN.
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3.1 Koristenje veriznih razlomaka pri rjesavanju pelovskih
jednadzbi

Kao sto smo ve¢ objasnili u Poglavlju 2.1, svako netrivijalno rjesenje jednadzbe
22 — dy® = 1 daje jako dobru racionalnu aproksimaciju iracionalnog broja vd, a
dobre racionalne aproksimacije realnog broja dobivaju se pomocu razvoja tog broja
u verizni razlomak. Najprije navodimo u obliku definicije $to znaci razviti redom
broj u verizni razlomak.
Definicija 6. Neka je o € R. Stavimo ay = |«|. Ako je ay # « napisemo o =
ap + a%; Y. o = a_lao
o351 Zal—i—a%, . ag =
ponavljamo @ on staje ako je za neki m € N a,, = a,,,. Tada je

> 1 ¢ stavimo a1 = |ay]. Ako je a; # oy napisemo

o > 1 i analogno stavimo az = |az|. Taj postupak

. 1
o =
° 1
ap +
ag +
1
+ A—

Am
1 vrijedi o € Q. Uoc¢imo da je ag € Z i a; € N, za svaki i = 1,...,m. Takav o
pisemo u obliku o = [ag, aq, ..., a,] @ kaZemo da je to razvoj broja o u jednostavan

verizni razlomak. Ako je i, # an za svaki m, onda je a € 1 1 imamo razvoj oblika

a = [ag,ay,.. .|
Pogledajmo primjenu prethodne definicije na iduéem primjeru.

Primjer 14. Odredimo razvoj od o € R u jednostavan verizni razlomak ako je:

(a) a =138

Rjesenje: Primjenom Fuklidovog algoritma lako dobijemo razvoj od o u jed-

nostavan verizni razlomak. Imamo:

193 =7-25+18

256=1-1847

18=2-74+14
7=1-443
4=1-3+1

3=28=1
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Dakle, « = 22 = [7,1,2,1,1, 3].

(5) a=3
Rjesenje: Analogno kao u prethodnom dobijemo sljedeci razvoj:
53
= —=[1,23 5|
Q 37 [ bl ;) ) ]

Definicija 7. Za beskonacni verizni razlomak

[ao,al,ag,...] :CLO—|—

ay +

1
a2+...

kazZemo da je periodski ako postoje cijeli brojevi k > 0, m > 1 takvi da je amin = an

za sven > k. U tom slucaju verizni razlomak pisemo u obliku

(@0, @1,y - - -y A1, Tk, Qi 1, - - Chtm—1-
Broj m nazivamo duljina perioda.

Napomena 2. Racionalni broj 2—: = lag, ay, ..., a,] je n-ta konvergenta u razvoju

broja o w verizni razlomak. Za m > 0, brojevi p, i q, zadovoljavaju rekurzivne
relacije (vidjeti [1, Lema 8.18.]):

Dn = @pPpn—1+Pn—2, p-2=0,p_1 =1,
Gn = nGn-1+Qqn—2, qg—2=1,p1=0.

Definicija 8. Za iracionalni broj o kazemo da je kvadratna iracionalnost ako je o

korijen kvadratne jednadzbe s racionalnim koeficijentima.

Svaka kvadratna iracionalnost je oblika @, s € Z, d € N, d razli¢it od

potpunog kvadrata, ¢t € Z \{0}. Vrijedi sljede¢i teorem:

Teorem 8 (Euler, Lagrange, vidjeti [I, Teorem 8.39.]). Razvoj realnog broja o u

verizni razlomak je periodsk: ako © samo ako je o kvadratna iracionalnost.

Napomena 3. Ako je d prirodan broj razlicit od potpunog kvadrata, razvoj broja

o= % u verizni razlomak moZze se dobiti sljede¢im algoritmom:

si+Vd d — s? ,
a; = {Zt—J y  Sig1 =ity — 85, tipr = t—lﬂv i € Np.
(]

1
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Teorem 9 (vidjeti [I, Teorem 8.41.]). Ako je d prirodan broj razlic¢it od potpunog

kvadrata, onda razvoj u veriini razlomak broja \/d ima oblik

\/g = [ag,al,ag, e ,CLT_12CL0],

gdje je ag = L\/EJ, r duljina najmanjeg perioda u razvoju od Vd te su aq,. .., ar1

centralno simetricni, tj. a; = a,_1, 09 = Ar_o, itd.

Pokazimo sada na primjeru kako razviti kvadratnu iracionalnost u verizni raz-

lomak.

Primjer 15. Odredimo razvoj od a € R u verizni razlomak ako je:

(a) a=+/21

Rjesenje: Prema algoritmu iz Napomene 3 dobivamo

e 50=0,t =1 = ag=[V21] =4,

® 5| = apty — sg = 4, tlzmt?%:S =% @] = letl/ﬁj =1,
° 32:a1t1—51:1,t2:¥:4 — angﬁ;;/ﬁjzl,
. 33:a2t2—s2:3,t3:21;§:3 — agzl%J:Z
® 54, = agltz — 53 =3, t4:21;’8?1:4 =% gy = Ls‘ltjﬁj =l
o 55 =ayty — s, =1, t5:21;§:5 = a5 = fﬁ;/ﬁj = 1,
® s¢ = asts — s5 =4, t6:21t_53§ =1 = ag = fetg/ﬁj =8,
° 37:a6t6—36:4,t7:M:5 == ar=a1 =1

tg

Odavde je /21 = [4,1,1,2,1,1,8]. Uoc¢imo da teorijski rezultat dan u Teoremu
9 mozemo iskoristiti u sljedecem smaslu: ukoliko dobiwvamo razvoj koji nije

oblika navedenog u tom teoremu, jasno je da smo nesto krivo izracunali.

(b) a=V17

Rjesenje: Analogno kao i u prethodnom dobivamo sljedeci razvoj:
V17 =[4,8].

Kako bismo pokazali vezu izmedu veriznih razlomaka i odredivanja rjesenja

Pellove jednadzbe navodimo sljedeéi rezultat ¢iji se dokaz moze vidjeti u [5].
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Teorem 10 (vidjeti [I, Teorem 10.20.]). Neka je | duljina perioda u razvoju od v/d
u verizni razlomak. Tada vrijedi:

(a) Ako jel paran, tada jednadzba x* —dy? = —1 nema rjesenja, a sva su pozitivna

rjesenja Pellove jednadzbe x° — dy* = 1 dana s

(z,9) = (Pri—1,qr1-1), keN.
Dodatno, njezino fundamentalno rjesenje je (pi—1,qi—1)-

2

(b) Ako je I neparan, sva pozitivna rjesenja jednadzbe x* — dy? = —1 dana su s

(90, y) = (p(Qk—l)l—la Q(Qk—l)l—l)a k €N,

dok su sva pozitivna rjesenja Pellove jednadzbe x* — dy* = 1 dana s

(7,y) = (Poki—1, Poki—1), k€N
Dodatno, njezino fundamentalno rjesenje je (pa—1, qar—1)-

U iduéem c¢emo primjeru pokazati kako pronaéi rjesenje Pellove jednadzbe
koristenjem prethodnog teorema.

Primjer 16. Pronadimo koristenjem veriznih razlomaka prvih nekoliko rjesenja jed-
nadzbe
r? — [Ty? = 1.

Najprije je potrebno razviti /17 uw verizni razlomak, sto smo mi veé¢ napravili u
Primjeru 15 i dobili /17 = [4,8]. Sada, s obzirom da je period neparan, iz tvrdnje

pod b) prethodnog teorema znamo da su sva rjesenja pocetne jednadzbe dana s

(z,y) = (P2k—1,q2%-1), Kk EN,
pri cemu je fundamentalno rjesenje (p1,q1). Racunamo

33

1
]2 — 4 + =
0 8 8
i dobivamo za fundamentalno rjesenje (z,y) = (33,8). Iduée rjesenje dobivamo za

k =2 odnosno racunajuci treéu konvergentu

1 2177
qs3 1 528
8+ —

8 4+ —
+8
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pa je iducée najmanje rjeSenje (x,y) = (2177,528). Time smo odredili prva dva
rjesenja, dok ostala mozZemo dobiti racunajuci dalje konvergente za k = 3,4,5...
Primijetimo da, s obzirom da je period | neparan, prema prethodnom teoremu 1

jednadzba x* — 21y? = —1 ima rjesenja i da su sva njezina rjesenja dana s

(7,y) = (Pok—2, 2k—2), Kk EN.

Dakle, racunajuci redom sve konvergente u razvoju od /17 u verizni razlomak bismo
na neparnim mjestima dobili riesenja jednadzbe x> —17y* = 1, a na parnim mjestima

riesenja jednadzbe x* — 17y? = —1.

Sljedeé¢a propozicija moze se koristiti pri rjesavanju pelovskih jednadzbi oblika
r? —dy* = k, k € Z \{0}. Iskazat éemo ju u opéenitom obliku, a pokazati njenu
primjenu u slucaju £ = 4.
Propozicija 4 (vidjeti [I, Propozicija 10.22.]). Ako je |k| < V/d i u+vVd rjesenje

jednadzbe 2* — dy* = k, onda je “ neka konvergenta u razvoju od Vd u verizni

razlomak.
Propoziciju ¢emo i dokazati no za to su nam potrebne jos dvije tvrdnje.

Teorem 11 (Legendrov, vidjeti [I, Teorem 8.26.]). Ako su p i q cijeli brojevi takvi
da vrijeds
o=t < o
ql  2¢°
tada je § neka konvergenta od c.
Teorem 12 (vidjeti [5, Teorem 11, str. 190.]). Ako je « iracionalan broj, tada je
(k+1)-a konvergenta u razvoju od i reciprocna vrijednost k-te konvergente u razvoju

od o u verizni razlomak.

Vratimo se sada na dokaz Propozicije 4.

Dokaz. Prvo ¢emo tvrdnju dokazati za k > 0. Iz te pretpostavke odmah slijedi da
je u? —dv® > 0, tj. u > vV/d pa je

0<E_\/g: (u—vﬂ) (u—l—vx/ﬁ)

v v u+vvd
u2 + wovd — uwvvd — dv?

v(u + vVd)
k

v(u+vVd)
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Kako je u > vv/d, tada vrijedi

u>v\/a — u+v\/3>2v\/g

— v(u+ovVd) > 202Vd
1 |

v(u + vV/d) = 202V/d

—

Dodatno, iz pretpostavki da je |k| < v/d i k > 0, znamo da je ﬁ < 1 pa imamo

k Sk k1
vu+vvd)  2d o 20k 207

0<%—\/3=

Iz Teorema 11 znamo da je ¢ neka konvergenta u razvoju od Vd u verizni razlomak.
Ako sada pretpostavimo da je k < 0, slijedi da je u < vv/d, odnosno

0<3_L: v\/a—u u—l—v\/a
u  +d uv/d u+ vVd
wovd — u? + v2d — uwvd

uvd(u + vv/d)
—k

u\/gl(u + v\/a)

S obzirom da je |k| < V/d ik < 0, imamo % < ﬁ Nadalje, iz u < vv/d imamo

u<ovvd = 2u<u+vvd
— 2u*Vd < uVd(u + vVd)

—

1 1
<
uvd(u+vvd)  2u2Vd
te je tada

oov L W W _ W _ 1
W VA oD 2unVd 2l T o

Ponovno iskoristavamo Legendreov teorem i zakljucujemo da je 7 neka konvergenta

u razvoju od % pa je, zbog Teorema 12, & neka konvergenta u razvoju od Vd u
verizni razlomak. Tocnije, ako je (i + 1)-va konvergenta u razvoju od %, tada je

+ i-ta konvergenta u razvoju od V. O
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Za kraj ovog dijela kroz primjer navodimo kako pronaci rjesenje pelovske jed-
nadzbe za k = 4 koristenjem Propozicije 4.

Primjer 17. Pronadimo barem jedno rjesenje jednadzbe
a2 — 2ly® =4,

Ranije smo veé pokazali da pelovska jednadzba 2% — dy? = 4 uvijek ima rjesenja u
parnim brojevima. Kako je |4] < /21, zbog Propozicije 4 znamo da razvojem /21
u veriznt razlomak 1 racunanjem konvergenti mozZemo odrediti neka od tih rjesenja.

Iz Primjera 15 znamo da je

V21 =[4,1,1,2,1,1,8].
Po p1

@’ @
od njih pocetnu jednadzbu, dobit cemo sljedeca dva rjesenja:

(p1, 1) = (5,1) i (p3, q3) = (23,5).

Lzracunamo li, redom, konvergente - ’;—2 1 provjeravamo zadovoljavaju li neke

3.2 Chakravala metoda

Kao sto smo ve¢ rekli, prije nego sto se Pellova jednadzba pocela proucavati u
Europi, prije Pella, Eulera i Fermata, jednadzbe oblika 2% — dy? = k proucavali su
indijski matematicari, od kojih je prvi bio Brahmagupta. Njegovo je proucavanje
Pellove jednadzbe dovelo do metode koja je nazvana Chakravala zbog svoje ciklicke
prirode ('chakra’ = kotac), a nama je ista danas poznata kao metoda kompozicije.

U ovom poglavlju opisat ¢emo kako Chakravala metoda funkcionira, ali to
ne¢emo dokazivati (detaljnije se moze pronaéi u [0] i [7]). Zapocinjemo s navodenjem
Brahmaguptinog identiteta:

(a® — nb*)(c* — nd?) = (ac + nbd)* — n(ad + bc)?
(a* — nb*)(c* — nd?) = (ac — nbd)? — n(ad — bc)?,

pri ¢emu su a, b, c,d,n € N. Ono §to ovdje mozemo primijetiti je da, ako vrijedi
al—nbt=1 1 2—nd®=1
tada je

(ac + nbd)* — n(ad + bc)* = 1,
(ac — nbd)* — n(ad — bc)? = 1.
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Drugim rije¢ima, ako su (a,b) i (¢, d) rjesenja Pellove jednadzbe x* — ny? = 1, tada
su to i (ac + nbd, ad + be) te (ac — nbd,ad — be). Analogno se dokaze da isto vrijedi
i ako pretpostavimo da je

a?—nbt=-1 i & —nd®=-1.

Sljedeé¢a vazna tvrdnja generalizacija je Brahmaguptinog identiteta, a iskazat
¢emo ju u obliku teorema.

Teorem 13 (Brahmaguptino pravilo kompozicije, vidjeti [0]). Neka su ki i ky cijeli
brojevi razliciti od 0. Ako je (a,b) cjelobrojno rjesenje jednadzbe x> —ny* = ky i (c,d)
cjelobrojno rjesenje jednadzbe x* — ny* = ko, tada je (ac + nbd, ad + be) cjelobrojno
riesenje jednadzbe 12 — ny?* = kik,.

Dokaz.

(ac + nbd)?* — n(ad + be)? = a*c® + 2abedn + n*b*d* — n(a*d® + 2abed + b*c?)
= a’c + n*V*d* — na*d® — nb*c?)
= a*(c® — nd®) — nb*(* — nd?)

= (a® — nb®)(® — nd®) = kik».
U

Pogledajmo kroz nekoliko primjera primjenu Brahmaguptinog pravila kompo-
zcije u rjesavanju pelovskih jednadzbi.

Primjer 18. Odredimo jedno rjesenje jednadzbe x* — ny* = k ako je:

(@) n=13, k=—4

Rjesenje: Trazimo rjesenje jednadzbe
- 13y = —4=—1-4.

Iz Primjera 10 i 17 znamo da je (a,b) = (11,3) rjesenje jednadzbe x> —13y? =
4, a (c,d) = (18,5) rjesenje jednadzbe x*> — 13y* = —1. Sada primjenom
Teorema 13 lako dolazimo do rjesenja pocetne jednadzbe:

(ac+ nbd,ad + bc) = (18 - 11 +13-5-3,18 -3 + 5 - 11) = (393, 109).
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(b) n=13, k= —16
Rjesenje: Zelimo pronaci jedno rjesenje jednadzbe
r? — 13y = —-16 = —4-4.

S obzirom da znamo rjesenja jednadbi x* — 13y* = +4, analogno kao i u
prethodnom primijenimo Teorem 13 i dobiwamo da je jedno rjesenje pocetne

jednadzbe
(393-11+413-109-3,393 -3 + 109 - 11) = (8574, 2378).
Iduéi indijski matematicar koji se bavio Pellovim jednadzbama bio je Bhaskara
IL., koji je dao treéi identitet vazan za Chakravala algoritam.

Lema 3 (Bashkarina lema, vidjeti [0]). Ako je a® — nb* = k, tada je

ma + nb 2 a-+bm 2 om2_n
— —n ’ = P m € 7.

Dokaz.

b\ 2 bm\* 1
(ma;n ) _”<a+ m> = ﬁ[m2a2+2abmn+n252—”(a2_2abm+b2m2)}

1
ﬁ[ 20 4+ n?b® — na® + m2b2]
1
== [m?(a® — nb®) — n(a® — nb?)
1, 5 9 9 m? —mn
—ﬁ(m —n)(a® —nb*) = k;

O

Dalje ¢emo pretpostaviti da je n fiksan prirodan broj razlicit od potpunog
kvadrata, a s (z,y, k) ¢emo oznaciti rjesenje jednadzbe

2 —ny? =k,

pri ¢emu je k cijeli broj razli¢it od 0. 1z Teorema 13 znamo da za svake dvije uredene
trojke cijelih brojeva (a,b, ki) i (a,b,ks) postoji uredena trojka (ac + nbd,ad +
be, k1ky). Kompoziciju te dvije trojke je Brahmagupta nazvao Bhavana:

(a,b,ky) % (c,d, ky) := (ac + nbd, ad + be, kiks).
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Pretpostavimo da imamo a? — nb* = k, tj. imamo uredenu trojku (a,b, k). Ako
bismo, dodatno, uzeli da je a = m, dobili bismo trivijalno rjesenje, tj. uredenu
trojku (m, 1,m? — n). Sada, ako iskoristimo Bhavanu, dobijemo

(a,b,k) * (m,1,m? —n) = (ma + nb, a + bm, k(m? — n)).
Dakle, ako znamo da je a® — nb® = k, tada je
(ma +nb)* — n(a + bm)? = k(m? — n)

te dijeljenjem s k% dobijemo Bhaskarinu lemu.

Chakravala metodom traZimo rjesenja jednadzbi 22 — ny? = +1. Ideja metode
temelji se na uzastopnoj primjeni pravila kompozicije, pri ¢emu se sve tri koordi-
nate u svakom ponavljanju povecavaju. Iz toga razloga se u algoritmu primjenjuje
Bhaskarina lema - uvodi se dijeljenje jer zelimo da se k smanjuje, a ne povecava.
Algoritam se provodi na sljedeé¢i nacin: najprije odabiremo uredenu trojku cijelih
brojeva (ag, by, ko) takvu da je

ap<Vn<ap+1, by=1, ky=ai—n (k <0 uvijek),

a zatim za 1 = 1,2,3,... ponavljamo iduce korake:

2

1. Trazimo m; takav da je a;_1 = —b;_ym; (mod k;_1) i |m? — n| minimalno.

2. Rac¢unamo

Qi1 + nb;_q . a;—y + bi_ym; _m
|Ki_1] n i1 7 kiq

a; =

Algoritam, odnosno korake 11 2 ponavljamo sve dok za neki ¢ = [ ne dobijemo k; =1
ako trazimo rjesenje jednadzbe 2? — ny* = 1, odnosno k; = —1 ako trazimo rjesenje
jednadzbe 2% — ny? = —1 (ako ono postoji). Fundamentalno rjesenje je tada dano s

(ar, by). Pogledajmo primjenu algoritma na sljedeéem primjeru:
Primjer 19. Pronadimo rjesenje Pellove jednadzbe
z? —17y% = 1.

Pruvo stavljamo da je by = 1 1 trazimo ag tako da je ag < V17 < ag+1 i kg = a2 —n.
Dakle, kre¢emo s trojkom (4,1, —1).
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e —1:

1. Trazimo my takav da ko|(ag + bomy), tj. —1|(4 + my), Sto vrijedi za
svaki prirodan broj my. S obzirom da je dodatni uvjet da |m? — 17| bude
mantmalno, uzimamo da je m; = 3.

2. Racunamo aqy,by 1 ky:

ag - My + nby b ao + bgmy mi —n
2 1P =20 ‘
| ol

a] =

1 dobivamo
a; = 29, bl = 7, ]{71 = 8.

Kako je ki # 1, nastavljamo s algoritmom.
° =2

1. Trazimo msy takav da 8|(29 + Tms), dakle my € {5,13,21,...}. Zbog
dodatnog uvjeta da |m3 — 17| bude minimalno, uzimamo da je my =5 i

prelazimo na korak 2.
2. Racunamo nove as, by 1 ko:

20+ 017-T 2947-5 52 — 17

Kako je ky = 1 to je (az, by) = (33,8) rjesenje jednadzbe x* — 17y* = 1.

Sto se dogodi ako nastavimo s provodenjem algoritma? Konkretno, u prethod-

nom primjeru bismo u iduca 4 koraka dobili iduce:

e 1 =23: ms = 3, (a37b3, k/‘g) 235 57 8)

268,65, —1)

e 1 =4: my = 5, (CL4, b47 k4)

e 1 =5: mg = 3, (a'57b57 k5)

(
(
(1909, 463, 8)
(

e 1=06: meg = 5, (aﬁ, va kﬁ) 2177 528 )

Dakle, nastavkom provodenja algoritma dolazimo do jos jednog rjeSenja, odnosno
ponavljanjem algoritma dobit ¢emo sva rjeSsenja. Osim toga, uvjet da algoritam

zapoc¢injemo odabiranjem trojke (ag, by, ko) takve da je

a0<\/ﬁ<a0+1, b():l, k‘o:ag—n,
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osigurava nam da do prvog rjesenja dodemo u sto manje iteracija.

Primijetimo da Chakravala metoda ne sluzi samo za rjeSavanje jednadzbi z? —
ny? = &1, nego i za rjeSavanje pelovskih jednadzbi, odnosno jednadzbi kod kojih
umjesto £1 stoji neki drugi cijeli broj razlicit od 0. Konkretno, u prethodnom smo
primjeru za i = 1 u koraku 2 dobili uredenu trojku (a1, by, k) = (29,7,8) i lako se
provjeri da je

(a1,b1) = (29,7)

fundamentalno rjesenje jednadzbe
z? — 17y% = 8.

Dakle, Chakravala algoritmom mozemo racunati rjeSenja (naravno, ukoliko ona pos-
toje) svih jednadzbi oblika

o —ny’ =k, keZ\{0}, (3.1}

pri cemu korake 1 i 2 ponavljamo dok za neki ¢ = [ ne dobijemo k; = k.
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Sazetak

U ovom diplomskom radu najprije smo naveli definicije te neke opéenite rezul-
tate vezane uz neke oblike diofantskih jednadzbi, a zatim se u ostatku rada usmjerili
na specijalan oblik nelinearne diofantske jednadzbe: Pellovu jednadzbu. Osim toga,
proucili smo pelovske jednadzbe x? — dy? = &1, &4. Naveli smo dokaze o nuznim i
dovoljnim uvjetima postojanja njihovih rjesenja, pokazali strukturu rjesenja te na-
poslijetku pokazali kako te jednadzbe rijesiti koristenjem veriznih razlomaka i drevne
indijske Chakravala metode.

Kljucne rijeci

linearne diofantske jednadzbe, nelinearne diofantske jednadzbe, Pellova jed-
nadzba, pelovska jednadzba, fundamentalno rjesenje, verizni razlomci, Chakravala

metoda
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Pell’s equation

Summary

In this final paper, we first stated the definitions and some general results related
to some types of Diophantine equations. After that, we focused on a special type
of nonlinear Diophantine equation: Pell’s equation. Additionally, we studied the
equations 2% — dy? = 41, £4. We presented the necessary and sufficient conditions
for the existence of their solutions, showed the structure of the solutions and finally
showed how to solve these equations using the continued fractions method and the

ancient Indian Chakravala method.

Keywords

linear Diophantine equations, nonlinear Diophantine equations, Pell’s equation,

generalized Pell’s equation, Pellian equation, continued fractions, Chakravala met-

hod
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