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Uvod

Funkcija je jedan od najvaznijih pojmova u matematici opc¢enito. Pogledamo li kuriku-
lum nastavnog predmeta Matematika, mozemo uociti da je jedna od domena tog predmeta
upravo Algebra i funkcije. Zamislimo onda samo koliko je vazno razumijevanje pojma funk-
cije. Nazalost, ucenicima pojam funkcije nije toliko intuitivan koliko bi nastavnici htjeli
da bude. Vrlo ¢esto se mogu uociti razlicite miskoncepcije vezane uz pojam funkcije kod
ucenika, sto je dokaz da ucenici ne shvac¢aju pojam funkcije u potpunosti.

Kroz ovaj rad prikazat ¢e se neki od nacina na koje nastavnici mogu pribliziti pojam funkcije
ucenicima kroz razli¢ite primjere u nastavi. U svakodnevnom zivotu postoji jako puno situ-
acija koje se mogu opisati funkcijama. Zbog toga je vrlo vazno ucenicima predstaviti pojam
funkcije na taj nacin, kako bi im poblize opisali vaznost i ulogu tog matematickog pojma.



1. Pojam funkcije opcenito

U ovom odlomku prisjetit ¢emo se definicije funkcije te nekih svojstava vezanih uz pojam
funkcije. Funkcije strogo matematicki definiramo ve¢ u drugom razredu srednje skole, a
definicija funkcije glasi ovako:

Definicija 1.1. Neka su D i K bilo koja dva neprazna skupa. Preslikavanje f koje svakom
elementu skupa x € D pridruzuje tocno jedan element skupa y € K naziva se funkcija i
preslikavanje sa D u K 1 pisemo

f:D— K.

Skup D zovemo domena ili prirodno podrucje definicije, a skup K kodomena ili podrucje
vrigednosti funkcije f.

Elemente x domene D zovemo argumenti funkcije ili nezavisne varijable, a elemente y ko-
domene K zovemo vrijednosti funkcije ili zavisne varijable.

Primjedba 1.1. Funkcije kojima su domena i kodomena podskupovi skupa realnih brojeva
R zovemo realnim funkcijama realne varijable.

Primjedba 1.2. Jedan od nacina za provjeru je li neko preslikavanje funkcija ili nije jest
vertikalni test. Vertikalnim testom moZe se na jednostavan nacin provjeriti je li dano presli-
kavange funkcija tako da pogledamo u koliko tocaka pravac okomit na x os sijece graf. Ukoliko
takav pravac sijece graf u vise od jedne tocke, onda to nije graf funkcije.

Pogledajmo sada na sljedecem primjeru na koji nacin vertikalnim testom provjeramo je li
dani graf graf funkcije.

Primjer 1.1. Na Slici 1 moguce je vidjeti primjer grafa koji nije graf funkcije buduéi da
pravac okomit na x 0s sijece taj graf u vise od jedne tocke na jednom dijelu tog grafa.

Slika 1: Primjer koristenja vertikalnog testa.

Primjer 1.2. Na Slici 2.a moZe se vidjeti primjer pridruzivanja koje jest funkcija buduci da
je svakom elementu iz skupa D pridruZen tocno jedan element skupa K.

Medutim, pridruzivanje na Slici 2.b nije funkcija buduci da su jednom elementu iz skupa D
pridruzena dva elementa iz skupa K, odnosno nije zadovoljena definicija funkcije.



Slika 2: Primjer pridruzivanja koje je funkcija (a) te onog koje nije (b).

Definicija 1.2. Svakom x € D odgovarajuéi (jedinstveni) pridruzeni element y € K
oznacavamo s f(x) i zovemo slika elementa x ili vrijednost funkcije f u tocki x. Skup
svih vrigednosti funkcije f, t7. skup

R(f) ={f(z) : = € D}
zovemo slika funkcije f.

Definicija 1.3. Graf Ty funkcije f: D — K je skup svih uredenih parova (x, f(x)), = € D
ty.
Ly={(z, flz)):z €D} C Dx K.

Napomena 1.1. Funkcija f: D — K moZe biti zadana na razne nacine: graficki (pomocu
grafa ili dijagrama), tablicom, formulom itd.

Primjer 1.3. Na Slici 3 mozZe se vidjeti graf linearne funkcije koja je zadana formulom
f(z) = . Takoder, ispod Slike 3 mogude je vidjeti kako je ista ta funkcija zadana tablicom.

Slika 3: Graf funkcije f(z) = .
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Nadalje, definirat ¢emo inverznu funkciju. Kako bismo mogli definirati inverz funkcije,

moramo prvo definirati pojmove injekcije, surjekcije, odnosno bijekcije.

Definicija 1.4. Kazemo da je funkcija f : D — K injekcija ako

T, # 1y = f(z1) # f(z2) ,Vz1,29 € D.
Definicija 1.5. KaZemo da je funkcija f : D — K surjekcija ako je R(f) = K.
Definicija 1.6. KaZemo da je funkcija f : D — K biyjekcija ako je ona i injekcija i surjekcija.

Sada, nakon sto smo definirali kada je funkcija bijekcija, mozemo definirati inverz funkcije

f.

Definicija 1.7. Neka je f : D — K bijekcija. Tada postoji funkcija f~* : K — D definirana
formulom f~(y) := z, gdje je x € D jedinstveni element takav da je f(x) = y. Funkciju
f~t zovemo inverzna funkcija funkcije f.

Primjedba 1.3. Dakle, da bi funkcija imala inverz, ona prvenstveno mora biti bijekcija.
Primger funkcije koja ima inverz je funkcija f(x) = 2z + 1. Lako je uociti da je ova funkcija
bijekcija pa smo sigurni da ce ona imati tnverz. Inverz funkcije f je

Primger funkcije koja nema inverz jest funkcija g(x) = x*. Promotrimo li funkciju g moZemo
primigetiti kako ona mije injekcija buduci da parovima razlicitih elemenata iz domene pri-
druzuge jednak element iz kodomene, primgerice g(—1) =1 i g(1) = 1. Dakle, funkcija nije
injekcija pa nije niti byjekcija, a u tom slucaju ne postoji njen inverxz.

Definirajmo sada kompoziciju dviju funkcija f i g.

Definicija 1.8. Neka su f: A — B ig:C — D dvije funkcije takve da je R(f) C C. Tada
funkcigu h : A — D definiranu formulom

h(x) = g(f(@)), @ € A

oznacavamo s g o f 1 zovemo kompozicija funkcija f i g.



2. Poucavanje nastavnog predmeta matematika

Shulman (1986, 1987) navodi sedam osnovnih podrué¢ja znanja koja imaju utjecaja u
poucavanju. To su: poznavanje sadrzaja, poznavanje pedagoskih koncepata, poznavanje
kurikuluma, poznavanje ucenika i njihovih osobina, poznavanje obrazovnog konteksta, poz-
navanje obrazovnih ishoda, svrhe te vrijednosti i na kraju poznavanje pedagoskih sadrzaja.
Poznavanje pedagoskih sadrzaja je upravo ono znanje koje je nastavniku potrebno kako bi
znanje matematickih sadrzaja prenio na svoje ucenike na one nacine koji ¢e ucenicima biti
jasni i razumljivi.

2.1. Poznavanje pedagoskih sadrzaja

Kada u pitanje dovodimo poucavanje matematike, poznavanje pedagoskih sadrzaja ukljucuje
sljedece cetiri komponente:

1. Poznavanje kurikuluma predmeta matematika

2. Poznavanje procjene ucenikovog znanja

3. Poznavanje nastavnih strategija koje ¢e se koristiti
4. Ucenikovo poznavanje matematickih sadrzaja.

Navedene cetiri komponente usko su povezane s nacinima na koje nastavnik poucava
odredeni matematicki sadrzaj. Kao sto je poznato, vrlo je bitno na koji nacin ¢ée nastavnik
strukturirati nastavni sat, kako ¢e organizirati vrijeme te tijek tog nastavnog sata, Shulman
(1986) navodi kako je puno vaznije ono $to ¢e biti pouc¢avano na tom satu te na¢ini poucavanja
na koje ¢e taj sadrzaj biti poucavan. Iz tog razloga nastavnici u svakodnevnoj nastavi donose
pet sustinskih odluka:

—_

. Koja objasnjenja ponuditi svojim ucenicima, odnosno koja ne

2. Koje matematicke prikaze koristiti u pouc¢avanju odredenog gradiva

3. Koje vrste pitanja postavljati svojim ucenicima

4. Koje moguce odgovore ocekivati od svojih uc¢enika kada im se postave pitanja
5. Kako se pravilno nositi s ucenickim miskoncepcijama kada do njih dode.

Svaki nastavnik ima svoj nacin poucavanja te je nacin na koji ¢e predavati odredeni nastavni
sadrzaj svojim ucenicima jedinstven. To, naravno, ovisi i o radnom iskustvu koje nastavnik
ima u ucionici. Pogledaju 1li se sada ponovno ovih pet podru¢ja odluka koje nastavnik
mora donositi svakodnevno u svojoj ucionici koje su navedene, moze se uociti da svako od
tih podruc¢ja podrazumijeva znanje matematickih sadrzaja, ali je isto tako usko vezano uz
pedagogiju. Uzme li se za primjer upoznavanje ucenika s pojmom funkcije, primjeri koje
nastavnici koriste zahtijevaju ucenikovo poznavanje koordinatnog sustava, jednadzbi i nacin
na koji ucenici tumace veze izmedu zavisnih i nezavisnih varijabli. Nastavnikovo znanje
o funkcijama moze doprinijeti kreiranju zadataka te smisljanju pitanja koja ¢e postaviti
ucenicima kako bi oni uocili povezanost funkcija s algebrom i geometrijom.

Vrlo dobar primjer motivacije u¢enika za odredeni sadrzaj jest zadavanje zadatka na pocetku
sata koji bi ucenike potaknuo na razmisljanje o sadrzajima koji slijede. Dakle, kreiranje



zadatka koji ¢e potaknuti ucenike na razmisljanje jest, moglo bi se re¢i, jezgra matemickog
ucenja i poucavanja. Uvedemo li uc¢enike u novo gradivo na nacin da im postavimo zadatak
na pocetku sata koji bi ucenici pokusali rijesiti kroz nastavni sat, a koji se bazira na ve¢
njihovom stecenom znanju te ga povezuje s novim sadrzajem, dobivamo dinamic¢no okruzje te
ucenike koji vise nisu pasivni, veé¢ aktivno sudjeluju u nastavnom procesu. Takvo dinamicno
okruzje potice ucenike da prikazu svoje sposobnosti i znanje prethodno usvojenog sadrzaja
u cijelosti, dok istovremeno usvajaju nove sadrzaje.

2.2. Karakteristike postavljenog zadatka

U ovom odlomku vidjet ¢es e na koji nacin zadaci koji su postavljeni pred ucenika rezultiraju
na to kako ¢e taj isti ucenik usvojiti odredeno gradivo. Kao sto je veé poznato, tip zadatka
kojeg postavimo svojim ucenicima u ucionici tijekom nastavnog procesa je jako bitan. Nas-
tavnik bi trebao birati zadatke koji se nece oslanjati samo na proceduralno znanje ucenika,
ve¢ 1 na konceptualno znanje.

Zadaci koji se oslanjaju samo na proceduralno znanje, odnosno na provedbu odredenih al-
goritama (niz koraka potrebnih za rjesavanje problema) kako bi se rijesio dani problem su
najcesce zadaci koje nazivamo Sablonskim zadacima. Stavljanje pred ucenike samo takve
tipove zadataka moze biti problematicno buduéi da takvi zadaci od ucenika traze samo
povrsno znanje, odnosno ne zahtijevaju dublje razumijevanje odredenih sadrzaja. Ucenici
kojima su postavljeni samo takvi zadaci najcesce lako zaboravljaju sadrzaje koji su im pre-
zentirani kroz zadatke koji se oslanjaju na proceduralno znanje, moraju ponovno prouciti te
iste sadrzaje kako bi ih se podsjetili te potencijalno imaju manje Sanse za uspjesnost pove-
zivanja prethodnog sadrzaja sa sadrzajem koji slijedi u buduénosti.

S druge strane, zadaci koji se oslanjaju na konceptualno znanje pomazu uc¢enicima razumijeti
koncepte koji ¢e se pojavljivati u budué¢im nastavnim sadrzajima te odnose izmedu dvaju
nastavnih sadrzaja. Kreiranje te predstavljanje takvih zadataka u nastavnom procesu ima
ulogu u stvaranju dubljeg razumijevanja matematickih sadrzaja. Ucenici promisljanjem o
njima te rjeSavanjem takvih zadataka usvajaju ideje koje ¢e im pomoéi u uspostavljanju veza
izmedu dvaju ili vise sadrzaja.

Visoko-kvalitetni zadaci koje bi nastavnik trebao predstavljati u svojoj ucionici imaju neke
od sljedecih karakteristika:

e Poticu na koristenje vise od jednog matematickog prikaza
e Omogucuju ucenicima da razvijaju matematicko razmisljanje

e Omogucuju svim ucenicima da zapocnu zadatak, ali isto tako imaju dijelove koji zah-
tijevaju bolje matematicko znanje

e Povezuju prethodno znanje s novim sadrzajem

e Omogucuju rjesavanje na vise nacina te koristenjem razlicitih strategija
e Ukljucuju ucenicima zanimljiv te vazan kontekst

e [strazivackog su pristupa

e Zahtijevaju od ucenika objasjenje rjesenja.



2.3. Vrste pitanja

Jos jedan od ¢imbenika koji igra vrlo veliku ulogu u poucavanju su adekvatna pitanja koja
¢e nastavnik postaviti svojim ucenicima kako bi ih potaknuo na razmisljanje. Takva pitanja
ne trebaju ucenika samo natjerati na razmisljanje, ve¢ bi ona trebala razmisljanje i poticati.
Kada je u pitanju matematika, razmisljanje se potice raznim zadacima.

Takoder, treba znati odabrati pravi zadatak za pravu uzrast ucenika. Postavimo li isto pi-
tanje ucenicima razli¢itih uzrasta, mozemo shvatiti da ono uistinu ovisi o njihovu uzrastu.
Tako na primjer, ukoliko postavimo pitanje ”Je li veéi broj osam ili devet?” ucenicima prvih
razreda osnovne skole i uc¢enicima sedmih razreda osnovne skole, vidjet ¢emo da je to pita-
nje potaknulo razmisljanje kod ucenika prvih razreda osnovne skole, dok ono nije potaknulo
razmisljanje kod druge skupine ucenika. Dakle, to pitanje je dobro za razmisljanje ukoliko
ga postavimo adekvatnoj dobnoj skupini.

Pitanja kojima nastavnik moze potaknuti svoje ucenike na razmisljanje te prikupljanje ideja
mozemo svrstati u tri skupine. Ta pitanja karakterizira moguénost da potaknu ucenikovu
reverzibilnost, fleksibilnost te generalizaciju u razmisljanju. Sve tri vrste pitanja zahtijevaju
rjesenje koje ¢e se sastojati od vise od jedne rijeci, odnosno vise od jednog broja.

Pitanja koja poticu reverzibilnost su ona pitanja koja imaju mogucénost da promijene
ucenikov nacin razmisljanja. Najcesc¢e su to pitanja u kojima je uceniku dano rjesenje, a
ucenik na temelju tog rjesenja treba postaviti nekakav problem cije bi rjesenje bilo upravo
to rjeSenje koje je ucenik dobio na pocetku zadatka.

Pitanja koja poticu fleksibilnost mogu se podijeliti na dvije razlicite vrste: od ucenika se
moze traziti da rijese problem na vise od jednog nacina ili se od ucenika moze traziti da
usporede dva ili vise problema.

Na kraju, pitanja koja poticu generalizaciju takoder dolaze u dvije vrste: ucenici trebaju
pronaci uzorke na temelju vise razli¢itih primjera ili se uc¢enicima zadaje zadatak da osmisle
specifican primjer nekog pravila ili uzorka.

U sljede¢em primjeru mogu se vidjeti pitanja koja se mogu postaviti uc¢enicima kako bi se
potaknula reverzibilnost, fleksibilnost te generalizacija u razmisljanju.

Primjer 2.1. Za pocetak éemo wvidjeti primjer koji potice reverzibilnost u wucentkovu
razmisljanju.
Kao §to je veé spomenuto, reverzibilnost se potice na nacin da se ucentku da rjeSenje, a
ucenik mora kreirati problem za kojeg ono predstavija rjesenje. Jedno takvo pitanje moZze biti
da ucenik treba napisati jednadzbu ciji graf sadrzi tocku (3,1). Jasno je da za ovo pitanje
postoji beskonaéno mnogo rjesenja, tako da ucenik moZe dati vise razli¢itih rjesenja. Na
primjer, jedno rjeSenje ovog postavljenog problema moze biti linearna funkcija definirana na
sljedeéi nacin f : R = R, f(x) =2z —5.
Sada je jasno da je

fi3)=2-3—5=6—B=1,

odnosno tocka (3,1) pripada grafu te funkcije.

Nadalje, pogledajmo sada primjer zadatka koji potice fleksibilnost u razmisljanju ucenika.
Kao §to je veé ranije spomenuto, postoje dvije vrste takvih zadataka. Prvi tip zadatka su
zadact u kojima se od ucenika trazi da se odredeni problem rijesi na vise od jednog nacina.
Primjer takvog zadatka moZe biti sljedeéi: ”Pripada li tocka (2, 3) grafu funkcije f(z) = x—57
Rijesi zadatak na barem dva nacina.”

Ucenik se treba dosjetiti vise nacina na koje se ovaj zadatak moze rijesiti. Jedan od njih je
wvrstavanjem x = 2 u f(x) = x — 5, odnosno provjeriti je li f(2) = 3. Nakon $to ucenik to



napravi, dobit ée sljedeci racun:

odnosno f(2) # 3, tj. tocka (2,3) ne lezi na grafu funkcije f(x) = x — 5. Drugi nacin na
koji ucenik moze rijesiti ovay zadatak moze biti crtanjem grafa funkcije f u koordinatnom
sustavu te ucrtavanjem tocke (2,3) u istom tom koordinatnom sustavu te nakon toga ucenik
provjerava lezi li ta tocka na grafu funkcije f, odnosno ucenik zakljucuje da ta tocka ne lezi
na grafu dane funkcije. Na Slici 4 vidi se nacin rjeSavanja ovog problema graficks.

Slika 4: Rjesavanje problema graficki.



Druga vrsta zadataka koji poticu fleksibilnost su zadaci koji od ucenika traZe da od dva
ili vise dobivenih problema naprave njihovu usporedbu. Primjer takvog zadatka moze biti:
"Marija je nacrtala graf funkcije 20 = y — 3, a Luka je nacrtao graf funkcije y = 4o — 3.
Kako se Marigin graf funkcije moze usporediti s Lukinim?”
Za kraj se moze pogledati primjer pitanja koji potice generalizaciju razmisljanja kod ucenika.
Prui tip takvog pitanja su pitanja koja od ucenika traze da pronadu uzorak na temelju nekog
primjera. Pitanje moZe glasiti ovako: "Na Slici 5 dan je niz slika koje se sastoje od trokuta.
Nastavimo li nizate slike prema istom pravilu, odredite broj trokuta na 10. te n-toj slici u
nizu.

V. v
T vvvv vvvv
MR ¢ v

v

Slika 1. Slika 2. Slika 3.

Slika 5: Pronalazak uzorka.

Ucenik treba shvatiti uzorak sa slike te kreirati funkciju koja ga opisuje. Nakon Sto ucenik
prebroji da na prvoj slici ima 3 trokuta, na drugoj slici 6 trokuta te na trecoj slici 9 trokuta,
tada moZe kreirati funkciju f(z) = 3x. Nakon toga je dovoljno samo wvrstiti x = 10 kako bi
ucenik dobio koliko trokuta ée biti na desetoj slici u nizu, odnosno

F10) =3 - 10 = 30
Isto tako, kako bi izracunao koliko Ce trokuta biti na n-toj slici u nizu, ucenik treba izracunati

Hn)=8-n=8n.



3. Osnovni koncept pojma funkcije

Na pocetku ovog poglavlja bavit ¢emo se s time kako i na koji nacin ucenicima objasniti koje
relacije ¢e predstavljati funkcije, odnosno koje relacije nece, koriste¢i matematicku definiciju
funkcije. Na primjeru svakodnevnih situacija ucenici najbolje mogu nauciti osnovne pojmove
pa ¢emo se time voditi i kod odredivanja je li relacija funkcija ili nije.

3.1. Koje relacije ¢e predstavljati funkcije

Kao sto je veé i na pocetku definirano, funkcija jest preslikavanje koje elementima iz jednog
skupa (domene) pridruzuje tocno jedan element iz drugog skupa (kodomene). Dakle, vrlo je
vazno znati prepoznati koje preslikavanje jest funkcija, a koje nije. Ucenici vrlo ¢esto imaju
problem s odredivanjem koja relacija jest, a koja nije funkcija. Kako bi ucenici to shvatili te
mogli primjenjivati u svom radu, potrebno je pronaci pravi nacin kako im to objasniti.

Za pocetak nastavnik ucenicima moze dati primjer stvarne situacije koja se moze opisati
funkcijom. Nakon toga, nastavnik s ucenicima prokomentira zasto ta relacija jest funkcija.
Takoder, nastavnik moze prezentirati i protuprimjer svakodnevne situacije ¢ije preslikavanje
nije funkcija. Nakon sto im objasni zasto ta relacija nije funkcija, nastavnik ucenicima moze
zadati zadatak da samostalno smisle par primjera iz svakodnevnog zivota koji se mogu opisati
funkcijom, odnosno par primjera ¢ije preslikavanje nece biti funkcija.

Isto tako, nastavnik moze ucenicima dati ve¢ gotove primjere relacija, a na ucenicima je
onda da razmisle predstavlja li ta relacija funkciju ili ne.

Medutim, kako bi ucenici presli razinu povrsnog znanja te to znanje o funkcijama produbili,
nije im dovoljno samo postaviti pitanje je li neka relacija funkcija ili nije, ve¢ od njih traziti
objasnjenje zasto ta relacije jest, odnosno zasto ono nije funkcija.

U sljede¢em primjeru moguce je vidjeti par svakodnevnih situacija (relacija) koje jesu funkcije
te par relacije koje to nisu te objasnjenja. Cilj tog primjera je razumijevanje definicije funkcije
kod ucenika.

Primjer 3.1. Dane su cetiri relacije. Odredite koje od ovih relacija predstavijaju funkciju,
a koje me te obrazloZite svoj odgovor.

a) input: temperatura u °C
output: dan u mjesecu

b) input: ucenika u razredu
output: broj slova u imenu

c¢) input: mjesec u godini
output: broj dana u mjesecu

d) input: korisnicko ime na Facebook-u
output: lozinka

Rjesenge:

Dakle, ucéenici trebaju prepoznati koje od ovih relacija jesu funkcije, a koje nisu. Zapoénimo
od relacije a).

Ucenici bi trebali primijetiti da preslikavange koje temperaturi u °C' pridruzuje dan u mjesecu
ne predstavlja funkciju. Na primgjer, ukoliko je temperatura treéeg dana u treem mgjesecu
bila 17°C te je takoder bila 17°C' i sedmog dana u tre¢em mjesecu, tada su jednom elementu
iz domene pridruzeni vise od jednog elementa iz kodomene pa to preslikavanje ne predstavlja
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funkciju.

Nadalje, preslikavanje pod b) koje svakom uceniku iz razreda pridruzuje broj slova koje tag
ucenik ima u imenu jest funkcija. To je zbog toga Sto se uceniku broj slova u imenu ne
mijenja, odnosno jedinstveno je pa je svakom elementu iz skupa ucenika iz razreda pridruzen
tocno jedan element iz skupa broja slova u imenu.

Pogledaju li relaciju pod c), ucenici bi trebali zakljuciti da ona nije funkcija, osim ako zanema-
rimo cinjenicu da je svaka cetvrta godina prijestupna godina. U godini koja nije prijestupna
veljaca ima 28 dana, a na prijestupnu godinu ima 29 dana. Dakle, ukoliko zanemarimo
prijestupne godine, ova relacija predstavija funkciju. U suprotnom, relacija c¢) nije funkcija
buduci da su mjesecu veljaca pridruzent elementi 28 © 29. Na Slici 6 moguce je vidjeti pres-
likavange relacije c).

Za krag pogledagmo relaciju pod d). Znamo da korisnik Facebook-a moZe imati samo jednu
lozinku w istom trenutku. Zato je preslikavanje koje korisniku Facebook-a pridruzuje lozinku
wistinu funkcija.

Mjesec u godini Broj dana u mjesecu

Sijecanj
W‘_ -

Ozujak

Svibanj -

\Lipan\j\f\ﬁ-,
\ =

Srpanj—__ S

Rujan ——
Listopad——/

Studeni —

Prosinac ——;

Slika 6: Prikaz relacije c).

Takoder, na jedno od prvih pitanja na koje bismo trebali odgovoriti ucenicima pri
uvodenju pojma funkcije po prvi puta jest u kojim granama matematike se ona pojavljuje
te za Sto nam je potrebna funkcija, odnosno koje su uloge funkcije u svakodnevnom zivotu.
Spomenuto je na pocetku da se pojam funkcije proteze kroz cijelo skolovanje. Dakle, funk-
cija se pojavljuje u svim granama primijenjene matematike. Kao sto je ve¢ pokazano kroz
razli¢ite primjere, preslikavanja koja predstavljaju funkcije mozemo pronaci svakodnevno
oko nas. Zbog toga je vrlo vazno za ucenike da razumiju koje relacije ¢e biti funkcije, a koje
nece.

3.2. Kovarijacija

Nadalje, jedna od osnovnih ideja funkcija jest i kovarijacija. Kovarijacija, tj. promjenjivost
prikazuje na koji nacin promjena jedne varijable utjece na promjenu druge varijable koja o
njoj ovisi.
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Jasno je da funkcijama mozemo prikazati kako promjena u jednoj velicini utjec¢e na drugu
velicinu, odnosno kako druga veli¢ina utjece na prvu velicinu. Na taj nacin moze se razluciti
kojoj vrsti funkcija pripada pojedino preslikavanje. Takoder, kovarijacija je jedna od te-
meljnih osobina funkcije koja odlucuje o tome koje vrste problema iz svakodnevnog zivota se
mogu opisati danim preslikavanjem. Vrlo je bitno za ucenika da shvati na koji nacin su pove-
zane dvije varijable kako bi mogao prepoznati vrstu funkcije koja ¢e opisivati preslikavanje.
Zbog toga je uloga nastavnika odabrati, te pred ucenika postaviti, pitanja i zadatke koji ¢e
mu pomoci poboljsati razumijevanje kovarijacije kako bi ucenik produbio to razumijevanje
te dostigao konceptualnu, a ne samo proceduralnu razinu znanja.

Ucenicima je potrebno dosta vremena kako bi uvidjeli svoj pomak u shvac¢anju kovarijacije,
a kako bi oni mogli taj pomak i ostvariti, potrebno im je predstaviti prave zadatke koji ¢e
im u tome pomoci. U sljede¢ih nekoliko primjera moguce je vidjeti na koji nacin nastavnik
ucenicima moze predstaviti kovarijaciju te na koji nacin ucenici mogu zakljuciti o kojoj vrsti
funkcija je rijec.

Primjer 3.2. Cuvar parka odlucio je mjeriti dubinu vode jezera na istom mjestu kroz
nekoliko tjedana te podatke prikazati u sljedeéoj tablici:

Broj dana od prethodnog mjerenja | Dan | Dubina jezera | Promjena u dubini jezera
7 15.29
7 14 15.43 0.14
14 28 15.57 0.14
7 35 18.71 0.14
7 42 15.85 0.14

Problem koji se moZe javiti u ovom primjeru jest taj ukoliko ucenici promatraju samo pro-
mjenu u dubini jezera koja makon svakog mjerenja iznosi 0.14 te zakljuce kako se dubina
jezera mijenja konstantno.

Naime, promjena u dubini jezera zaista iznosi 0.14 nakon svakog mjerenja, ali treba uzeti u
obzir da je u jednom trenutku broj dana koji je prosao od prethodnog mjerenja iznosio 14,
dok je u svim ostalim mjerenjima on iznosio 7.

Prikazemo li ovaj tablicni prikaz graficki, dobit éemo sljedeéi graf:

Naime, pogledamo li sada graf na Slict 7 mozZemo wvidjeti kako taj graf ne predstavija

linearnu funkciju, a to je upravo ono $to veéina ucéenika pomisli kada pogleda samo tablicu.
Na grafu mozZemo vidjeti da promjena nastaje u drugom mjerenju kada je razlika u danima
od prethodnog mjerenja bila 14 dana, $to je zapravo bilo i za ocekivati.
Kako bi nastavnik usmjerio ucenike na pravi put razmisljanja vezano uz ovaj primjer, on
treba znati postaviti prava pitanja. Jedno od tih pravih pitanja moze biti: "Kako bi opisali
promjenu dubine jezera tijekom vremena?” te na taj nacin potaknuti ucéenike da promotre
broj dana koji je proSao od prethodnog mjerenja.

Sljedeéi primjer opisuje trosak parkiranja na aerodromu tijekom vremenskog perioda
u kojemu je auto parkiran. Ovaj primjer moze se pokazati uc¢enicima kako bi shvatili da
ovisnost medu varijablama ne mora biti uvijek linearna ili konstatna.

Primjer 3.3. Na nekom aerodromu cijene parkinga odreduju se ovisno o tome koliko vre-
mena je auto proveo parkiran na njithovom parkingu. Cijena parkinga po satu za prvih 12
sati 1znost 1 euro, a nakon perioda duzeg od 12 sati, osoba placa cijenu parkinga od 10 eura
po danu. Zapisite funkciju koja opisuje cijenu parkinga ma ovom aerodromu u ovisnosti o
satima te nacrtajte graf te funkcije.
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Slika 7: Graficki prikaz Primjera 3.2.

Rjesenge:
Pogledagmo prvo kako bi izgledao graf ove funkcije. Na Slici 8§ moze se vidjeti graf ove funk-
cige. Naime, moze se vidjeti kako taj graf nije neprekidan. Ucenici mogu lagano isc¢itati
kolika je cijena parkinga nakon odredenog broja sati.
Nastavnik ucéenicima moZe postaviti pitanje zbog éega su duljine linija na ovom grafu razlicite
kako bi potaknuo razmisljanje o ovom primjeru. Takoder, nastavnik s uéenicima treba proko-
mentirati iz kojeg razloga je cijena parkinga za 10 sati jednaka cijeni parkinga u vremenskom
intervalu od 12 do 24 sata.
Nakon toga, nastavnik moZe postaviti pitanje kolika bi bila cijena parkinga kada bi auto bio
parkiran 3 dana, 5 dana, a kolika nakon 4 sata ili 6 sati. Svrha ovog pitanja bila bi kreiranje
funkcije koja bi opisivala trosak iz primjera.
Na kraju, nastavnik postavlja pitanje ucenicima kolika je cijena parkinga nakon x sati te
ucenici dolaze do sljedecée funkcije:

() = { vl 1)

10-[Z], =>12

Na taj nacin su ucéenici dosli do funkcije koja opisuje trosak parkiranja tijekom vremenskog
perioda u satima uz nastavnikovu pomod.

Dakle, prikazan je odnos izmedu vremena parkiranja (u satima) te cijene parkinga.
Takoder, ucenici sa grafa bi trebali moéi zakljuciti koja je domena funkcije te njenu sliku.
Nastavnik takoder moze postaviti pitanje kao sto je: "Kada ée cijena biti —2 eura?”
te na taj nacin ucéenicima pribliziti sliku ove funkciyje. Isto tako, pitanje koje nastavnik
moZe postaviti kako bi ucenicima pripomogao oko odredivanja domene jest: “Koliko ce
osoba morati platiti ako ostaje parkirana —6 sati?” na Sto bi ucenici odgovorili da osoba
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ne moze biti parkirana negativan broj sati te na taj nacin shvatili koja je domena ove funkcije.

Slika 8: Graficki prikaz ovisnosti vremena parkiranja u satima i cijene parkinga.

U prethodnom primjeru moze se vidjeti da funkcija ne mora biti linearna niti konstantna,
nego moze biti zadana po dijelovima.
Sljedeéi primjer prikazuje situaciju iz stvarnog zivota koju modeliramo kvadratnom funkci-
jom.

Primjer 3.4. Poljoprivrednik je odlucio ograditi svoje zemljiste oblika pravokutnika. On na
raspolaganju ima 1000 metara Zice kojom treba ograditi svoje zemljiste. Napisite funkciju
koja modelira ovu situaciju. Kojih dimenzija treba biti ograda tako da pouvrsina zemljista
bude maksimalna? Nacrtajte graf ove funkcije.

Rjesenge:
Znamo da poljoprivrednik ima 1000 metara Zice na raspolaganju.
Dakle, znamo da ce opseg tog zemljista biti jednak O = 2x + 2y = 1000.
Nadalje, znamo da je formula za povrSinu pravokutnika jednaka P = x - y.
Ako iz formule za opseq izrazimo cemu je jednak y 1 to uvrstimo u formulu za povrsinu, dobit
é¢emo nasu traZenu funkciju. Dakle, y = 500 — z.
Sada je

P =z - (500 — z) = 500z — z°.

Uocimo kako ova funkcija ima maksimum, buduci da je a = —1 < 0.

Sada je jo$ potrebno izracunati koordinate tjemena ove funkcije kako bismo dobili tocku u
kojoj se postize maksimum, a s time i traZenu maksimalnu povrSinu zemljista.

Znamo da su koordinate tjemena

b 4ac — b?
T(m,y) = —%,T .

Iz w = —% slijedi da je ©x = —%, odnosno x = 250.
Sada mozemo izracunati i y uvrstavanjem x = 250 v y = 500 — x te dobivamo y = 250.
Tada je maksimalna povrsina jednaka P = 250 - 250 = 62500 metara kvadratnih.

Na Slici 9 moguée je vidjeti graf funkcije f(z) = —x* + 500z.
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Slika 9: Prikaz grafa iz prethodnog primjera.

Za kraj, u sljede¢em primjeru moze se vidjeti na koji nac¢in se moze modelirati funkcija
koja opisuje umiranje bakterija u jedinici vremena.

Primjer 3.5. U Petrijevoj zdjelici nalazi se 900000 bakterija. U jedinici vremena umre 17%
bakterija. Treba prikazati ovisnost umiranja bakterija o jedinici vremena te graficki prikazati
graf te funkcije.

Rjesenge:
Na pocetku se u Petrijevoj zdjelici nalazi 900000 bakterija (broj bakterija prije umiranja).
Oznaéimo to s Ny. Dakle, Ng = N (tg) = 900000.
Nakon prve jedinice vremena u Petrijevoj zdjelici ostaje N(t;) = Ny - 0.83 bakterija. Pogle-
damo i koliko bakterija ée ostati u Petrijevoj zdjelici nakon druge jedinice vremena, dobit
éemo

N(ty) = N(t1)-0.83 = N, - 0.83>.

Nakon treée jedinice vremena ostaje
N(t3) = N(ty) - 0.83 = Ny - 0.83%.

Nastavnik veé sada moZe postaviti u¢enicima pitanje koliko ce bakterija preostati u Petrijevoj
zdjelici nakon t wvremenskih jedinica, odnosno kako ée modelirati funkciju koja prikazuje
ovisnost umiranja bakterija o jedinici vremena.

Jasno je da je to funkcija:

Preostaje jos prikazati graficki funkciju f(z) = N - 0.83.

Na Slici 10 moZe se vidjeti prikaz funkcije f(xz) = N, - 0.83.

Nastavnik ucenicima uz pomoé grafa funkcije moze pribliziti domenu i sliku funkcije f.
Nadalje, postavi li nastavnik uéenicima pitanje:” Kako se mijenja vrijednost funkcije u ovis-
nosti o varijabli t?”, ucéenici mogu zakljuciti da se poveéanjem varijable t vrigednost funkcije
f smanguje, odnosno da je funkcija padajuca, Sto je takoder vidljivo i1z samog grafa. S tim
pitanjem nastavnik potice ucéenike an razmisljanje, sto doprinosi razumijevanju kovarijacije.

Dakle, kroz ovih par primjera moze se uociti kako promjena jedne varijable utjece
na promjenu druge varijable te na koje nacine sve nastavnik moze predstaviti pojam
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Slika 10: Prikaz grafa eksponencijalne funkcije iz Primjera 3.5.

kovarijacije. Takoder, u prethodnim primjerima mogu se pronaci i pitanja koja nastavnik
moze postaviti svojim ucenicima kako bi ih potaknuo na razmisljanje meduovisnosti dviju
varijabli. Vazno je postavljati pitanja, a jos vaznije znati koje pitanje postaviti u kojem
trenutku kako bi nastavnik ucenike naveo na pravi put.
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4. Prikaz funkcije uz pomoc¢ grafova

Kao $to je ve¢ na pocetku navedeno, funkcije se mogu prikazati na vise razlic¢itih nacina,
a jedan od njih je i graficki prikaz. Razliciti prikazi funkcija mogu dati jasne uvide u veze
koje one modeliraju, a analiza tih veza je krucijalna u ucenikovu razumijevanju prijelaza iz
jednog u drugi prikaz.

Iako se ucenicima moze ¢initi da razliciti prikazi iste funkcije izgledaju razlicito, jako je bitno
da oni shvate da je kovarijacija izmedu varijabli te funkcije uvijek konstantna.

Kroz nekoliko prethodnih primjera u ovom radu moze se vidjeti na koji nacin grafovi pred-
stavljaju pojedine funkcije. No, nije bitno samo znati nacrtati graf funkcije koja je, na
primjer, zadana formulom, veé je bitno razumjeti vezu izmedu ta dva prikaza te znati pra-
vilno interpretirati dobiveni graf funkcije.

U ovom poglavlju bit ¢e prikazani grafovi raznih funkcija te ée biti komentirana veza izmedu
njihovih razli¢itih prikaza.

Pogledajmo za pocetak jedan primjer u kojem mozemo povezati matematiku i fiziku.

Primjer 4.1. Na Slici 11 nalazi se graficki prikaz funkcije koji je ucenicima cesto vrlo
problemati¢an za interpretaciju.

50
a0
a0 @
20
10
0 1 2 o 4 5 &

Slika 11: v-t graf brzine nekog automobila iz Primjera 4.1.

Naime, prikazan je v — t graf nekog automobila, pri éemu je na x-osi prikazano vrijeme
u minutama, a na y-osi brzina v miljama po satu (mph). Vrlo je lako moguée da ée ucenici
kriwo interpretirati ovaj graf.
Prva stvar koju bi ucenici mogli primigetiti jest da od t = 2 vrijedi da je brzina stalna, od-
nosno v = 30.
Zbog toga bi mogli pomisliti kako je automobil stao, iako shvaéaju da je na slici v—t graf. Iz
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tog je razloga vrlo bitan nacin na koji ée nastavnik ucenicima interpretirati taj graf, odnosno
pitanja koja ce tm nastavnik postaviti tijekom predstavijanja istog.

Prvenstveno, ucenici trebaju shvatiti zasto je ovaj graf sastavljen od dvije razlomljene duzine,
odnosno kako to interpretirati. Nastavnik ih moZe pitati: "Na $to upucuje to da je ovaj graf
sastavljen od dvije duzine, tj. da on nije pravac?” te ucenici trebaju zakljuciti da to upucuge
da auto nije vozio konstantnom brzinom u danom vremenskom intervalu.

Ukoliko nastavnik postavi pitanje ucenicima: ”Sto znaci to da je pocetna tocka ovog grafa
(0,10)?, ucenici mogu shvatiti da automobil u trenutku t = 0 ima veé neku pocetnu brzinu
od 10 mulja po satu.

Nadalje, nastavnik ucenicima treba postaviti pitanje sto se dogada s automobilom u vremen-
skim intervalima [0,2] te [2,5]. Na taj nacin ucenici trebaju shvatiti da automobil necde stati
u trenutku t = 2, veé da ée samo voziti konstantnom brzinom od 30 milja po satu sljedece 3
minute.

Owa pitanja zahtijevaju od ucenika lokalni, ali isto tako 1 globalni pristup grafu te koordinat-
nom sustavu. Na taj nacin grafovi mogu posluziti uceniku kao dinamiéno sredstvo prikaza
koje pomaze ucenicima shvacanje kovarijacije izmedu dvije veli¢ine.

Jednom kada ucéenik pocéne interpretirati grafove lokalno i globalno, tada je u moguénosti
ponuditi ostale prikaze kao sto je tablicni.

U prethodnom se primjeru mogao vidjeti nac¢in na koji se interpretira v — ¢ graf jednog
automobila.
U sljede¢em primjeru prikazan je s —t graf dva automobila te je dana njihova usporedba.

Primjer 4.2. Na Slici 12 moguce je vidjeti s — t graf dva automobila.

Slika 12: s-t graf brzine dva automobila iz Primjera 4.2.
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Na z-o0si prikazano je vrijeme u sekundama, a na y-osi prikazana je udaljenost u me-
trima.
Crvena linija predstavlja jedan automobil, a plava drugi.
Najveci problem interpretacije ovog grafa ucenicima stvara to sto nisu sigurni sto toéno na
grafu trebaju promatrati kako bi ponudili odgovor na postavljeno pitanje.
Razlika izmedu grafa na Slict 12 i grafa iz prethodnog primjera je u tome sto je na grafu u
prethodnom primgeru bio prikazan samo jedan automobil, dok je na grafu iz ovog primjera
prikazana usporedba izmedu dva automobila. Ucenicima se stvar dodatno komplicira kada u
pric¢u dodamo jos jedan automobil te sada u istom koordinatnom sustavu moraju promatrati
ne jedan, vec¢ dva grafa.
Nadalje, kao Sto je vec napisano na pocetku ovog primjera, y-os vise ne predstavija brzinu
automobila, veé¢ udaljenost na kojoj se tayj automobil nalazi.
Medutim, grafovi oba auta su pravci te je ucenicima na taj nacin razmisljanje olaksano u
odnosu na prethodni primjer kada su imali dvije razlomljene duZine.
Kako bt uspjesno interpretiralt ovaj graf, nastavnik moze ucenicima postaviljati pitanja ve-
zana uz to Sto se dogada u pojedinom trenutku kao i u prethodnom primjeru. No, pogledajmo
koja ostala pitanja nastavnik moze postaviti ucenicima kako bi potakao njihovo dublje razu-
mijevanje, a odnose se na usporedbu ova dva automobila.
Prvo pitanje koje nastavnik mozZe postaviti jest: ”"Imaju li oba automobila ikada jednaku br-
zinu? Ako da, kada?” te na taj nacin od ucenika ocekuje da shvate da iz ovog s — t grafa
mogu 1§¢itatt brzinu oba automobila. Ucenici nakon toga mogu shvatiti da ova dva automobila
nikada nece iéi jednakom brzinom jer im je nagib pravaca razlicit. Medutim, neki ucéenici
mogu pomasliti da oba automobila imaju jednaku brzinu u t = 4. Takvi uéenici zapravo ne
shvaéaju da vrijednost na y osi predstavlja udaljenost, a ne brzinu.
Nadalje, nastavnik moze od ucenika trazZiti da mu objasne $to se dogada s automobilima u
trenutku t = 0. Naime, automobili ne kreéu s iste pozicije, odnosno automobil kojeg pred-
stavlja plavi pravac u koordinatnoj ravnini kreée s mjesta udaljenog 20 metara od automobila
kojeg predstavlja crveni pravac. Sada nastavnik od ucenika moze traziti da mu objasne koji
automobil ima vecu brzinu u t = 0.
Nadalje, sljedece pitanje koje mastavnik moZe postaviti svojim ucenicima jest: “Hoce li se
ova dva auta ikada susresti?” te ucenici iz ovog grafa mogu i$citati da hoée i to za t = 4.
Medutim, postavi li im se pitanje: "U kojem trenutku cée ta dva automobila prijeci istu uda-
ljenost?”, nastavnik treba pripaziti na odgovore buduéi da bi ucenici opet mogli odgovoriti
da ce se to dogoditi za t = 4, buduci da za t = 4 imaju istu vrijednost. Takvi ucenici ne
paze na to da jedan automobil kreée iz tocke (0,20), dok drugi kreée iz ishodista koordinatnog
sustava, odnosno u trenutku t = 4 ée automobil predstavljen plavim pravcem prijeci tek 20
metara, dok ée automobil predstavijen crvemim pravcem prijeéi veé 40 metara. U tom slucaju
nastavnik mora znati kako postupiti, odnosno ucenike upozoriti na mjesta s kojih krecu oba
automobila.
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Pitanja iz prethodnog primjera su pitanja koja ¢e potaknuti ucenika na razmisljanje
o tome kako interpretirati dobiveni graf. Vazno je za ucenika da shvati da dobiveni graf
predstavlja ovisnost puta o vremenu, a ne brzine o vremenu kada mu se postavi pitanje
vezano uz brzinu te da se dosjeti na koji nacin tada moze izracunati brzinu u trenutku ¢.
U sljede¢em primjeru moguce je vidjeti na koji nacin je ucenicima moguce predstaviti rastuce
i padajuce funkcije koristeéi situaciju iz stvarnog zivota.

Primjer 4.3. Ucenik A i ucenik B nalaze se jedno pored drugog te krecu Setati u isto
vrijeme paralelno jedno s drugim. Ucenik A zapocinje hodati velikim koracima te svakim
korakom kojeg napravi smanjuje duljinu koraka, dok ucenik B zapocinje malim koracima te
svakim korakom povecava duljinu koraka. U sljedecoj tablici vidljive su informacije o broju
koraka te duljini koraka u pojedinom trenutku za ucenika A i ucenika B.

Duljina koraka
Broj koraka | Uéenik A | Uéenik B

1 3.00 0.0
2 2,76 0.5
3 2.50 1.0
4 2.25 1.5
5 2.00 2.0
6 1.75 2.5
i 1.50 3.0
8 1.25 3.5
9 1.00 4.0
10 0.75 4.5

Ovay primger slican je prethodnom primjeru, medutim u ovom primjeru ucenik A pred-
stavljat ée graf padajuée funkcije, a ucenik B predstavljat ée graf rastuée funkcije. Nastavnik
takoder moZe pristupiti ovom problemu tako da provede ovaj eksperiment s ucéenicima.

Za pocetak bi najbolje bilo kako bi nastavnik s ucéenicima predocio graficki ono sto je prika-
zano tablicom.
Dakle, na Slici 13 mogu se vidjeti grafovi ucenika A i ucenika B.
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Slika 13: graf Setnje ucenika A i ucenika B.

Na osi x prikazan je broj koraka, a na osi y prikazana je duljina koraka.
Pravac prikazan crvenom bojom predstavlja ucéenika A, dok pravac prikazan plavom bojom
predstavlja ucenika B.
Ucenicima se moZe postaviti pitanje na koji nacin su mogli vidjeti da ée ovi grafovi biti pravci
i prije nego su oni prikazani graficki. Naime, ucenici iz tabliénog prikaza mogu i$citati du-
ljine koraka te vidjeti da je promjena duljine koraka ucenika A wvijek komstantna i iznosi
—0.25, dok je promjena duljine koraka ucenika B takoder uvijek konstantna i iznosi 0.5 sto
ukazuje na linearnu funkciju.
Nadalje, na isti nacin mogli su zakljuciti da ée graf ucenika A biti padajuci, a graf ucenika B
rastuci jer je promjena duljine koraka kod ucéenika A megativna, a kod ucéenika B pozitivna.
Takoder, moZe se interpretirati Sto se dogodi u trenutku kada je broj koraka jednak 5. Ucenici
bi trebalt primuetiti da je u tom trenutku duljina koraka ucenika A jednaka duljini koraka
ucenika B $to takoder mogu i$citati s grafa funkcije, ali i 1z dobivene tablice.
Nadalje, zgodno je vidjeti tko je proputovao dalje u trenutku kada je broj koraka jednak 5.
Ucenici bi samo trebali zbrojiti sve vrijednosti do tada te shvatiti da je ucenik A presao vecu
udaljenost.
Moze se postaviti pitanje koliko su udaljeni ucéenik A i ucenik B u trenutku kada je broj
koraka jednak 2, sto se vrlo lako moze izracunati, a ucenike potice na razmisljanje.
Pitanja poput: "Tko je presao vecu udaljenost” te "Tko je preSao veéu udaljenost u tre-
nutku kada je broj koraka jednak 7”7 mogu se postaviti ucenicima da se provjeri nacin na koji
razmisljaju. Ukoliko ucenici odgovore da je osoba B presla veéu udaljenost, vrlo je vazno
traziti i objasnjenje. Naime, neki ucenici ée intuitivno reéi da je osoba B presla veéu uda-
lzenost jer joj je vrijednost za x = 10 veéa nego osobi A. Iako je osoba B zaista presla vecu
udaljenost, to nije toéno obrazloZenje.
Takoder, ucenicima se moZe prikazati i graf koji prikazuje ovisnost broja koraka o ukupmnoj
udaljenosti koju su ucenik A i ucéentk B presli kako bi se odgovorilo na pitanja: “Tko je
presao vecu udaljenost u trenutku kada je broj koraka jednak 77 ili "Hocée li ucenik B ikada
dosti¢i ucenika A”. Zbog toga, na Slici 14 se mozZe vidjeti graf koji prikazuje ovisnost broja
koraka o ukupnoj udaljenosti koju su presli uéenitk A i ucenik B.
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Slika 14: graf ovisnosti broja koraka o ukupno prijedenoj udaljenosti.

Tockasti graf crvene boje prikazuje ovisnost broja koraka o ukupnoj udaljenosti ucéenika
A, dok tockasti graf plave boje prikazuje ovisnost broja koraka o ukupnoj udaljenosti ucenika
B.
Kao sto je veé bilo receno, s ovog grafa moze se i§citati koji ucenik je presSao vecu ukupnu
udaljenost na kraju puta. Jasno je vidljivo da je ucenik B presao vecéu udaljenost (jer je
vrijednost u x = 10 nesto vecéa od 22, dok je za ucenika A ona mangja od 20.
Takoder, s ovog grafa se moze i$citati u kojem su trenutku ova dva ucéentka presla jednaku
udaljenost (crna tocka na grafu). To se dogodilo za x = 9.

Kroz ovih nekoliko primjera moguce je vidjeti zbog cega je vazno ucenike izlagati grafo-
vima funkcija te zbog ¢ega je vazan prijelaz iz jednog prikaza u drugi. Grafovi su uc¢enicima
vrlo bitni buduéi da se iz njih mogu is¢itati bitne informacije o funkciji kao sto je vidljivo iz
prethodnih primjera.
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5. Operacije s funkcijama i kompozicija funkcija

Kao $to mozemo provoditi operacije s brojevima, tako mozemo provoditi operacije i s funk-
cijama. Algebarske operacije koje se mogu provoditi su zbrajanje, oduzimanje, mnozenje te
dijeljenje funkcija.

Medutim, kako bi se te operacije mogle provesti, vazno je da funkcije imaju jednake domene
te da im je kodomena skup realnih brojeva.

Nadalje, domena funkcije koju dobijemo kao produkt ili kvocijent dviju funkcija moze se
razlikovati od domena koje su te funkcije imale prije nego $to je izvrSena operacija mnozenja
ili dijeljenja medu njima. Na primjer, funkcije f(z) = x+ 11 g(x) = x — 1 za domenu imaju
skup realnih brojeva R. Medutim, kvocijent funkcija f i g je ponovno neka funkcija h oblika

z+1
x—1

hlg) =

Pogleda li se sada domena ove funkcije, jasno je da je to skup realnih brojeva, ali bez jedinice
(buduéi da se u nazivniku ne smije nalaziti nula).

Na taj nac¢in moze se vidjeti kako se mijenja domena nove funkcije nastale dijeljenjem dviju
dobivenih funkcija.

Isto tako, u ovom poglavlju ¢e se vidjeti na koji nac¢in se moze napraviti kompozicija dviju
funkcija. Pogledom na Definiciju 1.8 u Poglavlju 1. moze se vidjeti da je za kompoziciju fog
dviju funkcija f i g nuzno da je kodomena funkcije f podskup domene funkcije g. U toj
situaciji mozemo odrediti kompoziciju dviju funkcija.

Pogledajmo za pocetak na koji nacin se provode algebarske operacije s funkcijama.

5.1. Zbrajanje funkcija

Neka su f i g dvije funkcije realne varijable. Postavljamo si pitanje kada bi u nastavi bilo
potrebno za nastavnika da uvede zbrajanje dviju funkcija.
Razmislimo o sljede¢em primjeru:

Primjer 5.1. Osoba A i osoba B odlucile su ubacivati novce u kasicu kako bi ustedjeli za
putovange. Osoba A svakoga dana ubaci 1.5 euro, dok osoba B svakoga dana ubaci 1.75 eura.
Odlucili su da ée movce ubacivati u istu kasicu. Ako im je za izlet potrebno sveukupno 200
eura, za koliko dana ée te dvije osobe skupiti novce?

Rjesenge:
Funkcija kojom se mozZe modelirati iznos novca koju je osoba A wustedjela za x dana je
f(z) = 1.5z, dok je funkcija kojom se modelira iznos novca koju je osoba B ustedjela za
z dana dana s g(z) = 1.75z.
Buduéi da osobe A i B skupljaju zajedno novac te ga stavljaju u istu kasicu, mozZe se proma-
trati zbroj ove dvije funkcije, odnosno

h(z) = f(z) + g(z) = (f + g)(z) = 1.5z + 1.752 = 3.25z.

Dakle, funkcijom h modeliran je iznos kojeg su osoba A i B ustedjele za izlet za x dana.
Sada je preostalo jos pronaci koliko iznosi x, odnosno za koliko dana ce osoba A i B skupiti
200 eura, odnosno h(x) = 200.
Iz toga slyedi da je

325 = 200 — = =@l.54,

odnosno osoba A i B ée ustedjeti novce za izlet za 62 dana.
Na Slict 15 moguée je vidjeti grafove funkcija f, g te h.
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Prikazu li se sve tri funkcije graficki u istom koordinatnom sustavu, vrlo je uociti za koliko
dana ée se skupiti 200 eura promatranjem grafa funkcije h, dok se promatranjem grafova
funkcija f i g to ne moZe iscitati tako lako.

To je jos jedna prednost zbrajanja funkcija. U koordinatnom sustavu prikazana je tocka A
koja prikazuje sjeciste grafa funkcije h s pravcem y = 200.
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Slika 15: Prikaz funkcija f, g i h u istom koordinatnom sustavu iz Primjera 5.1.

5.2. Oduzimanje funkcija

Nadalje, postavlja se pitanje kada uvesti oduzimanje funkcija u nastavu.

Stvarna situacija koja nastavniku moze pomodi pri uvodenju oduzimanja dviju funkcija jest
profit neke firme. Profit jest Cista zarada firme, odnosno razlika izmedu prihoda i troskova.
Na sljede¢em primjeru moguée je vidjeti na koji nac¢in se moze modelirati funkcija profita
neke firme kao razlika funkcije prihoda te funkcije troskova.

Primjer 5.2. Firma ”Stolice” bavi se izradom drvenih stolica. Sefa te firme zanima koliki
je profit po stolici koju ta firma izradi i proda. Neka je f funkcija prihoda nakon prodaje
x stolica u eurima, a funkcija g funkcija trosak izrade x stolica u eurima. Funkcije f i g
definirane su na sljedeéi nacin:

flz) = g:c +3,
g(x) = %x +2.
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Definirajte funkciju h koja ée modelirati funkciju profita u eurima ove firme pri izradi x
stolica. Koliki ¢e biti profit firme 7Stolice” pri izradi 24 stolice, a koliki pri izradi 147
stolica?

Rjesenge:
Kao sto je veé objasnjeno, profit je razlika prihoda i troskova.
Zbog toga, funkcija profita h moZe se definirati kao razlika funkcije prihoda f i funkcije
troskova g, odnosno

A= Al — a1 — i) = S 3 — (§x+2> _Foa

2 7 14
Na ovaj nacin je dobivena funkcija h kojom je modeliran profit ove firme pri izradi x stolica.
Potrebno je jos izracunati profit te firme pri izradi 24, odnosno 147 stolica.
Dakle,

2
h(24) = 1—2 .24 41 = 50.71,
2
h(147) = 1—2 -147 4+ 1 = 305.50,

odnosno profit firme ”Stolice” pri izradi 24 stolice iznosi 50.71 euro, a pri izradi 147 stolica
iznosi 305.50 eura. Takoder, funkcije f, g i h trebale bi se ucenicima prezentirati i graficki
bududi da se sa grafa moZze iscitati puno informacija.

Na Slict 16 moze se vidjeti prikaz grafova funkcija f, g © h u istom koordinatnom sustavu.
Lagano se primijeti da se s grafa funkcije h moZe i$citati koliki ée biti profit za izradu nekog
broja stolica. Medutim, takoder se moZze iscitati koliko stolica mora biti proizvedeno kako bi
profit bio neki odredeni iznos. Tocka A je uredeni par (24,50.71) ¢ija x koordinata predstavlja
broj izradenih stolica, a y koordinata profit firme pri izradi 24 stolice.

Dakle, h(24) = 50.71. Na taj nacin moze se vidjeti da se razli¢itim prikazima funkcije moze
doéi do trazenih informacija, samo je potrebno znati iskoristiti i interpretirati pojedini prikaz.

U prethodna dva primjera moze se vidjeti na koji na¢in nastavnik moze uvesti zbrajanje,
odnosno oduzimanje dviju funkcija.
Postavlja se pitanje na kakvom primjeru nastavnik moze uvesti mnozenje i dijeljenje dviju
funkcija. Za pocetak Ce se uvesti mnozenje.

5.3. Mnozenje funkcija

Mnozenje dviju funkcija uc¢enicima ne dolazi intuitivno kao njihovo zbrajanje ili oduzima-
nje. Zbog toga, nastavnik mora zadati primjer koji ¢e ucenicima biti jasan i koji neée biti
prekompliciran. Pogledajmo sljedeci primjer:

Primjer 5.3. Radnici su odlucili raskréiti neku Sumu pravokutnog oblika. Na pocetku je
dio Sume veé bio raskréen i to 3 metra u duzinu te 1 metar u Sirinu. Svake godine radnici
raskrée tu Sumu 1.5 metar u duzZinu te 1 metar u Sirinu. Na koji nacin se moze odrediti
povrsina raskréenog dijela Sume za x godina?

Rjesenge:
Dakle, poznato je da je ma pocetku Suma bila raskréena 3 metra u duZinu te se zna da se
svake sljedece godine ona raskrci u duzinu za 1.5 metar.
Zbog toga se funkcijom f modelira broj metara za kojih ce Suma biti raskréena u duzinu za
z godina na sljedeéi nacin:

f(z) = 1.5z 4 3.
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Slika 16: Prikaz funkcija f, g i h u istom koordinatnom sustavu iz Primjera 5.2.

Analogno, moze se definirati funkcija koja ée modelirati broj metara za kojih ée Suma biti
raskréena u Sirinu za x godina na sljedeci nacin:

g(x)=x+ 1.

Od ucenika se zahtijeva da zakljuce na koji nacin se moze izracunati povrsina raskréenog
dijela Sume za x godina.

Buduéi da su definirane dvije funkcije f 1 g koje modeliraju duljinu, odnosno Sirinu
raskréenog dijela Sume za x godina, a povrsina pravokutnika jest ummnozZak njegove duljine i
Sirine, mozemo definirati funkciju h koja predstavlja umnoZak funkcija f i g, odnosno du-
ljine i Sirine raskréenog dijela Sume te na taj nacin dobiti funkciju koja modelira povrsinu
raskréenog dijela Sume.

Dakle,
h(z) = f(z)-g(z) = (f-9)(z) = (1.55 + 3) - (x + 1) = 1.52% + 4.5z + 3.

Na ovaj nacin definirana je funkcija h kojom je modelirana povrsina raskréenog dijela Sume
pravokutnog oblika za x godina.

Vrlo je bitno da ucenicima novi pojmovi budu uvedeni na jasan nacin. Ucenici su se s
formulom za povrsinu pravokutnika susreli u nizim razredima te ne bi trebali imati problema
sa shvacanjem ovog primjera.

5.4. Dijeljenje funkcija

U kojim situacijama ¢e se dvije funkcije dijeliti shvatit ¢e se ukoliko se vratimo na Primjer
5.2 i na ve¢ poznatu funkciju profita.
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U tom primjeru definirana je funkcija h kao funkcija profita firme ”Stolice” pri izradi =
stolica. Sefa te firme zanima koliki je prosjecni profit pri izradi = stolica.
Pogledajmo sljedeci primjer:

Primjer 5.4. Neka su funkcije f i g funkcije definirane kao u Primgjeru 5.2 te neka one
predstavljaju funkciju zarade, odnosno troska firme ”Stolice” pri izradi x stolica.

Kao sto je veé receno, razlika tih dvigu funkcija jest nova funkcija h koja predstavija profit
pri izradi x stolica. Ta funkcija je definirana takoder u Primjeru 5.2 na sljedeci nacin

h{®) = %33 + 1.

Zna se da je prosjecni profit jednak profitu pri izradi x proizvoda podijeljen s brojem pro-
1zvoda.

Zbog toga se definira nova funkcija a na sljedeéi nacin

h(x) B %I—I-l

T T

Promotrimo sada domene funkcija.

Kao sto je veé na poéetku ovog poglavlja bilo receno, domene funkcija dobivenih algebarskim
operacijama se mogu mijenjati. Promotri li se funkcija profita h, moZe se lako vidjeti da je
njena domena skup realnih brojeva R. Medutim, funkcija a koja je nastala dijeljenjem dviju

funkcija kao svoju domenu ima skup R\ {0} jer nazivnik mora biti razlicit od nule. Na Slici
17 moze se vidjeti graficki prikaz funkcije a.

|
|

Slika 17: Prikaz funkcije prosjecnog profita a iz Primjera 5.4.

5.5. Kompozicija funkcija

Potreba za uvodenjem pojma kompozicije funkcija javlja se ve¢ u drugom razredu srednje
skole kada se uvodi kvadratna funkcija.

Naime, kvadratna funkcija f(z) = 2? osnova je za kvadratne funkcije oblika
f(z) = as?,
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f(z) = a(z — )3,
f(x) = ax® + yo,
f(z) = alz — x0) + yo,

pri ¢emu su a, xp, Yo € R.
Ukoliko se malo bolje pogleda funkcija oblika

f(@) = alz — z0)?,

moze se primijetiti da je ona zapravo kompozicija dviju funkcija.
U sljedeé¢im primjerima moze se vidjeti na koji nac¢in nastaju navedeni oblici kvadratne
funkcije.

Pogledajmo za pocetak kako nastaje kvadratna funkcija oblika f(z) = a(x — ()%

Primjer 5.5. Neka je f(x) = 2? te g(x) = x — 5. Odredimo kompoziciju funkcija f i g.
Rjesenge:

Uocimo da je kompoziciju moguce odrediti buduci da su ovo obje realne funkcije realne vari-

jable. Odredimo kompoziciju f o g.

Dakle,

h(z) = (f o g)(z) = fg(x)) = (x — 5)*.

Pogleda li se sada, to je upravo kvadratna funkcija oblika

f(x) = a(z — z0)?,

odnosno kompozicijom dviju funkcija f i g dobiva se nova funkcija traZenog oblika. U ovom
slucaju je a = 1 te xg = 5.

Pogledom na Sliku 18 moze se vidjeti kako izgleda graf kvadratne funkcije tog oblika.
Naime, funkcija h je nastala translacijom funkcije f po x— osi za 5.

Tjeme kvadratne funkcije oblika f(x) = a(x — x¢)?* je tocka T = (xo,0).
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Slika 18: Prikaz kvadratne funkcije f(z) = 2? te h(z) = (z — 5)? u istom koordinatnom
sustavu.

Nadalje, pogledajmo kako kompozicijom dviju funkcija nastaje kvadratna funkcija oblika
£(w) = az? + yo.

Primjer 5.6. Neka je f(z) = 2%, a g(x) = x — 3. Kvadratna funkcija oblika f(z) = ax®+ 1y
dobit ée se kompozicijom go f, odnosno

h(z) = (go f)(z) = g(f(z)) = 2° - 3.

U tom je slucaju a =1, a yo = —3.

Pogledagmo 5to to znaci za graf te kvadratne funkcije.

Na Slici 19 mogu se vidjeti grafovi funkcija f(z) = z? te h(x) = 2* —3 u istom koordinatnom
sustavu. Jasno je vidlyivo kako je funkcija h nastala od funkcije f translacijom po y— osi
za —3.

Tjeme kvadratne funkcije oblika f(x) = ax® + yo je tocka T = (0, yo).

29



Slika 19: Prikaz kvadratne funkcije f(z) = z? te h(z) = 2? — 3 u istom koordinatnom
sustavu.

Dakle, na ove nacine se ucenicima mogu prezentirati kompozicije dviju funkcija.
Ucenicima u drugom razredu srednje skole najcesée ne bude jasno kako je nastao oblik
tih kvadratnih funkcija te ukoliko nastavnik na ovaj nacin objasni ucenicima zbog ¢ega je to
tako, tada ucenici mogu lakse shvatiti razlicite oblike kvadratnih funkcija te njihove grafove,
a isto tako se onda gradivo kvadratne funkcije moze povezati s kompozicijom funkcije.
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6. Miskoncepcije ucenika

Ucenici vrlo cesto imaju pogresne ideje o funkcijama, a koje su to pogresne ideje s kojima
oni ve¢ dolaze od ranije saznat ¢e se u ovom poglavlju. Da bi mogli znati s kojim to
miskoncepcijama o funkcijama ucenici dolaze na nastavu potrebno je prvo znati sto je to
miskoncepcija.

Dakle, miskoncepcije nastaju kada ucenik nije razvio odgovarajuce osnovne ideje ili nije
prosirio ve¢ postojece. Miskoncepcijama nazivamo ideje koje predstavljaju matematicke
sadrzaje na uc¢eniku razumljiv nacin, ali nisu temeljene na tocnim matematickim ¢injenicama.
Nastavnik treba biti spreman na ucenicke miskoncepcije te ih na vrijeme treba uociti i
ispravljati kako ucenici ne bi imali problema u usvajanju nadolaze¢ih sadrzaja. Ukoliko se
miskoncepcije ne uspiju razrijesiti na vrijeme, ucenik nastavlja razvijati krivu sliku o nekom
matematickom pojmu.

Dakle, o nastavniku veliki dio ovisi hoce li se ucenik uspjeti suociti s pogresnim idejama
ili ¢e ih nastaviti razvijati. Medutim, postavlja se pitanje na koji nacin nastavnik moze
priskociti tom problemu. Naravno, nastavnik ucenicima moze predstavljati razlicite primjere
i protuprimjere kako bi se sprijecilo stvaranje miskoncepcija, odnosno kako bi se ispravljale
miskoncepcije koje su do tog trenutka ve¢ nastale.

6.1. Miskoncepcije vezane uz pojam funkcije

Navest ¢emo neke od najceséih ucenickih miskoncepcija koje se javljaju uz pojam funkcije te
par primjera na koji nacin nastavnik moze uvesti razrijesiti pojedinu miskoncepciju. Najcesce
miskoncepcije ucenika vezane uz pojam funkcije su:

1. Funkcije moraju biti zadane formulom
2. Potreba za grafom funkcije

Zabluda slika-graf

-~ W

Graf funkcije mora biti neprekidan

=

Ako je y funkcija, onda se u formuli mora pojaviti =
Nedostatak ideje o jednoznacnosti preslikavanja

Linearnost kao preferirani tip odnosa

X N

Pravac paralelan s osi y jest graf funkcije.

Zbog cega su nastale ove miskoncepcije te nacini na koji se moze doskociti njihovom
ispravljanju biti ¢e opisani u ostatku ovog poglavlja.

6.2. Razrjesavanje miskoncepcija

Naime, prva miskoncepcija, odnosno miskoncepcija da funkcija mora biti zadana formulom
je zapravo miskoncepcija koja je proizasla iz toga da su u udzbenicima funkcije najcesce
zadane formulom. Naécin na koji se moze ispraviti ova miskoncepcija je taj da nastavnik
koristi razlicite prikaze funkcija u svojoj nastavi te ih koristi podjednako.

Druga miskoncepcija, tj. potreba za grafom funkcije javlja se budué¢i da se najcescée u
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udzbenicima u zadatku kao dio zadatka pojavljuje da se nacrta graf funkcije. Zbog toga
ucenici misle da svaki puta treba crtati graf funkcije, iako ih to zadatak ne trazi. Kao sto
se moze vidjeti u Primjeru 2.1, zadatak se mogao rijesiti i bez potrebe za crtanjem grafa te
ucenici ne bi morali crtati graf ukoliko im nije drugacije napisano.

Trec¢a miskoncepcija jest zabluda slika-graf. Naime, ucenici smatraju da oblik grafa mora
pratiti sliku. Zbog toga, ukoliko se u¢enicima zada zadatak da spoje sliku s grafom, najcesce
pogrijese. Na Slici 20 moze se vidjeti primjer takvog zadatka u kojem se od ucenika trazi
da povezu spremnike s odgovaraju¢im grafom. Na slici su prikazani Sest spremnika koji
se stalno pune vodom te Sest grafova koji predstavljaju visinu vode kao funkciju volumena
vode u spremniku. Bududéi da ucenici povezuju oblik spremnika s grafom, najéesée povezuju
spremnik 6. s grafom f. bududi da je slicnog izgleda. Nacin na koji se ta miskoncepcija moze
ispraviti jest da nastavnik ucenicima cesce daje ovakve zadatke kako bi usvojili nacin na koji

trebaju razmisljati.
b.

Volumen
Volumen Volumen

Visina
Visina
Visina

WA
O\ Y

e L £

Visina
Visina
Visina

Volumen Volumen Volumen

Slika 20: Zabluda slika-graf.

Miskoncepcija pod brojem ¢etiri, odnosno da graf funkcije mora biti neprekidan proizlazi
iz toga da je veéina funkcija koje ucenici srecu tijekom svog skolovanja neprekidna. Medu te
funkcije spadaju linearna funkcija, kvadratna funkcija, eksponencijalna funkcija itd. Nastav-
nik moze dati ucenicima vise grafova koji ¢e predstavljati funkcije, ali nec¢e biti neprekidne.
Jedan od takvih primjera je graf na Slici 21. Taj graf jest graf funkcije, iako ta funkcija nije
neprekidna.
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Slika 21: Primjer funkcije koja nije neprekidna.

Nadalje, peta miskoncepcija nastala je zbog toga sto su u udzbenicima najcesce varijable
koje se pojavljuju kod funkcija = i y. Naime, kako bi se sprijecila ova miskoncepcija, trebali
bi se zadavati zadaci s razlic¢itim varijablama kako bi ucenici shvatili da = i y ne moraju
dolaziti u paru. Na Slici 22 moze se vidjeti primjer iz udzbenika u kojemu z i y dolaze u paru.

1. Usljedecim primjerima funkciju y = f (x) napisi
u obliku y = f(u), u = g(x). Izracunaj nakon
toga derivaciju dy/dx.

1) y=(x—1)%; Dy —GTrn
3) y=+1+4+2x; 4) v=vx*+1;
5) y=rcos3x; 6) _}'=sin[12'};

2
&

o y=(1122* 8 y=lirs1)

Slika 22: Primjer zadatka iz udzbenika koji potice stvaranje miskoncenpcije pod brojem 5.
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Sesta miskoncepcija, odnosno ona o nedostatku ideje o jednoznacnosti preslikavanja je
miskoncepcija koja nastaje zbog nedovoljnog razumijevanja definicije funkcije. Uc¢enici sma-
traju da je bilo koji graf funkcija, iako iz njega mozemo iscitati da to preslikavanje pridruzuje
elementu iz domene dva ili vise elemenata iz kodomene sto po definiciji funkcije nije funkcija.
Nacin na koji se moze rijesiti ova miskoncepcija je nastavnikova uporaba vertikalnog testa
u odrzavanju nastave. Na Slici 23 moze se vidjeti primjer grafa za koje ucenici misle
da je funkcija jer je neprekidan i jer je prikazan graf. Primjenom vertikalnog testa moze
se vidjeti da pravac okomit na x os sijece graf u dvije tocke te da dani graf nije graf funkcije.

Slika 23: Primjer miskoncepcije pod brojem 6.

Dakle, moze se primijetiti da ucenici na nastavu dolaze s puno postoje¢ih miskoncepcija,
a cilj svakog nastavnika je te miskoncepcije prepoznati na vrijeme te ih na vrijeme i ukloniti
kako bi ucenici mogli nadogradivati svoje postojece znanje na pravi nacin.
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Sazetak

U ovome radu bavilo se razumijevanjem funkcija kroz primjere. Mogu se pronaci razni
primjeri koje nastavnici mogu uklopiti u nastavu matematike kako bi produbili ucenikovo
razumijevanje samog pojma funkcija, ali i ostalih pojmova usko vezanih uz pojam funkcije
kao sto su bijekcija, kovarijacija, domena funkcije itd. Takoder, u radu se mogu pronaci i
razne miskoncepcije vezane uz pojam funkcije koje ucenici stvaraju tijekom svojega obrazo-
vanja kao i neki od nacina na koji se te miskoncepcije mogu razrijesiti.

Kljuéne rijeci: Funkcija, kovarijacija, operacije s funkcijama, miskoncepcije, graf funkcije,
kompozicija funkcija
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Title: Understanding of functions through examples

Abstract

This paper deals with the understanding of functions through examples. Various exam-
ples can be found that teachers can incorporate into the teaching of mathematics in order
to deepen the student’s understanding of the concept of function itself, but also of other
concepts closely related to the concept of function, such as bijection, covariance, domain of a
function, etc. Also, there are a lot of various examples of misconceptions that can be found
in the paper related to the concept of function that students create during their education,
as well as some of the ways in which these misconceptions can be resolved.

Keywords: Function, covariance, combining functions, misconceptions, graph, composing
functions
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