Statisticke metode u teoriji krivulja rasta

Dragic¢, Adriana

Master's thesis / Diplomski rad
2023

Degree Grantor / Ustanova koja je dodijelila akademski / strucni stupanj: Josip Juraj
Strossmayer University of Osijek, Faculty of Applied Mathematics and Informatics /
Sveuciliste Josipa Jurja Strossmayera u Osijeku, Fakultet primijenjene matematike i
informatike

Permanent link / Trajna poveznica: https://urm.nsk.hr/ur:nbn:hr:126:801146

Rights / Prava: In copyright /Zasti¢eno autorskim pravom.

Download date / Datum preuzimanja: 2024-05-19

. Repository / Repozitorij:

Repository of School of Applied Mathematics and
Computer Science

aodar

DIGITALNI AKADEMSKI ARHIVI I REPOZITORLII

zir.nsk.hr


https://urn.nsk.hr/urn:nbn:hr:126:801146
http://rightsstatements.org/vocab/InC/1.0/
http://rightsstatements.org/vocab/InC/1.0/
https://repozitorij.mathos.hr
https://repozitorij.mathos.hr
https://zir.nsk.hr/islandora/object/mathos:716
https://repozitorij.unios.hr/islandora/object/mathos:716
https://dabar.srce.hr/islandora/object/mathos:716

Sveuciliste J. J. Strossmayera u Osijeku
Odjel za matematiku
Sveucilisni diplomski studij

Financijska matematika i statistika

Adriana Dragié¢
Statisticke metode u teoriji krivulja rasta

Diplomski rad

Osijek, 2023.



Sveuciliste J. J. Strossmayera u Osijeku
Odjel za matematiku

Sveucilisni diplomski studij
Financijska matematika i statistika

Adriana Dragié
Statisticke metode u teoriji krivulja rasta

Diplomski rad

Mentor: doc.dr.sc. Ivan Papié

Osijek, 2023.



Sadrzaj

1 Uvod
2 Eksponencijalne i monomolekularne krivulje rasta
2.1 Eksponencijalni miodel vastia : « o« ¢ «+ « s w a5 s o w s s 55085 5 53
2.2 Model opée potencije . . . . . . ..o
2.3 Monomolekularni medeal . - . 2 2 2 ¢ s osow s 5w e s s sw e 5o s
3 Sigmoidalni modeli rasta
) Losistidemaodal . . . o 6 o6 - 58 sk vu B en Sw B e 8B EE 44 R
3.2 Gompertzovmodel . . . .. ..o
3.3 Von Bertalanffyev model . . . . . ... ..o
31 Bichardeown ltivulje - « « « « s 5 6 5 s et tmwos 18 ewns §as
35 Welbillotmeadl . - o o o0 - v s Ee s B e B e s B e e
4 Primjer procjene parametara nelinearnih modela rasta u Sumar-
stvu
4.1 Uvod u metodu procjene parametara nelinearnih modela rasta . . . .
4.2 Reparametrizirani prikazi modelarasta . . . . . . .. .. ...
4.3 Marquardtova metoda za nelinearan problem najmanjih kvadrata
4.4  Metode procjene i parcijalne derivacije modela rasta . . . . . . . . ..
4.5 Odredivanje pocetnih vrijednosti parametara modela rasta . . . . . .
4.6 Procjena i analiza parametara modela rasta . . . . .. ... ... ..
4.7 Prikaz modela rasta sa procijenjenim parametrima . . . . . . .. . ..
4.8 Moguéi problemi prilikom procjene parametara nelinearnih modela
rasta koristenjem SAS NLIN procedure . . . . . . .. ... ... ...
4.9 Dodatak - SAS NLIN kod za procjenu parametara modela . . . . . .
Literatura
Sazetak

Zivotopis



1 Uvod

Krivulje rasta raznih modela pokazale su se od velikog znacaja u raznim znanstve-
nim podru¢jima kao $to su biologija, medicina, ekonomija, poljoprivreda, kemija,
demografija, ekonomija te razna druga. Naime biolozi su zainteresirani za temeljne
mehanizme koji opisuju rast, dok kemicare zanima formula proizvoda kemijske reak-
cije tijekom vremena. Iz ekonomskih razloga, u poljoprivredi su korisne za opisivanje
rasta biljaka te otkrivanja kako faktori poput vremena ili raznih tretmana utjecu na
njihov rast. Nadalje, u medicini najceS¢e se koriste za promatranje rasta tumora
i kako odredeni tretmani prilikom lijecenja utjecu na njih. Kao sto vidimo postoji
siroki spektar primjene krivulja modela rasta u svakodnevnom zivotu. Postoje dva
pristupa modeliranja vrijednosti podataka, a to su empirijski i mehanicki modeli.
Empirijski modeli, uglavnom parametarski, opisani su familijom funkcija koja je do-
voljno prilagodljiva tako da ¢lan familije dobro odgovara podatcima. S druge strane,
mehanicki modeli opisani su familijom funkcija koje su izvedene iz matematickih
mehanizama generiranja podataka. U stvarnosti razlika izmedu ova dva pristupa
nije bas jasna. Takoder dva su temeljna pristupa za analizu krivulja rasta takozvani
statisticki i biologki pristup. Cisto empirijski pristup koji ukljuc¢uje odgovarajuée po-
linomijalne krivulje podataka koriste¢i multivarijatne modele predstavlja statisticki
pristup. Modeli temeljeni na ovom pristup korisni su za predvidanje informacija te
u slucaju kada su podatci o rastu prikupljeni u ograni¢enom rasponu ciklusa rasta
ovaj pristup pokazao se kao najprikladniji. Nedostatak modela s ovakvim pristupom
je nepostojanje fizicke interpretacije njihovih parametara te nemaju sposobnost mo-
deliranja znanja o procesu rasta. Kao primjer mozemo uzeti ¢injenicu da se tijekom
odredene zivotne dobi veli¢ina zivotinje stabilizira. S druge strane bioloski pristup,
koji se ¢esto naziva mehanicki, uglavnom se bazira na modelima koji imaju biolosku
osnovu te parametre koji se mogu bioloski interpretirati. U nastavku rada uglavnom
¢emo se baviti empirijskim modelima ¢iji su parametri od fizickog znacaja te koji
pokazuju nelinearno ponasanje.



2 Eksponencijalne i monomolekularne krivulje rasta

Eksponencijalna jednadzba temelj je velike ve¢ine modela rasta. Jos rane 1798. go-
dine engleski ekonomist i demograf Thomas Malthus koristio je eksponencijalnu
jednadzbu u svojoj teoriji o rastu populacije. U ovom poglavlju upoznat ¢emo se s
nekim modelima koji se temelje na eksponencijalnoj jednadzbi ¢iji graf prati oblik
eksponencijalne krivulje te éemo vidjeti njihovu primjenu u svakodnevnom zivotu.

2.1 Eksponencijalni model rasta

Kao $to smo ranije dali naslutiti, najjednostavnija i najstarija jednadzba rasta je
upravo eksponencijalna jednadzba te ¢emo se stoga prvo upoznati sa modelom eks-
ponencijalnog rasta. Eksponencijalnom jednadzbom opisujemo razmnozavanje jed-
nostavnih organizama koji se razmnozavaju binarnim dijeljenjem stanica. Ukoliko sa
t oznaCimo vrijeme, a sa Y; broj organizama u trenutku ¢ dolazimo do jednadzbe
eksponencijalnog modela za rast oblika

% = BY;, (=114
pri ¢emu S € R predstavlja koeficijent rasta za koji pretpostavljamo da je konstan-
tan. Prethodno spomenuta jednadzba nam govori da je brzina kojom se razmnoza-
vaju organizmi u odredenom vremenu proporcionalna trenutnom broju organizama
u trenutku ¢. U slucaju kada je [ pozitivan realan broj dolazimo do modela sa
neograni¢enim rastom. RjeSenje jednadzbe (2.1.1) je oblika

Y; = €%,

Kako bi dobili cjelovito rjesenje prethodne jednadzbe potrebno je postaviti pocetni
uvjet. Pretpostavimo da u trenutku ¢ = 0 imamo Yj organizama. Iz toga slijedi da
je rjeSenje jednadzbe (2.1.1)

Y; = Yoe. (2.1.2)

Jednadzba (2.1.2) cesto se identificira sa Malthusovom jednadzbom rasta. Ekspo-
nencijalni rast od velikog je znacaja za mnoge modele rasta u slucaju kada je ¢ neko
malo vrijeme. Fenomen eksponencijalnog rasta mozemo vidjeti u sljede¢em primjeru.



Primjer 2.1.1. (preuzeto iz [1]) Populacija Sjedinjenih Americkih DrZava.

Primjer koji prikazuje eksponencijalni rast je porast stanovnistva Sjedinjenih Ame-
rickih DrZava u razdoblju od 1790. do 1980. godine. U tablici 1 je prikazana po-
pulacija Sjedinjenih Americkih DrZava, po desetljecima, u spomenutom razdoblju.

Godina | t - broj godina od pocetka promatranja | Y - populacija (u milijunima)
1790 0 3.929
1800 10 5.308
1810 20 7.240
1820 30 9.638
1830 40 12.861
1840 50 17.064
1850 60 23.192
1860 70 31.443
1870 80 38.558
1880 90 50.189
1890 100 62.980
1900 110 76.212
1910 120 92.228
1920 130 106.021
1930 140 123.203
1940 150 132.165
1950 160 151.326
1960 170 179.323
1970 180 203.302
1980 190 226.546

Tablica 1: Populacija Sjedinjenih Americkih Drzava po desetlje¢ima u razdoblju od
1790. do 1980. godine.

Graficki prikaz podataka iz Tablice 1 mozZe se vidjeti na Slici 1.
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Slika 1: Graficki prikaz podataka Tablice 1

Iz Slike 1 uocavamo kako porast populacije Sjedinjenih Americkih DrZava u proma-
tranom vremenskom razdoblju prati eksponencijalnu krivulju rasta.

2.2 Model opcée potencije

Jos jedan koristan model s kojim ¢emo se upoznati je model opcée potencije. Slican
je eksponencijalnom modelu, no brzina rasta je ne$to manja, a dan je sljede¢om
jednadzbom

Y; = Yootka

pri ¢emu je k = Y, pocetna vrijednost, to jest vrijednost Y; u trenutku ¢ = 0. Oba
modela, eksponencijalni i model opée potencije, dovode do neograni¢enog rasta,
medutim bioloski rast se tijekom vremena gotovo uvijek stabilizira, odnosno on se
usporava priblizavanjem trenutne veli¢ine svojoj maksimalnoj veli¢ini koja je oblika

Y, = lim Y;.
t—o0

Ukoliko pretpostavimo da je stopa rasta proporcionalna preostalom broju organi-
zama dolazimo do pretpostavke o ograni¢enom rastu, odnosno trazeno svojstvo pos-
tize se ako vrijedi
dYy
=B Y), B>0 (2.2.1)
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Opce rjesenje jednadzbe (2.2.1) moZemo parametrizirati na sljedeéi nacin
i =Y — (Yo —k)e ™,  t>0, B>0, (2.2.2)

U slu¢aju kada krivuljom Zelimo opisati rast, odnosno povec¢anje, mora vrijediti da su
i Y, 1 k pozitivni realni brojevi strogo veéi od nule. Koristeéi ovu parametrizaciju
Y., je konacna veli¢ina, k predstavlja pocetnu veli¢inu, odnosno vrijednost Y; u
trenutku ¢ = 0, dok je [ parametar koji modelira stopu rasta. Jednadzbu (2.2.2)
¢esce prikazujemo u obliku

¥ =Y — ke ™

Y

pri ¢emu parametrom k zamjenjujemo izraz Y., — k iz jednadzbe (2.2.2). Primjer
modela opce potencije pogledajmo u primjeru koji slijedi.

Primjer 2.2.1. (preuzeto iz [1]) Svjetska populacija
U ovom primjeru dana je tablica sa podacima svjetske populacije u razdoblju od 1650.
godine do 1990. godine.

Godina | t - broj godina od pocetka promatranja | Y - populacija (u bilijunima)
1650 0 0.510
1700 50 0.625
1750 100 0.710
1800 150 0.0910
1850 200 1.130
1900 250 1.600
1950 300 2.525
1960 310 3.307
1965 315 3.354
1970 320 3.969
1975 325 4.066
1980 330 4.432
1985 335 4.822
1990 340 5.318

Tablica 2: Svjetska populacija u razdoblju od 1650. godine do 1990. godine.

Pogledajmo na Slici 2 graficki prikaz podataka 1z Tablice 2.
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Slika 2: Graficki prikaz podataka Tablice 2

Iz Slike 2 vidi se da je u pruth 300 godina promatranja porast populacije vrlo mal,
no sredinom dvadesetog stoljeca uocavamo nagli porast svjetske populacije.

2.3 Monomolekularni model

Jos jedan model koji je povezan sa eksponencijalnim modelom je monomolekularni
model. Ukoliko jednadzbu (2.2.1) iz potpoglavlja 2.2 zapisemo kao

¥ = Ve [l — &), Y, >0, B>0,

dobivamo jednadzbu monomolekularnog modela. Nadalje, reparametriziranjem jed-
nadzbe (2.2.2) na nacin da izraz Y,, — k zamijenimo sa —k, a e ? sa p dolazimo do
jednadzbe

Y; = Yoo + k¢, O0<p<l, k>0,

koja je jo§ poznata kao asimptotski regresijski model. Takoder, prethodno spome-
nutu jednadzbu povezujemo i sa Newtnovim zakonom hladenja tijela tijekom vre-
mena, no ako se koristi za modeliranje prinosa usjeva u odnosu na koli¢inu gnojiva
poznata je kao Mitcherlichov zakon.



3 Sigmoidalni modeli rasta

U ovom poglavlju upoznat ¢emo se sa nekoliko vrsta sigmoidalnih modela rasta kao
Sto su logisticki, Gompertzov, von Bertalanffyev, Richardsov te Weibullov model.
Za vecéinu vrsta modela rasta, stopa rasta ne opada ravnomjerno nego se povecava
do maksimuma prije nego se ravnomjerno smanji u nulu. Spomenuto obiljezje re-
prezentira time da su krivulje rasta svih tih modela oblika slova S po ¢emu su ovi
modeli dobili ime. Slikovit prikaz oblika takvih krivulja moze se vidjeti na Slici 3.

f(x)

SIZE

0 Y TIME

Slika 3: Krivulja rasta gdje je a konac¢na veli¢ina, a v tocka infleksije

Prethodna Slika 3 preuzeta je iz [6].

Jos jedno obiljezje sigmoidalnih krivulja je da je polozaj tocke infleksije upravo
vrijeme kada je stopa rasta najveca $to je vidljivo na Slici 4. U nastavku rada f(x)
u nasim oznakama predstavljat ¢e Y; dok éemo za v odnosno tocku infleksije imati
razli¢ite oznake ovisno o modelu koji obradujemo. Maksimalnu stopu rasta $to je na
Slici 4 oznaceno sa wjy; mi ¢emo oznacavati sa Y.



Slika 4: Krivulja brzine rasta gdje je wy maksimalna stopa rasta

Slika 4 preuzeta je iz [6].

Prethodno spomenuti modeli, koje ¢emo u nastavku detaljnije opisati, postizu to
sigmoidalno ponasSanje. Naime, modeliranjem trenutne stope rasta kao produkta
funkcija trenutne veli¢ine i preostalog vremena dolazimo do sljedece formule

% o 1g(Ya)[A(Yao) — h(Y))],

pri ¢emu su funkcije g i h rastuce te vrijedi g(0) = h(0) = 0.

3.1 Logisticki model

Prvi sigmoidalni model sa kojim ¢emo se poblize upoznati je logisticki model, a dan
je jednadzbom oblika

— YOO
14+ ae B
pri ¢emu su parametri brzine rasta a i g kao i Y, svi pozitivni. Prethodna jednadzba
(3.1.1) izvedena je 1838. godine, a izveo ju je belgijski matematic¢ar Pierre Francois
Verhulst kako bi opisao rast populacije ili organa. Takoder, koristi se i za opisiva-
nje brzine potrosnje monomolekularne kemijske tvari prilikom njene razgradnje u
autokatalitickoj reakciji. Kao i svi sigmoidalni modeli, krivulja rasta ovog modela je
oblika slova S §to se moze vidjeti na Slici 5.

Y, t>0, {8

Loc - oznaka za proporcionalne veli¢ine



Y. /2

Y. J/(1+a)

(1/p)n a

Slika 5: Logisticki model

Slika 5 preuzeta je iz [3].

U pocetnom trenutku, odnosno kada je ¢ = 0, krivulja ovog modela pocinje u
Y, = 111—“;, a kada t — 00, Y; — Y. Gornja horizontalna asimptota logisticke funk-

cije Y, naziva se zasi¢enje ili granica parametra rasta. S ciljem ispitivanja oblika
logisticke funkcije odredimo prvu i drugu derivaciju jednadzbe (3.1.1). Nakon deri-
viranja dobivamo sljedece

dy,  p

— = —Yi(Y, — ¥), B2
= Yi(Ye - V) (312

*Y; B dY;
— vy, —ov,) L, TR
d2 Y, ! Dl L)
Iz jednadzbe (3.1.3) vidimo da ukoliko je ¥; = ¥=, odnosno ako imamo polovicu
razine zasicenja, tada je d;t? = 0. Ukoliko Y; iz jednadzbe (3.1.1) zamijenimo ovom
vrijednosti Y;, odnosno sa Y; = %‘”, dobivamo da je t sljedeceg oblika t = lnT", pri
¢emu pretpostavljamo da vrijedi o« > 1. Dakle, logisticka funkcija ima tocku infleksije

Ina Yo
(tmf,thf) = (77 7)

te je simetri¢na u odnosu na tu tocku. U slucaju kada je t < h‘?‘)‘ i djt? > 0 krivulja
Ina

je konveksnog oblika okrenuta prema gore. U suprotnom, odnosno kada je ¢t > 5
i d;t}; < 0 krivulja je konkavnog oblika okrenuta prema dolje. Dakle, zaklju¢ujemo
da je krivulja rasta jednadzbe (3.1.1) oblika slova S. Nadalje, iz jednadzbi (3.1.2) i

(3.1.3) slijedi

dY;

dat B

dt _ Py vy
Y, Yoo( 1)

odnosno trenutna stopa rasta Y; u trenutku ¢ je proporcionalna iznosu za koji Y;
pada ispod gornje granice parametra zasi¢enja Y,,. Relativna stopa promjene Y;

9



izmedu vremena t — 1 i ¢ dana je jednadzbom oblika

Y:

R, = —
.

1

)

to jest

Dakle, mozemo primijetiti kako je stopa rasta proporcionalna (Y, — Y;).

3.2 Gompertzov model

Model koji se ¢esto koristi za proucavanje populacije i rasta zivotinja u slucaju
kada rast nije simetri¢an s obzirom na toc¢ku infleksije naziva se Gompertzov model.
Jednadzbu modela izveo je 1825. godine engleski matematicar Benjamin Gompertz
te je model dan jednadzbom

Y, =Ye™™ ™™,  t>0, (3.2.1)

Y

gdje su a i B parametri rasta te su kao i Y; pozitivni. U poc¢etnom trenutku, od-
nosno kada je t = 0 pocetna vrijednost iznosi Yy = Y, dok za t — o0, ¥; — Y.
Kao i kod logistickog modela Y, predstavlja horizontalnu asimptotu ili gornju gra-

nicu rasta. Kako bismo ispitali oblik krivulje Gompertzovog modela derivirajmo
jednadzbu (3.2.1).

— = aBe P,. (8.2.2)
Potom, ukoliko deriviramo jednadzbu (3.2.2) dobivamo jednadzbu

d*Y,

F i aBe P (ae ™ —1)Y; (3.2.3)
iz koje vidimo da za t = mTa jednadzba poprima vrijednost nula, to jest vrijedi
djt};t = (0. Nadalje, ako ovu vrijednost ¢ zamijenimo sa vrijednoséu ¢ iz jednadzbe

(3.2.1) dobivamo da je Y; = 0.36788Y.. Iz spomenutog slijedi da Gompertzova
funkcija ima tocku infleksije

Ino

(tmf,ygmf):( 5 ,0.36788Yoo>

¢iji se slikoviti prikaz moze vidjeti na Slici 6.

10



In alff

Slika 6: Gompertzov model.

Slika 6 preuzeta je iz [3].
Dakle, krivulja Gompertzovog modela takoder je S oblika. Nadalje, dijeljenjem jed-
nadzbe (3.2.2) sa Y; # 0 slijedi

dY;/dt
Y,

= afe P, (3.2.4)

Iz prethodne jednadzbe (3.2.4) vidimo da je trenutna stopa rasta Y; u trenutku ¢
opadajuca eksponencijalna funkcija vremena. Preko jednadzbe (3.2.1) lako moZemo
prikazati jednadzbu (3.2.4) na sljedeéi nacin

dY;/dt

Y, - B(lnY, —InY;). (8.2.5)

Iz nje vo¢avamo da postoji linearna veza izmedu trenutne stope rasta i prirodnog
logaritma od Y;. Dakle, stopa rasta proporcionalna je razlici InY,, — InY;. Ukoliko
jednazbu (3.2.4) logaritmiramo dobivamo

dY,/dt
1
. ( i

) =In (apB) — Bt (3.2.6)

te mozemo vidjeti da izmedu logaritma trenutne stope rasta i trenutka ¢ postoji line-
arna veza. [z Gompertzovog modela mozemo dobiti monomolekularni model ukoliko
logaritmiramo Y;. Takoder, svaka potencija Y; je Gompertzova funkcija Sto je jos
jedno svojstvo ovog modela. Drugim rije¢ima, neke mjere veli¢ina poput tezine, du-
ljine i povrSine mogu dovesti do krivulja rasta istog oblika. Nadalje, za relativhu
stopu promjene izmedu vremenskih trenutaka ¢ — 11 ¢ vrijedi

Y,

= |
Yia

Ry

)

L



odnosno

ef—1
Y,
R, = (é) — (32.7)

3.3 Von Bertalanffyev model

Jednadzbu ovoga modela 1938. godine izveo je austrijski biolog Karl Ludwig von
Bertalanffy te ga je predlozio kao mehanicki model za rast zivotinja. Smatrao je da
je brzina rasta zivotinja tezine Y zapravo razlika izmedu metabolickih sila anabo-
lizma i katabolizma. U ovom slu¢aju anabolizam predstavlja sintezu novog materijala
te se smatra da je proporcionalan tezini. Katabolizam predstavlja kontinuirani gu-
bitak gradivnog materijala kao Sto se dogada u bilo kojem Zivom organizmu te sa
tezinom ima alometrijski odnos. Nadalje, 1957. godine, kako bi opisao proces neto
rasta von Bertalanffy ustvrdio je da anabolicka stopa mora biti vec¢a od katabolicke
stope. U slucaju kada je katabolicka stopa proporcionalna s Y;, a anabolicka stopa
visekratnik k—te potencije Y; dobivamo jednadzbu von Bertalanffyevog modela rasta

oblika
ay;

dt
pri ¢emu su 7 i A realne konstante razli¢ite od nule. Takoder je empirijski otkrio
da alometrijska snaga za brzinu metabolizma veéine klasa Zivotinja iznosi 2 iz Gega

3
slijedi

=Y} =Y, (3.3.1)

dY; 2
d—tt — Y} — )Y, (3.3.2)

Jednadzba (3.3.2) Cesto se koristi u istrazivanju ribarstva. Opcenito, u svrhu prila-
godbe moguénosti eksponencijalnog rasta, von Bertalanffy dopustio je da k bude iz
intervala [2,1]. Ukoliko jednadzbu (3.3.1) integriramo dobivamo von Bertalanffyev

model rasta oblika )

Y, =Yoo [1 — Be MR TR (3.3.3)
gdje je
Cimy, = (1)
Yoo = tlggloYt - <)\> ’

U jednadzbi (3.3.2) Y, predstavlja granicu parametra rasta, 8 = %, pri ¢emu je «
konstanta integracije, A je parametar stope rasta, a izraz 1 — k je parametar oblika.
U pocetnom trenutku, odnosno kada je ¢t = 0, pocetna vrijednost Y; iznosi

- G-

Krivulja ovog modela, to jest jednadzbe (3.3.2), sigmoidalnog je oblika u slucaju
kada je k > 1 te kada su oba parametra n i A negativna. U tom slucaju Y| pred-

stavlja donju asimptotu, a Y., gornju asimptotu te kada je d;tgt = 0 postoji tocka
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infleksije (tiny, Y4,,,) Ciji se graficki prikaz moze vidjeti na Slici 7 koja je preuzeta iz

3]

{| nf

Slika 7: Von Bertalanffyev model.

U suprotnom, odnosno kada je & < 1, a oba parametra n i A pozitivna donja asimp-
tota ne postoji.
Nadalje, deriviranjem jednadzbe (3.3.2) dobivamo

—L =AY e MR =Y | (2] -1 3.3.4
dt B o € t Y, ( )
Kako bismo pronasli tocku infleksije derivirajmo prethodnu jednadzbu (3.3.4).
d%, TR YA
dt; = BAY L hg~Al-Riyk [A(k —1) + kY, lﬁ] .
Sredivanjem prethodnog izraza dobivamo
&Y, d% . BT
=A— |k =— —1f. 3.3.5
dt? dt < Y; ) ( )

Ukoliko stavimo da je djt};t

Il 1-k% 1
bor, Vi ) = 1 Y hTE
( f tmf) ()\(k—l) n 6 k)

= (), slijedi da je tocka infleksije oblika

1—k
Proporcionalnost stope rasta i takozvanog "povratnog pojma" (%") — 1 mozemo

vidjeti iz jednadzbe (3.3.4). Naime, trenutna stopa rasta Y; u trenutku ¢ iznosi
dY,/dt

Y _ B)\Yoé_ke_)\(l_k)ty;k_l

= /\(Y;k_lyolo_k o 1)7
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odnosno
dY;/dt B

A
Y

(%) o 1] _ (3.3.6)

Primijetimo da se maksimum trenutne stope rasta Y; postize upravo u tocki infleksije
te u toj tocki iznosi
dYy/dt N1 —k)
Y, k0

3.4 Richardsova krivulja

Engleski fiziolog biljaka Francis John Richards prvi je 1959. godine opisao genera-
liziranu logisticku funkciju. Naime, Richardsu je bila sumnjiva teorijska valjanost i
korisnost von Bertalanffyevog modela koji se koristi za opis rasta mehanizama. U jed-
nadzbi (3.3.1) von Bertalanffyevog modela primijetio je da ukoliko se parametar k
tretira kao slobodni parametar dovodi do fleksibilnosti familije krivulja s proizvolj-
nom tockom infleksije. Kao $to smo spomenuli ranije u potpoglavlju 3.3, ukoliko
zelimo pozitivnu stopu rasta koja je konac¢na i ograni¢ena za parametre jednadzbe
(3.3.1) mora vrijediti da su oba parametra 1 i A negativna te k > 1. Nadalje, posta-
vimo li da je ¥; = Y., slijedi da je ¢ = 0 te spomenutu jednadzbu (3.3.1) mozemo
zapisati kao

(%)k_l - 1] . Bl (3.4.1)

pri éemu je B = n(1 — k)YE~L. Za razli¢ite vrijednosti parametra k iz ove jednadzbe
mozemo dobiti neke jednadzbe ranije spomenutih modela. Tako, u slucaju kada

je k = 0 dobivamo jednadzbu monomolekularnog modela, za & = 2 jednadzbu

logistickog modela, kada & — 1 jednadzbu Gompertzovog modela te za k = %

jednadzbu von Bertalanffyevog modela rasta. Graficki prikaz familija krivulja za
razne vrijednosti parametra k& moze se vidjeti na Slici 8.

dY; B

— 7 1.1t

dt  1—k
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Q —| ® k=2/3 (Von Bertalanffyeva krivulja) o
@ k=2 (Logisticka krivulja) R
m k->1(Gompertzova krivulja) o
k=0 (Monomolekularna krivulja) //
,'/
© — /
/
7
/, /
© — //’
= //
> //
/
/
< - /
//
/
//
//
& / //
/ /
,’J
/ //
T v
o =
T T T T T
10 5 0 5 10

Slika 8: Richardsova familija krivulja rasta za razlic¢ite vrijednosti parametra k.

Nadalje kako bismo dogli do rjesenja jednadzbe (3.4.1) uvedimo sljedeé¢u supstituciju

_ Yolo_k - }/tl_ka k<1 )
Y=V vty k> 1.

U oba slucaja, to jest i u slucaju kada je k < 11 kada je & > 1, rjeSenje jednadzbe
(3.4.1) oblika je y = e P9 te ono slijedi iz ¢injenice da je Z—? = —fy. Uz pomoé
toga dobivamo da je

- [Yolo—k _ e‘ﬁ(t_ﬂl/(l_k), k<1,
O [YA e pea) VR sy

Za svaki k # 1, prethodni izraz moZemo zapisati pomocu sljedece jednadzbe
1
W= Yog [L ok — We -] =% (3.4.2)

U slucaju kada je k < 1, kako bi osigurali da vrijedi 0 < Y; < Y, uvodimo sljedeéu
restrikciju (1—k)e? < 1. Nadalje deriviranjem jednadzbe (3.4.1) dolazimo do izraza

k—1
b (Yi) 1
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dt? 1—-k

dY
dt

(3.4.3)




¢ija je vrijednost nula kada je k > 01Y; = W}fﬁ Na temelju tog mozemo do¢i do
tocke infleksije krivulje koja je neizravno odredena parametrom k na ordinatnoj osi u
omjerup = k% konacne veli¢ine. Na taj nacin k kontrolira oblik krivulje. Uz pomo¢
parametara v dobivamo vrijednost tocke infleksije na osi apscisa te maksimalna stopa
rasta iznosi Y, kT%. U slucaju kada k — oo krivulja jednadzbe (3.4.2) tezi obliku
krnje eksponencijalne krivulje.

U suprotnom, odnosno za k < 0 tocka infleksije ne postoji. Kako za krivulje razli¢itih
oblika ne postoji jednostavan, to jest jednoparametarski nacin za usporedivanje stope
rasta, 1959. godine Richards je izveo formulu za prosjecnu stopu rasta koja je oblika

1 /Yw By, | %N . Va3
Y. du U—%k %%,

2(k+1)
Na temelju prethodne formule Richards je uspio dobiti trazeno, odnosno uspio je

na¢i grubu mjeru stope rasta oblika ﬁ te se ona koristi za usporedbu kod kri-

vulja razli¢itih oblika. Na Slici 9 prikazana je veza izmedu stope rasta i veli¢ine za
Richardsove familije krivulja sa naznac¢enim vrijednostima parametra k pri ¢emu za

svaku krivulju vrijedi Y, = 1 te je gruba mjera stope rasta konstantna.

dy; = (3.4.4)

0.0

00 ' i " 05 j ' Y
Size

Slika 9: Veza izmedu stope rasta i veli¢ine za Richarsdove familije krivulja s naznace-
nim maksimalnim vrijednostima. U terminima nasih oznaka ¢ predstavlja parametar
k, Size f je Y;, a Growth rate f je stopa rasta dY;/dt.

Slika 9 preuzeta je iz [6].

Iz spomenute slike mozemo uo¢iti da je maksimalna stopa rasta za krivulje s istom
vrijednoséu grube mjere stope rasta % te za k € [0.4,4] vrlo sli¢na, $to ukazuje

na to da za razli¢ite krivulje rasta gruba mjera stope rasta nije korisna.
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3.5 Weibullov model

Jednadzbu ovog modela izveo je $vedski matematicar Ernst Hjalmar Waloddi We-
ibull 1959. godine. Primjene ovog modela su razne pa tako njihovu primjenu mozemo
pronadi u opisivanju rasta populacije, rasta u poljoprivredi, rastu visine. Takoder se
koristi i za opisivanje prezivljavanja u slucaju ozljeda ili bolesti te za opisivanje u
istrazivanjima populacijske dinamike. Weibullov model dan je jednadzbom

Y, =Y, —ae? t > (3.5.1)

9

Parametri Y., o, B i su pozitivni te § predstavlja parametar rasta za fiksnu vrijed-

nost 7, dok je v parametar oblika. Jednadzba modela nastala je kao generalizacija,
odnosno prosirenje, Weibullove funkcije distribucije

& \¢

F(t;a,@)zl—e_(a) t>0

Y ?

u kojoj su a i @ pozitivni realni parametri, pri ¢emu « ne smije biti nula. Nadalje,
uvodenjem dodatnih parametara, sa svrhom smanjenja restriktivne gornje granice,
”1” je zamjenjen sa Y, odnosno, vrijedi lim; . Y; = Y. I u ovom modelu Y
predstavlja granicu parametra rasta. U pocetnom trenutku, to jest kada je t = 0,
pocetna vrijednost Y; iznosi Yy = Y, — a. Nadalje, kako bismo ispitali oblik krivulje
ovog modela te nasli tocku infleksije nadimo prvu i drugu derivaciju jednadzbe
(B

—ddlf = By’ (Yoo — 12), (3.5.2)
&Y, Y,
=Byt (= D)t (Yoo — Vi) — — |- (3.5.3)
dt dt

Ukoliko postavimo da je d;gt = 0 iz jednadzbe (3.5.3) slijedi da je t oblika t;,f =

[’Yﬁ—;l} 7 Potom, zamjenom vrijednosti ¢ iz jednadzbe (3.5.1) ovom vrijednosti ¢ do-

bivamo da je Y; oblika V;, ==Y, — ae~ =D/ te je tocka infleksije ovog modela

~177
(tznf7 thf) = ([%] 7Yoo — ae_(’y_l)/’7> )

Iz opisanog slijedi da je krivulja Weibullovog modela takoder S oblika $to je vidljivo
na Slici 10.
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Y.,—a

lint

Slika 10: Weibullov model.

Slika 10 preuzeta je iz [3].
Nadalje, dijeljenjem jednadzbe (3.5.2) sa Y; # 0 dobivamo

dY;/dt
Y,

Yoo
= Byt (f = 1) : (3.5.4)

iz ¢ega slijedi da se trenutna stopa rasta Y; u trenutku ¢ priblizava nuli kada ¢t — +o0.
Spomenuto svojstvo vrijedi i ukoliko Y; — Y. Logaritmiranjem jednadzbe (3.5.4)
slijedi

1
N Y,

gdje mozemo uociti postojanje linearne veze razlike logaritma trenutne stope rasta
i logaritma takozvanog "povratnog termina ".

dY}t//dt —In (YLO — 1) =In (By) + (v — 1)¢,
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4 Primjer procjene parametara nelinearnih modela
rasta u Sumarstvu

4.1 Uvod u metodu procjene parametara nelinearnih modela
rasta

U ovom potpoglavlju dat ¢emo kratki uvid u metode procjene parametara nelinear-
nih modela. Najces¢e metode koje se koriste za procjenu parametara takvih modela
su

i) metoda nelinearnih najmanjih kvadrata (NLS),
ii) metoda maksimalne vjerodostojnosti (ML).

Metodom nelinearnih najmanjih kvadrata minimiziramo sumu kvadrata odstupanja
opazenih i predvidenih vrijednosti Sto je ustvari nelinearna funkcija sa ogranice-
nim parametrima, dok metodom maksimalne vjerodostojnosti maksimiziramo funk-
ciju vjerodostojnosti uzorka uzimajuéi u obzir ograni¢ene parametre. Ukoliko vri-
jedi pretpostavka da su greske u modelu nezavisne i jednako distribuirane slucajne
varijable iz N(0,02) tada procjenu parametara moZemo izvrsiti metodom maksi-
malne vjerodostojnosti. U suprotnom koristimo metodu nelinearnih najmanjih kva-
drata. Zanimljivo je da je asimptotska distribucija NLS procjenitelja normalna te
ima isto ocekivanje i varijancu kao ML procjenitelj ¢ak i u sluc¢aju kada e nije nor-
malno distribuirana. U stvarnosti za svaku od ove dvije spomenute metode tesko je
dobiti ekspilicitno rjesenje za procjenu parametara. Zato se u primjeni za procjenu
parametara nelinearnih modela rasta koriste odgovarajuée SAS? procedure jer je
rucno rac¢unanje vrlo zahtjevno i ¢esto nemoguée. Za procjenu parametara modela
ovoga rada koristena je SAS NLIN?® procedura. Spomenuta procedura procjenjuje
parametre nelinearnih modela koristeé¢i metodu najmanjih kvadrata i metodu pon-
deriranih najmanjih kvadrata. Kako smo i ranije dali naslutiti parametre nelinearnih
modela puno je teze procijeniti i odrediti nego parametre linearnih modela. Iz tog
razloga prilikom procjene parametara nelinearnih modela, ne mozemo samo navesti
popis regresijskih varijabli, veé¢ je potrebno napisati regresijski izraz, odrediti nazive
parametara te zadati njihove pocetne vrijednosti. Medutim, ukoliko pri procjeni
parametara modela koristimo ovu proceduru mozemo naiéi na problem da se neki
nelinearan model tesko prilagodava ovoj proceduri i u tom slu¢aju ne mozemo biti
sigurni da se ovaj postupak moze uspjesno prilagoditi modelu te samim time ne mo-
zemo biti sigurni u ispravnost dobivenih rezultata. Dakle, koristeéi ovu proceduru
za svaki nelinearni model prilikom procjene parametara potrebno je navesti model

2SAS - programski jezik
SNLIN - nelinearna regresija
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koristeci jednu zavisnu varijablu te imena i pocetne vrijednosti parametara koji se
procjenjuju. NLIN procedura radi na nacin da ona najprije ispituje specifikacije po-
Cetnih vrijednosti parametara. Nadalje, nakon $to je skup vrijednosti parametara
odreden, PROC NLIN procedura rac¢una zbroj kvadrata reziduala za svaki skup
vrijednosti parametara s ciljem odredivanja skupa vrijednosti parametara koji daje
najmanji zbroj kvadrata reziduala. Upravo se te vrijednosti parametara koriste kao
pocetne vrijednosti prvog koraka iteracije. Prilikom procjene parametara nelinearnih
modela PROC NLIN procedura koristi jednu od sljedecih iterativnih metoda:

1) metodu gradijenta,

iii) modificiranu Gauss - Newtnovu metodu,

)
ii) Newtnovu metodu,
)
iv)

Marquardtovu metodu.

Ove metode koriste derivacije ili procjene derivacije SSE* uzimajuéi u obzir parame-
tre s ciljem pronalaska parametara koji proizvode najmanju SSE. Detaljnije o ovoj
proceduri moze se vidjeti u [4, (str. 2999-3043)].

U nastavku rada dani su primjeri procjene parametara monomolekularnog, logis-
tickog, Gompertzovog, von Bertalanffyevog, Richardsovog te Weibullovog modela
rasta u Sumarstvu pri ¢emu je koristena ranije spomenuta NLIN procedura. Para-
metri modela procijenjeni su pomoéu Marquardtove iterativne metode nelinearne
regresije na podacima najvece visine i starost norveske smreke iz Browmontovog
eksperimenta prorjedivanja norveske smreke. Browmontov eksperiment prorjediva-
nja norveske smreke proveden je u razdoblju od 1930. do 1974 godine u okrugu
Roxburghe u grani¢noj regiji Skotske. Cilj eksperimenta bio je istraziti utjecaj cetiri
tretmana prorjedivanja na rast i prinos norveske smreke. Svaki tretman ponovljen
je Cetiri puta te je svaki put mjereno Sesnaest istih oglednih ploha ¢ija povrsina
iznosi 0.04 hektara. Sva mjerenja, osim zadnjega koje je provedeno u razmaku od
Cetiri godine, provodena su svakih pet godina. Prilikom prvog mjerenja, 1930. go-
dine, norveske smreke su bile stare 20 godina te je lokalni prinos iznosio 15 kubnih
metara po hektaru godisnje. Norveske smreke sa ogledne plohe 3661 koje su bile
podvrgnute prorjedivanju B razreda, koji se koristio samo za uklanjanje mrtvih i
umiruéih stabala, pokazao se kao prikladan za demonstraciju procjene parametara
nelinearnih modela rasta. Spomenuti podaci, koristeni za ilustraciju procjene para-
metara modela, omogucéeni su od Komisije za sumarstvo Ujedinjenog Kraljevstva, a
prikazani su u Tablici 3.

4U engleskoj terminologiji SSE oznacava sum of squares error.
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Najveca visina (m)

(i

9.0

10.9

12.6

13.9

15.4

16.9

18.2

19.0

20.0

Starost (godine)

20

25

30

35

40

45

20

95

60

64

Tablica 3: Preuzeto iz [2].
Podaci rasta najvece visine iz Browmontovog eksperimenta prorjedivanja norveske
smreke u razdoblju od 1930. do 1974. godine, podaci sa ogledne plohe 3661.

Najveca visina
14 16 18 20
| |

12

20

Slika 11: Graficki prikaz podataka iz Tablice 3.

30

T
40

Starost u godinama

50

4.2 Reparametrizirani prikazi modela rasta

60

Prilikom procjene parametara nelinearnih modela ¢esto je potrebno model repa-
rametrizirati. S obzirom na podatke iz Tablice 3, pomocu kojih vrsimo procjenu
parametara, neke od ranije opisanih modela bilo je potrebno reparametrizirati te su
oni prikazani u Tablici 4.
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Model Integralni oblik modela
Monomolekularni Y =Y (1 _ ae‘ﬂt) +e
T — Yo
Logisticki Y, = ——(Ha( ) + ¢
Gompertzov Y, =Y e " +¢
Von Bertalanffyev | ¥; = (YL % — ae™?)7F +¢
Richardsov Y= % + e
(1+ae*5t) k
Weibullov Y, — <YOO _ ae—ﬁt’“> te

Tablica 4: Preuzeto iz [2].
Prikaz nelinearnih modela koji se koriste za procjenu parametara.

Nadalje, u svakom navedenom modelu iz Tablice 4 Y; predstavlja zavisnu varijablu
rasta, ¢ nezavisnu varijablu koja predstavlja starost norveske smreke izrazene u go-
dinama, Y., o, 8 1 k parametre koje zelimo procijeniti, a ¢ standardnu gresku.
Kako smo ranije spomenuli za procjenu parametara modela koristena je Marquard-
tova iterativna metoda jer ponekad nelinearni modeli niti nakon reparametrizacije ne
pokazuju niti priblizno, pozeljno, linearno ponasanje. Ukoliko se dogodi takav slucaj,
procijenjeni parametri nemaju Zeljena svojstva kao sto su nepristranost, normalnost
i minimalna varijanca pa su slozene tehnike za procjenu parametara poput Marqu-
ardtove metode nuzne. Navedena metoda za procjenu parametara koristi parcijalne
derivacije modela. Iz tog ¢emo razloga u nastavku rada pomocu parcijalnih deriva-
cija modela prikazanih u Tablici 5 ilustrirati metodu procjene parametara koristeci
eksperimentalne podatke o visini rasta danih u Tablici 3.

4.3 Marquardtova metoda za nelinearan problem najmanjih
kvadrata

Pretpostavimo da imamo zavisnu varijablu y koja ovisi o nezavisnoj varijabli ¢ po
funkcionalnom zakonu

y = [f(tB),
pri ¢emu funkciju f nazivamo model-funkcija, a B = (8, ..., 3,)T € R" je vektor
parametara. Nadalje neka je r vektor reziduala s komponentama

m(B)= flty B)— 1w, g =1 00

Zelimo pronadéi procjenu B = (Bl, B, ... ,@%) € R™ u kojoj funkcija SSges: R* = R
definirana s

SSR@S(B> = %ZTE(B)



postize globalni minimum. Drugim rije¢ima, potrebno je rijesiti problem globalne
optimizacije
arg min SSges(B).

BeR”™

U svrhu analiziranja ekstrema funkcije SSges najprije ¢emo izracunati njen gradijent
koji je oblika
gradSSg., = B'r,

pri cemu je

aSSRes % o s 16 %
9p1 9p1 9B !
gradSSges = : g = : B , F=]|:]|l, W=N
OSSRes Orm ... Orm r
aﬁn aﬁl aﬁn L

S n je oznacen broj parametara, m je broj podataka, a matrica J naziva se Jacobijan
funkcije SSges. Nadalje, Hessijan funkcije SSg.s mozemo zapisati na sljedec¢i nacin

HSSRes =J'J W Z riHy,

k=1

pri ¢emu su H;, matrice reda n sa elementima oblika

82’I°k
Hy);; = .
( ) 2 aﬂlaﬁj
Nadalje, izjednacavanjem gradijenta funkcije SSges s nulom dobivamo sustav od n
jednadzbi s nepoznanicama fi, ..., 3,, a oblika su
JTr =0,

to jest

S

Ti
> Tigs =0,
i=1

a
§ : T4
,r.z —

Ukoliko je funkcija SSges nelinearna u barem jednom od svojih parametara tada
imamo sustav nelinearnih jednadzbi. Nadalje, ukoliko je J(B") < n za neki k u tom
slucaju je matrica J* (B*)J(B") singularna i tada Hessijan H (B") aproksimiramo
na sljedec¢i nacin

Hys, (B) = J(B)'J(B) + I, >0,
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pri ¢emu je I jedini¢na matrica reda n. Vektor smjera kretanja s* dobivamo rjesa-
vanjem sustava jednadzbi oblika

(JE(B"J(B*) + uI)s* = —J*(B*)r(B").

Taj sustav jednadzbi mozemo shvatiti kao sustav normalnih jednadzbi za linearan
problem najmanjih kvadrata oblika

][]

Parametar p biramo na nac¢in da uvijek bude ispunjen uvjet
SSpes(B* + As*) — SSges(B*) > 7A(gradSSge.s(B*), s*),

gdje je 7 € (0,3), a A predstavlja duljinu koraka u smjeru vektora s*. Takoder, pri
biranju parametra p, osim $to pazimo da prethodni uvjet bude zadovoljen, nastojimo
se zadrzati na $to manjoj vrijednosti parametra p. Opis ove metode preuzet je iz [5].

4.4 Metode procjene 1 parcijalne derivacije modela rasta

U prethodnom poglavlju 4.3 dan je opceniti opis Marquardtove metode za neline-
arni problem najmanjih kvadrata koji u nastavku koristimo za procjenu parametara
modela. Nadalje, neka je dan nelinearan model

Y;:f(tlaB)_i_Eu izla"'7ma

pri ¢emu je Y; zavisna varijabla, t; nezavisna varijabla, B = (01, B2, .. ., Bn) vektor
parametara koje zelimo procijeniti gdje je n broj nepoznatih parametara, a i broj
obzervacija. ¢; su standardne greske za koje pretpostavljamo da su nezavisne te da
su normalno distribuirane sa o¢ekivanjem 0 i varijancom o?. Procjene Bj parame-
tara 3;, j = 1,...,n, pronalaze se minimiziranjem funkcije SSg.s(B) koja nakon
minimiziranja predstavlja sumu kvadrata reziduala, odnosno

m

SSRes(B) = Z[yz - f(ti, B)]Q? (441)

1=1

Buduéi da su y; i t; fiksne obzervacije, suma kvadrata reziduala je funkcija po B. Na-
dalje, deriviranjem jednadzbe (4.4.1) s obzirom na svaki parametar 5;,j =1,...,n,
1 izjednacavanjem tih jednadzbi s nulom dobivamo sustav jednadzbi na temelju ko-
jeg dobivamo procjene za svaki parametar 3;, j = 1,...,n. Drugim rijeima, na taj
nac¢in dobivamo n normalnih jednadzbi koje se moraju rijesiti, a oblika su

Z{yi — f(t;, B)} [%] =0, j=1,...,n. (4.4.2)
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Spomenute procjene dobivene su metodom najmanjih kvadrata te nakon uvrstava-
nja njihovih vrijednosti u jednadzbu (4.4.1) one daju najmanju SSg.s(B). U sluc¢aju
kada je model nelinearan u parametrima takve su i normalne jednadzbe. Kod tak-
vih nelinearnih modela nemoguce je dobiti procjenu parametara metodom najma-
njih kvadrata rjesavanjem n normalnih jednadzbi oblika (4.4.2) te se u tom slucaju
primjenjuje iterativna metoda za minimiziranje SSg.s(B). Stoga je u svrhu prila-
godavanja modela s obzirom na podatke iz Tablice 3 te za procjenu parametara
modela koristena NLIN SAS procedura. Kao $to smo i ranije spomenuli za procjenu
parametara modela koristena je Marquardtova iterativna metoda jer se pokazala kao
najbolja od svih prethodno navedenih metoda. Odnosno, pokazalo se kako ova me-
toda najbolje objedinjuje Gauss-Newtnovu metodu i metodu gradijenta, a pri tome
izbjegava njihova stroga ogranicenja. Medutim, Marquardtova iterativha metoda
zahtjeva specifikaciju naziva i pocetne vrijednosti parametara koji se procjenjuju,
odnosno model koji koristi jednu zavisnu varijablu i parcijalne derivacije modela
s obzirom na svaki parametar. Uobic¢ajeni statisticki testovi koji su prikladni kod
linearnih modela opcenito nisu prikladni kod nelinearnih modela i F' statistika se
ne moze koristiti za donoSenje zakljucaka na bilo kojoj razini znacajnosti. Stoga se
usporedba modela temelji na omjeru sume kvadrata reziduala.

Nadalje, radi lakseg razumijevanja, parametre modela iz Tablice 4 Y., a, 8 i k redom
¢emo zamijeniti simbolima [y, 81, B2, #3. Ovi parametri u svakom modelu prilikom
opisivanja primjera imaju sljedeca znacenja:

e [, - asimptota ili potencijalni maksimum zavisne varijable,
e [3; - bioloska konstanta,

e [, - parametar koji upravlja brzinom kojom se zavisna varijabla priblizava
svom maksimumu,

e (35 - alometrijska konstanta.

Time modeli iz Tablice 4 poprimaju sljedeéi oblik prikazan u Tablici 5.
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Model Integralni oblik modela
Monomolekularni Y: = B (1 — Ble_kt) +e
LOgIStlékl Y% = (H—ﬁ;ﬁ% +e€
Gompertzov Y; = Boe P 4 ¢
Von Bertalanffyev | Y; = (/801_63 — Ble_ﬁ2t> b +&
Richardsov V,=—FP 4z
(1+5167ﬁ2t)1f3
Weibullov Y; = (50 — 616_52'533) +E

Tablica 5: Preuzeto iz [2].
Prikaz nelinearnih modela iz Tablice 4 pomoc¢u novih oznaka.

Buduéi da NLIN procedura u SAS-u zahtjeva da se integralni oblici i parcijalne
derivacije nelinearnih modela moraju unijeti u program koristenjem odgovarajuce
SAS sintakse u sljedeé¢im tablicama 6 - 11 prikazane su parcijalne derivacije modela
iz Tablice 5.

Parcijalna derivacija Izraz
9Y:/9B, 1— Bie P!
0Y;/0p1 —Boe™ P
9Y:/0Bs BoBite 2!

Tablica 6: Preuzeto iz [2].
Parcijalne derivacije monomolekularnog modela.

Parcijalna derivacija Izraz
0Y:/9Bo R
0Y, /9P T
0Y/ 0B, e

Tablica 7: Preuzeto iz [2].
Parcijalne derivacije logistickog modela.
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Parcijalna derivacija Izraz
dY:/0Bo e—Pre= "
01/ 0B, —foe”Ple ™
9Y;/ 0P, BoBite Pate=Pre™

Tablica 8: Preuzeto iz [2].
Parcijalne derivacije Gompertzovog modela.

Parcijalna derivacija Izraz
I 9
_ T _ 1-8
0Y;/06, 8% (B — Bre) ™™
i1
)
_e—Bat [ Hl— Bt \ TP
0Y:/05: o (677 — pre )T
L
-
t - Bt \ TP
o%i/0%, et (B )™
_ N S
6Y/a/8 eﬁ ln(Bé B3—B1€*ﬁ2t)1*ﬁ3 ‘ 1n<5;*63_516*52t) B ln(ﬁo)ﬁé_ﬁs
t/0P3 1—Bs 1-B5 Be=P3_pe—Bat

Tablica 9: Preuzeto iz [2].
Parcijalne derivacije von Bertalanffyevog modela.

Parcijalna derivacija Izraz
0Y;/0 _t
t/ BO (1_’_61675215)%
0Y;/0p: _'B%fﬁ (14 Bre=?) e
Y, /9, Boiie (1 4 g bty %~
dY:/05Bs BoB7 (1 + Bre=P) P In (1 + Bre—2t)

Tablica 10: Preuzeto iz [2].
Parcijalne derivacije Richardsovog modela.
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Parcijalna derivacija Izraz
0Y;/0B 1.0
0Y,/0B —e Pt
9Y: /05, BiiPre= P
0Y;/ 0B B1Bs In (t)tPse P2t

Tablica 11: Preuzeto iz [2].
Parcijalne derivacije Weibullovog modela.

4.5 Odredivanje pocetnih vrijednosti parametara modela rasta

Prilikom procjene parametara modela, ukoliko koristimo Marquardtovu iterativnu
metodu, moramo navesti procijenjenu vrijednost pocetne vrijednosti ili pocetne
vrijednosti svakog parametra. Jedan od najvecih problema s kojim se susre¢emo
prilikom procjene parametara nelinearnih modela je upravo odredivanje pocetnih
vrijednosti. Medutim, problem zadavanja pocetnih vrijednosti je rjesiv ako dobro
poznajemo definicije parametara u kontekstu pojave koja se modelira. Pogresne po-
¢etne vrijednosti dovode do dulje iteracije, duzeg vremena izvrsenja, nekonvergencije
iteracije i moguce konvergencije prema nezeljenom lokalnom minimumu zbroja kva-
drata reziduala. Kako bismo to izbjegli, razvijeni su izrazi koji daju dobre pocetne
vrijednosti za neke od parametara te se najucinkovitiji pokazao sljede¢i poredak
odredivanja pocetnih vrijednosti 3y, (2, O3 1 na kraju f;. Jedini parametar koji je
lako odrediti, zbog jasnoce njegove definicije, je By. Naime, von Bertalanffy i Ric-
hards su parametar S, definirali kao maksimalnu moguéu vrijednost zavisne varijable
koja je odredena proizvodnim kapacitetom. Stoga je prilikom procjene parametara
modela na podacima iz Tablice 3 Sy definirana kao maksimalna vrijednost zavisne
varijable s obzirom na dane podatke. Nadalje, za sve ranije spomenute modele pa-
rametar [y definiran je kao konstanta brzine kojom se zavisna varijabla priblizava
svojoj maksimalnoj vrijednosti ). Na temelju toga utvrdeno je da se pomocu izraza

Yo—Y7

to—1t1
—= 4.5.1
505 ( )

mogu odrediti dobre pocetne vrijednosti parametara 3. Y; 1Y; iz izraza (4.5.1) pred-
stavljaju vrijednosti zavisne varijable koje odgovaraju Sirokom rasponu vrijednosti
predikcijskih varijabli ¢; i t9, dok je (ps pocetna vrijednost parametra [y. Nada-
lje, za alometrijsku konstantu f3 pri modeliranju varijabli bioloskog rasta kod von
Bertalanffyevog i Weibullovog modela mora vrijediti da je ona pozitivan realan broj
strogo veéi od nule. Pocetna vrijednost bioloske konstante ; odredena je procjenom
modela na pocetku rasta kada vrijednost prediktivne varijable iznosi nula. U Tablici
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12 prikazani su izrazi koji se koriste za odredivanje pocetnih vrijednosti parametra
B1 za svaki od ranije spomenutih modela.

Model Izraz
Monomolekularan Yo = Bos(1 — B1)

— — Bo:
Logisticki Yo = 1%
Gompertzov Yo = Bose ™™
Von Bertalanffyev | Yy = Sos(1 — 51) 75
Richardsov Yo = B

(1+61)Ps
Weibullov Yo = Bos — B1

Tablica 12: Preuzeto iz [2].
Izrazi koristeni za odredivanje pocetne vrijednosti bioloske konstante (.

U Tablici 12 Y| predstavlja pocetnu vrijednost zavisne varijable te ona u idealnim
uvjetima iznosi nula. U sluc¢aju kada ona ne iznosi nula za pocetnu vrijednost zavisne
varijable Yj izabire se relativno mali pozitivan broj. Nadalje, u Tablicama 13 i 14
prikazane su pocetne vrijednosti parametara svakog modela.

Parametar Model
Monomolekularni Logisticki Gompertzov
Bo 20 20 20
B1 0.635 1.74 1.008
Ba 0.019 0.019 0.019

Tablica 13: Pocetne vrijednosti parametara za procjenu parametara monomoleku-
larnog, logistickog i Gompertzovog modela.

Parametar Model
Von Bertalanffyev Richardsov Weibullov
Bo 20 20 20
B4 1.604 153.360 12.7
Ba 0.019 0.019 0.019
B3 0.5 5 1

Tablica 14: Pocetne vrijednosti parametara za procjenu parametara von Bertalanf-
fyevog, Richardsovog i Weibullovog modela.
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Iz Tablica 13 i 14 vidljivo je kako pocetna vrijednost parametra /) za svaki model
iznosi 20, a to je kao Sto smo i ranije rekli posljedica same definicije parametra [y koji
za pocetnu vrijednost prilikom procjene uzima najvecu vrijednost zavisne varijable
koja u nasem slucaju iznosi 20. Pocetna vrijednost parametra (3, takoder je ista kod
svih modela te iznosi 0.019. Tu vrijednost dobili smo uvrstavajuéi podatke iz Tablice
3 uizraz (4.5.1), pri ¢emu smo uzeli sljedece vrijednosti Y} = 9.0, Y = 10.9, t; = 25,
to = 30, dok je vrijednost [ys = [y, to jest Bys = 20. Drugim rije¢ima,

10.9-9.0

By = 7302—025 = 0.019.

Vrijednosti parametra (33 kod von Bertalanffyevog, Richardosvog i Weibullovog mo-
dela uzeli smo na temelju ogranicenja koja moraju vrijediti, a spomenuli smo ih
ranije. Odnosno, za parametar 3 kod von Bertalanftyevog modela uzeli smo 0.5,
a kod Weibullovog modela 1, budué¢i da smo morali uzeti pozitivne realne brojeve
strogo vec¢e od nule, a upravo ove pocetne vrijednosti pokazale su se kao dobre. Za
pocetnu vrijednost f3 kod Richardsovog modela uzeli smo 5 §to se takoder poka-
zalo kao dobar odabir. Pocetnu vrijednost parametra ; svakog modela dobili smo
koristeci izraze iz Tablice 12, pri ¢emu Sy iznosi 20, a Y[ iznosi 7.3.

4.6 Procjena i analiza parametara modela rasta

Za procjenu i analizu parametara modela, kao $to smo i ranije rekli koristena je SAS
NLIN procedura te je odabrana Marquardtova iterativna metoda. Izgled algoritma
moze se vidjeti u Prilogu 4.9. Vrijednosti procijenjenih parametara dobivene meto-
dom najmanjih kvadrata za koju su koristeni podaci odnosa najvece visine i starosti
norveske smreke iz Tablice 3 dane su u Tablicama 15 i 16.

Parametar Model
Monomolekularni Logisticki Gompertzov
Bo 34.4886 22.8643 25.4847
B 1.0541 6.7094 2.5951
Ba 0.0144 0.0591 0.0368

Tablica 15: Procjene parametara monomolekularnog, logistickog i Gompertzovog
modela.
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Parametar Model
Von Bertalanffyev Richardsov Weibullov

Bo 28.3482 25.4843 27.2234
By 4.5682 0.000283 26.2443
B2 0.0254 0.0368 0.00517
Bs 0.4902 0.000109 1.3263

Tablica 16: Procjene parametara von Bertalanffyevog, Richardsovog i Weibullovog
modela.

Statisticka znacajnost parametara modela prilikom njihove procjene odredena je 95%
asimptotskim pouzdanim intervalom pri ¢emu je vazno spomenuti da zbog malog
broja podataka dobivene rezultate treba uzeti s oprezom. Spomenuti 95% asimptot-
ski pouzdani interval interpretiramo na nacin da ¢e se prava vrijednost parametra
£ u priblizno 95% svih realizacija tog intervala nalaziti u njegovim granicama, dok
u priblizno 5% realizacija se nece nalaziti unutar njegovih granica. Ukoliko 95%
pouzdani interval od §;, j = 0,1,2,3 ne sadrzava nulu odbacujemo nul hipotezu
Ho : B; = 0 te zaklju¢ujemo da je na razini znacajnosti 0.05 taj parametar statis-
ticki znac¢ajan. Nadalje, ukoliko se parametri nelinearnih modela prilagodenih skupu
podataka bioloskog rasta ne pokazu statisticki znacajni to moze implicirati jedno od
sljedeceg:

i) jedan ili viSe parametara modela nisu korisni, ili to¢nije, reparametrizirani
model koji ukljuc¢uje manje parametara moze biti prikladniji,

ii) podaci o bioloskom rastu koristeni za prilagodavanje modela nisu primjereni
za procjenu svih parametara,

iii) pretpostavke modela nisu u skladu s biologkim nacinom kojim se modelira.

Na razini zna¢ajnosti 0.05 kod monomolekularnog, logistickog i Richardsovog mo-
dela svi parametri pokazali su se statisticki znacajni. Medutim, kod Weibullovog
modela rasta na toj razini znacajnosti parametar 3, se nije pokazao statisticki zna-
¢ajan, dok kod von Bertalanffyevog modela parametri 8;, fs i 3 nisu se pokazali
statisticki znac¢ajni. Upravo slu¢aj ii) pojavio se kod von Bertalanffyevog modela. Od-
nosno, statisticku neznac¢ajnost navedenih parametara von Bertalanffyevog modela
mozemo pripisati tomu da podatci o bioloskom rastu koristeni za prilagodavanje mo-
dela nisu prikladni za procjenu parametara. Naime, proucavanjem razlic¢itih oblika i
drugih derivacija von Bertallanfyevog modela pokazalo se da su pri njegovom mode-
liranju potrebni podatci cijelog Zivotnog ciklusa zavisne bioloske varijable, odnosno
podatci pocetne, adolescentne, zrele i stare faze. Medutim, mjerenja iz Tablice 3
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ne sadrzavaju podatke o pocetnom i starom razdoblju rasta. Iz tog se razloga pa-
rametri £y, fs 1 f3 nisu pokazali statisticki znacajni. S ciljem potkrepljivanja ovog
argumenta preoblikovali smo von Bertalanffyev model te smo ukljuéili pocetnu vri-
jednost podataka na nacin da smo za pocetnu vrijednost varijable starost i najveca
visina uzeli nulu. Vrijednosti procijenjenih parametara, relativne standardne greske
te donje i gornje granice 95% asimptotskog pouzdanog intervala von Bertalnffyevog
modela dobivenih na temelju podataka iz Tablice 3 bez uklju¢enih pocetnih vrijed-
nosti mogu se vidjeti u Tablici 17, dok sa ukljuc¢enim pocetnim vrijednostima se
mogu vidjeti u Tablici 18.

Parametar B; RSE?  95% ACI® 95% ACI
donja granica gornja granica
Bo 28.3482 0.157 17.4815 39.2148
B 4.5682  2.506 -23.4450 32.5813
Ba 0.0254 0.492 -0.00518 0.0559
Bs 0.4902 1.125 -0.8590 1.8393

Tablica 17: Vrijednosti procijenjenih parametara, relativne standardne greske te
donja i gornja granica 95% asimptotskog pouzdanog intervala von Bertalanffyevog
modela bez uklju¢ene pocetne vrijednosti.

Parametar B RSE 95% ACI 95% ACI
donja granica gornja granica
Bo 30.9230 0.070 25.8238 36.0223
b1 14.4896 0.311 3.8277 25.1516
Ba 0.0194 0.153 0.0124 0.0264
Bs 0.2205 0.329 0.0488 0.3922

Tablica 18: Vrijednosti procijenjenih parametara, relativne standardne greske te
donja i gornja granica 95% asimptotskog pouzdanog intervala von Bertalanffyevog
modela sa uklju¢enim pocetnim vrijednostima (t = 0,h = 0).

Iz Tablice 17 moze se vidjeti kako prilikom procjene parametara 5y, By 1 B3 95%
asimptotski pouzdani intervali sadrzavaju nulu te iz tog razloga oni nisu statisticki
znacajni na razini znacajnosti 0.05. S druge strane, iz Tablice 18 moze se vidjeti da

SRSE - relativna standardna greska, u engleskoj literaturi relative standard error
6 ACI - asimptotski pouzdani interval, u engleskoj literaturi asymptotic confidence interval
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nakon ukljuc¢ivanja pocetnih vrijednosti, odnosno postavljanjem varijable starost,
oznaka t u Tablici 18, i najveca visina, oznaka h u Tablici 18, na nulu, parametri (5,
B 1 B3 su se pokazali statisticki znacajni na razini znacajnosti 0.05 jer u tom slucaju
95% asimptotski pouzdani intervali ne sadrzavaju nulu. Dakle, moZemo zakljuciti
da znacajnost parametara von Bertalanftyevog modela ovisi o rasponu promatranih
podataka rasta.

Nadalje, vrlo vazno je napomenuti da monomolekularni model, budué¢i da ne pri-
pada sigmoidalnim modelima rasta, nema tocku infleksije. Iz tog razloga on nije
prikladan za modeliranje cijelog Zivotnog ciklusa zavisne bioloske varijable kao Sto
je rast visine koji tijekom vremena poprima sigmoidalni oblik te to mozemo po-
istovjetiti sa prethodno spomenutim razlogom iii). Drugim rije¢ima, obrazac rasta
veéine zivih organizama slijedi spore pocetne i zavrSne stope rasta, pri ¢emu naj-
brzi rast i maksimalnu konac¢nu veli¢inu postizu tijekom sredine zivotnog ciklusa.
Procjenom druge derivacije monomolekularnog modela rasta pokazalo se da je ona
negativna u cijelom rasponu zavisne varijable. Dakle, prema monomolekularnom
modelu trenutni godisnji prirast % bioloske zavisne varijable opada tijekom cijelog
promatranog vremena $to je u kontradikciji s opéim obrascem rasta bioloskog sus-
tava. Medutim, monomolekularni model rasta koristan je za kvantificiranje kasnijih
faza rasta bioloskog sustava. 1z tog razloga statisticka znac¢ajnost parametara mono-
molekulanog modela ne mora nuzno ukazivati na korisnost toga modela za simulaciju
podataka o rastu najvise visine iz Tablice 3 ili za dobivanje informacija o bioloskom
rastu koji obuhvacaju cijeli zivotni ciklus zavisne varijable koja se proucava. S druge
strane, preostali modeli su sigmoidalni i imaju tocku infleksije pa su ti modeli prik-
ladni za kvantificiranje fenomena rasta koji tijekom vremena poprima sigmoidalni
oblik. U sljedecoj Tablici 19 prikazane su stvarne i predvidene vrijednosti najvece vi-
sine tijekom razdoblja promatranja, a koje smo dobili metodom procjene najmanjih
kvadrata izvedene iz Marquardtovog iterativnog algoritma za procjenu parametara.

Dob (u godinama) Najveca visina(m) Monomolekularni Logisticki Gompertzov Von Bertalanffyev Richardsov Weibullov

20 7.3 7.23 7.48 7.35 729 7.35 7.29
25 9.0 9.12 9.03 9.06 9.09 9.06 9.06
30 10.9 10.89 10.69 10.78 10.84 10.78 10.83
35 12.6 12.53 12.37 12.46 12.50 12.45 12.49
40 13.9 14.05 14.02 14.05 14.06 14.05 14.05
45 154 15.47 15.56 15.53 15.51 15.52 15.50
50 16.9 16.79 16.94 16.88 16.84 16.87 16.83
55 18.2 18.02 18.15 18.09 18.06 18.08 18.05
60 19.0 19.17 19.16 19.16 19T 19.16 19.16
64 20.0 20.02 19.83 19.92 19.98 19.92 19.97
RSE 0.12 0.23 0.12 0.11 0.12 0.11

Tablica 19: Stvarne i predvidene vrijednosti najvece visine te pripadajuce relativne
standardne greske pojedinog modela.

[z Tablice 19 vidimo da je relativna standardna greska kod von Bertalanffyevog i We-
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ibullovog modela najmanja te iznosi 0.11. Kod monomolekularnog, Gompertzovog i
Richarsdovog modela je nesto veca i iznosi 0.12, dok logisticki model ima najveéu
relativnu standardnu gresku koja iznosi 0.23. Takoder, iz spomenute tablice moze
se vidjeti da su svi modeli, za cijelo promatrano razdoblje, dali dobro prilagodene
vrijednosti.

4.7 Prikaz modela rasta sa procijenjenim parametrima
Nakon procjene parametara nelinearnih modela rasta na temelju podataka iz Tablice
3 ranije opisani modeli sljedec¢ega su oblika:

Monomolekularni: Y; = 34.49(1 — 1.05¢7%91") 4 0.12,

Logistitki: V; = a0 +0.23,

—0.04t

Gompertzov: Y; = 25.48¢~200¢ +0.12,

Von Bertalanffyev: Y, = (28.3517049 — 4 57¢-0.030) 535 4 0.11

Richardsov: Y; = 2048 1 0.12,
(140.00028¢—0-04t) 0.00011

Weibullov: Y; = (27.22 — 26.24¢0005¢"*) 1 .11,

Graficki prikaz opisanih modela, sto je ujedno i graficki prikaz podataka iz Tablice
19, moze se vidjeti na Slici 12. Takoder, na spomenutoj slici je vidljivo kako su
krivulje svih modela vrlo sli¢nog oblika.
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© _| m Kivuja monomolekulamog modela ol
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Slika 12: Graficki prikaz modela sa procijenjenim parametrima.

Na Slici 12 izgleda da su u nekim vremenskim intervalima krivulje identi¢ne kao
Sto je na primjer u vremenskom intervalu od 40. do 41. godine. Ukoliko detaljnije
pogledamo prikaz krivulja modela u tom vremenskom razdoblju $to je prikazano na
Slici 13 moze se vidjeti da ipak postoje razlike u izgledu krivulja modela.

3 _| m  Krivulja monomolekularog modela
- B Krivulja logistickog modela
W Krivulja Gomperizovog modela
@ Krivulja von Bertalanffyevog modela
@ Krivulja Richardsovog modela
m  Krivulja Weibullovog modela
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40.0 40.2 40.4 406 40.8 41.0

Starost u godinama

Slika 13: Graficki prikaz modela sa procijenjenim parametrima u vremenskom in-
tervalu od 40. do 41. godine.
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4.8 Mogudi problemi prilikom procjene parametara nelinear-
nih modela rasta koristenjem SAS NLIN procedure

Ukoliko za procjenu parametara nelinearnih modela koristimo SAS NLIN proce-
duru ne mozemo biti sigurni da ¢e iteracija konvergirati prema globalnom mini-
mumu zbroju kvadrata reziduala. U svrhu izbjegavanja problema nekonvergencije
ili konvergencije prema nezeljenom lokalnom minimumu zbroja kvadrata rezidu-
ala potrebno je odrediti skup pocetnih vrijednosti za svaki parametar. Nakon sto
je skup vrijednosti odreden, NLIN procedura procjenjuje zbroj kvadrata reziduala
za svaku kombinaciju vrijednosti kako bi dobili najbolje pocetne vrijednosti prvog
koraka iteracije. PocCetne vrijednosti parametara mogu biti preliminarne procjene
temeljene na dostupnim podacima ili vrijednosti dobivene smislenim nagadanjima.
Nadalje, one pak mogu biti i vrijednosti dobivene prilagodavanjem sli¢ne jednadzbe
koristene u nekom laboratoriju ili vrijednosti koje je netko predlozio, kao otprilike
tocne, na temelju osobnog znanja i iskustva u radu. Izrazi za odredivanje pocetnih
vrijednosti asimptote i bioloske konstante razvijeni su na temelju smislene biologke
definicije parametara nelinearnih modela. Spomenuti izrazi pokazali su se kao korisni
pri odredivanju pocetnih vrijednosti parametara za modeliranje podataka o najve-
¢oj visini koristenih i u primjeru procjene parametara modela ovog rada. Ukoliko je
poznato znacenje parametara modela i pojave koja se modelira moguce je odrediti
kada iteracijski postupak konvergira lokalnom minimumu zbroja kvadrata rezidu-
ala. Takvo neoptimalno rjesenje moze se dobiti prouc¢avanjem veli¢ine i predznaka
procijenjenih parametara te veli¢ine asimptotske korelacijske matrice procijenjenih
parametara. Ukoliko su vrijednosti asimptotske korelacijske matrice procijenjenih
parametara nelinearnih modela velike to moze ukazivati na to da neki od parame-
tara nisu vazni ili da je model preparametriziran. Medutim, ne mora nuzno znagciti
da velike korelacije procijenjenih parametara ukazuju da izvorni model nije prikla-
dan za modeliranje fizicke pojave koja se proucava. Na primjer, u sluc¢aju linearnog
modela, kada se ¢ini da se odredeni parametar [ ne razlikuje od nule, to ne znaci
nuzno da je u tom slucaju zavisna varijabla neu¢inkovita. Moze se dogoditi da se
zavisna varijabla ne mijenja dovoljno da bi njegov uc¢inak bio vidljiv s obzirom na
promatrani skup podataka. Opcenito, u¢inkovita procjena parametara najbolje se
moze postic¢i ukoliko dobro razumijemo znacenje parametra, dobrim matematickim
razumijevanjem modela, ukljuc¢ujuéi i njihove parcijalne derivacije, te sustava koji
se modelira.
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4.9 Dodatak - SAS NLIN kod za procjenu parametara

dela

09/06/2023, 09:17 Code: Program 1.sas~.sas~

data norveskasmreka;
input t h;
datalines;

20 7.3
25 9.0
30 10.
35 12
40 13
45 15
50 16.
55 18.
60 19
64 20.

oSO NVRLVLOYO

/*monomolekularni */

proc nlin data=norveskasmreka method=marquardt; /*data = norveskasmreka oznacuje da se procjenjuju parametri
temeljeni na podacima norveskasmreka, dok method = marquardt oznacava da je prilikom procjene
koristena Marquardtova iterativna metoda*/
parms beta®=2@0 /*parms deklarira parametre koji se procjenjuju te nakon njihovog deklariranja zadajemo njihove
pocetne vrijednosti*/
betal=0.635
beta2=0.019;
model h = beta@*(1-betal*exp(-beta2*t)); /* model oznacava oblik modela kojem Zzelimo procijeniti parametre*/
run;

/*logisticki */
proc nlin data=norveskasmreka method=marquardt;
parms betadl=20
betall=1.74
beta21=0.019;
model h = beta@l/(1l+betall*exp(-beta2l*t));
run;

/*gompertzov*/
proc nlin data=norveskasmreka method=marquardt;
parms betadg=20
betalg=1.008
beta2g=0.017;
model h = betaBg*exp(-betalg*exp(-beta2g*t));
run;

/*von bertalanffyev*/
proc nlin data=norveskasmreka method=marquardt;
parms betadvb=20
betalvb=1.604
beta2vb=0.019
beta3vb=0.5;
model h = (beta@vb**(1-beta3vb)-betalvb*exp(-beta2vb*t))**(1/(1-beta3vb));
run;

/*richardsov*/
proc nlin data=norveskasmreka method=marquardt;
parms betadr=20
betalr=153.36

3
model h = beta@r*(1l+betalr* exp(-beta2r*t))**(-1/beta3r);
run;

/*weibullov*/
proc nlin data=norveskasmreka method=marquardt;
parms betadw=20
2.7
.019
beta3w=1;
model h = beta@w-betalw*exp(-beta2w*(t**beta3dw));

run-

about:blank 17
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08/06/2023, 11:21 Code: Program 2.sas

/*procijena sa ukljucenim pocetnim vrijednostima t=0, h=0*/
data norveskasmrekal;

input t h;
datalines;

00

20,'7.3
25.'9.0
30 10.
35 12.

IS
u
=
Ul

OO NUOUDMOONNO

/*von bertalanffyev*/
proc nlin data=norveskasmrekal method=marquardt;
parms beta@vb=20
betalvb=1.604
beta2vb=0.019
beta3vb=0.5;

model h = (beta@vb**(1-beta3vb)-betalvb*exp(-beta2vb*t))**(1/(1-beta3vb));

run;

about:blank
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Sazetak

U ovom diplomskom radu upoznali smo se sa nekim nelinearnim modelima krivu-
lja rasta kao $to su eksponencijalni i monomolekularni modeli, te razni sigmoidalni
modeli. Osim §to smo se upoznali sa njihovim opé¢im jednadzbama takoder smo dali
i kratki uvid u primjenu tih modela. Svi oni pokazali su se vrlo zna¢ajni u raznim
podruéjima znanosti kao Sto su medicina, Sumarstvo, ekonomija, demografija, po-
ljoprivreda, kemija i druge. Neke od modela kao $to su eksponencijalni i model opée
potencije potkrijepili smo konkretnim primjerima iz svakodnevnog zivota. Ekspo-
nencijalni modeli uglavnom se koriste u demografiji dok se sigmoidalni modeli ¢esto
koriste u poljoprivrednim znanostima, Sumarstvu, medicini i kemiji. Graficki smo
prikazali svaki obradeni sigmoidalni model te uvidjeli da je krivulja svakog modela
oblika slova S odakle i potjece naziv za takve modele. Na kraju rada dali smo uvid u
metodu procjene parametara nelinearnih modela na primjeru iz Sumarstva na teme-
lju podataka odnosa starosti i najvece visine norveske smreke. Opcenito se procjena
parametara nelinearnih modela vrsi metodom najmanjih kvadrata, no zbog sloze-
nosti nelinearnih modela ru¢no ra¢unanje procjene parametara je vrlo zahtjevno i
Cesto nemoguce. Stoga se za procjenu parametara nelinearnih modela rasta koriste
odgovarajuce procedure od kojih je jedna koristena u ovom radu. Preciznije, pro-
cjena parametara modela na primjeru podataka o starosti i najvecoj visini norveske
smreke u razdoblju od 1930. do 1974. godine izvrSena je pomoéi SAS NLIN proce-
dure izvedene iz Marquardtovog iterativnog algoritma. Uvidjeli smo kako su se na
razini znacajnosti 0.05 parametri kod monomolekularnog, logistickog i Richardsovog
modela rasta pokazali statisticki znacajni, dok se na toj razini znacajnosti parametar
B2, koji upravlja brzinom kojom se zavisna varijabla priblizava svom maksimumu,
kod Weibullovog modela nije pokazao statisticki znacajan. Kod von Bertalanffyevog
modela niti jedan parametar, osim parametra [y, se nije pokazao statisticki znaca-
jan na razini znacajnosti 0.05. Razlog tome je $to je za procjenu parametara vazan
podatak o pocetnoj visini koja nije dana u podacima pomoéu kojih smo vrsili pro-
cjenu parametara modela. Nakon procjene parametara modela, modeli su zapisani
pomocu procijenjenih parametara te je dan i njihov graficki prikaz. Na kraju rada
navedeni su mogucéi problemi prilikom procjene parametara nelinearnih modela uko-
liko se koristi SAS NLIN procedura te kako izbjeéi iste.

Kljucne rijeci: eksponencijalna jednadzba, eksponencijalni model rasta, model
op¢e potencije, monomolekularni model rasta, sigmoidalni modeli, logisticki mo-
del, Gompertzov model, von Bertalanffyev model, Richardsova krivulja, Weibullov
model, metoda najmanjih kvadrata, metoda maksimalne vjerodostojnosti, Marqu-
ardtova iterativna metoda, SAS NLIN procedura, parcijalne derivacije, poc¢etne vri-
jednosti, statisticka znac¢ajnost parametara, 95% asimptotski pouzdani interval

40



Statistical methods in the theory of growth curves

Abstract

In this thesis we got acquainted with some of the nonlinear growth curve models
such as exponential and monomolecular models and variations of sigmoidal models.
Besides familiarizing with their general equations, we gave a short insight in applica-
tions of those models. All the models proved to be very significant in different fields
of science such as medicine, forestry, economics, demography, agriculture, chemistry
and other. We provided real-life examples for some of the models such as exponential
and power law models. Exponential models are generally applied in demographics,
while sigmoidal models often find their use in agricultural sciences, forestry, medi-
cine and chemistry. We plotted the graph of each sigmoidal model and shown that
the curve of each model is S-shaped, hence the name sigmoidal. In the last chapter
we provided an example of the application of one of the methods for estimation of
nonlinear growth model parameters based on the age to maximum height of Norway
spruce data. Usually, the estimation of nonlinear model parameters is done using
the least squares method. However, due to the complexity of nonlinear models their
parameters are very difficult and often impossible to estimate analytically. There-
fore, we use adequate iterative procedures for that purpose, one of which is covered
in this paper. Precisely, model parameter estimation in the example of age to maxi-
mum height of Norway spruce ratio for the period 1930-1974 is done by applying
the SAS NLIN procedure derived from the Marquardt iterative algorithm. We noted
that the parameters of monomolecular, logistic and Richards models are statistically
significant with significance level of 0.05. However, using the same significance le-
vel, Weibull model parameter [, which affects the speed of the dependent variable
reaching its maximum, did not prove to be statistically significant. None of the von
Bertalanffy model parameters proved to be statistically significant on the signifi-
cance level of 0.05, except for the parameter §y. This is because the data used for
estimation does not contain the information about the initial height, which is of
great importance for accurate parameter estimation. By estimating the model pa-
rameters, we arrived to model equations and plotted their graphs. To conclude this
paper, we listed potential problems that could occur in the estimation using the
SAS NLIN procedure and how to avoid them.

Key words: exponential equation, exponential growth model, power law model,
monomolecular growth model, sigmoidal models, logistic model, Gompertz model,
von Bertalanfty model, Richards curve, Weibull model, least squares method, maxi-
mum likelihood estimation, Marquardt iterative method, SAS NLIN procedure, par-
tial derivatives, initial values, statistical significance of parameters, 95% asymptotic
confidence interval
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