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Uvod

Glavna tema diplomskog rada su komutativni prstenovi i moduli. Kako bismo definirali ko-
mutativne prstenove i module, u prvom poglavlju ¢emo definirati pojmove grupe i prstena,
navesti vazna svojstva vezana za njih te iskazati teoreme i definicije na koje ¢emo se pozi-
vati.

U potpoglavlju 2.1. opisat ¢emo uvjete uzlaznog i silaznog lanca za prstenove i module.
Glavni cilj potpoglavlja 2.2 bit ¢e proucavanje prostih struktura komutativnih prstenova.
Opisat ¢emo uvjete prostih ideala, definirat ¢emo pojmove primarnih ideala, radikala te
navesti nekoliko teorema vezanih za te pojmove. U iduéem potpoglavlju definirat éemo pri-
marnu dekompoziciju te prosiriti znanje iz prethodnog potpoglavlja na module. U sljede¢em
potpoglavlju koje nazvano po Emmyju Noetheru definirat ¢emo specificnu vrstu prstenovu
koja znacajno pojednostavljuju idealne strukture prstena. Navest ¢emo nekoliko vaznih is-
kaza kao sto je Krullov teorem, Nakayama lemu, a potpoglavlje ¢emo zaokruziti s Hilbertovim
teoremom o bazi. O prosirenjima prstena i odnosima izmedu prostih ideala govorit ¢emo
u potpoglavlju 2.5. Na kraju ¢emo definirati Dedekindove domene, iskazati tvrdnje vezane
za njih te navesti ekvivalencije koje povezuju Dedekindovu domenu, invertibilnost ideala i
kvocijentnih ideala, projektivan ideal, Noetherinov prsten te prsten diskretne valuacije.



1. Osnovni pojmovi i svojstva

1.1. Grupa, prsten

Definicija 1.1. [4, Definition 1.1.1.] Neka je G neprazan skup. Binarna operacija na G
funkcija je koja svakom uredemom paru elemenata od G pridruzuje element od G, tj.

(a,b) » axbe G za sve a,b e G.
Kazemo da je G zatvoren s obzirom na operaciju x i uredeni par (G, *) nazivamo grupoid.
Za pocetak definirajmo prsten i navedimo nekoliko osnovnih pojmova iz teorije prstenova.

Definicija 1.2. [}, Definition 1.1.1] Polugrupa je grupoid u kojem je binarna operacija
asocijativna, tj. vrijedi (ab)e = a(be) za sve a,b,c € G.

Definicija 1.3. [4, Definition 1.1.1.] KaZemo da je grupoid G grupa ako vrijedi sljedele:
1. Binarna operacija je asocijativna, tj. (ab)c = a(be) za sve a,b,c € G.
2. Postogi neutralni element e € G tako da vrigedi ae = ea = a za svaki a € G.
3. Postoji inverzni element, tj. za svaki element a € G postoji a=! € G tako da vrijedi
g " =g ra=g

Ako jos u grupi G vrijedi komutativnost, tj. ako vrijedi ab = ba za sve a,b € G, tada
kazemo da je G Abelova ili komutativna grupa.

Primjer 1.1. Skup Z uz operaciju zbrajanja je grupa, dok skup N uz operaciju zbrajanja nije
grupa bududi da ne postoji neutralni element za zbrajange (0 ¢ N). Skup N je polugrupa uz
operaciju zbrajanja.

Definicija 1.4. [5, Definicija 3.1.1.] Prsten je neprazan skup R na kome su zadane binarne
operacije zbrajanja ((a,b) — a +b) i mnozenja ((a,b) — ab) sa sljedeéim svojstvima:

1. w odnosu na zbrajanje je R Abelova grupa; neutralni element u odnosu na zbrajanje
oznacavamo s 0 i nazivamo nula (ili nula prstena R);

2. u odnosu na mnoZenje je R polugrupa (tj. mnoZenje je asocijativno);

3. mnoZenje je slijeva i zdesna distributivno u odnosu na zbrajanje, tj. za sve a,b,c € R
vrijedi a(b+ ¢) = ab+ ac i (a 4+ b)c = ac + be.

Prstenovi se dijele na komutativne i nekomutativne prstenove. U ovom radu bavit ¢emo
se komutativnim prstenovima. Kazemo da je prsten komutativan ako je mnozenje u tom
prstenu komutativno.

Za svaki element a iz prstena R vrijedi 0a = a0 = 0. Kazemo da je prsten R unitalan
(prsten s jedinicom), ako postoji element 1 € R tako da vrijedi al = la = a, za svaki a € R.
Takav element nazivamo jedinica prstena R.

Potprsten prstena R je podskup S koji je i sam prsten u odnosu na zadane operacije.
Preciznije, S # 0 i za a,b € S vrijedia—be Siabe S.

Neka su S'i R prstenovi. Preslikavanje ¢ : R — S nazivamo homomorfizam prstenova ako
vrijedi: ¢(a+ b) = ¢(a) + ¢(b) 1 #(ab) = ¢(a)p(b) za sve a,b € R. Injektivni homomorfizam
nazivamo monomorfizam prstenova, surjektivni homomorfizam nazivamo epimorfizam
prstenova, a bijektivni homomorfizam nazivamo izomorfizam prstenova.

Definirajmo sada lijeve i desne ideale.

Definicija 1.5. [4, Definition 111.2.1.] KaZemo da je aditivna podgrupa J prstena R desni
tdeal u prstenu R ako vrijedi



aceJbeR=abe J,
a lijevi ideal u prstenu R ako vrijed:
acJbe R=bacJ.

Ukoliko je J i desni i lijevi ideal u prstenu R onda J nazivamo dvostrani ili obostrani
ideal u R.
Neka je J obostrani ideal u prstenu R. Tada je J podgrupa aditivne komutativne grupe
prstena R pa mozemo definirati kvocijentnu grupu R/J. Elementi te grupe su skupovi
oblika

a+J={a+bbe Jac R},
a operacija zbrajanja je zadana s
(a+J)+(b+J)=(a+b)+J, a+Jb+J€R/J, tj. abeR.
Zbog svojstva obostranog ideala ima smisla definirati i operaciju mnozenja na R/J:
(a+J)b+J)=ab+ J, a+J,b+J € R/J.

Tako definirani prsten nazivamo prsten s dijeljenjem.

Neka je R komutativan unitalan prsten. Element a # 0 prstena R nazivamo djelitelj nule
ako postoji b € R,b # 0 tako da vrijedi ab = 0. Komutativan unitalan prsten R # {0} u
kojem nema djelitelja nule nazivamo integralna domena. To je prsten u kojemu vrijedi
ab = 0 ako i samo ako je ili @ = 0 ili b = 0. Prsten cijelih brojeva je jedan od primjera
integralne domene. Takoder, svako polje je integralna domena.

Oznacimo s R komutativan unitalan prsten razlicit od 0. Kazemo da je ideal I u prstenu R
je prost ako je I # Riako iz ab € [ slijedidajeiliae ['ilibe I.

Primjer 1.2. U svakom prstenu R su R i {0} ideali v R. Ideal {0} nazivamo trivijalni
ideal.

Propozicija 1.1. [5, Propozicija 3.3.1.] Ideal I u prstenu R je prost ako i samo ako je
prsten s dijeljenjem R/I integralna domena.

Kazemo da je ideal I # R je maksimalan ako u R ne postoji ideal J takav da je
IfcJec R

Propozicija 1.2. [5, Propozicija 3.3.1.] Neka je I # R ideal. Tada postoji maksimalan
1deal v R koji sadrzi I.

Propozicija 1.3. [5, Korolar 3.5.1.] Svaki maksimalan ideal u R je prost.

Obrat ovog korolara ne vrijedi.
Glavni ideal u prstenu R je svaki ideal oblika Ra = {b € R : ba} za neki a € R. Za R kazemo
da je prsten glavnih ideala ako je svaki ideal u R glavni ideal.

Definicija 1.6. /3, Definicija 1.1.5.] Neka je R prsten i X podskup od R. Najmangi potpr-
sten od R koji sadrzi X nazivamo potprsten generiran s X. Najmanygi ideal od R koji sadrzi
X nazivamo ideal generiran s X i oznacavamo ga s (X).

Definicija 1.7. [2, Definicija 2.0.1] Unitalni prsten R je prsten s dijeljenjem, ako je svaki
nenul element u R invertibilan.



Primjer 1.3. PokaZimo da je Z, uz operacije zbrajanja i mnoZenja definirane s
adb=a+b+1ita®b=a+b+ab

komutativan prsten.

Rjesenge.

1. Zatvorenost s obzirom na @ i ® vrijedi zbog zatvorenosti zbrajanja i mnoZenja cijelih bro-
jeva.

2. Provjerimo asocijativnost zbrajanja,
(a®b)dc=(a+b+1)®dc=a+b+1+c+1l=a+b+c+2
a®bdc)=a®(b+c+5)=a+b+c+5+5=a+b+c+10.

Buduéi da imamo jednake vrijednosti, zakljucujemo da vrijedi asocijativnost zbrajanja.
3. Provjerimo komutativnost zbrajanja.

adb=a+b+1=b+a+1=>bda, pa zakljucujemo da vrijeds.

Za komutativnost mnoZenja imamo

a®@b=a+b+ab=b+a+ba=0bOb, pa takoder zakljucujemo da vrijedi.

4. Iza=a®e = a+e+1 zakljucujemo da je e = —1 desni neutralni element pa s obzirom da
vrigedi komutativnost zbrajanja, imamo a = a ® e = e @ a te zakljucéujemo da je e = —1 € Z
neutralni element.

5. Iz—1=a®b=a+0b+ 1 zakljucujemo da je b = —a — 2 desni inverzni element od a.
Buduéi da vrigedi komutativnost, zakljucujemo da je b = —a — 2 € Z inverzni element od
a € 7.

6. Provjerimo asocijativnost mnozenja.

(a®b)©c=(a+b+ab)®o=a+b+ab+c+ (a+b+ab)c=a+b+ c+ ab+ ac+ bc+ abe.
S druge strane imamo, a ® (b®c) =a® (b+c+bc) =a+b+c+bc+alb+c+be) =
a—+ b+ c+ ab+ ac+ be + abe pa zakljucujemo da vrijedi.

7. Kako je
(a®b)Oc=(a+b+5)Gc=a+b+5+c+(a+b+b)c=a+b+2c+ac+bc+1
jednako

a®chdbOec=(a+c+ac)®d(b+c+bc)=a+b+2c+ac+bc+1

zakljucujemo da vrijedi distributivnost zdesna, a s obzirom da vrijedi komutativnost mnozenja,
tada vrijedi 1 distributivnost slijeva.

Pokazali smo da je Z uz zbrajanje Abelova grupa, uz mnoZenje polugrupa te vrijedi distribu-
tivnost zdesna i slijeva, tj. (Z,®,®) je komutativan prsten.



1.2. Moduli

Definicija 1.8. [3, Definicija 2.1.1.] Neka je R prsten s jedinicom.
Desni R-modul je Abelova grupa zajedno s operacijom mnozZenja - : M x R — M, koja za
sve elemente a,b € R i m,n € M zadovoljava:

Lijevi R-modul je Abelova grupa zajedno s operacijom mnozZenja - : R x M — M, koja za
sve elemente a,b € R i m,n € M zadovoljava:

L. a(m+n) =am+ an,
2. (a+b)m = am+ bm,
3. (ab)m = a(bm),

4. Im = m.

Ukoliko je R komutativni prsten i M desni R-modul, onda M postaje i lijevi R-modul
ako definiramo

rm=mr, € R, meM.

U slucaju kada je desni R-modul istovjetan s lijevim R-modulom onda takve module nazi-
vamo R-moduli ili moduli nad prstenom R.

Primjer 1.4. (1.) Svaki prsten R je desni i lijevi R-modul.
(2.) Neka je R™ skup svih uredenih n-torki

(X1, 9, ..., 2,), x; ER,
Skup R je Abelova grupa u odnosu na zbrajanje
(mlaan"'axn)—i— (y17y2>"'>yn) = (I1+ylyx2+y2>'-'7$n+yn>'

Neutralni element je

a suprotni element je definiran s
s By s <05 Bp) = V=B —Fos 550 5~y s
Ako definiramo mnozZenje R x R* — R" s
P(B1, By s w0 s By} = (P, Ty« o0, Tl ),
onda R™ postaje modul nad R.

Definicija 1.9. /3, Definicija 2.1.2.] Neka je R prsten i neka su M, N R-moduli. Funkciju
¢ : M — N nazivamo homomorfizam R-modula ako vrijedi:

¢(m1 +ma) = ¢(m) + ¢(ma), m1,mg € M,
¢(am) = ap(m), a € R,m € M.
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Definicija 1.10. /3, Definicija 2.1.6.] Neka je R prsten i M R-modul. Za podskup N od
M kazZemo da je podmodul od M ako je N podgrupa aditivne grupe M s obzirom na istu
operaciju mnozenja na M.

Definicija 1.11. [3, Definicija 2.1.7.] Ako je S podskup R-modula M, sa (S) oznacimo
presjek svih podmodula od M koji sadrze S. (S) zovemo podmodul od M generiran sa S, a
elemente od S nazivamo generatori od (S).

Definicija 1.12. /3, Definicija 2.1.8.] KaZemo da je R-modul M konacno generiran ako za
neki konacan podskup S od M wvrijedi M = (S).

1.3. Teoremi

U ovom dijelu navest ¢emo tvrdnje na koje ¢emo se pozivati u narednim poglavljima.

Teorem 1.1. [4, Theorem Introduction. VI.2.] Neka je S skup, a € S i za svakin € N,
fn: S = S je funkcija, tada postoji jedinstvena funkcija ¢ : N — S takva da je ¢(0) = a i
d(n+1) = fu(é(n)) za svakin € N.

Teorem 1.2. [/, Theorem 1.2.5.] Neka je H neprazan podskup grupe G. Tada je H podgrupa
od G ako i samo ako je ab~! € H za sve a,b € H.

U idu¢em ¢emo teoremu navesti neka vazna svojstva proizvoljnih prstena.

Teorem 1.3. [4, Theorem II1.1.2.] Neka je R prsten. Tada vrijedi:
1. 0a = a0 =0 za svaki a € R,

2. (—a)b = a(—b) = —ab za sve a,b € R,

3. (—a)(=b) = ab za sve a,b € R,

4. (na)b = a(nb) = n(ab) za svakin € Z i sve a,b € R,

5. (Xoimy @) (20511 b5) = 220, D251 by, ai by € R.

Navedimo teorem koji je poznat pod nazivom Binomni teorem.

Teorem 1.4. [}, Theorem I11.1.6.] Neka je R prsten s jedinicom, n € Nia,b,ay,a,,...,a, €
o

1. Ako je ab = ba, tada je (a +b)" =, (Z)akb"_k,

2. Ako je a;a; = aja; za svei i j, tada je (a1 +ag+---+as)* = Wa?a? ceeals, gdje
suma ide po svim uredenim s - torkama (iy, i, ... ,15) tako da je iy + iy + -+ +is =n.

Teorem 1.5. [4, Theorem II1.2.5.] Neka je R prsten te neka jea € R i X C R.

1. Glavni ideal (a) sastoji se od svih elemenata oblika ra+as+na+Y ;" ras;, (n € Z,m €
N,7 8,75, 8 € R),

2. Ako R ima jedinicu, tada je (a) =Y, r;as;,

3. Ra = {ra|r € R} je lijevi ideal u R. Ako R ima jedinicu, tada je a € Ra i a € aR,

4. Ako R ima jedinicu i X je u centru od R, tada se ideal (X) sastoji od svih konacnih suma
T - = = = Tl

U iducem ¢emo teoremu navesti neka vazna svojstva proizvoljnih ideala.

Teorem 1.6. [4, Theorem II1.2.6.] Neka su A, B,C, Ay, ..., A, ideali u prstenu R.
1. A+ -+ A, 1 A --- A, su idealt,

2. (A+B)+C=A+(B+0),

3. (AB)C = ABC = A(BC),

4. B(Ay+---4+A,)=BA1+---+BA, i (A1 +---+A4,)C=AC+---+ A,C.

6



Definirajmo kada je ideal prost te navedimo teoreme u kojima opisujemo uvjete kada je
ideal prost.

Definicija 1.13. KazZemo da je ideal P u prstenu R prost ako je P # R te ako za svaka dva
ideala A, B € R vrijedi

ABCP = ACP ili BCP.

Teorem 1.7. [/, Theorem II1.2.15.] Ako je P ideal u prstenu R takav da je P # R i za sve
a,be R

abe P = acP ili beP
tada je P prost. Obrnuto, ako je P prost i R komutativan, tada P zadovoljava gornji uvjet.

Teorem 1.8. [/, Theorem II1.2.16.] U komutativnom prstenu R s jedinicom razli¢itom od
nule ideal P je prost ako i samo ako je prsten s dijeljenjem R/P integralna domena.

U idu¢em ¢emo teoremu navesti zahtjev koji povezuje maksimalan i prost ideal.

Teorem 1.9. [/, Theorem II1.2.19.] Ako je R komutativan prsten tako da je R?* = R, tada
je svaki maksimalan ideal M u R prost.

U idu¢em teoremu povezimo pojmove asociranih i invertibilnih elemenata komutativnog
prstena R te navedimo uvjet kada je element prstena jedinica.

Teorem 1.10. /4, Theorem II1.3.2.] Neka su a,b i u elementi komutativnog prstena R s
jedinicom. Tada vrijedi:

1. a|b ako i samo ako je (b) C (a),

2. a 1 b su asocirani ako i samo ako je (a) = (b),

3. u je jedinica ako i samo ako je ulr za svakir € R,

4. Ako je a = br, r € R invertibilni element, tada su a i b asocirani. Ako je R integralna
domena, tada vrijedi © obrnuto.

Za elemente a © b kaZemo da su asocirani ako postoji jedinica u € R tako da je b = ua.

Navedimo sada jos neke uvjete te karakterizacije prostih i ireducibilnih elemenata inte-
gralne domene R.

Teorem 1.11. [, Theorem II1.53.4.] Neka su p i ¢ nenul elementi integralne domene R.
Tada vrijedi:

1. p je prost ako i samo ako je (p) nenul prost ideal,

2. ¢ je ireducibilan ako i samo ako je (¢) maksimalan u skupu svih odgovarajuéih ideala od
R;

3. Svaki prost element od R je ireducibilan,

4. Ako je R glavna idealna domena, tada je p prost ako i samo ako je p ireducibilan,

5. Jedini djelitelyi ireducibilnog elementa od R su njemu asocirani elementi i invertibilni
elementi od R.

Lema 1.1. [/, Lemma II1.3.6.] Ako je R prsten glavnih ideala i (a;) C (as) C ... lanac

ideala u R, tada za neki prirodni broj n vrijedi (a;) = (a,) za sve j > n.

Teorem 1.12. [/, Theorem I11.3.7.] Svaka domena glavnih ideala R je domena jedinstvene
faktorizacije.



Neka je R komutativan prsten. Za S C R kazemo da je multiplikativni podskup ako
vrijedi: 1 € S iza sve 51,52 € S je 5152 € S.
Ako je J ideal u prstenu s dijeljenjem S~'R, tada je ¢g' ideal u prstenu R. ¢3' nazivamo
kontrakcija od J u R.

Lema 1.2. [4, Lemma II1.4.9.] Neka je S multiplikativni podskup komutativnog prstena R
s jedinicom i neka je I ideal u R. Tada vrijedi:

L.d € gg{S 10,

2. Ako jge I = qbgl(J) za neki ideal J iz ST'R, tada je S~'I = J. Drugim rijecima, ideal u
STLR je oblika S™'I za neki ideal I iz R,

3. Ako je P prost ideal u R i SN P = (), tada je ST P prost ideal u ST'R i ¢5' (S~1P) = P.

Neka je R komutativni prsten i P prost ideal iz R. Tada S = R\ P nazivamo multipli-
kativni podskup od R u odnosu na P. Prsten s dijeljenjem S~ R nazivamo lokalizacija
R na P ioznacavamo s Rp. Ako je I ideal u R, tada se ideal S~'I u Rp oznacava s Ip.

Teorem 1.13. [}, Theorem II1.4.11.] Neka je P prost ideal v komutativnom prstenu R s
jedinicom.

1. Postoji bigekcija izmedu skupa prostih ideala od R koji su sadrzani u P i skupa prostih
1deala od Rp, danog s Q — Qp.

2. Ideal Pp iz Rp je jedinstven: maksimalni ideal od Rp.

Za komutativni prsten s jedinicom koji ima jedinstveni maksimalni ideal kazemo da je
lokalni prsten. U idu¢em teoremu navedimo neka svojstva komutativnog prstena s jedini-
com.

Teorem 1.14. [4, Theorem II1.4.13.] Neka je R komutativan prsten s jedinicom. Sljedece
su tvrdnje ekvivalentne:

1. R je lokalni prsten,

2. svi neinvertibilni elementi od R sadrZane su u nekom idealu M # R,

3. neinvertibilni elementi od R tvore ideal.

Teorem 1.15. [/, Theorem IV.1.5.] Neka je R prsten, A R-modul, X podskup od A, {B;|i €
I} familija podmodula od A i a € A. Neka je Ra = {ra|r € R}.

1. Ra je podmodul od A i preslikavanje R — Ra dano s r +— ra je epimorfizam R-modula.
2. Ciklicki podmodul generiran elementom a jednak je {ra + na|r € R,n € Z}. Ukoliko R
ima jedinicu i C' unitalan, tada je C' = Ra.

3. Podmodul D generiran s X je {>;_, riai—l—Z;:1 n;bjls,t € Ny, a:,b; € X,r; € R,n; € Z}.
Ako R ima jedinicu i A je unitalan, tada je D = RX = {>7_, r;a;|s € N}.

Teorem 1.16. [4, Theorem IV.1.10.] Neka je R prsten i B podmodul R-modula A, tada
postogi bijekcija izmedu skupa svih podmodula A koji sadrie B i skupa svih podmodula A/B,
dano s C — C/B. Stoga je svaki podmodul od A/B oblika C/B, gdje je C podmodul od A
koji sadrzi B.

Niz preslikavanja oblika 0 — A Iy B4 ¢ = 0 nazivamo kratki egzaktni niz, gdje je f
monomorfizam, a g epimorfizam.

Lema 1.3. [/, Lemma IV.1.17.] Neka je R prsten te neka je dan komutativni dijagram
R-modula i homomorfizama R-modula [Slikal] tako da je svaki red kratki egzaktni niz. Tada
vrijedi:

1. a,y monomorfizmi — [ je monomorfizam,

2. a,y epimorfizmi — [ je epimorfizam,

3. a,y 1izomorfizmi — [ je izomorfizam.
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A

0—=+A'=B=>C'—(0

Slika 1: Komutativni dijagram

Teorem 1.17. [/, Theorem IV.1.18.] Neka je R prsten i 0 — Ay — B — Ay — 0 kratki
egzaktni niz homomorfizma R-modula. Tada su sljedeée tvrdnje ekvivalentne:

1. Postoji homomorfizam R-modula h : Ay = B, gh = 14,,

2. Postoji homomorfizam R-modula k : B — Ay, kf = 14,,

3. Dan je niz koji je izomorfan direktnoj sumi kratkih egzaktnih nizova 0 — Ay — A1 ® Ay —
Ay — 0, posebno B = A; & As.

U idu¢em teoremu navedimo niz ekvivalencija na unitarnom R-modulu F', ali najprije
definirajmo neke pojmove iz teorema.
Kazemo da je modul A (unutarnja) direktna suma familije podmodula {A; | i € I} pod
uvjetom da A i {A;} zadovoljavaju iduce:
Neka je R prsten i {A; | ¢ € I} familija podmodula od R-modula A tako da vrijedi:
1. A je suma familije {4; | i € I},
2. za svaki k € I je Ay N A} =0, gdje je A; suma familije {A; | i # k}.
Definirajmo sada i bazu modula.
Kazemo da je podskup X R-modula A linearno nezavisan pod uvjetom da za razlicite
T1,T9, ..., T, € X i1 € R vrijedi:

r%y + e+ -+ 1z, =0 = r; =0 zasvaki .

Ako je A generiran kao R-modul pomoc¢u skupa Y, tada kazemo da Y razapinje A. Linearno
nezavisan podskup od A koji razapinje A nazivamo baza od A.

Teorem 1.18. [/, Theorem IV.2.1.] Neka je R prsten s jedinicom. Sljedeéi uvjeti na
unitarnom R-modulu F su ekvivalentni:

1. F ima nepraznu bazu.

2. F je unutarnja direktna suma familije ciklickih R-modula od kojih je svaki izomorfan R-
modul kao lijevi R-modul.

3. F je R-modul izomorfan direktnoj sumi kopija lijevog R-modula R,

4. Postoji neprazan skup X i funkciya T : X — F sa svojstvom: dan je bilo koji unitarni
R-modul A i funkcija f : X — A, postoji jedinstveni homomorfizam R-modula f : F — A
tako da je f, = f.

Neka je F' R-modul. F je slobodan R-modul ukoliko je F' izomorfan direktnoj sumi
kopija od R, tj. F =3, ; R;, gdje je R; = (b;) za svaki i.

Korolar 1.1. /4, Corollary IV.2.2.] Svaki (unitarni) modul A nad prstenom R (s jedinicom)
je homomorfna slika slobodnog R-modula F. Ako je A konacno generiran, tada se F moze
odabrati tako da bude konacéno generiran.

Teorem 1.19. [, Theorem IV.2.16.] Neka su R,S,T prsteni s dijeljenjem takvi da je
R C S C T.Tada je dimgT = (dimgT)(dimgS). Nadalje, dimgT je konacna ako i samo
ako su dimgT i dimpS konacne.



Definirajmo pojam projektivnog modula te navedimo teorem u kojemu navodimo ekvi-
valentne uvjete na R-modulu P.

Definicija 1.14. [4, Definition IV.3.1.] Kazemo da je modul P nad prstenom R projektivan
ako je dan bilo koji dijagram homomorfizama R-modula [Slika2] s egzaktnim dongjim redom
(g je epimorfizam), postoji homomorfizam R-modula h : P — A takav da je dijagram [Slika3]
komutativan, tj. gh = f.

P

ls

A5 B»0

Slika 2: Dijagram homomorfizama

P
an
B

AL B >0
Slika 3: Komutativni dijagram

Teorem 1.20. [/, Theorem IV.3.4.] Neka je R prsten. Sljedeéi uvjeti na R-modulu P su
ekvivalentns.

1. P je projektivan.
2. Svaki kratki egzaktan niz 0 — A — B — P — 0 se egzaktno cijepa (stoga B = A @ P).
3. Postoji slobodan modul F i R-modul K takav da je F = K & P.

Teorem 1.21. [4, Theorem V.1.5.] Ako je F prosirenje polja K i u € F transcendentan
nad K, tada postoji izomorfizam polja K (u) = K(z) koji je identiteta na K.

Napomena 1.1. [/, Remarks, str. 171] Ako je u € K, tada je u korijen od x — u € K|z]
i stoga algebarski nad K. Ako je u € F algebarski nad nekim potpoljem K' od K, tada je
u algebarski nad K buduéi je K'lx] C Klx]. Ako je u € F korijen od f € K[z] s vodedim
koeficijentom c # 0, tada je u takoder korijen od c™'f koji je normiran polinom u K|x].

Aksiom izbora. Za svaku nepraznu familiju A medusobno disjunktnih nepraznih sku-
pova A,, postoji barem jedan skup C' koji se sastoji od po to¢no jednog elementa iz svakog
skupa A, iz familije A.
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2. Komutativni prstenovi i moduli

2.1. Uvjeti lanaca

U ovom potpoglavlju opisimo uvjete uzlaznog i silaznog lanca za prstenove i module. Nave-
dimo prvo definiciju uvjeta uzlaznog lanca na podmodulima.

Definicija 2.1. [4, Definition VIII.1.1.] Za modul A kaZemo da zadovoljava uvjet uzlaznog
lanca na podmodulima (ili da je Noetherin) ako za svaki lanac Ay C Ay C ... podmodula od
A, postoji cijeli broj n takav da je A; = A,, za sve i > n.

Definicija 2.2. [4, Definition VIII.1.2.] KaZemo da je prsten R desno [lijevo] Noetherin
ako R zadovoljava uzlazno lancani uvjet na desnim [lijevim] idealima. KaZemo da je prsten
R Noetherin ako je R i desno i lijevo Noetherin.

Primjer 2.1. 1. Svaki prsten s dijeljenjem je Noetherin
2. Svaki komutativan prsten glavnih ideala je Noetherin.
3. Prsten Mat,D svih n x n matrica nad prstenom dijeljenja D je Noetherin.

Desni Noetherin prsten ne mora biti lijevi Noetherin i obrnuto.
Neka je (C, <) parcijalno ureden skup. Za element a € C' kazemo da je maksimalan ako
ne postoji element b € C' tako da vrijedi a < b. Za b € C kazemo da je minimalan ako za
svaki ¢ € C koji je usporediv s b vrijedi b < c.

Definicija 2.3. [4, Definition VIII.1.3.] Kazemo da modul A zadovoljava uvjet maksimal-
nosti [minimalnosti/ podmodula ako svaki neprazan skup podmodula od A sadrzi maksimalni
[minimalni] element.

Teorem 2.1. [4, Theorem VIII.1.4.] Modul A zadovoljava uvjet uzlaznog [silaznog] lanca na
podmodule ako i samo ako A zadovoljava uvjet maksimalnosti [minimalnosti] podmodula.

Dokaz. Pretpostavimo da A zadovoljava uvjet minimalnosti podmodula i neka je A; D
Ay O ... lanac podmodula. Tada skup {A; | ¢ > 1} ima minimalni element. Oznac¢imo taj
minimalni element s A,. Tada, za ¢ > n imamo A,, O A; te zbog minimalnosti i A, C A; za
i > n. Prema tome, A, = A; za i > n te A zadovoljava uvjet silaznog lanca.

Obrnuto, pretpostavimo da A zadovoljava uvjet silaznog lanca te neka je S neprazan skup
podmodula od A. Tada postoji By € S. Ako S nema minimalnog elementa, tada za svaki
podmodul B u S postoji barem jedan podmodul B’ (Aksiom izbora) u S takav da je B 2 B’
Zasvaki B u S, odaberimo jedan takav B’. Definirajmo funkciju f : S — S's B +— B’. Prema
Teoremu 1.1 postoji funkcija ¢ : Ny — S tako da je ¢(0) = By i ¢p(n+1) = f(¢(n)) = é(n).
Ako ozna¢imo ¢(n) s B, € S, tada postoji niz By, B, ... takav da je By 2 By £ ... To
je u kontradikciji s uvjetom silaznog lanca. Prema tome, S mora imati minimalni element
te slijedi da A zadovoljava minimalni uvjet. Dokaz za uvjete uzlaznog lanca i maksimalni
element je analogan. O

Teorem 2.2. [4, Theorem VIII.1.5.] Neka je 0 — A 5 B % C = 0 krathi egzaktni niz
modula. Tada B zadovoljava uzlazni [silazni] uvjet lanca na podmodula ako i samo ako ga
zadovoljavaju i A i C'.

Dokaz. Vidjeti [4]. O

Korolar 2.1. [4, Corollary VIII.1.6.] Ako je A podmodul modula B, tada B zadovoljava
uvjet uzlaznog [silaznog] lanca ako i samo ako ga zadovoljavaju A i B/A.
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Dokaz. Tvrdnja slijedi primjenom prethodnog teorema na niz0 - A —- B — B/A — 0. [

Teorem 2.3. [4, Theorem VIII.1.8.] Ako je R lijevi Noetherin prsten s jedinicom, tada
svaki konacno generirani unitarni lijevi R-modul A zadovoljava uvjet uzlaznog lanca na pod-
modulima.

Dokaz. Vidjeti [4]. O

Teorem 2.4. [/, Theorem VIII.1.9.] Modul A zadovoljava uvjet uzlaznog lanca na podmo-
dulima ako i samo ako je svaki podmodul od A konacéno generiran. Preciznije, komutativni
prsten R je Noetherin ako i samo ako je svaki ideal v R konacno generiran.

Dokaz. Neka je B podmodul od A i S skup svih konacno generiranih modula od B. Kako
skup S nije prazan (0 € S) te sadrzi maksimalan element C' po Teoremu 2.1., C' je konacno ge-
neriran sa cy, co, ..., ¢,. Zasvakib € B neka je D, podmodul od B generiran s b, ¢y, ¢a, . . ., Cy.
Tada vrijedi

Dy,e SiC C Dy.

Kako je C' maksimalan, D, = C za svaki b € Bi B C C. Bududi da je C C B, tada je
B = C te je stoga B konac¢no generiran.
Neka je dan lanac podmodula A; C Ay C A3 C ... Moze se vidjeti da je U;>1 A; podmodul

od A i da je konacno generiran pomocu ay, as, . ..,a;. Kako za svaki element a; nekog A;
postoji indeks n takav da je a; € A, zat=1,2,..., k. Prema tome, U;>1A4; C A,,, odakle je
A, = A, zai>n. O

Definirajmo nekoliko pojmova pomoc¢u kojih éemo dokazati iduéi teorem. Normalni
niz za modul A je lanac podmodula: A = Ay D Ay D Ay D ... D A,. Faktori niza
su kvocijentni moduli A;/A;+1, 7 = 1,...,n — 1. Duljina niza je broj pravilnih inkluzija
( = broj netrivijalnih faktora). Profinjenje normalnog niza A D A; D ... D A,
je normalni niz dobiven umetanjem konacnog broja dodatnih podmodula izmedu zadanih.
Pravilno profinjenje je ono koje ima duljinu ve¢u od izvornog niza. Dva normalna niza su
ekvivalenta ako postoji bijekcija izmedu netrivijalnih faktora tako da su odgovarajudi faktori
izmorfni moduli. Dakle, ekvivalentni nizovi nuzno imaju istu duljinu. Kompozicioni niz
za A je normalni niz A = Ay D A; D ... D A, takav da je svaki faktor Aj/Ax41 nenul
modul bez pravih podmodula. Svaka dva normalna niza modula A imaju definiranja koja
su ekvivalentna. Bilo koja dva kompoziciona niza od A su ekvivalentna.

Teorem 2.5. [4, Theorem VIII.1.11.] Modul A razli¢it od nule ima kompozicioni niz ako i
samo ako A zadovoljava uvjete uzlaznog i silaznog lanca na podmodulima.

Dokaz. Pretpostavimo da A ima kompozicijski niz S duljine n. Ako je bilo koji od uvjeta
lanaca nezadovoljen, onda se mogu pronac¢i podmoduli

A=Ag2 A4 24 2.2 A0 2 Anyy,

koji tvore normalni niz 7' duljine n + 1. S i T imaju profinjenja koja su ekvivalentna.
Dosli smo do kontradikcije buduéi da ekvivalentni nizovi imaju jednaku duljinu. Za svako
definiranje kompozicije niza S mora imati istu duljinu n kao i S, dok 7" ima duljinu najmanje
n + 1. Stoga, A zadovoljava oba uvjeta lanca.

Neka je B nenul podmodul od A te S(B) skup svih podmodula C' od B tako da je C' # B.
Ukoliko B nema podmodule, tada je S(B) = 0. Neka vrijedi S(0) = {0}. Za svaki B
postoji maksimalan element B’ od S(B). Neka je S skup svih podmodula od A i definirajmo
f:S — Skao f(B) = B'. Postoji funkcija ¢ : N — S takva da je

12



¢(0)=A i ¢(n+1) = f(g(n)) = ¢(n)"
Ako s A; oznacimo ¢(i), tada je A D A} D Ay D ... silazni lanac. Za neki n vrijedi A; = A,,,
i > n. Bududi da je A,11 = A, = f(A,) te po definiciji funkcije f vrijedi 4,41 = A, samo
ako je A, = 0 = A,;;. Neka je m najmanji cijeli broj takav da je A,, = 0. Zatim, neka je
m < mni Ar # 0 za sve k < m. Nadalje, za svaki k& < m, A1 je maksimalan podmodul
od Ay takav da je Ay £ Agyy. Prema tome, svaki Ay/Aj4; je razlicit od nule i nema prave

podmodule po Teoremu 1.17. Stoga je A D A; D Ay D ... D A, kompozicioni niz od A. [J

2.2. Prosti i primarni ideali

Glavni cilj ovog potpoglavlja je proucavanje prostih struktura odredenih komutativnih pr-
stenova. Navest ¢emo osnovna svojstva prostih ideala te uvesti pojam radikala. Definirat
¢emo primarne ideale te na kraju raspravljati o primarnoj dekompoziciji ideala. Motivacija
za vetinu ovog potpoglavlja proizlazi iz proucavanja domena glavnih ideala. Konkretno,
takva domena D je domena jedinstvene faktorizacije. Svaki pravi ideal od D produkt je
maksimalnih (stoga i prostih) ideala, koji su odredeni jedinstveno do na poredak. Svaki
nenul prost ideal od D je oblika (p) gdje je p prost (ireducibilan) te vrijedi (p)" = (p™).
Prema tome, svaki pravi ideal (a) od D moze se zapisati jedinstveno do na poredak u obliku
(a) = (pPTH)(P52) -~ () = (pTY) N (P52) N ... N (ptr), gdje je svaki n; > 0 i p; medusobno
razliciti prosti. Nadalje, ideal Q@ = (p"), p prost ima iduce svojstvo: ab € Q i a ¢ Q im-
pliciraju b* € Q. Takav ideal nazivamo primarni. Prethodna diskusija pokazuje da se svaki
ideal u domeni glavnih ideala na jedinstven nacin prikazuje kao presjek konacnih primarnih
ideala. Nadalje, postoji veza izmedu primarnih i prostih ideala. Preciznije, svaki primarni
ideal (p") = (p)" je potencija prostog ideala.

Navedimo nekoliko ¢injenica o prostim idealima.

Teorem 2.6. [/, Theorem VIII.2.1.] Ideal P(# R) u komutativnom prstenu R je prost ako
i samo ako je R\ P multiplikativni skup.

Dokaz. Vidjeti [4]. O

Napomena 2.1. [4, Remark, str. 378] Skup svih prostih ideala u prstenu R nazivamo
spektar prstena R.

Teorem 2.7. [4, Theorem VIII.2.2.] Neka je S multiplikativni podskup prstena R koji je
disjunktan s idealom I od R. Tada postoji ideal P koji je maksimalan u skupu svih ideala od
R koji su disjunktni sa S i sadrze I. Svaki takav ideal P je prost.

Dokaz. Vidjeti [4]. O

Teorem 2.8. [}, Theorem VIII.2.3.] Neka je K potprsten komutativnog prstena R. Ako su
P, P, ..., P, prosti ideali od R takvi da je K C PLUP,U...UP,, tada je K C P; za neki i.

Napomena 2.2. [4, Remark, str. 378] U sluéaju n < 2, sljedeéi dokaz ne koristi pretpos-
tavku da je svaki P; prost; pretpostavka je potrebna za n > 2.

Dokaz. Pretpostavimo da je K ¢ P;. Nadalje, pretpostavimo da je n > 11 da je minimalan,
tj. za svaki i, K € |J;, Pj. Tada, za svaki i postoji a; € K \ U, P;. Posto je K C U, P,
tada je a; € P,. Element a; + asas---a, je iz K, a stoga je 1 iz |J, P,. Prema tome je
a; + asas---a, = b;, b; € P;. Ako je j > 1, tada je a; € P;, sto je kontradikcija. Ako je
j =1, tada je asas - - - a, € Py, odakle prema Teoremu 1.7. slijedi a; € P; za svaki ¢ > 1, §to
je kontradikcija. O
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Propozicija 2.1. [4, Proposition VIII.2.4.] Ako je R komutativan prsten s jedinicom i P
ideal koji je maksimalan u skupu svih ideala od R koji nisu konacéno generirani, onda je P
prost.

Dokaz. Pretpostavimo da je ab € P, alia ¢ Pib ¢ P. Tadasu P+ (a) i P+ (b)
ideali koji sadrze P pa su stoga konacno generirani. Posljedni¢no vrijedi, P + (a) = (p1 +
Ta,...,pp +1mpa) i P+ (b) = (p} +7b,...,p,, + 1 b) za neke p;, p. € Pir;, r. € R
(Teoremi 1.5. i 1.6.). Ako je J = {r € R|ra € P}, tada je J ideal. Buduéi da je ab € P,
(pi + 7ib)a = pia + rjab € P za svaki 1, slijedi da je P & P + (b) C J. Zbog maksimalnosti
od P je J = (ji,Jo,---,Jx) konaéno generiran. Ako je x € P, tada je x € P + (a) te za
neki s; € R, o = Y o si(pi + ma) = Y0 sipi + Y5y SiTia. Prema tome, (3, s;m;)a =
x — Y . sip; € P, odakle je >~ s;r; € J. Za neki t; € R vrijedi, > . | sim; = Zle tigi 1
T= o Sipi+ Zle t;j;a. Prema tome, P je generiran s pi,po, ..., Pn, Jj1G, jo@, . . . , Jra, $tO
je kontradikcija. Dakle, a € P ili b € P i P je prost prema Teoremu 1.7. O

Definirajmo sada pojam radikala ili nilradikala.

Definicija 2.4. [4, Definition 8.2.5.] Neka je I ideal u komutativnom prstenu R. Radikal
(ili nilradikal) od I s oznakom Radl je presjek svih prostih ideala u R koji sadrie I. Ako
skup prostih ideala koji sadrze I prazan, tada je Radl definiran kao R.

Napomena 2.3. [/, Remark, str. 379] Ako je R prsten s jedinicom, svaki ideal I(# R) je
sadrzan u maksimalnom idealu M prema Teoremu 1.9. Kako je M # R i M nuzno prost
prema Teoremu 1.10. slijedi da je Radl # R. Radikal nul-ideala zove se nilradikal ili prost
radikal prstena R.

Primjer 2.2. U svakoj je integralnoj domeni nul-ideal prost pa vrijedi Rad0 = 0.
U prstenu Z je Rad(12) = (2) N (3) = (6) i Rad(4) = (2) = Rad(32).

Teorem 2.9. [}, Theorem VIII.2.6.] Ako je I ideal u komutativnom prstenu R, tada je
Radl ={re R |r el zan > 0}.

Dokaz. Ako je Radl = R, tada je {r € R |r™ € I} C Radl. Pretpostavimo da je Radl # R.
Ako je r™ € Ii P prost ideal koji sadrzi I, tada je ™ € P, odakle je r € P (Teorem 1.7.).
Dakle, {r € R | r* € I'} C Radl.

Obrnuto, ako jet € Rit" ¢ I zasven > 0, tadaje S = {t"+2 | n € N, z € [}
multiplikativan skup, takav da je SN I = (. Prema Teoremu 2.7. postoji prost ideal P
disjunktan sa S koji sadrzi I. Budué¢idat ¢ P, vrijedit ¢ Radl. Dakle,t ¢ {r € R|r" € I}
implicira t ¢ Radl pa slijedi Radl C {r € R | r™ € I}. O

Navedimo nekoliko svojstava radikala.

Teorem 2.10. [4, Theorem VIII.2.7.] Ako su Iy, Is,...I, ideali u komutativnom prstenu R,
tada vrijedi:

1. Rad(RadI) = Radl,

2. Rad(ILy - I,) = Rad((\'_, I;) = (', Radl,

3. Rad(I"™) = Radl.

Dokaz. Vidjeti [4]. O

Nakon sto smo na pocetku potpoglavlja zapoceli diskusiju o primarnim idealima sada
¢emo ih i definirati.
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Definicija 2.5. [4, Definition VIII.2.8.] Kazemo da je ideal Q u komutativnom prstenu R
(Q # R) primaran ako za sve a,b € R vrijedi:

abe @ i1a ¢ Q = b"eQ zanekin > 0.
Uocimo da je svaki prost ideal ujedno i primarni.

Primjer 2.3. Ako je F polje, ideal (x,y) je maksimalan u F|x,y| pa stoga i prost. Nadalje,
vrigedi (z,y)* = (¢*,2y,9%) G (2%,y) G (z,y). Ideal (2*,y) je primarni i (x,y) je jedini
prost ideal koji sadrzi (z2,y). Stoga primarni ideal (2%, y) nije potencija niti jednog prostog
ideala u Flz,y].

U ostatku potpoglavlja pretpostavljamo da svi promatrani prstenovi imaju jedinicu.

Teorem 2.11. [4, Theorem VIII.2.9.] Ako je Q primaran ideal u komutativnom prstenu R,
tada je RadQ@ prost ideal.

Dokaz. Pretpostavimo da ab € RadQ i a ¢ Rad@. Tada je a"b" = (ab)” € Q za neki
n. Bududi da je @ primarni, postoji cijeli broj m > 0 takav da je (™)™ € @, odakle je
b € Rad@. Prema tome je Rad(@ prost po Teoremu 1.7. O

Ako je @ primarni ideal u komutativnom prstenu R, tada radikal P od ) nazivamo
pridruzenim prostim idealom od Q. Kaze se da je () primarni ideal koji pripada prostom
P ili da je @ primaran za P ili da je @ P - primarni. Za dani primarni ideal @, pridruzeni
prost ideal Rad@ je jedinstven. Medutim, dani prost ideal moze biti pridruzeni prost ideal
i za viSe razlic¢itih primarnih ideala.

Teorem 2.12. [}, Theorem VIII.2.10.] Neka su Q i P ideali u komutativnom prstenu R.
Tada je @ primaran za P ako i samo ako:

1.Q C P C RadQ ¢

2. ako jeabe Q ia ¢ Q, tada je b € P.

Dokaz. Vidjeti u [4]. O

Teorem 2.13. [/, Theorem VIIL.2.11.] Ako su Q1,Qa, ..., Qn primarni ideali u komutativ-
nom prstenu R, od kojih su svi primarni za prost ideal P, tada je (;_, Q; takoder primarni
ideal koji pripada P.

Dokaz. Neka je @ = (), Qi Tada je prema Teoremu 2.10.(2.) RadQ = ()., RadQ; =
Ni—, P = P te posebno Q C P C RadQ. Ako ab e Qia ¢ Q, tadaje ab € Q;1a ¢ Q; za
neki 7. Bududi da je Q; P - primaran, tada je b € P prema Teoremu 2.12.(2.). Prema tome,
Q@ je P - primaran prema Teoremu 2.12. O

Na kraju potpoglavlja definirajmo primarnu dekompoziciju o kojoj ¢emo puno vise pisati
u idu¢em potpoglavlju.

Definicija 2.6. [, Definition VIII.2.12.] KaZemo da ideal I u komutativnom prstenu R
ima primarnu dekompoziciju ako je I = Q1 N QN ... NQ,, Q; primaran. Ako Q; ne sadrzi
Qi1N...NQi_1NQix1N...NQ, t radikali od Q; su svi medusobno razliciti, tada se kaze da
je primarna dekompozicija reducirana.

Teorem 2.14. [4, Theorem VIII.2.13.] Neka je I ideal u komutativnom prstenu R. Ako I
ima primarnu dekompoziciju, tada I ima reduciranu primarnu dekompoziciju.
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Dokaz. Ako je I = Ql N Qg (i s 6 Qn te neki Qi sadrzi Ql N QQ N Qi—l N Qi+1 w1 Qn; tada je
I=0Q:NQ2NQi_1NQiy1...NQ, takoder primarna dekompozicija. Uklanjanjem @; imamo
I=Q1NQ2N...NQk bez Q; koji sadrzi presjek nekog drugog @);. Neka su P, P, ..., P,
razliciti prosti ideali u skupu {RadQ@1, RadQ,, ..., RadQ;} i neka je Q: (1 < i < r) presjek
svih @’-ova koji pripadaju prostom P;. Prema Teoremu 2.13. svaki Q) je primaran za P;.
Niti jedan @} ne sadrzi presjek svih ostalih Q. Prema tome, I = ﬂle =M Qi pa I
ima reduciranu primarnu dekompoziciju. O

2.3. Primarna dekompozicija

U ovom potpoglavlju prosirit ¢emo rezultate iz prethodnog potpoglavlja na module. Iskaz
o jedinstvenosti za reducirane primarne dekpomorzicije (ideala ili podmodula) dokazat e
se kao i ¢injenica da svaki podmodul (ideal) Noetherina modula (prstena) ima primarnu
dekompoziciju. Kroz ¢itavo ovo potpoglavlje svi su prstenovi komutativni s jedinicom te su
svi moduli jedinstveni.

Definicija 2.7. [4, Definition VIII.3.1.] Neka je R komutativan prsten s jedinicom i B R-
modul. Podmodul A(# B) je primarni pod uvjetom:

reR b¢g Airbe A= r"B C A za neki prirodan broj n.

Primjer 2.4. Promotrimo prsten R kao R-modul i neka je QQ primarni ideal (time je 1
podmodul) od R. Ako jerbe Q, r € R, b ¢ Q, tada je r" € Q za neki n. Kako je Q ideal,
imamo R C Q. Stoga je Q primarni podmodul od modula R. Obrnuto, svaki primarni
podmodul od R je primarni ideal. Prema tome, svi rezultati o primarnim podmodulima
primjenjuju se 1 na primarne ideale.

Teorem 2.15. [/, Theorem VIII.3.2.] Neka je R komutativan prsten s jedinicom i A pri-
marni podmodul R-modula B. Tada je Q4 = {r € R | rB C A} primarni ideal u R.

Dokaz. Buduéi da je A # B, 1g ¢ Qa, vrijedi Q4 # R. Akojers € Qais ¢ Qa, tada je
sB ¢ A. Stoga, za neke b € B, sb ¢ A, ali r(sb) € A. Buduéi da je A primaran r"B C A za
neke n, tj. ™ € Q4. Stoga je Q4 primaran. O

Neka su R, A, B i Q4 iz Teorema 2.15. Prema Teoremu 2.11. RadQ 4 = P je prost ideal
gdjeje Po={re R|r"B C A zanekin > 0}. Kaze se da primarni podmodul A modula
B pripada prostom idealu P ili da je P- primarni podmodul od B ako je P = RadQ, =
{reR|r™B C A zanekin > 0}. Posebno, ako je J primarni ideal, tada je Q; = J.

Definicija 2.8. [4, Definition VIII.3.3.] Neka je R komutativan prsten s jedinicom i B
R-modul. Podmodul C od B ima primarnu dekompoziciju ako je C' = A1 N AN ... NA,, sa
svakim A; P;- primarnim podmodulom od B za neki prost ideal P; od R. Ako niti jedan A;
ne sadrzi AN AsN...NA_1NA1N...NA, i ako su svi ideali P,..., P, razliciti, tada
za primarnu dekompoziciju kaZe se da je reducirana.

Ako su C, 4; i P, kao iz prethodne definicije i P; € P; za svaki j # 4, tada se za P; kaze
da je izolirani prost ideal od C. P; je izoliran ako je minimalan u skupu {P,...,P,}. Za
P; koji nije izoliran kazemo da je ulozen.

Teorem 2.16. [4, Theorem VIII.3.4.] Neka je R komutativan prsten s jedinicom i B R-
modul. Ako podmodul C' od B ima primarnu dekompoziciju, tada C' ima reduciranu primarnu
dekompoziciju.
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Dokaz. Vidjeti u [4]. O

Teorem 2.17. [4, Theorem VIII.3.5.] Neka je R komutativan prsten s jedinicom i B R-
modul. Nadalje, neka je C(# B) podmodul od B s dvije reducirane primarne dekompozicije,

ANAN.. . NA=C=AnAn..NnA,

gdje je A; P;- primaran i A P- primaran. Tada je k = s i P, = P/ za 1 = 1,2,... k.

1

Nadalje, ako su A; i Al zajedno P; primarni ¢ P; izolirani prost, tada je A; = A.

Dokaz. Pretpostavimo da je P, maksimalan u skupu {Py, Ps, ..., Py, P}, Py, ..., P.}.

Pokazimo prvo da je P, = P; za neki j. Pretpostavimo suprotno, tj. neka je P, # P}, za
j=1,2,...,s Kako je P, maksimalan, tada je P; ¢ Plzaj=1,2,...,s Bududida je prva
dekompozicija reducirana, Py, Ps, ..., Py razliciti, slijedi da je Py € P, zai=1,2,...,k. Po
kontrapoziciji teorema 2.8. vrijedi Py ¢ P,UP;U...UP,UP{UP;...UP).. Stoga postojir € P,
takav da je r ¢ P; (i > 2)ir ¢ P/ (j > 1). Bududi da je A, P~ primaran, vrijedi "B C A,
za prirodan broj n. Neka je C* skup podmodula {z € B | r"x € C'}. Ako je k =1, tada je
C = AjistogaC* = B. Tvrdimodajezak > 1, C*=Cizak > 1, C* = A;NA3N...NA.
Tada vrijedi Ao N A3...NA, CC*iAiNA,N...NA, =C C C*za k > 1. Obrnuto,
ako x ¢ A;(i > 2), tada "z ¢ A;. Prema tome, r"z ¢ C, odakle slijedi z ¢ C*. Dakle,
C*C AyNAzN...NAg za k> 1. Slicno se pokazuje da je C* C A|NA,...NA,=C paje
C*r=Czak>11iC*=A;NA3N... Ay zak > 1. Ako je k =1, tada je C* = B. Dakle,
C = C* = B sto je u kontradikciji s pretpostavkom C' # B. Ako je k > 1, tada je

AgﬂAgﬂﬂAk:C*:C:AlﬂAgﬂﬂAk

te odatle slijedi da je A;NA3zN...NA, C A;. Ovo je u kontradikciji sa ¢injenicom da je prva
dekompozicija reducirana. Dakle, pretpostavka P, # ij za svaki 7 dovodi do kontradikcije.
Vrijedi, P, = P} za neki j, npr. za j = 1. Dokazujemo sada indukcijom po k. Ako je
k =1, tada je takoder i s = 1. Ukoliko je s > 1, tada gornji dokaz s P, = P/ i ulogama
A;, A; obrnut, pokazuje da je B = C* = A, N Ay N ... N A}, odakle slijedi da je A} = B za
neki j > 2. Dakle, druga dekompozicija od C' nije reducirana $to je kontradikcija. Stoga
jes=1=kiA = C = A]. Pretpostavimo sada da je k£ > 1 te da je teorem tocan za
sve podmodule koji imaju reduciranu primarnu dekompoziciju manje od k ¢lanova. Dokaz
iz prethodnog dijela (s P, = Pj) pokazuje da za k > 1 podmodul C* ima dvije reducirane
primarne dekompozicije:

AsNAsN.. NA,=C=ANnAN...NA.

Indukcijom za k = s i P, = P/ za sve i. Time je zavrsen induktivni dokaz prvog dijela
teorema.

Pretpostavimo da su A; i A, oba P; -primarna i da je P; izolirano prost. Radi jednostavnosti
pretpostavimo da je ¢ = 1. Kako je P, izoliran, za svaki j > 2 je r; € P; — P;. Tada je
t=rorg---ry € Pjzaj > 1, alit ¢ P. Bududi da je A; P;- primaran, za j > 2 postoji cijeli
broj n; takav da je "B C A;. Sli¢no, za svaki j > 2 postoji m; takav da je t™/ B C A’.
Nadalje, neka je n = max{ny,...,ng, my,...,my}, tada vrijedi "B C A; i t"B C A} za
svaki j > 2. Neka je D podmodul {z € B | t"x € C}. Pokazimo da je Ay = D = A.
Ako jex € Ay, tadajet"z € A ;N A;N...NA, =C, odakle jex € Di A; C D. Ako je
x € D, tada je t"x € C C A;. Kako je A; P;- primaran it ¢ P, imamo t™B SZ Ay, za svaki
m > 0. Bududi da je A; primaran, mora vrijediti x € A; (u suprotnom, t"z € A; iz ¢ A,
impliciraju t"?B C A; za neki pozitivan ¢). Dakle, D = A;. Identican argument pokazuje
da je D = A!. Prema tome je A; = Aj. O
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Navedimo sada teorem u kojemu ¢emo navesti koji moduli (ideali) imaju primarnu de-
kompoziciju.

Teorem 2.18. [4, Theorem VIII.3.6.] Neka je R komutativan prsten s jedinicom i B R-
modul koji zadovoljava stanje uzlaznog lanca na podmodule. Tada svaki podmodul A(# B)
ima reduciranu primarnu dekompoziciju. Konkretno, svaki podmodul A(# B) konacno gene-
riranog modula B nad komutativnim Noetherinim prstenom R i svaki ideal (# R) od R ima
reduciranu primarnu dekompoziciju.

Dokaz. Neka je S skup svih podmodula od B koji nemaju primarnu dekompoziciju. Trebamo
pokazati da je S prazan. Ukoliko S nije prazan, tada sadrzi maksimalan element od C' prema
Teoremu 2.1. Kako C' nije primaran, postoji r € Rib € B\ C tako da je rb € C, ali
"B ¢ C za sve n > 0. Neka je B, = {z € B | r"z € C}. Tada je svaki B, podmodul od B
i By C By C ... Prema pretpostavci postoji £ > 0 takav da je B; = By, za ¢ > k. Neka je D
podmodul {z € B | z = r*y + ¢ za neke y € B,c € C}. Vrijedi C C By N D. Obrnuto, ako
g€ BN D, tada & = ¥y + e i #ae C, dijedi 7y = 5 (#%y) =r*(g =) ="z — e e C.
Dakle, y € By, = Bj. Dakle, v*y € C pa stoga z = rfy + ¢ € C . Prema tome je
B, ND C C paslijedi B,ND = C. Kako jeb € B, \ Cir*B ¢ C vrijedi, C # By # B i
C # D # B. Prema maksimumu od C' u S, D i By moraju imati primarnu dekompoziciju.
Dakle, C' ima primarnu dekompoziciju sto je kontradikcija. Prema tome, S je prazan i
svaki podmodul ima primarnu dekompoziciju. Posljedi¢no, svaki podmodul ima reduciranu
primarnu dekompoziciju. O

2.4. Noetherini prstenovi i moduli

U prvom dijelu ovog potpoglavlja bavit ¢emo se Noetherinim modulima koji zadovoljavaju
uvjet uzlaznog lanca. Iskazat i dokazat ¢emo Krullov teorem. Takoder, navest ¢emo i Na-
kayaminu lemu te nekoliko posljedica te leme. U drugom dijelu ovog potpoglavlja, koji ne
ovisi o prvom dijelu, iskazat ¢emo i dokazati Hilbertov teorem o bazi te teorem koji poka-
zuje da je R[[z]] komutativan Noetherinov prsten s jedinicom. Podsjetimo se, komutativan
prsten R je Noetherin ako i samo ako R zadovoljava maksimalni uvjet na (obostrane) ideale
(Definicija 2.2. i Teorem 2.1.).

Propozicija 2.2. [4, Theorem VIII.4.1.] Komutativan prsten R s jedinicom je Noetherin
ako i samo ako je svaki prost ideal od R konacéno generiran.

Dokaz. Vidjeti u [4]. O

Sada navedimo potrebne podatke za dokazivanje Krullovog teorema. Ako je B modul
nad komutativnim prstenom R, tada je I = {r € R | rb = 0 za svaki b € B} ideal od R.
Ideal I nazivamo anhilator od B u R.

Lema 2.1. [/, Lemma VIII.4.2.] Neka je B konacno generirani modul nad komutativnim
prstenom R s jedinicom i neka je I anhilator od B u R. Tada B zadovoljava uvjet uzlaznog
lanca na podmodulima ako i samo ako je R/I Noetherin.

Dokaz. Vidjeti u [4]. O

Ukoliko je I bilo koji ideal u prstenu R s jedinicom i B R-modul, tada je IB =
{3 ribi | rieI,b; € B,n € N} podmodul od B.

18



Lema 2.2. [4, Lemma VIII.4.3.] Neka je P prost ideal u komutativnom prstenu R s jedi-
nicom. Ako je C P primaran podmodul Noetherinovog R-modula A, tada postoji pozitivan
cijeli broj m takav da je P™A C C.

Dokaz. Neka je I anhilator od A u R i definirajmo prsten R = R/I. Oznacimo r + I € R
s7. Vrijedi I C {r € R|rA C C} C P te slijedi da je P = P/I ideal od R. Ai C su
R-moduli uz 7a = ra, gdje je r € R,a € A. Tvrdimo da je tada C' primarni R-podmodul
od A. Akojera € C,r € Ria € A\ C, tada je ra € C. Kako je C' primarni R-
podmodul, 7" A C C za neki n, slijedi da je 74 C C i C je R-primaran. Buduéi da je
{FeR|TACC, zanekik >0} ={FeR|r"AcCC}={feR|reP}=P Pije
prost ideal od R i C je P-primaran R-podmodul od A. Kako je R Noetherin, P je kona¢no

generiran. Neka su py,po, ..., ps, p; € P generatori od P. Za svaki i postoji n; takav da
je pi"A C C. Ako je m = n; +ng + --- + n,, tada prema Teoremima 1.3. i 1.5. vrijedi
P"AcCC. Tada P= P/IiIA =0 impliciraju da je P"A C C. O

Teorem 2.19. (Krull) [4, Theorem VIII.4.4.] Neka je R komutativan prsten s jedinicom, I
ideal od R i A Noetherin R-modul. Ako je B =(\,—, I"A, tada je IB = B.

Dokaz. Ako je IB = A, tada je A=1IB C B paslijedi B=A =1B. Ako je IB # A, tada
prema Teoremu 2.18. IB ima primarnu dekompoziciju: IB = A; N Ay N ... N A, gdje je
svaki A; P;- primarni podmodul od A za svaki prost ideal P, od R. Bududi da je IB C B,
trebamo pokazati da je B C A; za svaki ¢ kako bismo zakljucili da je B C IB pa stoga i
B = IB. Neka je i, 1 < i < s fiksan. Pretpostavimo da je I C P;. Prema prethodnoj lemi
postoji cijeli broj m takav da je P"*A C A;, odakle slijedi B = (), I"A C I™ A P/"A C A,.
Sada pretpostavimo I ¢ P;. Tada postoji r € I'\ ;. Ako je B ¢ A;, tada postoji b € B\ A;.
Budu¢idajerbe IB C A;, b ¢ A; i A; je primaran, tada je A C A; za neki n > 0. Stoga,
r € P; (bududi da je A; P;- primarni podmodul). Ovo je u kontradikeiji s izborom r € I'\ P;.
Dakle, B C A;. O

Lema 2.3. (Nakayama) [4, Lemma VIIL.}.5.] Ako je J ideal u komutativnom prstenu R s
jedinicom, tada su sljedeée tvrdnje ekvivalentne:

1. J je sadrzan u svakom maksimalnom idealu od R.

2. 1p — 7 je invertibilan za svaki j € J.

3. Ako je A konacno generirani R-modul takav da je JA = A, tada je A = 0.

4. Ako je B podmodul konacno generiranog R-modula A tokav da je A = JA+ B, tada je
A=B.

Dokaz. 1. = 2. Ako j € J i 1r—j nije invertibilan, tada ideal (1g — j) razli¢it od R (Teorem
1.11.) i stoga je sadrzan u maksimalnom idealu M # R (Teorem 1.9.). Kako 1 —j € M i
j € J C M impliciraju da je 1z € M dolazimo do kontradikcije. Dakle, 1z —j je invertibilan.
2. = 3. Kako je A konacno generiran, mora postojati minimalan skup X = {aq,as,...,a,}
koji generira A. Ako je A # 0, tada je a; # 0 minimalan. Buduéi da je JA = A, a; =
J1a1 + Jaag + - + Jnan (3; € J), vrijedi 1ga; = a; tako da je (1g — j1)a; = 0 ako je
n=11i(lg—ji)ay = joas + -+ + jpa, zan > 1. Kako je 1z — j; jedinica u R, a; =
(1r—71)"*(1r —j1)a1. Dakle, zan = 1 je a; = 0 $to je kontradikcija. Zan > 1, a; je linearna
kombinacija od as,as,...,a,. Dakle, {as,as,...,a,} generira A, sto je u kontradikciji s
izborom od X.

3. = 4. Kvocijentni modul A/B je takav da vrijedi J(A/B) = A/B pa slijedi A/B =0 i
A=B.

4. = 1. Ako je M maksimalni ideal, tada ideal JR + M sadrzi M. Vrijedi, JR+ M # R
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jer bi u suprotnosti bilo R = M. Prema tome, JR + M = M prema maksimalnosti. Dakle,
J=JRCM. d

Sada ¢emo navesti nekoliko posljedica Nakayamine leme.

Propozicija 2.3. [4, Proposition 8.4.6.] Neka je J ideal u komutativnom prstenu s jedini-
com. Tada je J sadrzan u svakom maksimalnom idealu od R ako i samo ako za svaki R-
modul A koji zadovoljava uvjet uzlaznog lanca na podmodule vrijedi (), J"A = 0.

Dokaz. ( = ) Za B =(),J"A, vrijedi JB = B. Buduéi da je B konatno generiran prema
Teoremu 2.4., tada je B = 0 prema Nakayama lemi.

( <= ) Pretpostavimo da je R # 0. Ako je M maksimalan ideal od R, tada je M # R i
A = R/M nenul R-modul koji nema prave podmodule (Teorem 1.17.). Stoga A zadovoljava
uvjet uzlaznog lanca, odakle je [, J"A = 0 prema pretpostavci. Kako je JA podmodul
od A, ili je JA = Aili JA=0. Ako je JA = A, tada je J"A = A za sve n. Dakle,
N, J"A = A # 0, sto je kontradikcija. Tada je JA = 0. Dakle, 0 = JA = J(R/M) implicira
dajeJCJRC M. O

Korolar 2.2. [}, Corollary VIII.4.7.] Ako je R Noetherin lokalni prsten s maksimalnim
idealom M, tada je (\,—, M™ = 0.

Dokaz. Vidjeti u [4]. O

Propozicija 2.4. [4, Proposition VIII.}.8.] Ako je R lokalni prsten, tada je svaki konacno
generirani projektivni R-modul slobodan.

Dokaz. Ako je P konac¢no generirani projektivni R-modul, tada prema Korolaru 1.2. postoji
slobodni R-modul F' s konaénom bazom i epimorfizam = : F' — P. Medu svim slobodnim
R-modulima s ovim svojstvom odaberimo onaj s bazom {z1,zs,...,z,} koji ima minima-
lan broj elemenata. Kako je 7 epimorfizam, {m(z1),7(22),...,7(x,)} nuzno generira P.
Pokazimo prvo da je K = Kerrm sadrzan u M F, gdje je M jedinstveni maksimalan ideal od
R. Za K ¢ MF postoji k € K takavdak ¢ MF. Sada je k = riz;+r9xo+- - -+7,2,,7; € R,
jedinstveno odreden. Bududéi da k ¢ MF, neki r;, recimo 7, nije element od M. Prema
Teoremu 1.15., r; je invertibilan pa vrijedi z; — r{'k = —r['ryzy — -+ — r7'raz,. Stoga,
buduéi da je k € Kerm, n(x1) = n(xy — ri'k) = 73, —ri'rixs) = Yoo, —ririm(xs).
Dakle, {m(xs),7(23),...,7(z,)} generira P. Ako je F’ slobodan podmodul od F s ba-
zom {xy,x3,...,x,} 1 @ : F' — P restrikcija od m na F’, tada je n’ epimorfizam. Ovo
je u kontradikciji s izborom baze minimalne kardinalnosti. Dakle, K C MF. Bududi
da je 0 - K S FLPSOLP je projektivan, tada je K & P = F po Teoremu
1.21. Iz izomorfizma (k,0) — k za sve k € K, slijedi da je F' unutarnja direktna suma
F=KeP, gdieje PP=P. Dakle, F = K+ P' ¢ MF + P'. Ako je u € F, tada
jeu =Y mu; +p; gdjesum; € M, v; € F, p € P'. Tada u R-modulu F/P’ vrijedi
u+ P =) muy+ P =), mv,+ P) e M(F/P') pa vrijedi M(F/P') = F/P'. Kako je
F konacno generiran, takav je i F//P’. Stoga vrijedi K = F'//P’ = 0 po Nakayaminoj lemi.
Dakle, P = P' = F'i P je slobodan. O

Zakljuéimo ovo poglvlje s dva teorema ¢iji dokazi su neovisni s prethodnim iskazima.

Teorem 2.20. (Hilbertov teorem o bazi) [4, Theorem VIII.4.9.] Ako je R komutativni No-
etherin prsten s jedinicom, onda je takav i R|xy, ..., %,].

20



Dokaz. Pokazat ¢emo samo da je R[z] Noetherin. Prema Teoremu 2.4. trebamo pokazati
da je svaki ideal J u R[z] kona¢no generiran. Neka je n > 0 te definirajmo I,, kao skup
svih r € R takvi da je r = 0 ili je vodedi koeficijent polinoma f € J stupnja n. Provjerimo
je li svaki I, ideal R. Ako je r nenul element od [, i f € J polinom stupnja n s vodeé¢im
koeficijentom r, tada je r takoder vodeéi koeficijent od z f, koji je polinom u J i stupnja je
n+1. Stoga vrijedi Iy C I; C I, C ... Buduéi da je R Noetherin, postoji cijeli broj ¢ takav da
je I, = I; za svaki n > t. Nadalje, prema Teoremu 2.4. svaki [,, je konacno generiran, gdje je
Iy = (TnysTngs -+ s Tniy) Zasvakir,,,0<n <til <j<i,nekaje f,, € J polinom stupnja
n s vodec¢im koeficijentom 7,,,. Primjetimo da je fo, = ro; € R C R[x]. Pokazimo da je ideal
J od R[r] konacno generiran skupom polinoma X = {f,, | 0 <n <1 < j <i,}. Vrijedi
(X) c J. Obrnuto, polinomi stupnja 0 u J su elementi od I i stoga su sadrzani u (X).
Nastavljajuéi induktivno, pretpostavimo da (X ) sadrzi sve polinome od J stupnja manjeg od
kineka g € J ima stupanj k i da mu je vodeci koeficijent » # 0. Ako je k <, tada je r € I,
1 stoga je r = s17%, + Sor, + -+ + s;,7i, za neki s; € R. Stoga polinom Z;k:l 8k € (X)
ima vodedi koeficijent r i stupnja k. Prema tome, g — Zj s;fr; ima stupanj najvise k — 1.
Prema pretpostavci indukcije g — >, s, fk; € (X), vrijedi g € (X). Ako je k > ¢, tada je

rely=1ILir=73" sm,, g jes; €R Nadalje, >7 s;z*7fy; € (X) ima vodedi
koeficijent 7 i stupanj k. Stoga g — > s;a* ' fi; ima stupanj najvise k — 1 i pripada (X)
prema pretpostavci indukcije. Prema tome, g € (X). Dakle, J = (X). O

Propozicija 2.5. [4, Theorem VIII.}.10.] Ako je R komutativni Noetherin prsten s jedini-
com, onda je takav i R[[x]].

Dokaz. Dovoljno je, prema Propoziciji 2.2. dokazati da je svaki prost ideal P u R[[z]]
konac¢no generiran. Definirajmo epimorfizam prstenova R[[z]] — R preslikavanjem svakog
f = >.2,az" na njegov konstantan ¢lan ag. Neka je P* slika od P ovog preslikavanja.
Tada je P* kona¢no generiran ideal u R, P* = (ry,72,...,7,). Za svaki r; odaberimo
fi € P s konstantnim ¢lanom r;. Ako je x € P, tvrdimo da je P generiran s ry,7s, ..., 7y, T.
Primjetimo ako je fp = rp + 3.2, a;2’, tada je ry = fi, — 2(3°72 aj4127) € P. Nadalje, ako
je g = Y bz’ € P, tada je by = sir1 + sara 4 -+ + s,7, za neki s; € R. Prema tome,
g — > », sir; ima konstantan clan jednak nuli, tj. ¢ — >, siri = zg1 (g1 € R][z]]). Stoga je
g=>,siri+xg 1P jegeneriran s ry,ry,...,m,, . Ako z ¢ P, tvrdimo da je P generiran s
fi, for- s fa € P. Zah =Y 2 c;z* € P vrijedi ¢g = tyry + tor2 + - - - + L1y, za neki t; € R.
Dakle, h — "7 tif; = zh* za neki h* € R][z]]. Buduéida = ¢ P, zh* =h =) . t;fi € P
i P je prost, imamo h* € P. Za svaki h € P, odaberimo t; € R i h* € P tako da je
h =" tifi + zh*. Neka je A : P — P preslikavanje definirano s h — h*. Neka je g bilo
koji element od P. Tada prema Teoremu o rekurziji imamo funkciju ¢ : N — P tako da je
#(0) =gig(k+1) = A¢(k)) = ¢(k)*. Neka je ¢(k) = hy, € R[[x]] i oznacimo s t;; prethodno
odabrane elemente iz R tako da je hy, = > 0 tyifi +xhl = D> 0 trifi + Thyr. Za svaki 4,
1 <i<mnnekaje g; =Y potriz” € R[[z]]. Tada vrijedi,

afitgfot---+ogufn= ZL(Z?’ZO tkixk)fi = Z:O:O(Z?:l tkifi)xk = Z;o:[)(hk _xhk+1>$k-
Prema tome, za svaki m > 0 koeficijent uz 2™ u g1 f1 + g2 fo+- - -+ gn fn je isti kao i koeficijent
uz z™ u y ;o (kg — zhyir)z®. Bududi da je Y i (hx — zhiy1)z® = kg — 2™ Ry
g — 2™ h,, 1, tada koeficijent uz ™ u fig1 + foga + - -+ + fagn je upravo koeficijent uz x
ug. Dakle, g=g:1fi +g2fo+ -+ gnfu 1 f1, fo,- .., fn generiraju P.

O 3
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2.5. Prosirenja prstenova

U prvom dijelu potpoglavlja definirat ¢emo prosirenje prstena te ¢emo navesti bitna svojstva
cijelih prosirenja. Drugi dio ovog potpoglavlja odnosi se na proucavanje odnosa izmedu
prostih ideala u prstenovima R i S, gdje je S prosirenje prstena R. U ovom potpoglavlju svi
prstenovi su komutativni s jedinicom.

Definicija 2.9. [4, Definition VIII.5.1.] Neka je S komutativan prsten s jedinicom i R
potprsten od S koji sadrzi 1g. Tada za S kaZemo da je prosirenje prstena R.

Primjer 2.5. Svako prosirenje polja F' od K je prosirenje prstenal. Ako je R komutativan
prsten s jedinicom, tada su R[xy,xs,...,x,] © R[[z]] prosirenja prstena R. Prsten cijelih
brojeva nije prosirenje potprstena parnih cijelih brojeva P jer P ne sadrzi 1.

Definicija 2.10. [4, Definition VIII.5.2.] Neka je S prosirenje prstena R i s € S. Ako
postoji normirani polinom f(z) € R[z| takav da je s korijen od f (tj. f(s) = 0), tada
kazemo da je s cijeli nad R. Ako je svaki element iz S cijeli nad R, tada se za S kaZe da je
cijelo prosirenje od R.

Primjer 2.6. Svako algebarsko prosirenje polja F' od polja K je cijelo prosirenje prstena.
Prsten R je cijeli nad samim sobom buduéi je r € R korijen od x —r € Rlz|. U prosirenju Z
s poljem realnih brojeva R, 1/\/§ je algebarski nad Z buduéi je korijen od 322 — 1, ali 1/\/§
nije cijeli nad Z. Takoder, 1/\/3 je cijeli nad poljem racionalnih brojeva Q.

Neka je S prosirenje prstena R i X podskup od S. Kazemo da je presjek svih potprstena
od S koji sadrze X U R potprsten od S generiran s X nad R, te oznacavamo s R[X]. R[X]
sastoji od svih elemenata f(si,...s,),n € N, f € Rlxy,...,x,] 1 s; € X. Posebno, za bilo

koji s1,...,s € S potprsten generiran s sp,...,s; nad R, u oznaci s R[si, ..., s, sadrzi
sve elemente f(s1,...,8),f € Rlxy,...,x¢]. Rl[s1,...,s] ne mora biti izomorfan prstenu
Rlx1,...,x¢). Za svaki ¢,1 < i < t, vrijedi R]sy,...,s;_1)[si] = Rls1,...,s:]. Kako je
R[s1,..., s prsten koji sadrzi R, R][sy,..., s je R-modul. Takoder vrijedi, svaki modul nad
R[s1,..., s je ujedno i R-modul.

Teorem 2.21. [4, Theorem VIII.5.3.] Neka je S prosirenje prstena R i s € S. Tada su
sljedecée tvrdnje ekvivalentne:

1. s ge cigeli nad R,

2. R[s| je konacno generirani R-modul,

3. postogi potprsten T od S koji sadrzi 1s i R[s| koji je konacno generiran kao R-modul.

Dokaz. Vidjeti u [4]. O

Korolar 2.3. [/, Corollary VIIL.5.4.] Ako je S prosirenje prstena R i S konacéno generiran
kao R-modul, tada je S cijelo prosirenje od R.

Dokaz. Vidjeti u [4]. O

Dokazi sljede¢ih tvrdnji ovise o sljede¢em: Ako su R C S C T prstenovi tako da je T’
konacno generirani S-modul i S je konacan generirani R-modul, tada je T' konacno generirani
R-modul.

Teorem 2.22. [/, Theorem VIIL.5.5.] Ako je S prosirenje prstena R i s1,S9,...,5 € S
cijeli nad R, tada je R[sy, Sa, ..., S| konacno generirani R-modul i cijelo proSirenje prstena

1%
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Dokaz. Vrijedi iduée: R C R[s1] C Rl[s1,s2] C ... C R[s1,S2,...,5]. Za svaki i, s; je cijeli
nad R i prema tome cijeli nad R[s1, ..., s;_1]. Buduéida je R[sq,...,s;] = R[s1,...,si_1][si],
R[s1,...,s;] je konaéno generirani modul nad R]sy,...,s;_1] po Teoremu 2.21. Primjenom
prethodne napomene dobivamo da je Rlsi,...,s,] konacno generirani R-modul. Dakle,
R[s1, ..., sy, je cijelo prosirenje prstena R prema prethodnom korolaru. O

Teorem 2.23. [4, Theorem VIII.5.6.] Ako je T cijelo prosirenje prstena S i S cijelo
prosirenje prstena R, tada je T cijelo prosirenje prstena R.

Dokaz. Neka je T prosirenje prstena R. Ako je t € T, tada je t cijel nad S i prema tome
korijen nekog polinoma f € S[z] kojemu je vodeéi koeficijent 1, primjerice f = Y i sz
Kako je f takoder polinom nad prstenom R[sg, s1,. .., S,_1], t je cijel nad R[sg, s1,. .., Sn_1].
Prema Teoremu 2.21. R][so, ..., s,—1][t] je kona¢no generirani R|[so, ..., s,_1] - modul. Kako
je S cijeli nad R, Rlso,...,S,_1] je konacno generirani R-modul prema Teoremu 2.22. Na-
pomena koja prethodila Teoremu 2.22 pokazuje da je

R[So, o o v iy Sn_l][t] = R[SQ, oo g Syl t]

konac¢no generirani R-modul. Buduéi da je R[t] C R[so,...,Sn_1,t], t je cijeli nad R po
Teoremu 2.21. 0

Teorem 2.24. [}, Theorem VIII.5.7.] Neka je S prosirenje prstena R i neka je R skup svih
elemenata od S koji su cijeli nad R. Tada je R cijelo prosirenje prstena R koje sadrzi svaki
potprsten od S koji je cijeli nad R.

Dokaz. Ako su s,t € R, tada su s,t € R[s, ] pa slijedi da je t —s € R[s,t] i ts € R][s,1].
Neka su s i ¢ cijeli nad R tako da je R[s,t] prsten. Nadalje vrijedi t —s € Rits € R. Prema
tome, R je potprsten od S. R sadrzi R jer je svaki element od R trivijalno cijeli nad R.
Deﬁmcua od R osigurava da je R cijeli nad R i sadrzi sve potprstene od S koji su cijeli nad

R. O

Ako je S prosirenje prstena R, tada prsten R iz prethodnog teorema nazivamo cijeli
zatvarac od R u S. Ukoliko je R = R, tada se za R kaze da je cijelo zatvoren u S.

Napomena 2.4. [/, Remarks, str. 397]

1. Kako je 1p € R C R S je prosirenje prstena R. Teoremi 2.23. i 2.24. impliciraju da je
R cijelo zatvoren u S.

2. Pogmowi cigelih zatvaraca i cijelih zatvorenih prstenova se odnose na prsten R i odredeno
prosirenje S. Stoga ne mozZemo reéi da je R cijelo zatvoren ukoliko nije specificirano prosirenje
S. Medutim, u jednom sluc¢aju nije potrebno specificirati prosirenje S. Za integralnu domenu
R kaze se da je cijelo zatvorena pod uvjetom da je R cijelo zatvorena u svom polju kvocijenata.

Primjer 2.7. 1. Integralna domena Z je cijelo zatvorena (u svom polju kvocijenata Q).
2. Z nige ciyelo zatvoren u polju kompleksnih brojeva jer je i € C cijel nad Z.
3. Svaka domena jedinstvene faktorizacije je cijelo zatvorena.

4. Neka je F polje. Prsten polinoma Flxy, ..., x,] je cijelo zatvoren u svom polju kvocijenata
2 G o

Teorem 2.25. [/, Theorem VIII.5.8.] Neka je T multiplikativni podskup integralne domene
R tako da je 0 ¢ T. Ako je R cijelo zatvorena, tada je T™'R cijelo zatvorena integralna
domena.

Dokaz. Vidjeti u [4]. O
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U idu¢em dijelu potpoglavlja raspravljamo o odnosima izmedu (prostih) ideala u prste-
nima R i S, gdje je S prosirenje prstena R.
Ako je S prosirenje prstena R i I(# S) ideal od S, tada vrijedi:
1.INEK # Ri
2. INR je ideal od R kojeg nazivamo kontrakcija od I na R i kazemo da [ lezi nad J.
Ako je @ prost ideal u S, gdje je S prosirenje prstena R, tada je kontrakcija @ N R od @
na R prost ideal od R. Neka je P prost ideal u R. Pitamo se, postoji li prost ideal @ u
S koji lezi nad P? Jedan od kontraprimjera je prosirenje Z poljem Q. Djelomi¢no rjesenje
problema daje iduéi teorem.

Teorem 2.26. [/, Theorem VIII.5.9.] Neka je S cijelo prosirenje prstena R i P prost ideal
od R. Tada postoji prost ideal QQ u S za koji vrigedi Q N R = P.

Dokaz. Buduéi da je P prost, R\ P je multiplikativni podskup od R, a time i multiplikativni
podskup od S. Ocigledno da 0 ¢ R\ P. Prema Teoremu 2.7. postoji ideal @ od S koji je
maksimalan u skupu svih ideala I od S tako da je I N (R \ P) = (. Nadalje, svaki takav
ideal @ je prost u S. Vrijedii QN R C P. Za QN R # P, odaberimo u € P takav da u ¢ Q.
Tada ideal @ + (u) u S sadrzi Q. Prema maksimalnosti postoji ¢ € (@ + (u)) N (R \ P),
c=q+su, q € Q,s € S. Bududi da je s cijeli nad R, postoje ro,71,...,m—1 € R takvi da je
S+ 1 18"+ s+ 19 = 0.
Ako pomnozimo prethodnu jednakost s u™ dobivamo

(su)™ + rp_qu(su)™t + - 4+ riu"(su) + rou™ = 0.

Kako je su = ¢ — ¢, Binomni teorem 1.4. implicira da je v = ¢" +r,_juc™ 4+ -+ +rju" e+
rou™ € Q. Takoder, v € R i stoga je v € RN C P. Nadalje, u € P iv € P impliciraju da
je ¢ € P. Bududi da je P prost, ¢ mora biti u P, sto je kontradikcija. O

Idudi korolar slijedi iz prethodnog teorema.

Korolar 2.4. [4, Corollary VIII.5.10.] Neka je S cijelo prosirenje prstena R i Py, P prost
ideal u R tako da je Py C P. Ako je Q1 prost ideal od S koji se nalazi nad Py, tada postoyi
prost ideal QQ od S takav da je Q1 C Q 1 Q se nalazi nad P.

Teorem 2.27. [}, Theorem VIII.5.11.] Neka je S cijelo prosirenje prstena R i P prost ideal
u R. Ako su Q 1 Qq prosti ideali u S tako da je Q1 C Q i oba Q i Q1 se nalaze nad P, tada

je Q = Q1.

Dokaz. Dovoljno je pokazati da ako je @ prost ideal u S takav da je @ N R = P, tada je
@ maksimalan u skupu A svih ideala I u S sa svojstvom I N (R\ P) = 0. Ako @ nije
maksimalan u A, tada postoji ideal I u S tako da vrijedi

QSIiln(R\P)=0.

Prema tome, INR C P. Odaberimo u € I'\ Q. Buduéi da je u cijeli nad R, skup normiranih
polinoma f € R[x] takvih da vrijedi degf > 11 f(u) € Q je neprazan. Odaberimo takav
polinom f najmanjeg stupnja, primjerice f = >""  r;z;. Tada iz

U+ ™t rut+ o€ Q C
slijedire INRC P=QNR C Q. Stoga vrijedi
wu™ Ut e ru 1) € Q.
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Po minimalnosti stupnja f, (u" '+ 7, u" 2+ -+ 1) ¢ Q. Kako u ¢ Q, slijedi da @ nije
prost ideal, $to je u suprotnosti s nasom pretpostavkom. Ovo je u kontradikciji buduéi da
je @ prost (Teorem 1.7.). Dakle, @ je maksimalan u S. O

Teorem 2.28. [/, Theorem VIIL.5.12.] Neka je S cijelo prosirenje prstena R i neka je Q
prost ideal w S koji se nalazi nad prostim idealom P u R. Tada je Q maksimalan u S ako i
samo ako je P maksimalan u R.

Dokaz. Pretpostavimo da je @@ maksimalan u S. Prema Teoremu 1.9. postoji maksimalan
ideal M od R koji sadrzi P. Prema Teoremu 1.10. je M prost. Korolar 2.4. tvrdi da
postoji prost ideal @' u S takav da je @ C Q' i Q" se nalazi nad M. Buduéi da je @’
prost, vrijedi @' # S. Maksimalnost od @ implicira da je Q@ = @', odakle slijedi da je
P=QNR=Q NR= M. Dakle, P je maksimalan u R.

Nasuprot tome, pretpostavimo da je P maksimalan u R. Kako je @ prost u S, Q # S te
postoji maksimalan ideal N od S koji sadrzi @ (Teorem 1.9.). Prema Teoremu 1.10. je N
prost pa vrijedi 1z = 15 ¢ N. Kako je P=RNQ C RN N & R, po maksimalnosti mora
vrijediti P = RN N. Dakle, @ i NV oba leze nad P i Q C N. Stoga, Q@ = N prema Teoremu
2.27. O

2.6. Dedekindove domene

U ovom potpoglavlju ispitujemo klasu Dedekindovih domena koje su vrlo vazne u teoriji
algebarskih krivulja i algebarskoj teoriji brojeva.

Iduc¢a definicija je motivirana idu¢im c¢injenicama: prema Lemi 1.1. je svaki glavni ideal
domene D Noetherin. Prema tome, svaki ideal (# D) ima primarnu dekompoziciju.

Definicija 2.11. [/, Definition VIIL.6.1.] Dedekindova domena je integralna domena R u
kojoj je svaki ideal (# R) produkt konacnog broja prostih ideala.

Napomena 2.5. Prethodno smo naveli da je svaka domena glavnih ideala Dedekindova.
Medutim, obrat me vrijedi, tj. postoji Dedekindova domena koja nije domena glavnih ideala.

Da bi pokazali da je svaka Dedekindova domena zapravo Noetherin moramo uvesti pojam
kvocijentnog ili frakcionalnog ideala.

Definicija 2.12. [/, Definition VIIL.6.2.] Neka je R integralna domena s poljem kvocijenata
K. Kwvocijentni ideal od R je R-podmodul I od K takav da je al C R za neki nenul a € R.

Primjer 2.8. Svaki nenul ideal I u integralnoj domeni R je R-podmodul od R, a samim

time i kvocijentni ideal od R. Obrnuto, svaki kvocijentni ideal od R koji je sadrZan od R je
obicni ideal od R.

Napomena 2.6. [4, Remark, str. 401] Ako je I kvocijentni ideal integralne domene R i
al C R,a € R, tada je al ideal u R 1 preslikavanje I — al dano s x — ax je izomorfizam
R-modula.

Teorem 2.29. [/, Theorem VIII.6.3.] Ako je R integralna domena s poljem kvocijenata K,

tada je skup svih kvocijentnih ideala v R komutativan monoid s jedinicom R i mnoZenjem
danim s IJ = {37  a;b;|la; € I,b; € J,n € N}.

Dokaz. Vidjeti u [4]. O
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Kazemo da je kvocijentni ideal I integralne domene R je invertibilan ako je I.J = R za
neki kvocijentni ideal J od R. Dakle, invertibilni kvocijentni ideali su oni koji imaju inverze
u monoidu svih kvocijentnih ideala.

Napomena 2.7. [/, Remarks, str. 402/

1. Inverz invertibilnog kvocijentnog ideala I je jedinstven te ga definiramo kao I™' = {a €
K | al C R}. Za svaki kvocijentni ideal vrijedi 7' = II=" C R. Ako je I invertibilan i
IJ = JI = R, tada vrijedi da je J C I=*. Obratno, kako su I=' i J R-podmoduli od K,
7= RI* ={Ji{ = JdIYyc JBR=BJ C J, sijeds do jo F = F2.

2. Ako su A, B, I kvocijentni ideali od R takvi da je IA = IB i I invertibilan, tada je
A=RA=({TJA=FIB)= RB =B.

3. Ako je I obican ideal u R, tada je R C 171,

Primjer 2.9. Svaki nenul glavni ideal u integralnoj domeni R je invertibilan.
Neka je K polje kvocijenata od R i I = (b),b# 0 te neka je J = Rc C K,c = 1g/b. Tada je
J kvocigentni ideal od R takav da je IJ = R.

[dudi rezultati pokazuju neke ¢injenice o invertibilnim kvocijentnim idealima.

Lema 2.4. [, Lemma VIIL.6.4.] Neka su I,1,..., I, ideali u integralnoj domeni od R.
Tada vrijedi:

1. Ideal I 15 - - - I,, je invertibilan ako i samo ako je svaki I; invertibilan.

2. Ako je PPy~ Py, = I = Q1Q2 -+ Qun, gdje su P, i Q); prosti ideali u R i svaki P; je
invertibilan, tada je m =n 1 P, = Q; za svakit=1,2,...,m.

Dokaz. 1. Ako je J kvocijentni ideal takav da je J(I;---I,) = R, tada za svaki j =1,2,...n
vrijedi, I;(JI; -+ I;_1141--- I,) = R pa je tada I; invertibilan. Obratno, ako je I; inverti-
bilan, tada je (Iy--- I,)(I;*--- I7') = R pa slijedi da je I - - - I,, invertibilan.

2. Dokaz provodimo indukcijom po m. Za m > 1, odabiremo P;, npr. P;, tako da P, ne
sadrzi P, 284 = 2, ... 1. Vrijedi, @1« 0y = Py +=- B, € P 1 P je neki prost €5, npr.
Q1 i on je sadrzan u P; (Definicija 1.11.). Sliéno, P;--- P, = Q1---Q, C Q1, P, C Q1 za
neki ¢. Stoga je P, C Q1 C P;. Po minimalnosti od P, imamo P; = @)1 = P;. Bududi da
je P, = @ invertibilno, prethodna napomena pod 2. implicira PoPs - -+ P,, = Q2Q3 - Q..
Dakle, prema pretpostavci indukcije m =ni P, =Q;zai=1,2,... ,m. O

Primjer prije Leme 2.4. i Teorem 1.12. pokazuju da je svaki nenul prost ideal u domeni
glavnih ideala maksimalan i invertibilan.

Teorem 2.30. [4, Theorem VIII.6.5.] Ako je R Dedekindova domena, tada je svaki nenul
prost ideal od R invertibilan i maksimalan.

Dokaz. Najprije pokazimo da je svaki invertibilan prosti ideal P maksimalan. Ako je a €
R\ P, moramo pokazati da je ideal P+ Ra s P i a jednak R. Ako P+ Ra # R, tada buduci
da je R Dedekindova domena, postoje prosti ideali P; i Q; takvi da vrijedi

P+Ra=PP---PniP+Ra>=0QQs - Qn.

Neka je 7 : R — R/ P kanonski epimorfizam i razmotrimo glavne ideale u R/ P koji generiraju
redom 7(a) i w(a?). Vrijedi

(m(a)) = w(Pr) - m(Pm) i (m(a?)) = 7(Q1) - - 7(Qn)-
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Buduéida je Kerm = P C P;i P C Q; za svaki 4, ideali m(P;) i m(Q;) su prosti u R/P. Kako
je prema Teoremu 1.8. R/P integralna domena, svaki glavni ideal u R/P je invertibilan.
Prema tome, 7(P;) i m(Q;) su invertibilni prema Lemi 2.4. Buduéi da je

m(Q1) - 7m(Qn) = (7(a?)) = (n(a))? = 7(P1)* - 7(Pn)?,

Lema 2.4. implicira n = 2m i 7(B;) = 7(Qa) = 7(Q2i—1) zai=1,2,...,m. Iz Kerm = P C
P,i P C Qjzasvakit,j, je
P, =n"Yn(B)) =7 Y 7(Qu)) = Qu

iisto tako P; = Qq;_1 za i = 1,2,...,m. Stoga, P+ Ra?> = (P + Ra)> i P C P+ Ra® C
(P+ Ra)> C P24+ Ra. Zab=c+ra € P,c € P>,r € Rjera € P. Dakle, r € P jer je
P prost i a ¢ P. Nadalje, P C P?+ Pa C P, sto implicira P = P> 4+ Pa = P(P + Ra).
Kako je P invertibilan, R = P™'P = P'P(P + Ra) = R(P + Ra) = P + Ra, §to nije
moguce. Dakle, svaki invertibilan prost ideal P je maksimalan. Sada pretpostavimo da je
P svaki nenul prost ideal u R i da je ¢ nenul element iz P. Tada je (¢) = PiPy--- P, za
neke proste ideale P;. Za PPy --- P, = (¢) C P, imamo za neki k, P, C P. Glavni ideal (c)
je invertibilan pa stoga i P. U prvom dijelu dokaza je P, maksimalan pa vrijedi P, = P.
Dakle, P je maksimalan i invertibilan. O

Lema 2.5. [4, Lemma VIII.6.6.] Ako je I kvocijentni ideal integralne domene R s poljem
kvocijenata K i f € Hompg(I, R), tada za sve a,b € I vrijedi af(b) = bf(a).

Dokaz. Nekajea=r/sib=v/t, gdjesur,s,v,t € R;s,t #0. Tada vrijedi sa =ritb= .
Stoga sab = rb € I i tab = va € I. Dakle, sf(tab) = f(stab) = tf(sab) € R. Prema tome,
af (b) = saf(8)/s = f(sab)/s = f(tab) /i = tbf(a)/t = b} (a). 0

Lema 2.6. [4, Lemma VIII.6.7.] Svaki invertibilan kvocijentni ideal integralne domene R s
poljem kvocijenata K je konacno generirani R-modul.

Dokaz. Kako je I"'I = R, postoje a; € I™', b; € I takvida je 1g = Y a;b;. Zac € ]
vrijedi ¢ = Y (ca;)b;. Nadalje, svaki ca; € R jer je a; € 7' = {a € K | al C R}. Stoga
je I generiran kao R-modul pomoéu by, ..., b, (Teorem 1.16.). O

Ve¢ smo naveli da je svaki nenul ideal I u domeni glavnih ideala D invertibilan. Takoder
je I izomorfan D kao D-modul (Teorem 1.16.). Prema tome, I je slobodan i stoga projektivan
D-modul.

Teorem 2.31. [/, Theorem VIII.6.8.] Neka je R integralna domena i I kvocijentni ideal od
R. Tada je I invertibilan ako i samo ako je I projektivni R-modul.

Dokaz. (=) Prema Lemi 2.6. i Teoremu 1.16., I = Rb; + ---+ Rb,, b; € I i 1z =
Yo abi,a; € I7'. Neka je F slobodan R-modul s bazom ey, ..., e,. Preslikavanje 7 : F — I
definirano s e; — b; je R-modul epimorfizam (Teorem 1.19.) i postoji kratak egzaktan niz
0 = Kerm > F — I — 0. Definirajmo ¢ : I = F, ¢(c) = caje; + - - + capen, ¢ € I tako
da je ¢ R-modul homomorfizam i da vrijedi 7{ = 1;. Posljedi¢no, prethodni se egzaktni
niz cijepa i I je direktna suma slobodnih R-modula (Teorem 1.18.). Dakle, I je projektivan
prema Teoremu 1.21.

(<) Neka je X = {b; | j € J} skup nenul generatora projektivnog R-modula I. Neka je
by € X fiksan. Nadalje, neka je F' slobodan R-modul s bazom {e; | j € J}igp: F' — I, e; — b;
epimorfizam R-modula (Teorem 1.19.). Kako je I projektivan, postoji homomorfizam R-
modula ¢ : I — F tako da je ¢3p = 1;. Za svaki j € J, nekajem; : F = R, e; = R
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kanonska projekcija koja preslikava ). re; € F na r; € R. Zatim, za svaki j preslika-
vanje 0; = mj1p : I — R je homomorfizam R-modula. Neka je ¢; = 6,(by). Za svaki
c €1, cc; = cbi(by) = bobj(c) prema Lemi 2.5., odakle u polju kvocijenata K od R vrijedi
c(cj/bo) = cc; /by = bob;(c) /by = 0;(c) € R. Stoga

cj/bp € "' ={a€ K | al C R}.
Prema tome, za bilo koji c € 1

P(e) =D ien Oilc)e; = 3. clei/bo)es,
gdje je J; konacan podskup {j € J | 6;(c) # 0}. Dakle, za svaki nenul ¢ € I,

c=¢Y(c) = d)(ZjeJl c(cj/bo)ej) = Zjejl c(cj/bo)b; = C(Zjejl(cj/bo)bj>7
odakle 1p = 7. (¢j/bo)bj, cj/bo € I7'. Slijedi, R C I"'I. Kako je I"'I C R vrijedi
R =T17'1. Dakle, I je invertibilan. O

Za navodenje karakterizacija Dedekindovih domena potrebno je uvesti jos jedan pojam,
prsten diskretne valuacije. To je domena glavnih ideala koja sadrzi jedinstven nenul
prost ideal.

Lema 2.7. [}, Lemma VIIL.6.9.] Ako je R Noetherin cijelo zatvorena integralna domena
koja sadrzi jedinstven menul prost ideal, tada je R prsten diskretne valuacije.

Dokaz. Pokazimo da je svaki pravi ideal u R glavni. Za to su potrebne iduce tvrdnje koje
se dokazuju u nastavku:

1. Neka je K polje kvocijenata od R. Za svaki kvocijentni ideal I od R skup I = {a €
K | aI C I} jednak je upravo R,

LRS P,

3. P je invertibilan,

4. Npen P* =10,

5. P je glavni.

Pretpostavimo da vrijedi 1. - 5. te neka je I bilo koji odgovarajuéi ideal od R. Tada je I
sadrzan u nenul maksimalnom idealu M od R (Teorem 1.9.) koji je nuzno prost (Teorem
1.10.). Prema jedinstvenosti M = P, slijedi I C P. Kako je prema 4. N,enP™ = 0, m
najvedi cijeli broj takav da vrijedi I ¢ P™iI ¢ P™. Odaberimo b € I — P™*. Bududéi
da je prema 5. P = (a),a € R, vrijedi P™ = (a)™ = (a™). Kako je b € P™, tada je b = ua™.
Nadalje, v ¢ P = (a). Prema tome, u je invertibilan u R. Stoga prema Teoremu 1.11.
P = (a™) = (ua™) = (b) C I, odakle je I glavni ideal P™ = (a™).

1. Vrijedi R C I. Prema Napomeni 2.7. vrijedi da je I potprsten od K i kvocijentni ideal od
R, odakle je I izomorfizam u idealu od R. Dakle, buduéi da je R Noetherin, I je konacno
generiran (Teorem 2.4.). Teorem 2.21. (za T = I) implicira da je svaki element iz I cijeli
nad R. Prema tome, I C R buduéi da je R cijelo zatvorena. Dakle, I = R.

2. Podsjetimo se da je R C J~' za svaki ideal J u R. Neka je F skup svih ideala J u
R tako da je R G J~'. Bududi da je P odgovarajudi ideal (Definicija 1.11.), svaki nenul
element iz P nije jedinica prema Teoremu 1.11. Ako je J = (a),0 # a € P, tada je
lg/a € J7', ali 1g/a ¢ R pa slijedi R G J~'. Dakle, F nije prazan. Bududi da je R
Noetherin, F' sadrzi maksimalan element od M (Teorem 2.1.). Tvrdimo da je M prost ideal
od R. Za ab € M,a,b € Ria ¢ M, odaberimo c € M~'\ R. Tada je c(ab) € R pa slijedi
be(aR+ M) C Ribc € (aR+ M)~!. Dakle, bc € R (inace, aR+ M € F je u kontradikeiji
s maksimalnoséu od M). Prema tome, ¢(bR + M) C R i dakle ¢ € (bR + M)~'. Kako
¢ ¢ R, maksimalnost od M implicira bR + M = M pa slijedi da je b € M. Stoga je M prost
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prema Teoremu 1.7. Kako je M # 0, zbog jedinstvenosti moramo imati P = M. Dakle,
RCM =P

3. Vrijedi P € PP~ C R. Vidjeli smo da je P jedinstveni maksimalni ideal u R pa odatle
slijedi P = PP~'ili PP~ = R. Ako je P = PP~ tadaje P! C Piprema 1.i2. je
R < P7' C P =R sto je kontradikcija. Dakle, PP~' = R i P je invertibilan.

4. Ako je N,enP™ # 0, tada je N,enP™ kvocijentni ideal od R. Iskoristimo ¢injenicu da je
P! C NpenPn. Tada prema 1.1 2. vrijedi R ; P! C NuenP™ = R sto je kontradikcija.

5. Postoji a € P takav da a ¢ P? (inace, P = P? pa slijedi N,enP™ = P # 0 $to je
kontradikcija prema 4.). Tada je aP~* nenul ideal u R takav da aP~' ¢ P (inace, a € aR =
aP~1P C P?). U prvom dijelu dokaza pokazano je da svaki pravi ideal u R sadrzan u P, a
odatle je aP~! = R. Stoga prema 3., (a) = (a)R = (a)P7'P = (aP™" )P =RP = P. O

Definicija 2.13. /3, Definicija 1.8.2] Neka je R komutativni prsten i neka je S C R, ne-
prazan multiplikativni podskup u R koji mema djelitelja nule. Lokalizacija od R po S je
komutativni prsten Rg s jedinicom i injektivni homomorfizam prstenova ¢ : R — Rg takav
da za sve a € Rg postojib € R i c € S takav da je ¢(c) invertibilan u Rs i a = ¢(b)o(c)'.

Teorem 2.32. [/, Theorem VIII.6.10.] Neka je R integralna domena. Sljedece tvrdnje su
ekvivalentne:

1. R je Dedekindova domena,

2. svaki pravi ideal w R se moZe na jedinstven nacin prikazati kao produkt konacnog broja
prostih ideala,

3. svaki ideal razlicit od nule uw R je invertibilan,

svaki kvocijentni ideal od R je invertibilan,

skup svih kvocigentnih ideala od R je grupa obzirom na mmnoZenje,

svaki ideal u R je projektivan,

svaki kvocijentni ideal od R je projektivan

R je Noetherin, cijelo zatvoren i svaki prost ideal razli¢it od nule je maksimalan,

9. R je Noetherin i za svaki primarni ideal razli¢it od nule P od R, lokalizacija Rp od R u
P je prsten diskretne valuacije.

Sl I

Dokaz. Pokazat ¢emo samo neke ekvivalencije.

4. = 5. Svaki ideal od R je invertibilan prema 4. i prema tome konac¢no generiran prema Lemi
2.6. Stoga je R Noetherin prema Teoremu 2.4. Neka je K polje kvocijenata od R. Ako je
u € K cijeli nad R, tada je R[u] kona¢no generiran R-podmodul od K prema Teoremu 2.21.
Takoder, Primjer 2.8. pokazuje da je R[u| kvocijentni ideal od R. Stoga je R[u| invertibilan
prema 4. Dakle, bududéi da je

Rlu]R[u] = Rlu], Rlu] = RR[u] = (R[u]~' Ru])R[u] = Rlu]"'Rlu] = R,

slijedi da je u € R. Prema tome, R je cijelo zatvoren. Ako je P nenul prost ideal u R, tada
postoji maksimalan ideal M od R koji sadrzi P (Teorem 1.9.). M je invertibilan prema 4.
Prema tome, M 1P je kvocijentni ideal od R s M~'P C M~'M = R pa slijedi da je M 1P
ideal u R. Budué¢i da je M(M~'P)=RP =P iP prostilije M C Pili M~'P C P. Ako je
M='Pc P,tadaje RC M™'=M'R=M"1PP~! c PP C R odakle slijedi M~ = R.
Dakle, R= MM~ = MR = M, §to je kontradikcija s pretpostavkom da je M maksimalan.
Prema tome, M C P istoga M = P. Dakle, P je maksimalan.

8. = 9. Rp je cijelo zatvorena integralna domena prema Teoremu 2.25. Prema Lemi 1.2.
svaki ideal u Rp je oblika Ip = {i/s | i € I,s ¢ P}, gdje je I ideal od R. Buduéi da je svaki
ideal od R konac¢no generiran prema 8. i Teoremu 2.4., slijedi da je svaki ideal od Rp konacno
generiran. Prema tome, Rp je Noetherin prema Teoremu 2.4. Prema Teoremu 1.14., svaki
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nenul prost ideal od Rp je oblika Ip, gdje je I nenul prost ideal od R koji je sadrzan u P.
Kako je prema 8. svaki nenul prost ideal od R maksimalan, Pp mora biti jedinstveni nenul
prost ideal u Rp. Dakle, Rp je diskretna vrijednost prstena prema Lemi 2.7.

9. = 1. Prvo pokazimo da je svaki ideal I # 0 invertibilan. I1~! je kvocijentni ideal od
R sadrzan u R (Napomena 2.8.) pa slijedi da je IT~! ideal u R. Za II™' # R postoji
maksimalan ideal M koji sadrzi I1-! (Teorem 1.9.). Kako je M prost (Teorem 1.10.), ideal
Iy u Ry je glavni prema 9. i neka je Iy = (a/s),a € I,s € R\ M. Buduéi da je R
Noetherin, I je kona¢no generiran i neka je I = (by,...,b,). Za svaki i, b;/Ir € I, odakle
u Ry, bi/Ig = (ri/s;)(a/s) za neke r; € Ris; € R\ M. Prema tome, s;sb; = r;a € I.
Neka je t = ssy---s,. Kako je R\ M multiplikativno, ¢ € R\ M. U polju kvocijenata
od R imamo za svaki ¢, (t/a)b; = tb;/a = s1-++8;_ 1811 Sa7; € R pa vrijedi t/a € 7.
Prema tome, ¢ = (t/a)a € "' C M, &to je kontradikcija s ¢injenicom da je t € R\ M.
Stoga, II=! = R i I je invertibilno. Za svaki ideal I # R od R odaberimo maksimalni
ideal M; od R tako da I € M; & R. Za I = R neka je Mp = R. Tada je IM;?
kvocijentni ideal od R te vrijedi IM;' C M;M;' C R. Prema tome, IM;"' je ideal od R
koji sadrzi I. Takoder, ako je I pravi, tada je I ; IM; ' (inace, kako su I i My invertibilni,
R=RR=(I"'I)(M7*M;) = I"Y(IM;Y)M; = T-\IM; = RM; = Mj, ito je kontradikeija
s odabirom Mj). Neka je S skup svih ideala od R te definirajmo funkciju f : S — S,
I~ IM;'. S obzirom na pravi ideal J, prema Teoremu 1.1. (f, = f za svaki n) postoji
funkcija ¢ : Ny — S takva da je ¢(0) = J i ¢(n+ 1) = f(é(n)). Ako ¢(n) oznacimo s J,
i M; s M,, dobivamo uzlazni lanac ideala J = Jy, C J; C J, C ... tako da je J = Jy i
o1 = f(J) = J,M . Buduéi da je R Noetherin i J je pravi, postoji cijeli broj k tako da

Jje
J:JO;JI;---;Jk—lgt]k:JkJrl-

Dakle, J;, = Jgt1 = f(Jx) = JkMk_l. Gornje napomene pokazuju da se to moze dogoditi
samo ako je J; = R. Prema tome, R = J;, = f(Jp_1) = Jr_1 M, ", pa vrijedi

Jpo1 = SR = sz—le__lle—l = RMy_, = M_;.

Kako je My_1 = Jyp_4 ;Ct Jr = R, Mj,_, je maksimalni ideal. Minimalnost od k osigurava da
je svaki My, ..., My_» maksimalan (inace bi vrijedilo M; = R pa slijedi J;4, = J;M; " =
JjR_l = J]R = Jj) Nadalje, vrijedi

My—1 = Joo1 = JoeoaMY, = oMM, = o= TM M- ML,
Prema tome, bududi da je M; invertibilan,
My 1(My---My_p)=JMgt--- M, (My--- My_s) = J.
Dakle, J je produkt maksimalnih ideala pa prema tome R je Dedekindov. O
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Sazetak

U ovom diplomskom radu napravljen je koncpet komuntativnih prstenova i modula. Nakon
definiranja osnovnih pojmova i teorema iz teorije prstenova, baziramo se na komutativne
prstenove i module. Upoznali smo se s uvjetima lanaca, primarnih idealima, primarnom de-
kompozicijom, Noetherinim prstenovima, prosirenja prstenova te Dedekindovim domenama.
Naveli smo vazne teoreme algebre kao sto su Krullov teorem, Hilbertov teorem o bazi, te-
orem koji povezuje pojmove Dedekindove domene, invertibilnih ideala, projektivnih ideala
te Noetherinih prstenova. Upoznali smo se s pojmovima normalnog niza, kompozicionog
niza, izoliranog ideala, anhilatora i prstena diskretne valuacije.

Kljuc¢ne rijeci: grupa, prsten, modul, ideal, komutativan prsten, primarni ideal, primarna
dekompozicija, Noetherini prstenovi, prosirenje prstena, Dedekindova domena, Hilbertov
teorem o bazi, Krull
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Commutative rings and modules

Summary

In this master’s thesis, a concept of commutative rings and modules is developed. After
defining the basic concepts and theorems from ring theory, the focus shifts to commutative
rings and modules. We become acquainted with chain conditions, primary ideals, primary
decomposition, Noetherian rings, ring extensions, and Dedekind domains. Important alge-
braic theorems are stated, such as Krull’s theorem, Hilbert’s basis theorem, and a theorem
connecting the concepts of Dedekind domains, invertible ideals, projective ideals, and Noet-
herian rings. We familiarize ourselves with the notions of a normal sequence, a composition
series, an isolated ideal, an annihilator, and a ring of discrete valuation.

Keywords: group, ring, module, ideal, commutative ring, primary ideal, primary decompo-
sition, Noetherian rings, ring extension, Dedekind domain, Hilbert’s basis theorem, Krull’s
theorem
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