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Sazetak

Teme istrazene u ovom radu spadaju u domenu komutativne algebre, obuhvacajuéi i aspekte
homologke algebre. Komutativna algebra ¢vrsto je povezana s algebarskom geometrijom,
Sto predstavlja motivaciju za razvoj odredenih koncepata unutar komutativne algebre. Osim
toga, ovo je podrucje gdje se rezultati dobiveni proucavanjem tih koncepata mogu primijeniti
u praksi. Tako su odnosi izmedu geometrijskih objekata i matematickih jednadzbi koje ih
opisuju proucavani tijekom stoljeca, specificna povezanost izmedu ovih dvaju podrué¢ja nije
bila potpuno jasna sve do sredine 19. stoljec¢a. U tom vremenskom razdoblju, David Hilbert
je igrao kljuénu ulogu svojim rezultatima, uklju¢ujuéi teorem o bazi, teorem o nulama,
koncept polinomijalne strukture poznate kao Hilbertova funkcija i teorem o sizigiji. Ovi
rezultati su postavili temelje komutativne algebre.

Ovaj rad zapocinje analizom afinih algebarskih skupova, a zatim se bavi idealima, s
posebnim fokusom na koordinatne prstene, k-algebre konacnog tipa i maksimalne ideale.
Zavrsno poglavlje istrazuje temu "malog" i "velikog" Hilbertovog teorema o nulama te se

bavi njihovim aspektima.

Kljuc¢ne rijeci
Hilbertov teorem o nulama, algebra, Hilbertov teorem o bazi, afini algebarski skupovi, mak-

simalni ideali u prstenovima polinoma



Hilbert’s Nullstellensatz

Abstract

The topics covered in this text belong to the commutative algebra domain, including homo-
logical algebra elements. Commutative algebra is closely linked to algebraic geometry, which
serves as motivation for the development of certain concepts within commutative algebra.
Moreover, this is an area where results obtained by studying these concepts can be practi-
cally applied. Although the relationship between geometric objects and the mathematical
equations that describe them has been studied for centuries, the specific connection between
these two fields discussed here was not fully recognized until the mid-nineteenth century.
During that period, David Hilbert’s results, including the basis theorem, the nullstellensatz,
the polynomial structure known as Hilbert’s function, and the syzygy theorem, played a
crucial role in laying the foundations of commutative algebra.

This paper begins with an analysis of affine algebraic sets, followed by a discussion of
ideals, with a particular focus on coordinate rings, finite-type k-algebras, and maximal ideals.
The final chapter explores the topic of the "small" and "big" Hilbert nullstellensatz theorems

and delves into their aspects.

Keywords

Hilbert’s zero theorem, algebra, Hilbert’s basis theorem, affine algebraic sets, maximal ideals

in rings of polynomials
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Uvod

David Hilbert (Slika 1), istaknuti njemacki matematicar, ostavio je dubok i vazan doprinos u
nekoliko matematickih disciplina tijekom svoje karijere. Njegovi znac¢ajni radovi obuhvaéaju
sirok spektar matematickih podrucja, a jedan od njegovih ranih doprinosa je "Hilbertov
teorem o konacnosti" koji je objavio 1888. godine. Ovaj teorem predstavlja bitan korak u
razvoju komutativne algebre.

Prije Hilbertovog teorema, matematicar Paul Gordan (Slika 2) ve¢ je formulirao teorem
o konacnoj generiranosti prstena invarijanti binarnih formi. Medutim, Gordanova metoda
ukljucivala je vrlo slozene izracune i primjenjivala se samo na funkcije s dvije varijable.
Hilbert je prepoznao potrebu za inovativnim pristupom ovom problemu i razvio "Hilbertov
teorem o bazi". Ovaj teorem donosi konkretnu i apstraktnu izjavu o tome da je svaki ideal
u prstenu polinoma s vise varijabli, k[Xi,...,X,], kona¢no generiran nad poljem k. To
znaCi da postoji konacan skup osnovnih polinoma koji, koristenjem odredenih operacija,
moze generirati sve ostale polinome iz tog ideala. Hilbert je dokazao ovu tvrdnju koristeci
matematicku indukciju, ¢ime je stvorio temelje za buduca istrazivanja u algebri.

Vazno je napomenuti da Hilbertova metoda ne pruza algoritam za generiranje ovih os-
novnih polinoma za dani ideal, ve¢ samo potvrduje njihovo postojanje. Ova ideja o bazama
i idealima igra kljuénu ulogu u razumijevanju struktura u komutativnoj algebri i ima brojne
primjene u razli¢itim matematickim kontekstima.

Preusmjerimo se sada na Hilbertov teorem o nulama, jedno od njegovih najpoznatijih
postignuca. Ovaj teorem predstavlja kamen temeljac za razumijevanje i rjeSavanje sustava
polinomijalnih jednadzbi. Cesto ga nazivamo i Hilbertovim teoremom o nulama, a proizlazi
iz dubokog proucavanja matematicke strukture polinoma i njihove veze s geometrijskim
objektima.

Hilbertov teorem o nulama datira iz sredine 19. stolje¢a, kada su matematicari poceli
istrazivati veze izmedu algebarskih sustava jednadzbi i geometrijskih figura. U tom razdoblju,
David Hilbert, iznimno utjecajan matemati¢ar svoga vremena, istrazivao je fundamentalna
pitanja u podru¢ju komutativne algebre i algebarske geometrije.

Hilbertov teorem o nulama nije samo matematicki rezultat, ve¢ i duboko konceptualno
otkri¢e koje je preokrenulo nase razumijevanje veza izmedu algebarskih struktura i geome-
trijskih entiteta. Ovaj teorem pruza klju¢ne uvide u na¢in na koji se geometrijske tocke

i oblici povezuju sa sustavima polinomijalnih jednadzbi, otvarajuc¢i vrata Sirokom spektru



primjena u matematici i povezanim znanostima.
U nastavku ovog rada, detaljnije ¢emo istraziti Hilbertov teorem o nulama, razumjeti
njegove osnove, istraziti njegove posljedice i prouciti znacajne primjene u razli¢itim granama

matematike.

Slika 1: David Hilbert

Slika 2: Paul Gordan



1 Afini algebarski skupovi

U ovom poglavlju éemo promotriti "teorem skupa nultocaka", koji predstavlja kljuéni kon-
cept algebarske geometrije nad poljima. U tradicionalnoj koordinatnoj geometriji u dvije ili
tri dimenzije, susre¢emo razli¢ite objekte kao sto su kruznice, koje se mogu opisati kao skup
nulto¢aka polinoma f(X,Y) = X? +Y? — 1 u R?, ili hiperboloidi, koji su skup nultodaka
polinoma f(X,Y,Z) = X? +Y? — Z%? — 1 u trodimenzionalnom prostoru R®. Ovi objekti
sluze kao primjeri afinih algebarskih skupova.

Dakle, formalnije, neka je {f;(ai, ..., a,)}ics neki skup polinoma u n varijabli s realnim
koeficijentima, indeksiranim nekim (konac¢nim ili beskona¢nim) skupom S. Pravi afini

algebarski skup V (S) definiramo s
VIS) == {15+ < 585) € R® & fildys-: < 58;) =0 za gvaki i € .5}

To jest, V' (S) je skup zajednickih nultoc¢aka svih polinoma u S, a ¢esto se naziva pravim
algebarskim skupom. Sli¢no se moze definirati kompleksni algebarski skup kao skup
zajednickih nultocaka u C™ neke familije polinoma S u n varijabli Xi,..., X, s komplek-
snim koeficijentima. Ako je S konacan skup, recimo S = {f1,..., fx} obi¢no pisemo V()
kao V' (f1,..., fr). Dobiva se, kao §to ¢e biti objasnjeno kasnije, da se svi algebarski skupovi,
realni ili kompleksni, mogu definirati i koristeé¢i samo kona¢no mnogo polinoma |4, poglavlje
1.2 Affine Algebraic Sets|.

Jasno je da ako je f polinom oblika

FX1 0 X)) =) el X, X)) (X, X,
€T

gdje je T bilo koji kona¢ni podskup od S, a g; bilo koji polinom u Xi,...,X,, tada ce
f identicki nestati na algebarskom skupu V(S). Tada se moze postaviti obrnuto pitanje:
Pretpostavimo da neki polinom f(Xj, ..., X,) identicki nestaje na V' (.S). Moze li se ustvrditi
da je f kombinacija nekih f; € S?

Pojasnit ¢emo ovu konceptualnu dilemu kroz trivijalan primjer kako bismo ilustrirali
zaSto oCekivanje da svaki polinom koji identicki nestaje na nekom algebarskom skupu moze
biti izrazen kao umnozak drugih polinoma nije uvijek ispravno. Uzmimo polinom drugog

stupnja F(X) := X? kao nas primjer te analizirajmo njegov algebarski skup V' (F) u realnom



prostoru R.

V(F) u stvarnosti predstavlja samo jednu toc¢ku, odnosno 0. Ovaj algebarski skup sadrzi
sve tocke u ravnini koje zadovoljavaju uvjet F'(X) = 0, $to u ovom sluc¢aju znaci da je jedini
element skupa V(F') tocka 0. Sada, promotrimo polinom X prvog stupnja. Jasno je da ce
X identicki nestati na skupu V(F') jer ¢e svaka tocka u skupu V(F') imati koordinate 0, te
¢e biti F'(0) = 0.

No, kljuéna poanta ovdje je da polinom X prvog stupnja nikada ne moze biti izrazen
kao umnozak g(X)F(X), gdje je g(X) bilo koji drugi polinom. Razlog za to lezi u ¢injenici
da je polinom F(X) drugog stupnja. PokuSamo li pronaci polinom ¢(X) takav da X =
g(X)F(X), primijetit ¢emo da to nije moguce jer ¢e F'(X) sadrzavati kvadratnu komponentu,
dok je X linearna funkcija. Ova konkretna situacija ilustrira da o¢ekivanje da svaki polinom
koji identicki nestaje na nekom algebarskom skupu moze biti rastavljen na umnozak drugih
polinoma nije uvijek ispravno.

Ovaj primjer takoder vrijedi i kada zamijenimo realni prostor R kompleksnim prostorom
C. Drugim rije¢ima, ova ograni¢enja su prisutna i u realnom i u kompleksnom prostoru.
Vazno je napomenuti da je X? zapravo kvadratni monom, §to moZe stvoriti zabludu da se
polinom X moze dobiti kao umnozak drugih polinoma. Ipak, ovaj primjer naglasava da
takva pretpostavka nije uvijek tocna i da se moramo nositi s odredenim ograni¢enjima u
algebarskoj geometriji [4, 1.2 Affine Algebraic Sets|.

Ovaj trivijalan primjer istice slozenost analize algebarskih skupova i potrebu za preciznim
razumijevanjem struktura polinoma i algebarskih skupova kako bismo razvili dublje uvide u

algebarsku geometriju.

Hipoteza 1.1. [4, Conjecture 1.1 | Pretpostavimo da polinom f s realnim (odnosno kom-
pleksnim) koeficijentima, u n varijabli, identicki nestaje na algebarskom skupu V' (S) C R,

(odnosno C C"). Zatim, tvrdimo da postoji pozitivan cijeli broj r takav da je

ff=anf+ -+ 9fr

gdje su g; neki polinomi s realnim (odnosno kompleksnim) koeficijentima, i f; € S.
Prvo ispitajmo ovu pretpostavku u konkretnom slu¢aju, na primjeru u nastavku. Uzmimo
V(F) C R? gdje je F(X,Y) = X%+ Y2 Jasno, V(F) je samo jedna toc¢ka (0,0), ishodiste.

Polinom X identicki nestaje na V(F). Medutim, mozZe se lako provjeriti da niti jedan X"



od X ne moze biti visekratnik F'.
Promotrimo ovaj isti primjer nad skupom kompleksnih brojeva C. Sada, V(F) c C?
postaje veliki skup. Zapravo V(F) = {(a, tia) : a € C} je par (kompleksnih) pravaca u C?.

Ovo je bolji oblik sto pokazuje sljedec¢i primjer.

Primjer 1.1. /4, poglavlje 1.2 Affine Algebraic Sets| MoZe se pokazati da ako je polinom f s
kompleksnim koeficijentima identicki jednak nuli na V(F) C C?, gdje je F(X,Y) = X?+Y?,
tada f mora biti djeljiv s F.



2 Ideal

Promotrimo koncept ideala u kontekstu polinoma i algebre nad poljem &, gdje je k proizvoljno
polje. Za svaki podskup Z od k", gdje n oznaava broj varijabli, definiramo ideal I(Z) u
prstenu polinoma k[ X1, ..., X, ] kao:

I1(Z)={f €klXy,....,. X, : flay,...,a,) =0 za svaki (ai,...,a,) € Z}.

Ovaj ideal sastoji se od svih polinoma koji identicki nestaju na skupu Z. Stoga ga nazivamo
idealom od Z.
Sada, za proizvoljan skup S podskupa prstena k[X7, ..., X,], moZzemo definirati odgova-

rajuci algebarski podskup V' (S) nad poljem k na sljedeé¢i nacin:

V(S)={(ay,...,a,) € K" : f(ay,...,a,) =0 zasvaki f € S}.

Primijetimo da je V(S) = V((S))! tako da su svi algebarski skupovi skupovi nultocaka
nekih ideala, a mogli bismo smatrati samo algebarske skupove V(I) za I C k[Xy,...,X,)]

idealom. Zapravo, preciznije je:

Propozicija 2.1 (Hilbertov teorem o bazi). [/, Proposition 2.4] Ako je k polje, a I C
kE[Xq,...,X,] ideal, tada je I konacno generiran, to jest I = (fi,..., fm) za neke polinome
i 1 <4< mm,

Konkretno, svaki algebarski skup je skup zajednickih nultocaka konacno mnogo polinoma,

jer za bilo koji podskup S C k[ X1, ..., X,] vrijedi

V(S)=V({S) =V((fi, -, fm)) =V (f1,--, fm)-

Dokaz. Slu¢aj n =1 je jednostavan jer za prsten polinoma u jednoj varijabli £[X], moZemo
podijeliti polinom f s drugim polinomom ¢ stupnja deg g = d i dobiti ostatak r takav da
jeilir = 0ili deg r < d. Znamo da je k[X] domena glavnih ideala, no to ne vrijedi za

m st 2, O

1(S) — ideal generiran sa S



2.1 Koordinatni prstenovi, k-algebre konac¢nog tipa

Sada mozemo preciznije istraziti geometrijsko znacenje kvocijenata prstenova polinoma.
Pretpostavimo da imamo algebarski skup Z u k™. Svaki polinom f(Xj,...,X,), moZemo
interpretirati kao funkciju s k-vrijednostima u k", evaluacijom u tocki p = (aq,...,a,). Na-
pravimo li restrikciju od f na podskup Z C k™ dobivamo funkciju definiranu na Z. No,
razli¢iti polinomi f, g € k[Xi,...,X,] mogli bi na kraju rezultirati istom funkcijom na
Z ako i samo ako f — ¢ identi¢ki nestaje na Z. Odnosno, ako i samo ako je f = g u
k[X1,...,X,]/I(Z). Drugim rije¢ima, f i g ¢e dati iste vrijednosti na Z ako i samo ako
je f —g € I(Z). Stoga, kvocijentni prsten k[Xi,...,X,]|/I(Z) predstavlja prsten funk-
cija definiranih na Z, koje su zapravo restrikcije polinoma na k™. Ovaj kvocijentni prsten
Cesto nazivamo prstenom k-regularnih funkcija ili k-koordinatnim prstenom od 7, te
oznacavamo s k[Z].

VaZno je napomenuti da ako je I pravi ideal u k[X1,..., X,], tada je njegov presjek sa
skupom konstantnih polinoma jednak {0}. Zato kvocijentni prsten k[X7, ..., X,,]/I sadrzi k
kao podprsten te postaje k-algebra. Ovi kvocijentni prstenovi oblika B = k[Xy,..., X,]/I,
gdje je I pravi ideal, ¢esto nazivamo k-algebrama konac¢nog tipa. Klase ekvivalencije X;

u B obi¢no ozna¢avamo s z; radi prakti¢nosti i nazivamo koordinatnim funkcijama.

Jasno je da je f(Xq,...,X,) = f(x1,...,x,) prema definiciji mnoZenja i zbrajanja u B, i
stoga ti z; generiraju B kao k-algebru, tj. svaki element od B moze se napisati kao polinom u

x; s koeficijentima od k. Vazno je napomenuti da neki od ovih polinoma u z; mogu biti nula

jer, ako je f(Xi,...,X,) € I, tada je po definiciji, klasa ekvivalencije f(Xi,...,X,) =0u
B, tj. f(Xi,...,X,) = 0. Obrnuto, ako je f(Xi,...,X,) =0, tada je f € I. Dakle I je

upravo skup 'ogranic¢enja’ ili 'relacija’ koje mjere odstupanje prstena B od prstena polinoma

k[X1,...,X,]. Prsten B oznacavamo s k[zi,...,z,]|, a mala slova nas podsjecaju da, za
razliku od prstena polinoma k[X1, ..., X,], mogu postojati netrivijalni odnosi izmedu x; u
k%5 « = o 5B -

Kao primjer, ako uzmemo ideal I = (X2 —2) u Q[X], tada u prstenu Q[X]/I = Q[z], do-
bivamo 22 = 2. Ovaj prsten (koji je zapravo polje) takoder oznacavamo s Q[v/2] i predstavlja
najmanje potpolje R koje sadrzi Q i v/2 . Sli¢no, u R-algebri kona¢nog tipa R[X]/(X? + 1)
(koja je zapravo R[i| = C), imamo i*+1 = 0. S druge strane, buduéi da je 7 transcendentan,
prsten Q[n] (definiran kao najmanja Q-podalgebra od R koja sadrzi 7) izomorfan je prstenu

polinoma Q[X].



Lema 2.1. [/, Lemma 2.6] Ako je B k-algebra konacnog tipa, tada je dimenzija B kao

k-vektorskog prostora (u oznaci dimy,B) prebrojiva.

Dokaz. Prema definiciji, B = k[z1,. .., z,| za neki n. Buduéi da je svaki element u B polinom
od z; s koeficijentima u k, to je (ne nuZno jedinstvena) konacna k-linearna kombinacija
monoma

{z1" 2y -+ -z, 1 i; € N}

koji je prebrojiv skup S. Skup S sadrzi bazu, koja je stoga takoder prebrojiv skup.

2.2 Maksimalni ideali

Pretpostavimo da su svi prstenovi komutativni s jedinicom. U kontekstu komutativnih
prstenova, ideal I u prstenu A nazivamo maksimalnim idealom ako ispunjava dva klju¢na

uvjeta:
e [ je pravi ideal, Sto znaci da nije jednak cijelom prstenu A,
e [ nije sadrzan ni u jednom drugom pravom idealu.

Sada ¢emo dokazati tvrdnju da je svaki pravi ideal I prstena A sadrzan u nekom mak-
simalnom idealu. Promotrimo familiju ¥ svih pravih ideala koji sadrze I. Ova familija nije
prazna jer znamo da ideal I pripada familiji 3. Sada ¢emo primijeniti koncept parcijalnog
uredaja na familiju ¥ i pokazati da svi lanci (bilo koji potpuno ureden podskup familije X)
ima gornju granicu, koja takoder pripada familiji 3.

Neka je {J, }aer bilo koji potpuno uredeni podskup od familije 3. Zelimo dokazati da je
UaerJa takoder pravi ideal koji pripada familiji 3. Prvo primijetimo da je Ugerd, pravi
ideal jer je unija pravih ideala i ostaje unija pravih ideala.

Sada trebamo pokazati da je UyerJ, sadrzan u nekom maksimalnom idealu. Buduéi
da je svaki J, pravi ideal koji sadrzi I, UyerJ, takoder sadrzi I. To znadi da je UgerJ, u
familiji 3, jer smo pretpostavili da ¥ sadrzi sve prave ideale koji sadrze I.

Sada, prema Zornovoj lemi, svaki potpuno uredeni skup u familiji ¥ ima gornju granicu
u familiji 2, koja je maksimalni ideal koji takoder sadrzi ideal I. Ovo znaci da svaki pravi

ideal I prstena A moze biti sadrzan u nekom maksimalnom idealu, ¢ime je tvrdnja dokazana.



Napomena 2.1. Ovaj dokaz koristi Zornovu lemu, koja je ekvivalentna aksiomu izbora u
teoriji skupova i igra kljué¢nu ulogu u teoremima vezanim uz postojanje maksimalnih ideala

u komutativnim prstenovima.
Lema 2.2. [/, Lemma 3.6] Za polje k, sljedeci wvjeti su ekvivalentni:

(1) Svaki polinom f(X) pozitivnog stupnja u k[X] ima nultocku u k, tj. postoji a € k takav
da je fla)= 0.

(i1) Svaki polinom f(X) pozitivnog stupnja je produkt linearnih faktora. Stoga je svaka
nultocka od f(X) u k.

(111) Jedini ireducibilni polinomi pozitivnog stupnja su linearni polinomi.
() I je maksimalni ideal u k[X] ako i samo ako je I = (X — ) za neki a € k.

Polje k nazivamo algebarsk: zatvorenim poljem ako i samo ako zadovoljava bilo koji od

gornja cetirt ekvivalentna uvjeta.

Propozicija 2.2. [/, Proposition 3.8] Neka je k C K proSirenje polja takvo da je K k-algebra
konacnog tipa. Pretpostavimo da je k neprebrojiv skup. Tada je K algebarsko prosirenje od

k.

Dokaz. Prema Lemi 2.1, dimenzija vektorskog prostora dim, K je prebrojiva, s obzirom na
pretpostavku o skupu K. Svaki element iz skupa k sigurno je algebarski nad skupom k. Neka
je sada « bilo koji element iz skupa K koji nije u skupu k, to jest &« € K\k. Promotrimo
skup:

S={(a—a)t:ack}

Ovaj skup ima smisla jer za svaki a iz k izraz (o — a) nije jednak nuli. Takoder, svi
elementi ovog skupa su razli¢iti. Stoga, kardinalnost skupa S je ista kao kardinalnost skupa
k, odnosno S je neprebrojiv podskup skupa K.

Stoga, ne mogu svi elementi skupa S biti k-linearno nezavisni, jer bi u suprotnom taj
skup mogao biti prosiren na k-vektorski prostor koji bi takoder bio neprebrojiv, a to je u
suprotnosti sa ¢injenicom da je dimenzija vektorskog prostora K prebrojiva. Dakle, postoje

neki ne-nul elementi {\;}; € k takvi da je

)\1(0& = al)_l + s 4 )\n(Oé — an)_l = 0.
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Mnozenjem ove relacije s [, (v — a)~! dobija se polinomijalna relacija f(o) = 0 s koefici-
jentima u k.

Dakle, a je algebarski nad k. O

Napomena 2.2. Ovaj dokaz pokazuje da elementi koji nisu iz skupa k i pripadaju skupu
K moraju biti algebarski nad skupom k, jer bi inace neprebrojivost skupa K dovela do
neprebrojivosti dimenzije vektorskog prostora K, Sto je suprotno pretpostavci da je dim, K

prebrojiva.

10



3 Hilbertov teorem o nulama

Hilbertov Nullstellensatz, ili Hilbertov teorem o nulama, predstavlja klasi¢ni rezultat od
izuzetne vaznosti u komutativnoj algebri i algebarskoj geometriji. Vazno je napomenuti
da ovaj teorem vrijedi samo kada koristimo osnovno polje C, odnosno polje kompleksnih
brojeva, ili opcenito algebarski zatvoreno polje. U stvari, kada se koristi polje C, mozemo
ga smatrati izvanrednom generalizacijom fundamentalnog teorema algebre. Postoje dvije
verzije Hilbertovog Nullstellensatz-a koje su poznate kao "Mali Nullstellensatz" i "Veliki
Nullstellensatz". Izvorna verzija ovog teorema prvi put se pojavila u Hilbertovom radu iz
1893. godine o potpunim sustavima invarijanata. Hilbert je ovaj teorem nazvao tre¢im
op¢im teoremom u teoriji algebarskih funkcija, nadovezujuéi se na teoreme I i III iz svojeg
rada iz 1890. godine o teoriji algebarskih formi. Ovi teoremi danas su poznati kao Hilbertov
teorem o bazi i Hilbertov teorem o sizigiji.

Prije nego $to uvedemo nove pojmove, iskazat ¢emo i dokazati neke pomoéne tvrdnje
koje ¢e nam biti od koristi.

U nastavku, neka je k naSe polje koje je neprebrojivo i algebarski zatvoreno (npr.

k=C).

3.1 Maksimalni ideali u prstenovima polinoma

Primijetimo da je polje C neprebrojivo algebarski zatvoreno polje. S druge strane, polja Q
i F, nisu neprebrojiva.

Sada mozemo dublje analizirati maksimalne ideale u prstenu polinoma k[X7, ..., X,].
Imamo koristan rezultat koji se ¢esto naziva "mali teorem o nulama", iako je ekvivalentan

kasnijem "velikom teoremu o nulama".

Propozicija 3.1 (Hilbertov teorem o nulama I). [/, Proposition 4.1] Neka je k kao
Sto je ranije opisano. Tada je ideal I C k[X1, ..., X,] maksimalan ako i samo ako je I =
(X1 —ay,..., X, —a,) za neke aq,...,a, € k. Drugim rijecima, maksimalni ideali su u

bijektivnoj korespondenciji s tockama iz k™.

Dokaz. Za slucaj jedne varijable n = 1, rezultat je prikazan u (iv) Leme 2.2.

Prvo, uvjerimo se da su svi ideali I = (X; — ay, ..., X,, — a,) doista maksimalni. Za ovo
trebamo utvrditi da je A/I polje, gdje je A = k[X1,...,X,]. Ako je f(Xi,...,X,) bilo koji
polinom u A, moZemo ga zapisati kao f((X; —ay) +ay,..., (X, —an) + a,). Sada bilo koja
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potencija ((X; — a;) + a;)™ moze biti napisana u obliku (X; — a;)h; + a;* (prema binomnom

poucku), gdje je h; polinom u X;. Razvojem u Taylorov red dobivamo

f(Xl,"'vXn) = f(ala"'>a’n) +ZgZ(X177Xn)(Xl _ai)v

gdje su g; € A neki polinomi. Drugi ¢lan na desnoj strani je oc¢igledno u idealu I = (X; —
a,..., X, —a,). Ovo pokazuje da je svaki element u A = k[Xi,...,X,] kongruentan
elementu f(ay, €,a,) € k (mod I). Takoder element a € k C A je jasno kongruentan samo
sebi (mod TI), i nijednom drugom elementu od & (buduéi da je I Nk = {0}). Stoga je A/I
samo polje k, a I je maksimalan.

Kako bismo dokazali obratnu tvrdnju, potrebne su nam algebarske pretpostavke na k.
Neka je I C A = k[Xy,...,X,] maksimalni ideal. Tada je po definiciji A/I k-algebra
kona¢nog tipa, sadrzi k i polje je (prema [4], Lemma 3.1). Oznacimo ga s K. Stoga je K
prosirenje polja k. Prema [4] Corollary 3.9, K = k.

Oznacavajudi klase ekvivalencije od X; sa X; € K = A/I , slijedi da je X; = a; € k za
svaki i = 1,...,n. Kazemo li da je X; = a; u K, to po definiciji znaé¢i da je X; — a; € I za
sve i. Dakle, ideal (X7 —aq,...,X,, —a,) je sadrzan u idealu I. Medutim, vidjeli smo ranije
da je ideal (X; —ay,..., X,, — a,) maksimalan. Stoga mora biti jednak I, koji je pravi ideal

(buduéi da je maksimalni ideal). Ovime smo dokazali tvrdnju. O

Korolar 3.1. [/, Corollary 4.3] Neka je k kao ranije, a {f;}I*, neki skup polinoma u A =
k[ X1,...,X,]. Tada je algebarski skup V (f1, ..., fm) prazan ako i samo ako postoje polinoms
hi € Azai=1,...,m takvi da je > ;- h;if; =1.

Dokaz. Promotrimo ideal J = (f; ..., f). Tada je ili J pravi ideal ili je J = A. Da je
J pravi ideal, prema [4, Lemma 3.1], slijedilo bi da je J C I za neki maksimalni ideal I.
Prema Propoziciji 3.1, [ = (X; — aq,...,X,, — a,). Stoga bi svaki element od J bio oblika
S gi(Xi — a;), 1 i8¢ezavao bi u tocki (ay, ..., an).

Posebno V(J) = V(fi,..., fm) bi sadrzavao (ai,...,a,) i bio bi neprazan skup. Stoga je
J=AtejeleJ=(f1,...,fm). Drugim rije¢ima, V(fi,..., fru) = 0 implicira
1=>5"" h;fi zaneki h; € A.

Suprotno je o¢ito (iz 1 # 0). O

Primijetimo koliko je bitno da je k£ algebarski zatvoreno za gornji zakljucak jer, na pri-

mjeru V(X? + 1) C R, vidimo da je skup prazan, ali nije moguée pomnoziti X? + 1 s bilo
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kojim polinomom % iz R[X] kako bismo dobili 1.

Nakon sto smo duboko uronili u svijet algebarske teorije i istrazili razne algebarske struk-
ture, napokon smo stigli do klju¢nog trenutka. Sada ¢emo uvesti veliki Hilbertov teorem o
nulama, temeljno dostignuée koje objedinjuje sve prethodno izlozene algebarske koncepte.
Ovaj teorem ima duboke posljedice i primjene u matematici i drugim znanstvenim discipli-

nama.

Teorem 3.1 (Hilbertov teorem o nulama II). [4, Theorem /.J | Neka je k neprebrojivo
i algebarski zatvoreno. Ako polinom f € A = k[Xy,...,X,] identicki nestaje u svim tockama

iz V(I) za neki ideal I C A, tada je f7 € I za nekir.

Dokaz. Prema Hilbertovom teoremu o bazi, neka je [ = (f1,..., fm). Ako je f =0, nema se
sto dokazivati, pa pretpostavimo da je f # 0. Trik je dodati dodatnu varijablu i "invertirati
f" (ovo nazivamo Rabinowitchev trik). Doista, svi polinomi u A mogu se smatrati elemen-
tima veceg prstena B = k[Xy,..., X,11]. Promotrimo ideal J C B generiran elementima
fi(Xy,...,X,) za 1l <i<midodatnim elementom X, 1 f(Xi,...,X,) — 1. Tvrdimo da je
V(J) C k™! prazan. Da nije tako, postojala bi tocka (ay,...,a,s1) € V(J). Buduéi da bi
svi f; = fi(Xq,...,X,) morali nestati u ovoj tocki, slijedilo bi da je (ay,...,a,4+1) € V(J).
Takoder, kako bi X,,11 f—1 morao nestati u ovoj tocki, imali bismo a,,+1 f(ai,...,a,) = 1. Ali
onda, buduéi da f identicki nestaje na V(1) i (ay,...,a,) € V(I), imamo f(ay,...,a,) = 0.
Stoga je a,y1-0 =1, tj. 0 =1, ¢ime smo dosli do kontradikcije, to jest tvrdnja je dokazana.
Dakle, prema Korolaru 3.1 (primijenjenom na J C B), moraju postojati polinomi
hi(Xi,...,Xnt1) € B takvi da:

m

1= Fms1(X1, -, X)) Ko (X1, o, X)) = D)+ (X, X)) X, -, Xo).

i=1

Gornji identitet vrijedi u prstenu polinoma
B =k[Xy,...,X,]

Zamjena X; = X; za 1 <i<ni X, =1/f uovom identitetu daje nam identitet u polju

E(Xi,...,X,), buduéi da je f # 0. Ova zamjena uklanja prvi ¢lan te dobivamo

m

1:Zhi()<1,...,)(n,l

- f)fl(leaXn)
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kao identitet u k(X1,...,X,). Jasno, koristenjem dovoljno velike potencije f” kao zajednic-
kog nazivnika na desnoj strani, (moZemo uzeti i da je r = maksimum stupnjeva od X, 11

svih h;), 1 unakrsnim mnoZenjem, imamo

m

fr = ZH(Xb Pl 7Xn)fi<X17 =he >Xﬂ)7

1=l

gdje su P, ..., P, neki polinomi. Ovaj posljednji identitet vrijedi u polju k(Xq,..., X,),
a obje strane identiteta su u A = k[X;,...,X,]. Budué da se A nalazi kao podprsten u

k(Xi,...,X,), identitet vrijedi u A. Stoga je f" =Y. F;f; € I to je i trebalo pokazati.
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