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Sazetak:

U ovom zavrsnom radu prezentirane su neke od osnovnih nejednakosti i tehnike pri rjesavanju
zadataka koji se pojavljuju na matematickim natjecanjima. Navedene su i dokazane nejedna-
kosti medu sredinama, nejednakost trokuta i Ptolomejeva nejednakost. Takoder vrlo vazne
Cauchy-Schwarz-Buniakowskyjeva nejednakost, Cebisevljeva nejednakost, Bernoullijeva ne-
jednakost, Holderova nejednakost i nejednakost Minkowskog. Svaka navedena nejednakost
potkrijepljena je primjerima i rjeSenjima zadataka sa zupanijskih, drzavnih, internacionalnih
natjecanja ili medunarodnih olimpijada.

Kljuéne rijeci: nejednakosti medu sredinama, Cauchy-Schwarz-Buniakowskyjeva nejedna-
kost, Holderova nejednakost, Cebisevljeva nejednakost, nejednakost Minkowskog

Inequalities in mathematical competitions

Abstract:

This paper examines some fundamental inequalities and techniques for solving problems
that arise in mathematical competitions. Mean inequalities, the triangle inequality, and Pto-
lomey’s inequality are stated and proved. Additionally, the Cauchy-Schwarz-Buniakowsky
inequality, Chebyshev’s inequality, Bernoulli’s inequality, Holder’s inequality, and Minkow-
ski’s inequality are highlighted as very important. These mentioned inequalities are sup-
ported by examples and solutions from county, national, and international competitions, or
international Olympiads.

Key words: mean inequalities, Cauchy-Schwarz-Buniakowsky inequality, Holder’s inequ-
ality, Chebyshev’s inequality, Minkowski’s inequality
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Uvod

U ovom radu ispitane su i prikazane najces¢e nejednakosti na natjecanjima iz matema-
tike. Zavrsni rad podijeljen je u cetiri poglavlja. Jedan od cestih pristupa pri rjesavanju
zadataka je svodenje dane nejednakosti na neke poznate, kao sto su nejednakosti medu
kvadratnom, aritmetickom, geometrijskom i harmonijskom sredinom. Spomenute sredine,
definirane su za n pozitivnih brojeva i teoremi o nejednakostima izmedu osnovnih sredina
razmatrani su u prvom poglavlju. Ove se nejednakosti takoder koriste za dokazivanje ne-
kih drugih nejednakosti, primjerice Nesbittove nejednakosti. U drugom poglavlju dana je
jedan od najvaznijih nejednakosti u elementarnoj geometriji Ptolomejeva nejednakost. U
tre¢em i Cetvrtom poglavlju navedene su i dokazane najbitnije nejednakosti u matematici:
Cauchy-Schwarz-Buniakowskyjeva nejednakost, Bernoullijeva nejednakost, Cebisevljeva ne-
jednakost, Holderova nejednakost i nejednakost Minkowskog. Problemi na koje se mogu
primijeniti slozenije nejednakosti javljaju se prvenstveno na natjecanjima kao Sto su mate-
maticke olimpijade.



1. Osnovne sredine i njihove nejednakosti

Prvi pojmovi o sredinama potjecu od Pitagorejaca (6.st.prije Krista.). Oni su znali i za
nejednakost

Vab < Z(a+b), a,b>0 (1)

O]

no nju je dokazao Euklid.

Nejednakost (1) predstavlja nejednakost izmedu aritmeticke i geometrijske sredine dvaju
pozitivnih brojeva a i b.

Prvo ¢emo definirati osnovne sredine za n pozitivnih brojeva.

Definicija 1.1. Neka je a = (aq, ..., a,) dana n-torka pozitivnih brojeva. Tada je

harmonijska sredina H,(a) brojeva ay, ..., a, definirana izrazom
n
H,(a) = T/
1 1o
o O o
geometrijska sredina G, (a) brojeva ay, ..., a, definirana izrazom

Gn(a> = al .. an,
aritmeticka sredina A,(a) brojeva aq, ..., a, definirana izrazom

a+-tan

Y

An(a) =

n

kvadratna sredina K, (a) brojeva ay, ..., a, definirana izrazom

2
al_l’_..._i_a%

n

Kn(a) =

Sljededi teorem daje poopéenje nejednakosti (1) na slucaj n pozitivnih brojeva.

Teorem 1.1. (AG nejednakost) Neka je a = (aq,...,a,) dana n-torka pozitivnih brojeva.
Tada je
An(a) > Gr(a) (2)

s jednakoséu ako i samo ako je ap = ---=a
Dokaz. Dokaz provodimo metodom matematicke indukcije po n € N, n > 2. Za n=2
nejednakost (2) postaje (1), tj.

aq + a9

5 > V/ajas,

sto je ekvivalentno s
(Var — v/az)* > 0.
Prethodna nejednakost ocito je tocna. Vrijedi znak jednakosti ako i samo ako je je a; = as.
Pretpostavimo da je nejednakost (2) tocna za neko n = k, odnosno da vrijedi
Ap > Gy (3)

Sada primjenom nejednakosti (1) uz odgovarajuéu supstituciju dobijemo

aps1+ (B —1)Apq =

A= : > g AR =6 (4)




1z

ay+ag---Fap  apyr + (B —1)Apy
_|_
k k
(k+1)App1 + (b — 1) Aps

= k. :2Ak+17

A+ A=

pomocu (1), (3) i (4), dobijemo

£
2
= (GiG")¥ = (GRarnAn) ™

= (GRaATD ™.

(Ax+ A) > (AkA)% = (GkG)%

Ak+1 =

Dakle,

2k k+1 Ak—1
Ak+1 > Gk+1Ak+17

tj. Ag+1 > Giy1. Ovim je induktivni dokaz nejednakosti (2) dovrsen.

U nastavku pokazimo da jednakost u (2) vrijedi ako i samo ako je a; = - - - = a,,.
Iz pretpostavke a; = - -+ = a,, ocito slijedi jednakost u (2). Sada pretpostavimo da su barem
dva broja od brojeva ay, ..., ay razli¢ita, recimo neka je a; # ay. Onda je

a1+a2+...+an_%ﬁ_%ﬁﬁ_ag_k..._l_an

n n
) il
aq + Qo "
> 2 as - - - an
1
> (ajagag - - - ap)n,
. . a1t a . ] .
jer je 5 > JJajay za ay # a,. Ovime je dokaz teorema zavrsen. O

Sljedeéi zadatak preuzet je iz rada S. Arslanagica (vidi [1]).
Zadatak 1.1. DokazZite: Za pozitivne realne brojeve x,y, z vrijedi sljedeéa nejednakost

T Y 2
+ +
y+z zZz+zx xT+Y

3
>3 (5)

Dokaz. Za pozitivne realne brojeve x, y, z ozna¢imo:

@ 2
C= T
y+z zZz+x T+Y
A= Y Z " s 7
y+z z+x T+Y
i
B— z 4 Y

+ + .
y+z zZz4+zx xT+Y



Uoc¢imo:

+z z2+x Tels
4 + + yz
y+z zZz+zx T+Y

A+B= 3.

Primjenom nejednakosti izmedu aritmeticke i geometrijske sredine za tri pozitivna broja
imamo:

A+C:x+y+y+z+z+x23_Q/x+y_y+2_z+:c:3
y+z z4+x T+Y Yy+z 2+ T+Y
i
B+C:x+z+x+y+y+z23-§/x+z-‘r+y-y+z:3.
y+z z+x Tty Y+re Z2+8 &+
Zbrajanjem prethodne dvije nejednakosti dobijemo
6<(C+A)+(C+B)=A+B+2C=3+2C,
odakle slijedi
3
C >,
= 2
odnosno
T 3
O
y+z z4+zx x4y 2
Ocigledno, jednakost u (5) vrijedi ako i samo ako je z =y = z. O

Nejednakost u zadatku 1.1 je u matematici poznata kao Nesbittova nejednakost.

Teorem 1.2. (GH nejednakost) Neka je a = (aq,...,a,) dana n-torka pozitivnih brojeva.
Tada je

Gnla) > Hy(a), (6)
s jednakoscéu ako 1 samo ako je ag = -+ - = a,,.
1
Dokaz. Primjenom AG nejednakosti na brojeve —, - - -, — imamo
a Qp,
i g 1
1 1\ _E+42
(_..._) <o T an (7)
a i n
; - 1. oy : ; i 9
Ako i samo ako je — = --- = —  tj. a3 = -+ = a,, vrijedi znak jednakosti. Iz (7) slijedi
aq (07
(6), odnosno nejednakost izmedu geometrijske i harmonijske sredine. O

Sljedeéi zadatak preuzet je iz rada I. lliseviéa (vidi [4]).

Zadatak 1.2. Neka su aq,as, ..., a, pozitivni brojevi ija je suma jednaka 1. DokaZite da
tada vrijedi nejednakost

(1+ail) <1+a%)...<1+%> > (n+1)"

4



Dokaz. Nejednakost je evivalentna nejednakosti

1 1 1
dli1t+—)(1+—)...[1+— | >n+1.
ay Qs an
Dokazimo ovu nejednakost. Prema GH nejednakosti je
i 1 1 1 n
I+— ) (1+—) ... (1+—)>— - -
ai Qs Qp, 1+i+1+i+"'+1+i
B n B n ’
s tmeteot s aataat--tiln
B 1 2 -
a1+1 az+1 an+1 1 1 1
ag®t T gt Tane T logpr — <a1+1 T @t +"'+an+1>
B n B 1
(A L) o mEtmeteta
a1+1 as+1 = an+1 1 - n
Sada primjenimo AH nejednakost na brojeve a; + 1, as + 1, ..., a, + 1:

n (e + 1)+ (az+1)+...+ (a,+ 1)
0 1 T =
a1+1 _+_ as+1 + e + an+1 L
_ptleytugt...ta,) Bl
B n oon
odakle slijedi
1 1 1
a1+1+a2+1+"'+an+1 > n
n “n4+1
i kona¢no
1 1 1
il b L= ) [ L= s of Lepr— | =
\/( a1> ( ag) ( CLn) - 1— a11+1+a21+1+...+ﬁ
1 1
= TR T +1
n+1 n+1
N . . 1
Jednakost vrijedi ako i samo ako je ay =ay =... =a, = —.
n
Teorem 1.3. (AK nejednakost) Neka je a = (aq,...,a,) dana
Tada je
Az la) € Ki(a),
s jednakoséu ako 1 samo ako je ag = - -+ = a,,.

Dokaz. Ako na desnoj strani u identitetu (a; + -+ -+ a,)* = a3 +-- -+ a2 4+ 2(a1a2 + aya3 + - -
2a;ay, s jednakoscéu ako i samo

-+ ap_10y,), umjesto 2a;a;, stavimo a? + a2, gdje je a? + ai >
ako je a; = ay, dobijemo nejednakost

(a1 4 +ay)? <n(a]+--

5

2
._|_an

),

n-torka pozitivnih brojeva.



koja vrijedi za realne brojeve ay, ..., a,.
Svi ay, - - -, a, su pozitivni, pa iz (9) slijedi
a1+ tan < (n(ad+ - +ad))?, (10)

odnosno nejednakost (8).

Primjedba 1.1. Iz teorema 1.1, 1.2 ¢ 1.3 slijede nejednakosti

H,(a) < G,(a) < A,(a) < K,(a). (11)
Sljedeéi zadatak preuzet je iz [9].
Zadatak 1.3. (1. nordijska matematicka olimpijada, 1987.)

Neka su a,b i ¢ pozitivni realnt brojevi. DokaZite sljedeéu nejednakost

b ¢ a2 B &2

a
S R I N IO i
b+c a_62+c2+a2

(=

a e
Dokaz. Uvedemo li supstitucije x = —, y = -, z = — trebamo pokazati da za proizvoljne

(=)

a
realne brojeve z,y i z za koje vrijedi zyz = 1 vrijedi nejednakost

r4y+z<a®+yi 427

[x2 + y? + 22 >x—|—y—|—z
3 - 3

T4y &4
=(@+y+2) —o— = (Hy+)VaE =Tyt

Zbog AK nejednakosti imamo

odnosno

+y+2)?
2 2 2 % (=
z*t+y +2z° > 3

U
Sljedeéi zadatak preuzet je iz rada 1. Iliseviéa (vidi [5]).

Zadatak 1.4. Neka su a,b, c,d pozitivni realni brojevi takvi da zadovoljavaju a + b+ ¢ > d.
Dokazite da tada vrijedi nejednakost

d2
(a+b—|—c)2—§ > 2(ab+ be + ca).

Dokaz. Prema AK nejednakosti je

a?+b+c2 _a+b+c
\/ > >
3 - 3 3

2L L P
3 9

d2
a2+b2—|—c2—§>0.

odakle dobivamo
>0

odnosno

Dodavanjem 2(ab + ac + bc) objema stranama posljednje nejednakosti dobivamo

d2
(a+b—|—c)2—§ > 2(ab + bc + ca).



Sljedeéi zadatak preuzet je iz knjige Inequalities - A Mathematical Olympiad Approach.
Vise zadataka s matematickih olimpijada mozete naéi u toj knjizi (vidi [8]).

Zadatak 1.5. (Azijsko pacificka matematicka olimpijada, 1996.)
Neka su a,b, c stranice trokuta. DokaZite da vrijedi

Va+b—c+vVb+c—a+Ve+ta—b<Va+Vh+ e

Dokaz. Stavimo li da jea = y+2, b = z+2, c = x+y, mozemo zakljuciti da je a+b—c = 2z,
b+ c—a=2x, c+a—b=2y. Dakle, nejednakost je jednaka

V2z + /2y + V22 < VT Fy+VyFz+vVz+x

Sada primjenimo AK nejednakost te dobivamo

V2 V2 V2 2 V2z 42
v2x+\/2y+\/§: x; y—l— y—;—\/7z+ Z—; =

2z + 2y \/2y—|—2z \/2z—|—2x
<
—\/ > VT2 TV

=vVr+y+Vy+z+vzta

Jednakost vrijedi ako i samo ako je z = y = z odnosno, ako i samo ako je a =b = c. O
Sljededi zadatak preuzet je iz [10].

Zadatak 1.6. (Zupanijsko natjecange iz matematike, 4.razred A varijanta, 2018.)
Neka je n prirodan broj. DokaZite nejednakost

1
> 1.
n—|—1+n—i—2+ +3n—|—1

Dokaz. Primjetimo da je s lijeve strane nejednakosti 2n + 1 brojeva, te primijenimo na
brojeve n 4+ 1,n + 2,...,n + (2n + 1) nejednakost izmedu aritmeticke i harmonijske sredine.
Dobivamo

(n+1)+(n+2)—|—...+(n+(2n+1))> 2n+1
=3 1 T,
2n+1 i Tam T T e

Buduéi da brojevi nisu medusobno jednaki, ne vrijedi jednakost, ve¢ stroga nejednakost.
Sredivanjem dobivamo

1 L 1 (2n 4 1)2
i FoinF > ;
n+l n+2 I+l (n+1)+(n+2)+...+(n+(2n+1))

Konacno, kako je

(2n+1)(2n 4+ 2)
2

n+1)+(n+2)+...+(n+2n+1))=n-2n+1)+ = (2n + 1)%,

dobivamo trazenu nejednakost. O



2. Nejednakost trokuta i Ptolomejeva nejednakost

2.1. Nejednakost trokuta

Sljededi teorem i njegov dokaz preuzeti su iz [9].

Teorem 2.1. Za kompleksne brojeve z;, i = 1,...,n vrijede nejednakosti:
|21 + 22| <[z + [22] (12)
21| = |22|| < |21 — 2al, (13)
21| = |22|| < |21 + 2 (14)
1
|z1+ ...+ 20|l < 2| + .. 4 |2 (15)

Jednakosti u (12) 1 (13) vrijede ako i samo ako je z1Z3 > 0. Jednakost u (14) vrijedi ako i

samo ako je z1Z3 < 0. Jednakost u (15), vrijedi ako i samo ako je z.Z; > 0, odnosno B oy 0
<3

za k,j=1,...,n uz pretpostavku zx 0 (k=1,...,n).

Dokaz.

|21 + 22|2 =(z1+ ) (71 + 22)
=217+ (2% + 71z) + 2271 (16)
= |z1” + |22f” + 2Re(217),

1
gdje smo koristili formulu Rez = Q(Z +Z).

Kako je .
Rez < |z| = ((Rez)? + (Imz)?)?, (17)
imamo
Re(2172) < |z172| = |21]|22]. (18)
Iz (16) i (18) slijedi
|21 + 22]* < 21| + |22]? 4 2|21]| 22| = (Jzu| + |22])?, (19)

tj. (12). Jednakost u (12) vrijedi ako i samo ako postoji jednakost u (18). Jednakost u (17)
vrijedi ako i samo ako je z realan i nenegativan, zakljucujemo da je z;z; > 0 nuzan i dovoljan
uvjet za jednakost u (18), a takoder i u (12).

Dokazimo (13). Iz z; = (21 — 22) + 22, koristeéi nejednakost trokuta (12), dobivamo

|21] — |22| < |21 — 22 (20)

Sli¢no dobivamo i
|z2] — |21| < |21 — 22 (21)

Nejednakost (13) slijedi iz (20) i (21).
Zamjenjujudi zo s —z u (13), dobivamo (14).
Kombinirajuéi (14) i (12) dobivamo

||21] = |22]] < |21 + 22| < |21 + |22].



Sada ¢emo ispitati uvjete za jednakost u (14), tj. kada imamo

lz2] = [z2ll = |21 + 2. (22)
Ako vrijedi (22), tada imamo
(|21] = |22])® = |21 + 22|* = |z1]* + |22|* + 2Re(21%2)
i
Re(21%) = —|alloa] = — |17

Prema tome, Re(2173) < 01 (Re(2172))? = (Re(2172))? + (Im(2122))?, pa je Im(z7z) = 0.
Dakle, z1Z; je realan nepozitivan broj, pa je 21z < 0. Obrnuto, ako je z;Z3 < 0 imamo
|21 + 22|* = |21 + |22|* + 2Re(z172)
= |Z1|2 + |22\2 + 2217
= |z1)* + |22|? — 2|21 |2

= (|z1] - |Z2|)2,

odakle dobivamo (22). Prema tome (22) je ekvivalentno sa z;z3 < 0.

Nejednakost (15) se jednostavno dokazuje indukcijom, pa ¢emo ovdje samo ispitati pod kojim
uvjetima vrijedi jednakost u njoj.

Pretpostavimo da je zy #0za k= 1,...,n. Ako je

|z1|+ .. |zl =la+ .tz = (7 22) F 23+ .+ 2l (23)
tada je |z1| 4+ ...+ |zn] < |21 4+ 22| + |23 + .-+ |2a] < 21|+ 22| + 23] + ... + |24]
i prema tome |z; + 29| = |z1| + |22|. Znaéi 2173 > 0 i kada je 2129 # 0, imamo ? > (0. Slicno
zakljucujemo da je 1
s 0zaki=1,...n (24)
Zj

Obrnuto, ako vrijede nejednakosti (24), imamo

z Zn
|z1+...+zn|:yzl\(‘1+—2+...+—)

21 21

z Zny
:|zl|(1—|——2—|—...—l——)

Z1 21

= ’Zl‘ (1 +
1

= |z|+ ...+ |2zl

zZ9
Z

+ ...+

Sljedeéi zadatak preuzet je iz [10].

Zadatak 2.1. (DrZavno natjecanje, 1.razred, A varijanta, 2021.)
Neka su a,b i ¢ realni brojevi koji zadovoljavaju jednakost

la+b|+|a+c|+|b+cl=8.
Odredite najvecu i najmanju mogucu vrijednost izraza
a® +b* 4+

te odredite kada se ona postiZe.



Dokaz. Prema nejednakosti (15) vrijedi
8=la+bl+|b+c|+|c+al=]a+bl+|at+c|+|—(b+c)>]a+b+a+c—b—c|=|2a]
pa zaklju¢ujemo |a| < 4. Analogno dobivamo [b| < 41 |c| < 4, pa slijedi

@B e® A4 4% 442 — AR,
Jedan izbor a,b i ¢ za koji se postize vrijednost 48 je a = 4, b = ¢ = —4, pa je to najveca
vrijednost izraza.

Za najmanju vrijednost, prvo primijenimo nejednakost izmedu kvadratne i aritmeticke sre-
dine na izraze |a + b|,|b+¢| i |c + al:

\/|a+b|2+|b+c|2+ etal? _ latbl+lbtel+lctal _8
3 - 3 3
Na svaki od pribrojnika u brojniku pod korijenom na lijevoj strani mozemo primjeniti ne-

jednakost
z +y* = (2 +y)? < 22 + 2,

koja je ekvivalentna s (x — y)? > 0, jer je

z? + 2zy+y? < 222 + 2
0<az?—2zy+y°
0< (z—y)2

Time dobivamo

\/4(a2+b2+c2) B \/2((a2+b2) + (12 + )+ (2 +a?))
3 3
(a+6)?*+(b+¢)+(c+a)?
|
_ \/|a+bl2+|b+cl2+1c+a|2
3

8
> =
-3

Sredivanjem slijedi nejednakost
1
G LtPLeE > 36

4 . —4
Jednakost se postize kada su svi brojevi a, b i ¢ jednaki 3 ili = Pa je najmanja vrijednost

16
izraza jednaka 3
O
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2.2. Ptolomejeva nejednakost

Teorem 2.2. (Ptolomejeva nejednakost)

Neka su A, B, C, D bilo koje éetiri tocke u ravnini. Tada vrijedi nejednakost ac+ bd > ef,
gdje je a = |AB|, b = |BC|, ¢ = |CD|, d = |DA|, e = |AC| i f = |BD|. Jednakost vrijedi
ako i samo ako je ABCD tetivni* cetverokut.

Dokaz. Na dijagonali BD odaberemo tocku M takvu daje /M AB = /DAC, ana dijagonali
AC tocku N takvu da je ZABN = ZACD. Pravci AM i BN neka se sijeku u tocki F.
Promatramo trokute ABF i ACD na slici te zakljucujemo da vrijedi

LCAB =/FAB+ /CAF = /DAC + LCAF = /DAF.

Kako vrijedi ZABF = LACD te ZFAB = ZDAC, zaklju¢ujemo da su AABF i AACD
slicni prema KKK teoremu o sli¢nosti za trokute. Tada vrijedi

a _ |BF|

e ¢’
odnosno

ac = e|BF)|. (25)
Takoder, vrijedi i

a |AF|

e d

Iz /CAB = ZDAF, dobivamo AAFD ~ ANABC prema SKS teoremu o slicnosti. Iz toga
slijedi

d |FD|
e= B
odnosno
bd = e|FD|. (26)

Zbrajanjem nejednakosti (25) i (26) te primjenjujuéi nejednakost trokuta na trokut BDF
dobivamo sljedece
ac+ bd = e(|BF| + |FD|) > ef.

Jednakost vrijedi ako i samo ako tocka F lezi na dijagonali BD, odnosno ako i samo ako je
cetverokut ABC'D tetivni.
L]

I Tetivni ¢etverokut je éetverokut oko kojeg se moze opisati kruznica.
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Sljedeéi zadatak preuzet je iz [8].

Zadatak 2.2. (Medunarodna matematicka olimpijada, 1997.)
ABCDEF je konveksni ? Sesterokut u kojem vrijedi

|AB| = |BC|,|CD| = |DE|, |EF| = |F Al

Pokazite da je

BC| _|DE| | |FA] _ 3
\BE| ' |DA| T |FC| = 2
B

A
c

Dokaz. Oznacimo a = |AC|, b = |BC| i ¢ = |F'A|. Ptolomejeva nejednakost primjenjena
na Cetverokutu ACEF osigurava da je |AE| - |FC| < |FA|-|CE| + |AC| - |EF)|. 1z uvjeta
zadatka da je |EF| = |FA|, imamo c- |[FC| < |FA|-b+ |FA|-a.
Stoga vrijedi:
|F Al B
|[FC| — a+b

Slicno zakljuc¢imo i

BC|, o . |DE|_ b
oy 1 — .
IBE| = b+c IDA| = c+a

BC DE FA a b - 3 . S :
Dakle, lBE: ||DA\| ||FC‘\ > T + p s s > 3’ gdje je posljednja nejednakost
Nesbittova nejednakost. O

Sljededi zadatak preuzet je iz [10].

Zadatak 2.3. (Drzavno natjecanje, 1.razred, A-varijanta, 2016.) o
Neka je duzina AD duljine 3. Neka su B i C (C # A) tocke na kruznicis promjerom AD
takve da vrijedi |AB| = |BC| = 1. Izrac¢unaj |CD|.

Dokaz. Uoc¢imo da su kutovi ZABD i ZACD pravi jer su obodni kutovi nad promjerom
kruznice.
Prema Pitagorinom poucku za trokut ABD slijedi da je

|BD| = \/|AD|? — |AB|? = 2V/2.

2Skup K € R"je konveksan ako (¥Vx,y € K) [x,y] C K.

12



Oznacimo |CD| =z i |AC| = y. Prema Pitagorinom poucku za trokut ACD slijedi da je
y* = |AC|* = |AD]? — |CD|? = 9 —z*.
Prema specijalnom slucaju Ptolomejeve nejednakosti za tetivni ¢etverokut ADC B vrijedi
y-|BD|=|AD|-|BC|+z-|AB|, tj. y-2v2=3+uz.

(3+x)?

Uvrstimo li y* = =

u y*> = 9 — 2°, dobivamo jednadzbu
322 +2:—-21=0

s rjeSenjima x = —3 1 x = . Dakle, [CD| = 1.

13



3. Cauchy-Schwarz-Buniakowskyjeva nejednakost, Holde-
rova nejednakost i nejednakost Minkowskog

3.1. Cauchy-Schwarz-Buniakowskyjeva nejednakost

Teorem 3.1. (CSB nejednakost)
Za bilo koje dvije n-torke realnih brojeva a = (ay,...,a,) i b= (by,...,b,) vrijedi

<Z ) (Z b) : (Z b) @)

Pri tome jednakost u (27) vrijedi onda i samo onda ako su n-torke a i b proporcionalne.
Dokaz. Dokaz provodimo metodom matematicke indukcije po n € N.

Zan =1 imamo aj - b3 > (a1b;)*

Nadalje, za n = 2 vrijedi

(a1by + aghs)? = alb? + 2a1b1a9bs + adbs < alb? + albs + a3b? + asb2 = (a® + a3) (b2 + b3).

Pretpostavimo da nejednakost (27) vrijedi za n € N tj.

(£) <(£9) (&)

Sada pokazimo da tvrdnja vrijedi za n 4+ 1. Dakle, imamo

a1y 4 aghy 4 ... 4 apby + any1bpi = (a1by 4 agby 4. ..+ anby) + Gniabpga
<(@4ai+...+a2)2(B2+b2+ ... +b2)7 + apprbug
@ @ @ F B )2 (B B4 . R )R,

pri tome u prvoj nejednakosti koristimo pretpostavku indukcije, a u drugoj nejednakosti
koristimo bazu, gdje koristimo izraz

af + ansibnyr < (o + ai+1)%(52 + biﬂ)%’
uz supstituciju
a=(a2+ai+...+a2)7 i B=@0+b2+... +b2)2.

Dakle, nejednakost (27) vrijedi i za n 4+ 1. Ovim je dokaz zavrsen. O

Sljedeéi zadatak preuzet je iz rada I. lliseviéa (vidi [6]).
Zadatak 3.1. Neka su a,b i ¢ pozitivni realni brojevi. DokaZite nejednakost

abc(a + b+ c) < a®b + bc+ ca.
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Dokaz. Primjenimo CSB nejednakost:

(—I—b—I— )2 a\/—+b\/—+c\/52< a2+b2+c2 (+ +b)
a c)=|—4=ve+ —=va+— —+—+—J(c+a .
Ve Vva NG “\c¢c a b
a? b
Iz posljednje nejednakosti dobivamo (a+b+c¢) < — + —+ " Mnozenjem ove nejednakosti
¢ a
s abc dobivamo trazenu nejednakost. O

Sljedeéi zadatak preuzet je iz [11].

Zadatak 3.2. (Medunarodna matematicka olimpijada, 1981.)
Neka je P tocka unutar trokuta ABC, a D, E, F neka su nozista okomica iz P na pravce
BC, CA, AB redom. Pronadite sve P koje minimiziraju sljedecu sumu

BC 0 CA » AB

PD ° PE  PF
Dokaz. Primjetimo da je BC'- PD+CA-PE+ AB - PF dvostruko ve¢a od povrsine trokuta
ABC, tj. konstanta. Po CSB nejednakosti vrijedi,

(BC-PD+CA-PE+AB-PF)(BC i AB) > (BC +CA+ AB)?

PD T PE T+ Py

s jednakoséu tocno kada je PD = PE = PF, sto se dogada kada je P srediste upisanog
trokuta. 0
Sljedeéi zadatak preuzet je iz [10].

Zadatak 3.3. (Hrvatska matematicka olimpijada, 2015.)
Dokazite da za sve pozitivne realne brojeve x,y, z vrijedi nejednakost
72 2 52 T+ y4+2)3
LY > ( i ) : '
ry+z yzt+ax  zz+y  3xX(y+1)+yi(z+1) +22(z+ 1))

Dokaz. 1z CSB nejednakosti imamo

(wyi e T y) e(ay+2)ty(yzta)talenty)] > (@oVatu/THavz). (28)

Nejednakost medu sredinama nam daje

Wl

TVE + Y Y+ 2% . T+y+z
3 - 3 ’
odnosno "
+y+
ENCERN RSN P s Al (29)
Iz AG nejednakosti slijedi
2+ 2+ 22 > 2y +yz + 2z (30)
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Sada iz (28), (29) i (30) slijedi
N T N TN e

-5 i >
ry+z yz4+x zr4+y  x2?y+y’z+ 22+ zr+ay+yz
(zvZ + y/¥ + 21/2)?
T 22y 4 y?z + 22x 4 a? 4 y? + 22
(z+y+2)°
> .
3z?(y +1) + (2 + 1) + 22(z + 1)]

3.2. Holderova nejednakost

Teorem 3.2. (Youngova nejednakost) Nek sua ib > 0 i p,q > 1 realni brojevi takvi da je
| - Poobe

— 4+ — =1. Tada vrijedi ab < “ + —. Jednakost vrigedi ako i samo ako je a? = b1.

p q p q

m-+n m-+n
y § =

1 1
Dokaz. Buduéi da je — + — = 1, mozemo zapisati p = ,gdjesumin
p q

pozitivni cijeli brojevi. Zapisimo a = 35%, b= y%. Tada je

a® b =z y _ mzr+ny

Medutim, zbog AG nejednakosti je

mx + ny 1 S
—_— . xm. nm+n:xp s = ab
—y- > (2™ y") y
odnosno
al b
— + — > ab.
p q

U
Teorem 3.3. (Holderova nejednakost) Neka su a = (aq,...,a,) i b = (b1,...,b,) dane n-

torke pozitivnih realnih brojeva i p,q dva realna broja razli¢ita od nule takva da je —+— = 1.

Tada za p > 1 vrijedi

iaibi < (i af) ; <i b?) ; : (31)

za p < 1 wvrigedi suprotna nejednakost. U oba sluc¢aja jednakost vrijedi ako i@ samo ako su aP
1 b? proporcionalne n-torke.

Dokaz. Po Youngovoj nejednakosti za

imamo

2 1 b
az + ] (32)

CLibi 1
p Z?:l a q Z?:l by

1

(Y0, al)r (0, be)s

<
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Zbrajanjem nejednakosti (32) za i = 1,...,n imamo

Xooh  1iow 1yoh 1,1,
(Cr, a)r (X0, b))~ Pl @ 5 )

i=1 % q Zi:1 b? P q

odakle dobivamo upravo (31). Ocigledno jednakost je onda i samo onda ako
iy _ oy _ O

i b by,

Sljedeéi zadatak preuzet je iz [3].

Zadatak 3.4. Neka su x,y i z pozitivni realni brojevi koji zadovoljavaju xy—+yz+zx+xyz =
4. Dokazite nejednakost

VI+2+4/y+2+vz+2> 33

Dokaz. Ozna¢imo r+2 =a,y+2 =012+ 2 = c. Tada uvjet zy + yz + z0 + zyz = 4
postaje
abc = ab + bc + ca,

odnosno
1 1 i
= == L,
a b c
m n n m @y
Zbog generalizirane Holderove nejednakosti (Z ( aio;j > < H <Z aij) )
=1 \j=1 j=1 \i=1
gdje su ay, ag, . .., a, pozitivni realni brojevi takvi da je a3 + ag + - -+ + «a,, = 1) vrijedi
gt X L1 5
(Va + Vb + o) Styto)23,

a zbog uvjeta = + ¢ + £ =1 dobijemo
(Va+Vb++/c)? > 3,

odnosno

Va+Vb++/c>3V3.
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3.3. Nejednakost Minkowskog

Teorem 3.4. (nejednakost Minkowskog) Ako su a i b dvije pozitivne n-torke i p > 1, onda
je
1 1 1
(Z(ai +bi)p> < (Z af) - (Z bf) : (33)
i=1 i=1 i=1

a ako je p <1 (p # 0) wvrijedi suprotna nejednakost. U oba sluc¢aja jednakost nastupa u (33)
ako 1 samo ako su a i b proporcionalne n-torke.

1 1

Dokaz. Za p > 1 biramo ¢ > 1 tako da je — + — =1, tj. ¢ = Ll Prema Holderovoj
P q p—=

nejednakosti imamo

n

Z(ai + b;)P =

(a; + b;)(a; + bi)p_l

M=

=1 i=1
= aiai + b))+ bia; + bi)P
i=1 i=1

Il
N N -~
gt
°
oL
Ly
=
=
3
~_—

o
Y
INNgE

IS)

=T

=

e
Y
Il B
A

=
~

e

Dakle, vrijedi

> (ai+b)F < (Z(ai +8))

=1

= (Zn:(awrbi)p) ,, =

=1

i=1 =1 i=1

Jednakost vrijedi ako i samo ako je % = % = B
1 2
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Sljedeéi zadatak preuzet je iz [8].

Zadatak 3.5. (Azijsko pacificka olimpijada, 2003.)
Dokazite da vrijedi

A
(@™ + b7 + (B + )7 + (¢* +a™)w <1+ 5

gdje su a,b, c stranice trokuta opsega 1 i n > 1 prirodan broj.

Dokaz. Kako su a, b, ¢ stranice trokuta, postoje pozitivni brojevi x,y, z takvi da je
a=y+z, b=x+ z, é = Z+7.

Nadalje, kako je a + b+ ¢ = 1, zakljucujemo da je z + y + z = 3.
Koristeéi nejednakost Minkowskog na (a™ + b”)% dobijemo nejednakost

(a” + bn)% =((y+2)"+(z+ :E)n)% < (@™ + y”)% + (2,2")% <ec+ V2z.
Analgono se dobije 1
(bn + Cn)ﬁ < a-+ {1/51'
(" +a")n < b+ V2.
Pa je

V2
(@ + ") + (" + )i + (" +a™)s <a+b+c+ €/§(x+y+z):1+§.

19



4. Bernoulijeva i Cebisevljeva nejednakost

4.1. Bernoulijeva nejednakost

Iduéi dokazi teorema iz ovog poglavlja preuzeti su iz [7].

Teorem 4.1. Neka je n prirodan broj i x realan broj veéi od -1. Tada vrijedi
(14+2z)">1+nz. (34)

Jednakost vrijedi ako i@ samo ako je n =1 ili x = 0.

Dokaz. lzraz (1+x)" = 14 nz vrijedi ako je n = 1ili z = 0. Strogu nejednakost dokazujemo
matematickom indukcijom za n veéi od 1 i z # 0. Nejednakost vrijedi i za n = 2 jer je
(1+2)> =1+ 22+ 2* > 1+ 2. Sada retpostavimo da za neki prirodni broj n veéi od 1
vrijedi (14 z)™ > 1 4 nz i dokazimo da ta nejednakost takoder vrijedi i za sljededi prirodni
broj n + 1:

1+ 2" =1 +2)1+z)™> (1 +z)(1 + nx)
=1+ (n+ Dz + nz?
>14 (n+1)z.

Stroga nejednakost vrijedi za svaki prirodni broj n veéi od 11 svaki realan broj z # 0, prema
principu matematicke indukcije, O

Sljedec¢a dva teorema su poopcenja Bernoulijeve nejednakosti.
Teorem 4.2. (a) Akojex>—-11 0<a <1, ondaje(l+2)* <1+ ax.

(b) Akojex > —1ia<0ilia>1, ondaje (1+z)* > 1+ ax.
Jednakost (u oba slucaja) vrijedi ako i samo ako je x = 0.

Teorem 4.3. Za sve realne brojeve x;, > —1,k = 1,2,...,n koji su istog predznaka, vrijedi
nejednakost

14+z)(142z2)...(14+z,) > 1+z1+ 22+ ...+ Zp. (35)
Jednakost vrigedi ako i samo ako jen = 1.
Dokaz. Za n = 2 vrijedi stroga nejednakost jer je
(14+z)(14x2) =142+ 22+ 21220 > 1+ 21 + 29
Sada pretpostavimo da za neki prirodan broj n veéi od 1 vrijedi
(I4+z)(14z9)...(14+z,) > 1421+ 204+ ... + 24
Tada zbog uvjeta z;z; > 0 (¢, = 1,2,...,n) imamo
(I4+z)14+z9) ... 1+ 2,)(1 + zp41)
> 4+x+ae+ ... +x,)(1+2p41)

=11 & @i T s o b i)+ Bd (B g ok o F Tl Bg
> 14+ @14+ T+ o 20+ Trias

Prema principu matematicke indukcije, stroga nejednakost vrijedi za svaki prirodan broj n
veci od 1. n
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Sljedeéi zadatak preuzet je iz [10].

Zadatak 4.1. (DrZavno natjecanje, 4.razred, A varijanta, 2008.)

DokaZi da za po volji odabrane prirodne brojeve m i n vrijedi nejednakost

= + ; > 1

Ym o Ko

Dokaz. Ako je neki od brojeva m ili n jednak 1, nejednakost ocito vrijedi.

Pretpostavimo zato da je m > 1in > 1. Tada vrijedi Ym = 14 u, ¥/n =1+ v, za neke
pozitivne realne brojeve u i v. Prema (34) vrijedi

m=(14+u)">1+ nu, n=(14v)">1+mu,
odnosno
m—1 n—1
u < ., v<
n m
Odavde slijedi
m+n—1 m-+n—1
l+u< —m, 1+ ——.
n m

Iz posljednjih nejednakosti dobivamo nejednakost koju je trebalo dokazati:

1+1_1+1>n+m_m—|—n>
Ymo Yn 14+u 14+4v m+n—-1 m+n—-1 m+n-—1

1.

Sljedeéi zadatak preuzet je iz [3].

Zadatak 4.2. Neka su x,,x, ..., T, nenegativni realni brojevi takvi da zadovoljavaju x, +

1
To+ ...+ x, < X Dokazite nejednakost

O —

1—z)(1—29)...(1—2,) >

Dokaz. Zbog 1 +xo+ ...+ x, < % i ¢injenice da su xy, x3, ..., &, nenegativni realni brojevi
mozemo zakljuciti da vrijedi

—_

ngi§§<1, —xz; > —1, zasve 1=12, ...,n,

pa je jasno da su svi —z; jednakog predznaka. Sada primjenimo (35) te dobivamo

(=) (1= m2). (1= 2m) = (L4 (—a))(L+ (=) (1+ ()
>l4+(—z1—20— ... — )

=l—(r1+z2+...4+z,) >1—

1
5

N —
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4.2. Cebisevljeva nejednakost

Teorem 4.4. Neka su a = (ay,...,a,) 1 b = (by,...,b,) dvije n-torke realnih brojeva te
p = (p1,...,pn) pozitivna n-torka realnih brojeva.

i) Ako su n-torke a i b slicno uredene, pod ¢ime se misli (a; — a;)(bj —b;) >0 zai,j =
1,....n. Tada vrijedi sljedeéa nejednakost

Zpi Zpiaibi > sz’ai Zpibi- (36)
i=1 =1 i=1 i=1

ii) Ako sun-torke a ib takve da je (a; —a;)(b;—b;) <0 za svei,j =1,...,n, onda vrijedi
obrnuta nejednakost

Jednakost vrigedi ako © samo ako ay =as = ...=a, iliby=by,=...=0b,.
Dokaz. Prvo, pokazimo da vrijedi sljedeci identitet:
Zpi Zpiaibi - Zpiai Zpibi = Z bip; (ai - aj)(bi - bj)- (37)
i=1 =1 i=1 i=1 1<i<j<n
Zbog simetrije 7 1 7 imamo
Y pivilai—a)(bi—b) =2 Y pipjla; —a;)(b; = by).
ij=1 1<i<j<n
Osim toga vrijedi

> mipilai—ag) (b —by) = Y pipj(aibi + azb; — aib; — a;by)

i,5=1 i,j=1

=D pabi ) _pi+ D pi ) pjash
i=1 7=1 =1 j=1
=D _piai ) pibi— Y pibi ) pia;
i=1 j=1 i=1 j=1
=D Zpi Zpiaibi - Zpiai Zpibi
i=1 =1 i=1 i=1

Sto dokazuje jednakost (37). Kako vrijedi (a; — a;)(b; — b;) > (<)0 zasvei,j =1,...,n iz
identiteta (37), slijedi nejednakost (36). Slucaj jednakosti je oc¢it. Ovime je dokaz zavrSen.
UJ

Sljedeéi zadatak preuzet je iz [3].
Zadatak 4.3. Neka su a, b, ¢, d pozitivni realni brojevi. Dokazite da vrijedi:

L PP L P L PLELD

> g2 1 B2 2 g2
at+b+c T a+b+d T at+c+d T b4+c+d @l
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Dokaz. Bez smanjenja opéenitosti pretpostavimo da a > b > ¢ > d. Tada je i a® > b* >
& > d?.
Koristimo Cebisevljevu nejednakost i imamo
(a+ b+ c)(a®+ b2+ ) < 3(a® + b° + &7)
u® LY B S @ LB

a+b+c 3
Sliéno dobijemo i
a3+b3—|—d3>a2+b2+d2 a3—|—c3—|—d3>a2—|—02—|—d2
a+b+d ~ 3 ’ at+c+d ~ 3 ’
V¥ +cE+dd . b2+ + d?
btedd — 2 '
Zbrajanjem ovih nejednakosti dobivamo trazenu nejednakost. O

Sljedeéi zadatak preuzet je iz [8].

Zadatak 4.4. (Balkanska matematicka olimpijada, 2016.)
Neka su a,b, c pozitivni realni brojevi. DokaZite

o

Vadb + adc 4+ Vb3c + b3a + Vcda + 3b > g(ab—l— be + ca).

Dokaz. Bez smanjenja opcenitosti pretpostavljamo a > b > c.

a>b>c=ab>ac>bc= ab+ ac> ab+ bc > ac+ bc
= Vab + ac > Vbe + ba > Vac + be.

Koristeéi Cebisevljevu nejednakost dobivamo

Vadb + adc + Vb3e + b3a + VBa + 3b = avab + ac + bVbe + ba + ¢vea + cb >
(a+b+c)
3

(Vab + ac 4+ Vbc + ba + Vca + cb).

Sada koristimo GH nejdnakost i dobivamo

M(\/a(b—l—c)—l-\/b(c—I—a)—%—\/c(a—l—b)) 2
3
(a+b+c) (2a(b+c) 2b(c+a) 2cla+bd))
3 a+b+c b+c+a c+a+bdb)
a+b+c)d(ab+ bc+ ca 4
: 3 ) (a+b—|-c ):§(ab—|—bc—|—ca).
U

23



Literatura

[1] S. Arslanagié¢, D. Zubovié, Nesbittova nejednakost, Osjecki matematicki list, Vol.22 No.1,
(2022) 3338

[2] 1. Brnetié¢, Nejednakosti na medunarodnim matematickim olimpijadama, Osjecki mate-
maticki list, Vol.8 No.1, (2008), 5-18

[3] C. Cvetkovski, Inequalities: Theorems, Techniques and Selected Problem, Springer Ber-
lin, Heidelberg, 2012.

[4] T. Tlisevié, GH-nejednakost, Osjecki matematicki list, Vol.8 No.2, (2008), 59-63
[5] I. Tlisevié, KA-nejednakosti, Osjecki matematicki list, Vol.6 No.1, (2006), 13-19

6] 1. llisevié, Cauchy-Schwarz-Buniakowskyjeva nejednakost, Mathematical Communicati-
ons, Vol.1 No.2, 1996.

[7] 1. Tligevié, Bernoullijeva nejednakost, Osjecki matematicki list, Vol.9 No.1, 2009.

[8] R.Manfrino, J. Ortega, R. Delgado, Inequalities: A Mathematical Olympiad Approach,
Birkh&user, Basel-Boston-Berlin, 2009.

[9] J.Pecarié¢, Nejednakosti, HMD i Element, Zagreb, 1996.
[10] HMD, Matematicka natjecanja URL: https://natjecanja.math.hr/

[11] AoPS online URL: https://artofproblemsolving.com/community/c3223

24



