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Sazetak: Diferencijalni racun je alat koji se koristi u ekonomiji pri rjesavanju problema
minimizacije troskova, ali nije jedini. Kao njegove alternative pri rjesavanju problema op-
timizacije u ekonomiji, javljaju se primjene poznatih nejednakosti kao sto su aritmeticko-
geometrijska nejednakost, Cauchy-Schwarz-Buniakowsky nejednakost i Holderova nejedna-
kost. Primjena navedenih nejednakosti zamjenjuje diferencijalni racun koji je nerijetko kom-
pliciran i netrivijalan. U radu su dani iskazi i dokazi ovih nejednakosti kao i njihova primjena
na konkretnim primjerima koje nam donosi svakodnevica. Na taj nacin ¢emo modi vidjeti

prednosti koje navedene nejednakosti imaju nad diferencijalnim racunom.

Kljucne rijeci: AG nejednakost, CSB nejednakost, Holderova nejednakost, minimizacija

troskova



Applications of Inequalities in Optimization Problems
in Economics

Abstract: Differential calculus is a tool used in economics for solving cost-minimization
problems, but it’s not the only one. As alternatives for solving optimization problems in
economics, there are applications of well-known inequalities such as the arithmetic-geometric
inequality, Cauchy-Schwarz-Buniakowsky inequality and Hoélder’s inequality. The applica-
tion of these inequalities replaces differential calculus, which is often complicated and non-
trivial. This paper provides statements and proofs of these inequalities and their application
to concrete examples from everyday life. In this way, we can see the advantages that these

inequalities have over differential calculus.

Keywords: AG inequality, CSB inequality, Holder’s inequality, cost minimization
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1 Uvod

Cilj svake tvrtke je da ima Sto vecéu dobit. To postizu $to veéom zaradom s ciljem sma-
njenja troskova. Godinama su ljudi za minimiziranje troskova koristili diferencijalni racun
koji zna biti netrivijalan i iziskuje mnogo posla. Upravo zbog toga se pocetkom 21. stoljeca
sve vise koristi alternativni pristup minimizacije, a to su primjene aritmeticko-geometrijske,
Cauchy-Schwarz-Buniakowsky i Holderove nejednakosti. Za njihovu uporabu, proizvodna
funkcija treba zadovoljavati odredene uvjete i ako imamo takve slucajeve, ove nejednakosti
nam znatno mogu olaksati posao i ustedjeti vrijeme.

Uporaba diferencijalnog racuna je ponekad neophodna i zahtjeva puno posla. Ukoliko nam
je dana proizvodna funkcija jedne varijable koja je dovoljno glatka, potrebno je racunati
nuzne i dovoljne uvjete za postojanje ekstrema proizvodne funkcije u vidu prve i druge de-
rivacije. Za neke je funkcije potrebno racunati i derivacije viseg reda kako bismo dosli do
pojedinih zakljucaka. U ovisnosti o na¢inu proizvodnje, nerijetko proizvodne funkcije znaju
biti funkcije vise varijabli. U slucaju takve funkcije, koja je dovoljno glatka, potrebno je
racunati gradijent i Hesseovu matricu funkcije. Takoder, mozemo nai¢i i na proizvodne
funkcije koje se optimiziraju uz zadana ogranicenja. Tada se ovisno o vrsti ogranicenja ko-
risti Lagrangeova metoda mnozitelja, metoda supstitucije ili neka druga metoda temeljena
na Karush-Kun-Tuckerovim uvjetima optimalnosti. Posao koji je potrebno odraditi prilikom
koristenja ovih metoda ovisi o tezini problema koji zelimo rijesiti. Ljudi koji se suocavaju
s navedenom vrstom problema znaju da to ¢esto budu veoma komplicirani zadatci i zbog
toga se islo u potragu za alternativama. Kako bi se smanjila koli¢ina posla pri minimizaciji
troskova proizvodnje, pocele su se upotrebljavati AG nejednakost, CSB nejednakost i Holde-
rova nejednakost.

Rad je podijeljen u cetiri dijela. Nakon ovog uvodnog gdje smo se upoznali s temom, slijedi
dio u kojem ¢emo iskazati i dokazati gore navedene nejednakosti kako bismo u tre¢em dijelu
mogli §to bolje razumjeti nacin na koji rjesavamo odredene probleme minimizacije troskova.
Pomocu tih primjera ¢emo dobiti jasnu sliku ovog alternativnog pristupa. U cetvrtom dijelu

¢emo navesti zakljucke do kojih smo dosli u prouc¢avanju ove teme.



2 AG nejednakost, CSB nejednakost i Holderova ne-
jednakost

U ovom dijelu zavrsnog rada upoznat ¢emo se s definicijama tezinske aritmeticke i geome-
trijske sredine te iskazati i dokazati tvrdnje koje ¢emo koristiti u nastavku rada. Slozenost
primjene diferencijalnog ra¢una ¢emo ilustrirati na dokazu tezinske AG nejednakosti.

Sljedece definicije tezinske aritmeticke i geometrijske sredine kao i teorem AG nejednakosti

preuzeti su iz [5].

Definicija 1. Neka su a = (ay,...,a,) i w = (wy,...,w,) dane n-torke pozitivnih brojeva
n

i neka je W,, = > w;. Tada je aritmeticka sredina A,(a;w) brojeva as, ..., a, s tezinama
=1

w1, ..., w, definirana izrazom

Definicija 2. Neka su a = (ay,...,a,) i w = (wy,...,w,) dane n-torke pozitivnih brojeva

n

i neka je W,, = > w;. Tada je geometrijska sredina G,(a;w) brojeva ay, ..., a, s tezinama
i=1

wy, ..., Wy, definirana izrazom

Gulasw) = (@} -+ af") .

Teorem 1. [AG nejednakost] Neka su a = (ay,...,an) 1 w = (wy, ..., w,) dane n-torke pozi-
tivnih brojeva tako da je W, = > w;. Tada je
i=1

Ap(a;w) > Gp(a;w) (2.1)

pri cemu jednakost vrijedi ako 1 samo ako je a; = ... = a,.

Dokaz. Za potrebe dokaza ¢emo promotriti funkciju f danu s
flz)=Ilnx — 2z +1, (x > 0).
Derivacija prvog reda definirane funkcije biti ¢e

fl@)y==—1,

T



a drugog reda

f”(:v):——Z, (x > 0).

Uocimo da tada funkcija f postize maksimum 0 za = = 1 te tada vrijedi nejednakost
Inz —z+1<0, (@ > 0 (2.2)
Oznacimo li da je A = A, (a;w), prema (2.2) vrijedi nejednakost

lna—j— » 02 [ (k=1,...,n).

ay,
A
Ukoliko zadnju nejednakost pomozimo s wy i sumiramo, dobivamo

n

= ar WAl
In— — W, <0,
Zwk " A T —
k=1 k=1

odnosno iz svojstava logaritamske funkcije slijedi

In (ﬁ <%>w> < W, — W, =0.

k=1

Primjenom eksponencijalne funkcije dobivamo

E=1
AWn =1
odnosno
Gn(a;w)
<1
2 <

Time je nejednakost (2.1) dokazana.
Uoc¢imo kako se jednakost dobiva iz ¢injenice da jednakost u (2.2) vrijedi ako i samo ako je

= O

Teorem 2. [Cauchy-Schwarz-Buniakowsky nejednakost] Neka su a = (aq,...,a,) i b =

(b1, ..., by) n-torke realnih brojeva. Tada vrijeds



pri cemu jednakost vrijedi ako 1 samo ako postoji A € R, takav da je by = Aag,Vk =1, ...,n.

Sljedeé¢i dokaz CSB nejednakosti je preuzet iz [7].

Za potrebe ovog dokaza koristimo sljede¢u lemu:

Lema 3. Neka je f : R — R, f(z) = ax® + 2bx + ¢, a,b,c € R, a > 0 kvadratna funkcija.
Tada vrijedi:

i) b2 —ac<0<= f(z) >0,Vz €R
i) ®—ac=0<=f(-2)=0 i f(z)>0,VzeR\{-2

Dokaz. 1. Teorem ocigledno vrijedi za vrijednosti a; = ... = a,, = 0 (odnosno za b; =

o= by =0).

2. Ako pretpostavimo da je barem jedna vrijednost a; # 0 i definiramo pomoénu funkciju

n

filo) = Z(akx + bi)%

k=1

Nju sada zapisemo u obliku
f(z) = az® + 2bx + c,

gdje je

n n

a:Zaz, b:Zakbk, c:i:bi.

k=1 k=1 k=1

Uoc¢imo da je a > 0 zbog a; # 01 f(z) > 0,Vx € R, onda prema prethodnoj lemi mora
biti

b? —ac <0, (2.4)
a to je upravo nejednakost (2.3).
Trebamo jo$ dokazati da jednakost u (2.3) vrijedi ako i samo ako postoji A € R, takav
da je by = Aag, VE=1,....n.
(=) Pretpostavimo da u (2.3), odnosno (2.4) stoji jednakost. Tada je prema navede-

noj lemi f(—2) =0, odnosno vrijedi

b i b &
a a
k=1



iz Cega slijedi

b
——ap+b,=0, VE=1,...,n,
a

odnosno

bk = éak, Yk = 1, —
a

]
o

(<=) Pretpostavimo da postoji A € R, takav da je by = Aag, Yk = 1,...,n. Tada

sto bi znacilo da postoji A sa svojstvom b = Aay, gdje je A =

specijalno imamo
n

a:ia%, b:Zakbk, c:ibz.
k=1

k=1 k=1
Ako u b i ¢ uvrstimo b, = Aa;, dobivamo
b= Z apAap = a 1 Cc= (Aaxp)? = Ma.
k=1 k=1
Tada je
D=V —ac=Xa)l —a-X-a=0,

sto upravo daje jednakost u (2.4), odnosno (2.3).
U

Teorem 4. [Hélderova nejednakost] Neka su a = (aq, ...,a,) i b= (by, ..., b,) n-torke pozitiv-

nth brojeva, p 1 q dva realna broja razlicita od nule @ ]% + % = 1. Ako su p,q pozitivni, tj. ako

k=1 k=1 k=1

pri ¢emu jednakost vrijedi ako i samo ako aal = Bbl za k = 1,2,..,n, gdje su a i S8

je p > 1 vrijeds

S =

nenegativni realni brojevi takvi da vrijedi o + 5% > 0.

Dokaz. Ako je Y. ab =0 ili > bl =0, onda jednakost vrijedi u (2.5). Pretpostavimo da
k=1 k=1
je > ab >0 1 > bl > 0. Primjenimo li specijalni slucaj AG nejednakosti (2.1) za n = 2,
k=1 k=1

za wy = 2, wy = é, ay; = aP; ay = b? slijedi nejednakost

]37

1 1 1 1
—a? + —b? > ab, <—+—:1,p>1ia,620>. (2.6)
p q P q



Uvrstavanjem

a=q ( ai) i b= (Z bZ) (270
k=1 k=1

1 af 1 B aiby

P At Pl N
Eap qu 13 » P n q q
iz =" kzzjlak kZ::lbk

Zbrajanjem ovih nejednakosti za [ = 1,...,n dobivamo

TL

arb
1 :kk

) (B

Ova nejednakost je ekvivalentna s (2.5) zbog © + ¢ = 1.

Bududi da jednakost u (2.6) vrijedi ako i samo ako a? = b? te na temelju (2.7) zaklju¢ujemo

n -1 n -
da jednakost u (2.5) vrijedi ako i samo ako <Z ai) @b = (Z bZ) blzak=1,..,n
k=1 k=1
tj. ako i samo ako adl = b} za k =1,.

Teorem 5. [Suprotna Hélderova nejednakost] Neka su a = (aq,...,a,) i b = (by,...,b,) n-

torke pozitivnih brojeva, p i q dva realna broja razlicita od nule ¢ 110 -+ % =1. Ako je p <0 il

(Z a%) (Z bz) <> ab (2.8)
k=1 k=1 k=1

pri ¢emu jednakost vrijedi ako i samo ako aal = Bbl za k = 1,2,..,n, gdje su a i S5

q <0, onda vrijeds

S =

nenegativni realni brojevi takvi da vrijedi o + 5% > 0.

Dokaz. Pretpostavimo da je p < 01 oznacimos P = —£ Q 1. Tada je %—i—% =1ga P >0

i @ > 0. Na temelju toga i nejednakosti (2.5), imamo

n % n é n
() (e¢) =3
k=1 k=1 k=1
gdjesu A, >01 B, >0zak=1,...,n
Zadnja nejednakost za A, = a,? 1 By = albl postaje (2.8). O
Dokazi vezani uz Holderove nejednakosti su preuzeti iz [4].

6



Dokazi AG nejednakosti, CSB nejednakosti i Holderove nejednakosti pomoc¢u konveksnih

funkcija mogu se pronadi u [6].

3 Primjena nejednakosti u problemima optimizacije

Kao sto smo ve¢ ranije naveli, ukoliko zelimo koristiti ove metode za minimizaciju troskova
proizvodnje, potrebno je da proizvodne funkcije ispunjavaju odredene uvjete. AG i CSB ne-
jednakosti zahtjevaju kontinuitet varijabli i funkcije moraju biti u obliku zbroja ¢iji umnozak
daje konstantu. U teoriji je ova pretpostavka vrlo korisna, ali u stvarnom svijetu nije toliko
cesta. Zato za takve slucajeve koristimo Holderovu nejednakost koja ne zahtijeva kontinuitet

varijabli i mozemo ju koristiti za diskretne slucajeve.

3.1 Primjena AG nejednakosti

Navesti ¢emo primjer: Koliko iznosi minimalni trosak nabave lima za izradu kutije zadanog
volumena pri ¢emu je poznata cijena jedini¢ne povrsine lima? Vazno je napomenuti da su

troskovi nabave lima i ukupna povrsina nabavljenog lima proporcionalni.

Primjer 1. Odredite dimenzije kutije volumena V koja ima oblik kvadra, tako da je njegovo

oplosje minimalno uz uvjet da je volumen zadan i fiksan (V = abc).

Stranice kvadra ¢emo oznaciti s a,b,c. Znamo da je volumen kvadra dan formulom
V =a-b-c dok je oplogje kvadra O = 2 - (ab + bc + ac). Posto se traze dimenzije kutije uz
uvjet minimalnog oplosja, ovaj problem se svodi na problem minimizacije funkcije oplosja

kvadra:

O(a,b,c) =2 (ab+ bc + ac). (3.1)

Uocimo kako se umnozak pribrojnika u (3.1) moze izraziti pomocéu V, a to nam omoguéava

koristenje AG nejednakosti. Ukoliko AG nejednakost primijenimo na (3.1) dobivamo

2 [ab +3bc +99) 5 /3ab - ohc - Zac (3.2)

iz Cega slijedi

O(a,b,c) =2 (ab—+bc+ ac) > 3- (8a2H>c?)3 = 3-2(V?)s = 6V (3.3)



Znamo da jednakost vrijedi ako i samo ako je 2ab = 2ac = 2bc odnosno a = b = c. Posto je

zadan volumen, a on iznosi V = abe, tada slijedi da su trazene dimenzije
a=b=c=VV. (3.4)
Iz relacije (3.3) uocavamo da je vrijednost funkcije oplosja kutije veée ili jednako konstanti
2
6V's. (3.5)

Njezina se jednakost postize ako i samo ako vrijedi (3.4), a u tom slucaju konstanta (3.5) je
minimalna vrijednost funkcije O.
U sljedeé¢em primjeru é¢emo prikazati primjenu AG nejednakosti na problemu optimizacije

troskova proizvodnje.

Primjer 2. Neka je dana funkcija ukupnih troskova proizvodnje s K(z) = 22 + 10x + 50.
Varijabla z u ovom sluc¢aju predstavlja kolicinu proizvoda. Odredimo kolicinu proizvoda xy za

koju funkcija prosjecnih troskova doseze minimum i 1znos minimalnih prosjecnih troskova.

Funkcija prosjecnih troskova nam je dana s

K(z)  22®+ 10z + 50 50

AK (z) = — 2z 4+ 10+ —. (3.6)
o

i T

50

Ukoliko AG nejednakost primijenimo na varijabilne pribrojnike 2z > 0 i 2* > 0 funkcije

prosjecnih troskova AK, dobivamo
50 50
AK(z) =224+ 10+ — > 10+ 24/2z - — = 10 + 2v/100 = 30. (3.7)
" T

Jednakost u (3.7) vrijedi ako i samo ako

50
fr = — 3.8
p=" (33)

a sredivanjem tog izraza dobivamo da je x = 5. Na temelju toga, mozemo zakljuciti da na
razini proizvodnje zy = 5, minimalni prosjecni troskovi ¢e iznositi 30.

Uoc¢imo kako nam nejednakost (3.7) govori da je funkcija prosjecénih troskova AK uvijek
veca ili jednaka konstanti 30. To bi znacilo da su prosjecni troskovi uvijek vedi ili jednaki

30 za sve razine proizvodnje. Onda mozemo zakljuciti da ¢e prosjecni troskovi proizvodnje

8



biti minimalni uz onu razinu proizvodnje za koju prosje¢ni troskovi postizu vrijednost 30.
Funkcija prosjecnih troskova AK postize minimalnu vrijednost 30 na onoj razini proizvodnje
za koju su varijabilni pribrojnici funkcije AK jednaki. Iz toga onda imamo da je trazena
razina proizvodnje xy jednaka 5.

Ovaj problem smo mogli rijesiti i pomocéu derivacija. Na taj nacin, morali bismo prvo
pronaci prvu derivaciju funkcije AK, zatim njezine stacionarne tocke i na kraju provjeravati
predznak druge derivacije funkcije AK u stacionarnoj tocki kako bismo se uvjerili da se
radi o minimumu te funkcije. Pomoéu AG nejednakosti smo izbjegli taj posao koji u ovom
sluéaju nije toliko kompliciran, ali smo uspjeli ustedjeti vrijeme. Time smo jednostavnim
zakljucivanjem iz (3.7) i (3.8) dobili da minimalni prosjecni troskovi iznose 30, a postizu se
na razini proizvodnje 5.

Detaljnije o primjeni AG nejednakosti moze se pronaci u [1] 1 [3].

3.2 Primjena CSB nejednakosti

[duéi primjer nam predstavlja problem optimizacije na kojemu ¢emo prikazati primjenu CSB

nejednakosti.

Primjer 3. Odredite ekstreme proizvodne funkcije f(x,y, z) = x+ 3y + 9z ukoliko je zadano

ogranicenje 2 4+ y? + 2% = 1.

Ovaj primjer mozemo rijesiti na vrlo jednostavan nacin primjenom CSB nejednakosti. 1z

CSB nejednakosti ¢emo dobiti sljedeé¢u relaciju
fz,y,2)=(z+3y+92)* < (12+ 32+ 9 (2 + y* + 2?) = 91. (3.9)

Jednakost ¢e u ovoj relaciji vrijediti ako i samo ako su uredene trojke (1,3,9) i (z,vy, 2)

medusobno proporcionalne, odnosno ukoliko postoji realan broj A takav da
T_Y_2_) rxeR
1 3 9

Iz toga nam slijedi da je x = A, y = 3\, z = 9\, a iz ogranic¢enja navedenog u zadatku onda

slijedi A\* = 1/91. Iz relacije (3.9) tada lako dobijemo da je

—V01 < f(z,y,2) < VL.



Takoder, na trivijalan nacin se moze pokazati kako za A = —\/% funkcija f postize minimum
—V91,aza A = \/% maksimum +/91.

3.3 Primjena Holderove nejednakosti

[lustrirat ¢emo primjer na kojemu ¢emo pokazati primjenu Holderove nejednakosti. Rijesit
¢emo ga metodom obrnute Hélderove nejednakosti. Treba napomenuti kako ova metoda ne
zahtijeva kontinuitet varijabli proizvodne funkcije te se zbog toga moze koristiti i za diskretne

slucajeve.

Primjer 4. Pretpostavimo da je tehnologija tvrtke predstavijena proizvodnom funkcijom s
dvije ulazne varijable x1 i xo. Problem minimizacije troskova za odredenu razinu proizvodnje

y moze se zapisati i kao:

min  w;T; + welsy (3.10)
$120,ZE220
tako da
(zf + apal)® =y, (3.11)

gdje su oy > 0 i ag > 0, takvi da je of + a3 = 1, a wy i wy su trEisne cijene po kojima
turtka moze kupiti ulazne resurse xy i 5. Sada iz (3.11) funkciju f(x1,z5) = (ale%-ogx(ﬁ)%

nazivamo proizvodnom funkcijom.

Ako iz (3.11) izluc¢imo x5 dobivamo

¢ ¢
By = (y_ — ﬂxf) ; (3.12)

6] Qg

Pomocu (3.12) pocetni problem mozemo prebaciti u neograni¢eni problem:

o] P
) y oy
_ _ B 3.13
mg(l)g(ml) Wik + Wy (a2 a2m1> ’ ( )

gdje je g realna funkcija realne varijable.
1

< i ?
Nadalje, ozna¢imo s a; = wy (g—f) . By =y, by = (g—;)

=
=

P Q.
* X, b2: (Z_Q_a_;w(lb) 9
p=3%,9=¢.
Znamo da % + % — % - é = 1. Takoder, znamo da za sve ¢ € (—00,0) vrijede nejednakosti

0<p<1lig<0,dokzasve¢e (0,1) imamop < 0i0 < g < 1. Za oba sluc¢aja mozemo

10



primijeniti suprotnu Holderovu nejednakost za n = 2 na (3.13):

o1 c=¢

w —1 w —1

=g <w1 (—1> + wn (—1) ) . (3.14)
(05} (05}

Jednakost u (3.14) vrijedi ako i samo ako % = ‘;—5, sto je ekvivalentno s
2

(2]
Qg o)
a1 wﬁi’*l
2
il
q

= . (3.15)

yr a1 .9

(()'=) =%
ag

Iz (3.15) dobivamo

1 6N\ —3
p—1 p—1 o—1
@:y(ﬂ) QMGQ %ﬂ4ﬂ> ). (3.16)
aq aq (0%

Kombinacijom (3.16) i (3.12) dobivamo

S b\ %
o—1 o—1 p—1
@:.(%> QMGQ *ﬂ4ﬁ> ). (3.17)
(6] Qaq (0]

Tada iz (3.14) slijedi

g(z1) >y <w1 <Zj—i)ﬁ +w (%)ﬁ)T (3.18)

za sve x1 > 0, gdje jednakost u (3.18) vrijedi ako i samo ako je x; dan s (3.16). Prema
definiciji, to znaci da funkcija g ima globalni minimum sto se dobiva jedinstvenim mini-
mizatorom danim u (3.16). Metodom suprotne Holderove nejednakosti se odmah dobiva
vrijednost globalnog minimuma i tako smo na trivijalan nacin izbjegli slozeni ra¢un koji
zahtijeva Lagrangeova metoda.

Vise detalja o ovom primjeru moze se pronaéi u [2].
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4 Zakljucak

Problemi minimizacije troskova u proizvodnji mogu se rijesiti na vise nacina. Definitivno
najmoc¢niji nac¢in je koristenjem diferencijalnog racuna. Najces¢a metoda koja se koristi u
diferencijalnom racunu je metoda Lagrangeovih mnozitelja koja ¢e nam za svaki problem
donijeti odgovor, iako cesto zahtjeva mnogo vremena i netrivijalnog posla. Kako bismo tako
nesto izbjegli, koristimo alternative preko kojih na brz i jednostavan nac¢in mozemo doci
do istih odgovora. Pomo¢u AG nejednakosti i CSB nejednakosti jednim potezom dolazimo
do izracuna stacionarnih tocaka i optimalnih vrijednosti proizvodnih funkcija koje proma-
tramo. Takoder, treba napomenuti da se ove nejednakosti mogu koristiti samo u slucaju
kada proizvodne funkcije imaju kontinuitet varijabli te funkcije moraju biti u obliku zbroja
¢iji umnozak daje konstantu. S druge strane, mozemo koristiti Holderovu nejednakost koja
ne zahtijeva kontinuitet proizvodne funkcije, a do minimuma funkcije dolazimo na elegantniji

nacin nego preko Lagrangeove ili neke druge metode u vidu diferencijalnog racuna.
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