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Sazetak

U ovom zavrsnom radu, proucavat ¢emo konformno preslikavanje s naglaskom na njegove
primjene. Definirat ¢emo konformno preslikavanje i pokazati njegove osnovne primjere. Za-
tim ¢emo prucavati Mdobiusovu transformaciju, koja je jedna od najznacajnijih primjena
komfornog preslikavanja i pokazati nekoliko slucajeva u kojima primjenjujemo konformno
preslikavanje.

Kljucne rijeci

konformno preslikavanje, translacija, kontrakcija, dilatacija, rotacija, inverzija,
Mébiusova transformacija

Abstract

In this final paper, we will study conformal mappings with a focus on their applications. We
will define conformal mapping and demonstrate its basic examples. Next, we will examine
the Md&bius transformation, which is one of the most significant applications of conformal
mapping, and illustrate a few cases where we apply conformal mappings.
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conformal mapping, translation, contraction, dilation, rotation, inversion,
Mobius transformation
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Uvod

U ovom radu ¢emo ukratko opisati konformno preslikavanje te promotriti njegove primjene.
U prvom poglavlju se opisuje geometrijsko znacenje i sama definicija konformnog
preslikavanja. U drugom poglavlju ¢emo pogledati osnovne primjere konformnih
preslikavanja. U tre¢em poglavlju kao konformno preslikavanje razmatra se Mobiusova
transformacija koja je dobila naziv po matematicaru Augustu Ferdinandu Md&biusu.

U zadnjem, cetvrtom poglavlju ¢emo promotriti nekoliko primjena ovih preslikavanja u nekim
podrucjima znanosti.



1. Geometrijska interpretacija i definicija konformnog
preslikavanja

Neka je funkcija f analiticka u podruéju 2 C C, f: 2 — C.

Definicija 1.1. Kompleksna funkcija w = f(z) je analiticka u tocki z ako je diferencijabilna
u nekoj okolini tocke z.

Neka je zy € {2 te promotrimo u kompleksnoj ravnini neku glatku krivulju K kroz z,.
Neka je f(z9) = wo te neka krivulja K u z — ravnini odgovara krivulji M u w — ravnini gdje
funkcija f preslikava K na M.

Funkcija f(z) je analiticka te pretpostavimo da f'(zp) # 0. Stoga kompleksni broj ima
eksponencijalni oblik

Aw ‘
f,(ZO) = lim — = ’f/(Z0)| . 6“17

Az—0 Az

gdje je a = arg /'(z0).

Ako tocka z = zp + Az lezi na K, onda tocka w = wy + Aw lezi na M. Neka je kut kojeg
¢ini kompleksni broj Az = z — zg jednak arg Az (to je kut odgovarajucée sekante krivulje K).
Neka je kut kojeg ¢ini kompleksni broj Aw = w —wjy jednak arg Aw. Bududi da, u granicnom
prijelazu - limesu kada Az — 0, sekanta od K prelazi u tangentu od K, analogno u limesu
kada Aw — 0 dobiva se tangenta odgovarajuce krivulje M.

Ozna¢imo:
¢ = Z (tangenta u tocki zy na K u odnosu na x — 0s u z — ravnini)
¢ = Z (tangenta u tocki wy na M u odnosu na v — 0s U w — ravnini).

Bududi da pri dijeljenju kompleksnih brojeva imamo svojstvo

ip1 ]
N _ M ier—p2)
)

ro€iP2
iz toga slijedi da je argument

A
arg A—j = arg Aw — arg Az.

Dobivamo:

A
a = arg F'(z) = arg Alizrl}o A—C: = Aligo arg Aw — AthEO arg Az = ¢ — .



Vrijednost derivacije ne ovisi o na¢inu na koji Az tezi prema nuli, pa je ova razlika kuteva
ista za bilo koju drugu glatku krivulju koja prolazi kroz z.
Odatle slijedi da za analiticku funkciju f s derivacijom f’(zp), kut izmedu bilo kojih dvaju
glatkih krivulja Z(hq, hy) u tocki zg u z — ravnini, jednak je kutu izmedu krivulja f(h;) i
f(ha) u tocki wy, koje su slika tih glatkih krivulja u w — ravnini, tj. vrijedi

¢1—pr=a

= P1—g2—p1+p2=0 - $1— P2 = 1 — p2.
P2 — 2=«

Stoga, ovakvim preslikavanjem ”¢uvaju se kutovi” po veli¢ini i orijentaciji.

Definicija 1.2. Preslikavanje f : 2 — C koje je univalentno (injektivno) naziva se
konformno preslikavange ako ono ¢uva kutove po veli¢ini i orijentacij.

Teorem 1.1. (kriterij za konformno preslikavange, [4])
Preslikavanje f : £2 — C je konformno preslikavanje u nekom podrucju 2 C C ako 1
samo ako je f analiticka funkcija u podrucju 2 i f'(z) #0, Vz € (.

Dokaz prethodnog teorema moze se vidjeti u [4].



2. Osnovni primjeri konformnih preslikavanja

2.1. Translacija

Translacija je konformno preslikavanje u kompleksnoj ravnini koje svaki kompleksni broj z
preslikava u novi kompleksni broj 2z’ tako da je 2/ = z + a, gdje je a kompleksan broj koji
predstavlja pomak. Odnosno, translacija pomice svaku tocku u kompleksnoj ravnini za fiksni
vektor u, koji ima pocetnu tocku u ishodistu kompleksne ravnine, a zavrsnu tocku, u tocki
u kompleksnoj ravnini koja predstavlja kompleksni broj a.

7
6

5

Slika 1: Translacija

2.2. Kontrakcija i dilatacija

Kontrakcija je konformno preslikavanje koje smanjuje udaljenost izmedu svih tocaka u kom-
pleksnoj ravnini. Udaljenost izmedu tocaka nakon kontrakcije ne moze biti veca od udalje-
nosti izmedu tih tocaka prije preslikavanja.

Zg=(Xp: Yo)
1zl -
k\zol wo=(ug, Vo)

Slika 2: Kontrakcija



Dilatacija je konformno preslikavanje koje pove¢ava udaljenosti izmedu tocaka. Formalno,
neka je dano preslikavanje izrazom: f(z) = az, gdje je a je kompleksan broj razli¢it od nule.
Ako je |a| < 1, radi se o kontrakeciji koja smanjuje udaljenosti izmedu tocaka,a ako je |a| > 1,
radi se o dilataciji koja ih povecava.

Kizgl,” “Wo~(Uo' Vo)
Z5=(Xo: Yo)
[zl

Slika 3: Dilatacija

2.3. Rotacija

Rotacija je konformno preslikavanje koje okrece tocke u kompleksnoj ravnini oko ishodista
(nule) za fiksni kut ¢ i ima oblik f(z) = z - e"?.

To preslikavanje ima trigonometrijski oblik w = f(z) = (cos¢ + ising) - z. Ako jos i z
zapisemo kao z = r(cos a + i sin ), dobivamo w = r(cos(a + ¢) + isin(a + ¢)).

Wo=(Ug: Vo)

\

Slika 4: Rotacija



2.4. Inverzija

Inverzija je konformno preslikavanje dano izrazom f(z) = 1 i koje transformira svaku tocku u

kompleksnoj ravnini tako da zamjenjuje mjesto s obzirom na jediniénu kruznicu (tj., kruznicu
s radijusom 1) koja je centrirana u ishodistu (nuli). Formalno, za svaki kompleksni broj z
razli¢it od nule, inverzija ¢e dati novi kompleksni broj w na sljedeéi nac¢in: w = 1. Pritom,

z
pocetna tocka z preslikava se inverzijom u tocku w.

Zy=(Xo: ¥o)
Zy=(Xg: Yo)

Slika 5: Inverzija



3. Mbobiusova transformacija
Jedna od najznacajnijih primjena konformnog preslikavanja je Mobiusova transformacija.

Definicija 3.1. Preslikavange
az+b
o=HE= e

gdje su a,b,c,d dane kompleksne konstante takve da je ad — bc # 0,naziva se Mobiusova
transformacija (ili razlomljena linearna funkcija).

d

Definiramo ju za svaki z € C\ (=¢) uz pretpostavku ¢ # 0.

Opéenito, s
az+b

cz+d

w= f(z) =
je definirana funkcija f: C\ {=¢} — C\ {¢}.

U svojoj domeni ona je univalentno (injektivno) preslikavanje i vrijedi

f,(z):<az—|—b>/ a(cz+d) — (az +b)c  ad—bc d

cz+d) (cz + d)? :(cz+d)27é0’ VZGC\(T>'

Buduéi da je ovo analiticka funkcija sa svojstvom f/(z) # 0, zakljuéujemo da je i konformna
funkcija.
Inverzno preslikavanje

—dw+b

z=gw)=——,

w—a
gdje je ad — be # 0 je takoder Mobiusova transformacija.
Funkcija g : C\ {¢} — C\ {—¢} je inverzna funkcija od funkcije

az+b
&= fe)= cz+d
Provjerimo
—dw+b
z=gw) = ———.
Iz izraza w = f(z) dobivamo:
az+b
o= ) =ZE0 (et

w(cz4+d)=az+b
wez+dw=az+b
cwz —az =b—wd
z(ew —a) =b—dw

—dw +b
= —,
cw—a



Napomena 3.1. U slucaju da je ¢ =0, onda funkcije w = f(z) = % iz=glw) =22

imaju oblik afinih analitickih preslikavanja (tj., polinomi su prvog stupnja)

b
f(z):ngra
d b
g(w):aw—a-

Funkcije f, g mogu se prosiriti do medusobno inverznih bijekcija uvodenjem tzv. be-
skonacno daleke "tocke” kojom se prosiruje skup C na sljedeci nacin, C = C U oo.

Propozicija 3.1. (vidi [4])
Svaka Mébiusova transformacija jeste kompozicija translacije, dilatacije, rotacije i inverzije
(pri tome neka od tih transformacija moze izostati).

O
Propozicija 3.2. (neka svojstva Mébiusove transformacije, [4])
1. koeficijenti a,b,c,d u izrazu w = f(z) = Zjis nisu jednoznaéno odredeni, mnoZenjem s

faktorom X\ # 0 brojnika i nazivnika dobivamo istu transformaciju

2. Mdobiusova transformacija ima najvise dvije tocke osim u slucaju identitete f(z) = z,

VzeC

3. Mébiusova transformacija f : C — C je jedinstveno odredena ako su poznate njezine
vrijednosti u tri tocke.

Primjer 3.1. Preslikajmo Mébiusovom transformacijom jediniéni krug pomodéu funkcije

w=f(z) =

Rjesenge: [zaberimo 3 tocke koje odreduju tu kruznicu. Mdobiusova transformacija pres-
likava kruznicu u pravac.

Neka su z1 = 1,29 = 1,23 = —1.
= fla) = f() = 1 =
wr = J\*71) = —1_1—00
, i i+l @40 1 4
W2—f(z2)_f(z)_i_1'i_|_1_ 5 T3 3
—1 1
wy = f(z3) = f(=1) 1-1 5
Dakle, Mébiusova transformacija preslikava zy = 1 v w; = 00, ZQZiUWQ:%—%Z.Z:)):—l

U w3 = % Nadalje, tocku z4 = 0 preslikava u tocku wy = 0. To znaci da ce se dani jedinicni
krug preslikati ovom Mdébiusovom transformacijom u lijevu poluravninu odredenu s pravcem

U= % U W — ravnine.



=1 15 20 ot o5 1 15 2
© 1 i
wyg=—-—=
232—1 2121 2 2
-2 ( 0 2 =
Nw1 =0

Slika 6: Mobiusova transformacija

4. Primjene konformnog preslikavanja

Konformna preslikavanja imaju izrazen doprinos u fizici, matematici, kartografiji, medicini i
u mnogim drugim podrucjima.

4.1. Joukowsky preslikavanje

U aerodinamici imamo posebno interesantnu primjenu preslikavanja pod nazivom Joukowsky
preslikavanje. Dano je izrazom
1 1

Prvi puta je koristeno za proucavanje strujanja oko zrakoplovnih krila od strane pionira aero
i hidrodinamike, ruskog istrazivaca Nikolai Zhukovskii (Joukowski).

Kako vrijedi
1 1
f,(Z):§ (1_?) :Oa

ako i samo ako je z = £1, Joukowsky preslikavanje je konformno osim u kriti¢cnim tockama
z = =£1, a u tocki z = 0 nije definirano.



Slika 7: Joukowsky preslikavanje kruznica sa sredistem u ishodistu, u elipse (vidi [6])

Pod Joukowsky preslikavanjem, koncentriéne kruznice |z| = r # 1 su preslikane u elipse

s fokusima u tockama +1 u w — ravnini, pogledati Sliku 7.

Center: .1
Radius: .5

Center: .2 4+ 1
Radius: 1.2806

Center: .2+ 1
Radius: .8

Center: .1 + .31
Radius: .9487

Center: 1+ 1
Radius: 1

Center: —.1+4 .11
Radius: 1.1045

Center: —2 + 31

Radius: 3v/2 ~ 4.2426

Center: —.2 + .11
Radius: 1.2042

Slika 8: Promjenom sredista i polumjera kruznica imamo razlicite slike Joukowsky

preslikavanja (vidi [6])

Ucinak Joukowsky preslikavanja na krugove koji nisu centrirani u ishodistu je zanimljiv.
Ako krug prolazi kroz tocku z = 1, tada njegova slika nije vise glatka. ve¢ ima vrth u w =1,
a to se dogada u zadnjih Sest primjera Slike 8. Neke od krivulja poprimaju oblik popre¢nog

presjeka idealiziranog krila zrakoplova.
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4.2. Mapiranje mozga

Tzv. Cortical brain flattening, je tehnika je koja se koristi u neuroznanosti i
neurovizualizaciji kako bi se vizualizirala i analizirala slozena naborana struktura mozdane
kore. Primarna svrha kortikalnog ravnanja mozga je transformirati naboranu povrsinu kor-
teksa u 2D reprezentaciju, tj. prikazati mozak pomocéu mapa.

Y iy Fsiin
:"-00" n

Y, L
“:“'

(b)

Slika 9: Konformno mapiranje: a) tekstura sfere, b) mozga (vidi [3])

Buduéi da ljudski mozak nema pravilni oblik, ¢esto je potrebno izvrsiti transforma-
ciju kako bismo ga aproksimirali sfericnim oblikom. Ovaj proces preslikavanja sfere na
ravnu povrsinu poznat je kao ,circlepacking”. Pri tome krugovi se stvaraju tako da nisu
u medusobnom preklapanju, odnosno da je svaki krug tangenta susjednom krugu (vidi [2],

3])-

4.3. Pomorska plovidba

Konformna preslikavanja koriste se i u kartografiji, tj. kod Mercatorovog preslikavanja i
stereografskih projekcija.

Stereografska projekcija je geometrijska metoda preslikavanja povrsine Zemlje na ravninu.
Ona projicira sferu Zemlje na ravninu koja je tangencijalna u jednoj tocki na sferi. Ste-
reografska projekcija cuva kuteve, sto je ¢ini konformnom i korisnom za mapiranje malih
podru¢ja s minimalnom distorzijom.

Mercatorova projekcija je cilindriéna kartografska projekcija koja predstavlja povrsinu Zem-
lje kao pravokutnu kartu. Mercatorova projekcija ¢uva kuteve i oblike, sto je ¢ini idealnom
za navigaciju i nauticke karte.

Mercatorovo preslikavanje je pogodno za pomorsku navigaciju zbog svoje sposobnosti ocuvanja
stalnog smjera kretanja, dok je stereografska projekcija bolja za male karte i specificne znans-
tvene svrhe.

11



Slika 10: Mercatorova karta (vidi [7])

4.4. Karta svijeta

Za preslikavanje Zemlje na ravnu povrsinu, odnosno za mapiranje trodimenzionalnog objekta
na dvodimenzionalni, koristimo Md&biusovu transformaciju. Proces je slican onom kod ma-
piranja mozga, ali razlikuju se u ¢injenici da je povrsina Zemlje relativno glatka i pravilna,
pa je mozemo aproksimirati kao sferu. Znanstvenici su razvili softver koji koristi M&bi-
usovu transformaciju kako bi pretvorio sliku projekcije Zemlje u sliku u dvodimenzionalnom
prostoru (vidi [2]).

Slika 11: Primjena konformnog preslikavanja u kartografiji (vidi [5])

12



4.5. Dirichletov problem

Neka je Q C C jednostavno povezano podrucje te neka je h neprekidna funkcija na rubu tog
podrucja 0f). Potrebno je pronaé¢i harmonijsku funkciju v na €2 koja je neprekidna na rubu
podrucja 0f) tako da vrijedi

Au=20
U‘BQ = h)
gdje je
o° G
A= —
0x? T 0y?

Laplaceov diferencijalni operator drugog reda.

Neki primjeri problema za koje se moze primijeniti ovaj gornji, tzv. Dirichletov problem, u
matematickom modeliranju su:

e Ravninski tok fluida
e Elektrostatski potencijal
e Difuzija topline.

Teorem 4.1. (vidi [5])
Neka je U(u,v) harmonijska funkcija na podrucju D' u w — ravnini, tj. U(u,v) zadovoljava
Laplaceovu jednadzbu

AU (u,v) =0, w=u+iveD

Ako jew = f(2) = u(z,y)+iv(z,y) konformno preslikavanje koje preslikava D iz z—ravnine
v D' u w — ravninu, onda je funkcija

Viz,y) = U(f(z)) = U(u(z,y),v(z,y))
harmonijska na D u z — ravnini pa zadovoljava Laplaceovu jednadzbu
AVi(z,y) =10, z=x+1iy € D.
O

Napomenimo da ako je kompleksna funkcija f(z,y) = u(x, y)+iv(z, y) analiticka u podrucju
Q C C, onda su pripadne funkcije u(z,y) i v(x,y) harmonijske funkcije na Q, tj. u i v
ispunjavaju Laplaceovu jednadzbu na ().

13



Navedimo par primjera Dirichletovog problema.

Primjer 4.1. (stacionarni toplinski tok, vidi [1])
Fourierov zakon provodenja topline koji turdi da toplinski flux - tok g u homogenom izotrop-
nom mediju - podrucju ) konstantne toplinske vodljivosti k, dan je s

q = —kVu,

gdje je u temperatura u podrucju ). Za vremenski neovisnu temperaturu u, zakon ocuvanja
energije implicira daV-q =0, t5. Au =0 u 2. Kada je u odreden na rubu, ovo je Laplaceova
jednadzba s Dirichletovim rubnim uvjetima.

Izracunajmo temperaturu u, u vanjskom dijelu dvije kruznice |z —i| < 1 i |z +1i| < 1, sa
Dirichletovim wvjetima v = 1 za prou kruznicu te uw = —1 za drugu kruznicu, isto kao i
u — 0 pri granicnom priygelazu oo.

Kako bismo rijesili problem, pogledajmo da preslikavanje w = % preslikava nasu promatranu
domenu v 2 < {(w) < 3.

Ruyesimo:
AU(En) =0
U(fa _%) =1
U(fa %) = —l

U—0 kada (&) —(0,0).

Moze se pokazati da je jedinstveno rje§enje ovoga problema

tako da je
(@9) = 2
u(®,y) = Y

rjeSenje originalnog problema.

Primjer 4.2. (vidi [5])
Rjesenje Dirichletovog rubnog problema, danog u ravninskim polarnim koordinatama r, ¢,
na krugu polumjera R

Aalr, ) =0, D= { (r,w) 1 ¢ < H}

u(R,p) = h(p), ¢el0,2q],

pomocu Poissonove formule glasi (vidi [5])

u(r, @) ! /O% (72— ) h(t)dt.

T om R? — 2Rrcos(p —t) + r?

14
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