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Sazetak

Tema ovog rada je Bayesova formula. Kroz rad prolazimo i uvjetnu vjerojat-
nost buduéi da je formula zasnovana na istoj. Navest ¢emo primjene i proéi
kroz nekolicinu primjera pokazujuéi na koje sve nacine Bayesova formula
moze biti upotrebljena. Vjerojatnost nekog dogadaja uz danu realizaciju ne-
kog drugog dogadaja, moze se raCunati na mnoge nacine. Primjetit ¢emo
da nas navedena formula, od naizgled sloZzenog racuna, dovodi do racuna

minimalnog napora.

Kljucne rijeci

vjerojatnost, uvjetna vjerojatnost, formula potpune vjerojatnosti, Bayesova

formula



Bayes’ theorem with examples

Abstract

The topic of this paper is Bayes’ theorem. Through paper, we also go through
the conditional probability since the formula is based on the same. We will
list applications and go through several examples showing in what ways the
Bayes’ theorem can be used. The probability of an event with the specified
condition, can be calculated in many ways. We will notice that the given
formula from a seemingly complex calculation leads to an calculation with

minimal effort.

Key words

probability, conditional probability, formula of total probability, Bayes’ the-

orem
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Uvod

Ovaj je rad baziran na pojmu vjerojatnosti. Kada bismo preveli na jezik
shvatljiv vecini ljudi, vjerojatnost bismo definirali kao Sansu pojave nekoga
dogadaja.

U prvom poglavlju proc¢i ¢emo kroz definicije u svrhu sto bolje usvojenosti
i lakse interpretacije pojmova. Usvajanje definicija ¢esto je svedeno na ¢i-
tanje i pamcenje istih. Dubljom analizom informacija postize se kvalitetnija
obrada rezultata Sto i jest svrha ovoga rada. Osim pojmova vezanih uz vje-
rojatnost, obradit ¢emo i uvjetnu vjerojatnost. Dokazat ¢emo da je upravo
uvjetna vjerojatnost kljuéna za razumijevanje Bayesove formule.

U drugom, ujedno i zadnjem poglavlju, prelazimo na glavnu temu, a to je
Bayesova formula i njezine primjene. Pro¢i ¢emo kroz razne primjere i vi-
djeti u kojim sve segmentima ¢ovjekova djelovanja dano gradivo moze biti

primijenjeno.



1 Osnovni pojmovi iz teorije vjerojatnosti

1.1 Pojmovi

Zahvaljujuéi engleskom matematicaru i statisticaru, Thomasu Bayesu (1702.-
1761.), utemeljena je Bayesova formula na na¢in kakvu ju danas poznajemo.
Kako bi nam postupci izracunavanja bili Sto jasniji, definirajmo pojmove

pomocu kojih ¢emo dolaziti do nama bitnih zakljucaka.

Definicija 1. Slucajan pokus je pokus ciji ishod nije jednoznacno odreden

uvjetima u kojima se pokus izvods.

Definicija 2. Svaki ishod jednog izvodenja slucajnog pokusa naziva se ele-

mentarni dogadaj w.

Definicija 3. Skup ili prostor elementarnog dogadaja ) je skup svih

mogucih ishoda slucajnog pokusa.
Napomena 1. Elementi skupa () su elementarni dogadaji w.

Definicija 4. Neka je Q # (). Familija F podskupova skupa Q jest o-algebra

skupova na ) ukoliko vrijedi:
1. 0eF
2. Ako je A€ F , onda je 1 A° € F.

3. Ako je dana prebrojiva familija skupova (A;,i € I) C F,I C N, onda
F sadrZi i njihovu uniju J,c; Ai € F.

Definicija 5. Elemente odabrane o-algebre na 2 zovemo dogadajima.
Definicija 6. Suprotan dogadaj dogadaju A C Q) jest skup A° = {w € Q) :
wé A}

Definicija 7. Relativna frekvencija dogadaja A definira se kao kvocijent
frekvencije ny (broj ponavljanja realizacije A tijekom n izvodenja pokusa) i

broja izvodenja pokusa n.

Definicija 8. Neka je Q # () skup elementarnih dogadaja te F o-algebra do-
gadaja na tom skupu. Vjerojatnost na skupu 2 definira se preslikavanjem
P : F — R ukoliko vrijedi:



(A1) P(A) >0, VA € F (nenegativnost vjerojatnosti)
(A2) P(Q) =1 (normiranost vjerojatnosti)

(A3) Ako je (A;,i € I) C F prebrojiva familija, gdje je AiNA; =0,za i #
J, onda vrijedi: P(|J,c; Ai) = Y ic; P(Ai) (0-aditivnost vjerojat-
nosti).

Definicija 9. Uredena trogka (2, F, P) naziva se vjerojatnosni prostor,
pri cemu je Q # (0 prostor elementarnih dogadaja, F o-algebra na €,
P : F — R vjerojatnost.

1.2 Uvjetna vjerojatnost

Prouc¢avamo vjerojatnost dogadaja uz uvjet da je prethodno doslo do reali-
zacije nekog drugog dogadaja. Dakle, vjerojatnost realizacije dogadaja A,
ukoliko je prethodno doslo do realizacije dogadaja B, definiramo na sljedec¢i

nadin.

Definicija 10. Neka je (2, F, P) vjerojatnosni prostor te A, B € F dogadayji

iz Q, pri cemu je P(B) > 0. Uvjetna vjerojatnost dogadaja A uz dani
dogadaj B jest preslikavanje Pg : F — [0,1] definirano na sljedeéi nacin:

P(ANB)

Pg(A) = ————=

Koristimo i oznaku P(A|B) = Pg(A).

Napomena 2. Uocimo, P(A°|B) =1 — P(A|B).

Prirodno je zapitati se $to ako jedan dogadaj ne zavisi o drugome. Od-
nosno, sto ako realizacija dogadaja B ne utjec¢e na vjerojatnost dogadaja A?

Pretpostavljamo da je tada:

P(A|B) = P(A).



Dakle, vjerojatnost dogadaja A ostaje nepromijenjena bez obzira dolazi
li do realizacije dogadaja B ili pak ne. To govori samo jedno, a to je da
dogadaj A ne zavisi o dogadaju B, tj. da su navedeni dogadaji nezavisni
jedno o drugome.

Definicija 11. Neka je (52, F, P) vjerojatnosni prostor. Dva su dogadaja
A, B € F nezavisna ako vrijedi:

P(ANB)= P(A) - P(B).
Pretpostavili smo da je dogadaj A nezavisan o dogadaju B pa slijedeci

definiciju dolazimo do zakljucka:

PR = T5g = DG = pa)

Uz uvjetnu vjerojatnost, pojavljuje se jos jedna jako bitna formula. Radi

se o formuli potpune vjerojatnosti do koje dolazimo na sljedeci nacin.

Definicija 12. Familija dogadaja (H;,i € I),I C N u vjerojatnosnom pros-
toru (Q, F, P) ¢ini potpun sustav dogadaja ukoliko vrijedi:

1. Hi#0, za sveiel
2 HynH; =0, zo sveidty 1§l

3. Uiy Hi = Q.

Teorem 1 (Formula potpune vjerojatnosti). ([1/, str. 36.) Neka je (H;,i €
I) potpun sustav dogadaja w vjerojatnosnom prostoru (0, F,P). Tada za
svaki dogadaj A € F vrijeds:

P(A) =" P(H;)P(A|H,).

el

Dokaz. Uo¢imo da se dogadaj A € F moze prikazati na sljede¢i nacin:

A= JAnH).

el



Takoder, uo¢imo da je {ANH;, i € I}, I C N, familija disjkunktnih skupova.

Primjenom svojstva (A3) dobivamo:

P(A)=P (U(A N Hi)) => P(ANH,).

iel iel
Iz formule uvjetne vjerojatnosti poznato je:

P, = D)

[zrazavanjem brojnika te sumiranjem obje strane dolazimo do izraza:
P(A)=) P(ANH) =) P(AlH)- P(H;).
i€l i€l

O

Dakle, potrebno je izabrati familiju dogadaja koja tvori potpun sustav

dogadaja, a potom kroz navedenu formulu dolazimo do trazene vjerojatnosti.



2 Bayesova formula

2.1 Definicija

Prethodno je poglavlje zakljuceno potpunim sustavom dogadaja. Sto su za-
pravo elementi navedenoga skupa? Primjetimo da su elementi potpunog su-
tava dogadaja medusobno disjunktni dogadaji ¢ija je unija jednaka sigurnom
dogadaju. Te elemente nazivamo hipotezama. Dolazimo do formule koja je
bazirana na vjerojatnosti hipoteza ukoliko znamo da je doslo do realizacije

dogadaja A.
Teorem 2 (Bayesova formula). ([1], str. 39.) Neka je (H;,i € I), I C N

potpun sustav dogadaja u vierojatnosnom prostoru (S, F, P) te neka je A bilo
koji dogadaj iz F, pri cemu je P(A) > 0. Tada za svakii € I vrijedi sljedece:
P(H;) - P(A|H;)

P(A) '

P(H;|A) =

Dokaz. Prema definiciji uvjetne vjerojatnosti imamo:
P(H; N A)
P(H;|A) = —————=.

(Hil4) P(A)

Znamo da je P(H;NA) = P(AN H;).

Pogledajmo vjerojatnost dogadaja A ukoliko je doslo do realizacije H;.
P(AN H;)
P(AlH;) = TP
Izrazimo iz jednakosti P(AN H;), odnosno P(H; N A), ubacimo u gornji izraz
te dobivamo:
P(H,) - P(A|H))
P(A)

P(H;|A) =

OJ

Primjer 1. Marta je pozvana na tematsku zabavu pod nazivom: "Crno-bijeli
svijet. " Prijateljice su joj odlucile pomoéi oko oblacenja. Petra joj je donijela
tri bijele @ tri crne haljine, Dora cetiri bijele 1 pet crnih, dok je Lorena donijela
samo duvije crne haljine. Kolika je vjerojatnost da je Marta obukla Loreninu

haljinu, ako znamo da se na kraju ipak odlucila za crnu?



Rjesenje:

Neka su Hy, Hy, H3 dogadaji koji ¢ine potpun sustav dogadaja, gdje je:
H, = {haljina je Petrina}
Hj, = {haljina je Dorina}
Hj; = {haljina je Lorenina}.

Odredimo vjerojatnost dogadaja H;, ¢+ = 1,2, 3.

Ukupno ima 17 haljina, od ¢ega je Sest Petrinih, devet Dorinih i dvije Lore-
nine. Stoga je:

6
9
P(Hz) = -
2

Mozemo uociti da su navedeni dogadaji disjunkti i pozitivne vjerojatnosti te
da u uniji daju skup €.
Oznac¢imo s A dogadaj ¢iju vjerojatnost trazimo, tj.

A = {Marta je obukla crnu haljinu}.
Vjerojatnost dogadaja A ra¢unamo formulom potpune vjerojatnosti (FPV):
P(A) =) P(H;)P(A|H,).

el

Izrac¢unali smo vjerojatnost svakog od dogadaja H; te sada preostaje odre-
diti vjerojatnost dogadaja A uz uvjet da je doslo do realizacije dogadaja
H;, za1=1,23.

3 1

P(A|Hy) = 6= 3 jer je Petra donijela 6 haljina od ¢ega su 3 crne
5)

P(A|H,) = 5 jer je Dora donijela 9 haljina od ¢ega je 5 crnih
2

P(A|H3) = 5 = 1 jer je Lorena donijela 2 haljine i obje su crne

Uvrstimo u FPV:



P(A)y= 3£ -2+ -2 +2+1=105882

Konac¢nu, trazenu vjerojatnost dogadaja (da je Marta obukla crnu haljinu

ukoliko znamo da je haljina Lorenina), ra¢unamo Bayesovom formulom:

P(H;) - P(A|H;)

P(Hi|4) = == 55

Uvrstimo trazene podatke te dobijemo:

PG = P(A) "~ 0.5882

Zakljucujemo, vjerojatnost da je Marta obukla Loreninu haljinu ako znamo

da je obukla crnu, iznosi 20%.

2.2 Primjeri koristenja Bayesove formule

Kao sto je navedeno na pocetku, vjerojatnost i statistika primijenjuju se u
raznim podrudjima naSe svakodnevice, veéinom nesvijesno. Cesto se susre-
¢emo sa izazovima te prije poduzimanja prvog poteza, procijenimo rizike i
zatim razmatramo buduce i korisne postupke. Cesto se zapitamo kolika je
uopée Sansa za uspjehom ukoliko se odluc¢imo za pojedini potez. Razmislja-

juéi na taj na¢in procjenjujemo vjerojatnosti uspjeha/neuspjeha.

2.2.1 Primjeri u medicini

Ima li smisla promatrati u¢inak odredenog lijeka ako se osoba nad kojom
vrsimo promatranje nije striktno drzala propisane terapije? Kolika je vjero-
jatnost da ¢emo promatranjem vise takvih osoba dobiti to¢ne podatke o tom
lijeku? Odluc¢imo li pokrenuti odredeno istrazivanje, koliko ¢emo se namu-
¢iti u pronalasku prave osobe za to ispitivanje? Nadahnuti tim pitanjima,

prolazimo kroz sljedeci primjer.

Primjer 2. Za klinicko istraZivanje odabrana je osoba cijepljena protiv COVID-
19. U wvrijeme cijepljenja odabrane osobe, u KBC Osijek na raspolaganju je
bilo tri vrste cjepiva: Pfizer, Johnson € Johnson te Moderna. Udio Pfizer-a
tada je bio 60%, Johnson € Johnson 25%, a preostali udio bio je Moderna.
Tadasnja cjepiva Pfizer 1 Moderna primala su se u dvije doze, dok je John-

sonédJohnson samo u jednoj. Pretpostavimo da je osoba primila sve potrebne



doze.
1. Kolika je vjerojatnost da je odabrana osoba cijepljena cjepivom Moderna?
2. Kolika je vjerojatnost da je odabrana osoba cijepljena cjepivom Moderna,

ako znamo da je odabrana osoba primila dvije doze?
Rjesenge:
Oznac¢imo s Hy, Hy, H3 dogadaje koji ¢ine potpun sustav dogadaja.

H, = {osoba je primila cjepivo Pfizer}
H, = {osoba je primila cjepivo Johnson & Johnson}
H;3 = {osoba je primila cjepivo Moderna}
Takoder, oznac¢imo sa A dogadaj:
A = {osoba je primila 2 doze}.
Odredimo vjerojatnosti hipoteza.
P(H;) = 0.6 jer je udio cjepiva Pfizer bio 60%.
P(H3) = 0.25 jer je udio cjepiva Johnson & Johnson bio 25%.
P(Hs3) = 0.15 jer je udio cjepiva Moderna bio 15%.

Dakle, vjerojatnost da je odabrana osoba cijepljena cjepivom moderna
iznosti 15%.

S druge strane,
P(A|H,) =1 jer se cjepivo Pfizer primao u dvije doze
P(A|Hs) = 0 jer se cjepivo Johnson & Johnson primao u jednoj dozi
P(A|H3) =1 jer se cjepivo Moderna primao u dvije doze.

Buduéi da sada imamo sve potrebne vrijednosi, primijenimo Bayesovu for-

mulu:

P(H;) - P(A|H3)
P(H1) - P(A|H1) + P(H2) - P(A|H2) + P(H3) - P(A|H3)
0.15-1 015
0.6-14+025-04+0.16-1 0.75

P(H3|A) =

=0.2.




Dakle, ako znamo da je odabrana osoba primila dvije doze, vjerojatnost

da je cijepljena cjepivom Moderna iznosi 20%.

2.2.2 Primjeri u poljoprivredi

Poljoprivreda je nerijetko vezana za rizike. éovjek ne moze u potpunosti
sam upravljati svojim urodom. Velik je broj ¢imbenika o kojima ovisi urod
odredene kulture, poput dovoljne koli¢ine kise, topline, temeljne obrade tla i
slicno. Kada je sve gotovo, ostaje samo pitanje jesu li usjevi dovoljno dobri

za daljnju proizvodnju hrane. Pogledajmo sljedeci primjer.

Primjer 3. Ratar: su krenuli u Zetvu © svoje plodove voze na silos. Tamo se
provode dodatne provjere kako bi se ustanovilo jesu li zrna psenice jos uvijek
vlazna ili su dovoljno suha za otkup. Ukoliko nije dovoljno suha, pSenica se
vraca proizvodacu. Trecina je doveZene psenice sorte Kraljica, polovina je
sorte Grendor, a Sestina je sorte Srpanjka. Stopa vlaznosti sorte Kraljica
iznosi 17%, stopa vlaznosti sorte Grendor 12%, dok stopa vlaZnosti sorte
Srpanjka iznosi 15%.

1. Ako je komusija uzela slucajan uzorak bilo kojeg od proizvodaca, kolika je
vjerojatnost uzimangja sorte Grendor?

2. Ako je dodatnim provjerama ustanovljeno da je slucajan uzorak psenice

izrazito vlaZan, kolika je vjerojatnost da se radi o sorti Grendor?
Rjesenje:
Potpun sustav dogadaja c¢ine dogadaji:

H, = {uzorak je sorte Kraljica}
H, = {uzorak je sorte Grendor}

Hj3 = {uzorak je sorte Srpanjka}.
Ozna¢imo s A dogadaj:

A = {uzorak je vlazan}.



10

Iz zadanih podataka mozemo odrediti vjerojatnost hipoteza.
P(H,) = % jer je tre¢ina pSenice sorte Kraljica
P{Hy) = % jer je polovina psenice sorte Grendor
PLHg) = % jer je Sestina sorte Srpanjka

Iz odredenih vjerojatnosti uoc¢imo, vjerojatnost da je slucajno izabrana
sorta Grendor jest 50%.

Kako je:
P(A|H1) =0.17
P(A|H2) =0.12
P(A|H3) = (.15,
Imamo:
P(H,) - P(A|H;) + P(Hs) - P(A|H;) + P(H3) - P(A|H;)
z-0.12
= 3 T T = 0.4235.
3 '0'17+§'0'12+6'O'15

Zaklju¢ujemo, ako je dodatnim istrazivanjima potvrdena velika prisut-

nost vlage, vjerojatnost da je rije¢ o sorti Grendor iznosi 42.35%.

2.2.3 Primjeri u policiji

Tragajuci za pociniteljem odredenog kaznenog djela, policajci se ¢esto mo-
raju osvrnuti na ljude oko sebe i pazljivo pratiti tragove. Uvijek je prisutna
sumnja u istinitost izjava od strane svjedoka, ali Sto veéi uzorak ispitanika
trebao bi rezultirati pravednijom presudom. Kolika je vjerojatnost da svje-
doci govore istinu? Kolika je vjerojatnost da se, prema rije¢ima svjedoka,

radi o opisanoj osobi, ilustrirat ¢emo u primjeru koji slijedi.
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Primjer 4. Tijekom noci doslo je do provale u stan. Nakon izlaska policije
na teren, 25% svjedoka reklo je kako misle da je rije¢ o muskoj osobi, dok 75%
svjedoka tvrdi da su vidjeli sumnjivu osobu Zenskog spola. 15% ispitanika koji
turde da je rijec o provalniku, uvjereni su kako je osoba visa od 180cm, dok
iz grupe onih ljudi koji turde da je rijec o provalnici, njih 90% sigurno je da
je osoba niZa od 180cm.

1. Kolika je vjerojatnost da je osoba niZa od 180cm?

2. Ako je provjerama kamera s okolnog podrucja ustanovljeno da je sumnjiva
osoba 1pak niZa od 180cm, kolika je vjerojatnost da se radi o osobi Zenskog

spola?

Rjesenje:
Dva su dogadaja koja ¢ine potpun sustav dogadaja:

H, = {osoba je muskog spola}
H, = {osoba je Zenskog spola}.

Primijetimo:

P(H;) = 0.25 jer je 25% svjedoka vidjelo provalnika
P(Hs) = 0.75 jer je 75% svjedoka vidjelo provalnicu.

Oznacimo dogadaje:

A = {osoba je visoka 180cm ili vise}

A° = {osoba je niza od 180cm}.
Prema zadanim podacima:

P(A|H,) =0.15
P(A°|H,) = 0.9.

Prema definiciji uvjetne vjerojatnosti suprotnog dogadaja:

P(A°|Hy)) =1— P(A|H) =1-0.15=0.85
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Trazimo P(A°).

Prema formuli potpune vjerojatnosti:

P(A®) = P(H)-P(A°|Hy)+ P(H,) - P(A°|H,)
= 0.25-0.85+0.75-0.9 = 0.8875.

Dakle, vjerojatnost da je provalnik/provalnica nizi/niza od 180cm iznosi

88.75%.

Pronadimo P(H|A°).
Upotrijebimo Bayesov teorem.

P(H,) - P(A°|H,)
P(A°)
0.75 - 0.90

= ———— = {7
0.8875 b

P(H,|A%) =

Dakle, ukoliko je ustanovljeno da je osoba niza od 180cm, vjerojatnost da se

radi o osobi Zenskog spola iznosi 76.06%.

2.2.4 Primjeri u prehrambenoj industriji

Tijekom proizvodnje, posebice namirnica, nuzna je dobra kvaliteta specifi¢nih
sastojaka koji tvore gotov proizvod. Cak i najmanja pogreska pri proizvodnji
moze uzrokovati zdravstvene probleme i uzrokovati opasne simptome uklju-
¢ujudi i smrtonosne. Razumno je razmisljati da to nije u cilju poizvodaca,
medutim, kada se propust dogodi, nuzno je sanirati napravljenu Stetu i spri-
jeciti nastanak jos vece, globalnije. Kada u medijima ¢ujemo o povlacenju
proizvoda kojeg imamo u kué¢anstvu, nadamo se da nije rije¢ o onome u nasem
hladnjaku ili pak onome kojeg smo veé¢ konzumirali. Kolike su Sanse da se
radi bas o tom proizvodu? Kolika je Sansa da smo u sebe unijeli kancerogenu

tvar? Ilustrirat ¢emo kroz sljedeéi primjer.

Primjer 5. U tvornici cokolade doslo je do propusta pri proizvodnji tijekom
jednog dana. Smatra se da je u cokoladama utvrden etilen oksid te je cokolade
navedenoga datuma potrebno baciti. 40% je mlijecnih cokolada, dok tamna i
bijela zauzimaju podjednak udio u proizvodngi. Ustanovilo se da je 45% mli-

jecnih, 60% tamnih i 65% bijelih cokolada toga dana pravilno proizvedeno.
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1. Kolika je vjerojatnost da éemo, nakon provjere datuma otisnutog na paki-
ranju, cokoladu baciti?
2. Kolika je vjerojatnost da smo kupili mlijecnu cokoladu, ako znamo da smo

ju kasnije bacili?

Rjesenje:
Dogadaji koji ¢ine potpun sustav dogadaja:

H, = {¢okolada je mlije¢na}
H, = {¢okolada je tamna}
Hj; = {¢okolada je bijela}.

Koliko iznose njihove vjerojatnosti? Iz uvjeta zadatka vidimo da je u pro-
izvodnji udio mlije¢nih ¢okolada jednak 40%, dok 60% ¢ine tamne i bijele
¢okolade. Buducéi da je njihov udio u proizvodnji podjednak, udio tamne
iznosi 30%, a takoder toliko iznosi i udio bijele ¢okolade. Sada je:

P(H;) =04
P(H,) =0.3
P(H;) =0.3.

Neka su:

A = {¢okolada se smije konzumirati}

A¢ = {Cokoladu je potrebno baciti}.

Odredimo vjerojatnost dogadaja A° uz danu realizaciju H;, za i = 1,2, 3.

P(A|H,) = 0.45 jer je 456% mlije¢nih ¢okolada tog dana pravilno proizvedeno
P(A|Hs) = 0.6 jer je 60% mlijecnih ¢okolada tog dana pravilno proizvedeno
P(A|H3) = 0.65 jer je 65% mlijecnih ¢okolada tog dana pravilno proizvedeno

Uvrstimo u formulu:

P(A) = P(H)-P(A|H)+ P(Hs) - P(A|H>) + P(Hs) - P(A|H;3)
= 0.4-0.45+0.3-0.6+0.3-0.65 = 0.56.
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Prema vjerojatnosti suprotnog dogadaja:

P(A%) =1—P(A)=1—0.56 = 0.44.

Vjerojatnost da smo bacili ¢okoladu iznosi 0.44%.

Odredimo P(H;|A°).

Prema Bayesovom teoremu:

P(H;) - P(A°|Hy)

P<H1|AC) = P(AC)
_ P(H,)-(1— P(A|H,))
P(A°)
04 (1 —0.55) _ 041
N 0.44 -

Vjerojatnost da smo uzeli mlije¢nu ¢okoladu koju smo kasnije bacili iznosi

41%.

2.2.5 Primjeri u automobilskoj industriji

U prethodnom odlomku, uveli smo se u svijet proizvodnje i nastanka propusta
tijekom iste. Posjedovanje automobila neophodno je za uklapanje u uzurbani
svijet koji se odvija oko nas. Pri kupnji vozila vazan nam je sigurnosni sustav
koji ono pruza. Automobilskih je nesreca sve vise i ljudi ¢esto stradavaju u
njima. Kroz primjer ¢emo proci kroz selekciju automobila koji su spremni za

prodaju.

Primjer 6. U tvornici automobila proizvodeno je 67% crvenih automobila,
dok su preostali automobili sivi. U svrhu testiranja vozila, odvoze se automo-
bili jedan po jedan.

1. Kolika je vjerojatnost da je je prvo izabran sivi automobil?

2. Tijekom prve voznje ustanovilo se da automobil ima gresku na motoru.
Kasnije se saznalo da 30% crvenih automobila ima isti problem, dok je kod
siwih automobila pojavnost tog kvara trostruko manja. Kolika je sada vjero-

jatnost da je izabran sivi automobil?
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Rjesenje:
Dogadaji koji ¢ine potpun sustav dogadaja:
H, = {automobil je crvene boje}
H, = {automobil je sive boje},
pri ¢emu su

P(H,) = 0.67 jer 67% ¢ine crveni automobili
P(H,) = 0.33 jer 33% ¢ine sivi automobili.

Ozna¢imo dogadaje:

I = {ima gresku na motoru}

N = {nema gresku na motoru}.

Veé smo naveli da je P(Hs) = 0.33, tj. vjerojatnost da je prvo izabran sivi
automobil je 33%.

Moramo odrediti P(Ha|I).
Budu¢i da nam je dogadaj S jedna od hipoteza potpunog sustava dogadaja,
koristimo Bayesov teorem.
P(Hs) - P(I|H>)
P(I)

P(Hy|I) =
Iz zadatka vidimo:

P(I|Hy) = 0.3 jer 30% crvenih automobila ima gresku na motoru

P(I|H5) = 0.1 jer 10% sivih automobila ima gresku na motoru.

Uvrstimo u formulu:
P(H,) - P(I|H>)
P(H,) - P(I|H,) + P(H,) - P(I|Hy)
0.33-0.1

= = (0.1410.
0.67-03+0.33-0.1

Dakle, ako automobil ima gresku na motoru, vjerojatnost da je to sivi auto-
mobil iznosi 14.10%.

P(Hy|I) =
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2.2.6 Primjeri u sportu

Napetost tijekom gledanja utakmice dodatno pojacava i ozljeda nekog od
igraca. Naravno da bismo voljeli da nesre¢a uopce nema, ali kada dode do
izvanrednih situacija voljeli bismo da je tim za koji mi navijamo siguran i
zaSticen. Kolika je Sansa da je upravo nas najdrazi igrac¢ ozlijeden? Kolika
je vjerojatnost da ¢e se suprotne strane tribina sukobiti? Sve su to problemi
koje Zzelimo minimizirati provodeé¢i posebnu proceduru par dana prije i na
sam dan igranja. Prodimo kroz primjer koji predstavlja jedan od navedenih
problema.

Primjer 7. Tijekom nogometne utakmice "Bijelih" ¢+ "Plavih" doslo je do
nereda na tribini. Nekolicina navijaca pocela je bacati baklje na teren te je
jedna osoba ozlijedena. Medu ekipom "Bujeli", 70% ima tamnu kosu, dok su
ostali svijetlokosi. S druge strane, 90% "Plavih" je svijetlokoso, a ostatak
tamnokoso kao v sudci koji su sudili taj dan.

1) Kolika je vjerojatnost da je tijekom nereda ozlijeden sudac?

2) Kolika je vjerojatnost da je ozlijedena osoba igra¢ "Plavih", ako smo od
silnog dima koji je nastao, uspjeli vidjetr da je tamnokosoj osobi pruZena

pomoc?
Rjesenge:
Neka su:
H, = {igrac je iz tima "Plavi"}
Hy = {igrac je iz tima "Bijeli" }
Hj3 = {osoba je sudac}.
Znamo da je broj igraca svakog tima jednak 11 (uklju¢ujuéi i vratara) te

da po utakmici imamo 4 sudca od kojih je jedan neposredno izvan terena.

Prema tome, vjerojatnosti od H;, za ¢ = 1,2, 3 ra¢unamo na sljedeé¢i nacin:

P(H;) =11/25 = 0.44 jer je 11 igraca "Bijelih" od ukupno 25 osoba na terenu
P(H,) = 11/25 = 0.44 jer je 11 igraca "Plavih" od ukupno 25 osoba na terenu
P(Hj3) = 3/25 = 0.12 jer je 3 sudca od ukupno 25 osoba na terenu.
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Stoga, vjerojatnost da je ozlijedena osoba sudac iznosi 12%.

Oznacimo sada dogadaje:

A = {osoba je tamnokosa}

A° = {osoba je svijetlokosa}.

Zanima nas koliko iznosi P(H;|A), a to dobijemo pomocu iduce formule:

P(H,) - P(A|H,)
P(A)

P(H|A) =
Potrebne su nam uvjetne vjerojatnosti:

P(A|H;) = 0.1 jer udio tamnokosih u timu "Plavi" iznosi 10%
P(A|H,) = 0.7 jer udio tamnokosih u timu "Bijeli" iznosi 70%

P(A|H3) =1 jer su svi sudci tamnokosi.

Racunamo vjerojatnost dogadaja A, odnosno vjerojatnost da je ozlijedena

osoba tamnokosa.

P(A) = P(Hy)- P(A|H) + P(Hz) - P(A[Hz) + P(H;) - P(A|H;)
= 0.44-0.1+0.44-0.7+0.12-1 = 0.472

Uvrstimo dobivene podatke u gornji izraz za P(H;|A):

P(H,) - P(A|H)
P(A)
0.44 - 0.1

= ————=[,0832.
0.472

P(H,|A) =

Prema tome, vjerojatnost da je ozlijedena osoba igrac iz tima "Plavi", ukoliko

znamo da je ozlijedena osoba tamnokosa, iznosi 9.32%.
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