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Sazetak

U ovom radu smo imali cilj opisati poneke neprekidne distribucije te navesti njihove primjene.
Prvo ¢emo definirati neke osnovne pojmove iz teorije vjerojatnosti koji su nam bitni za
lakSe razumijevanje neprekidnih distribucija. Zatim ¢emo za eksponencijalnu, laplaceovu,
beta, uniformnu, gama, normalnu i trokutastu distribuciju napisat oblik i ilustrirat graficki
funkcije gustoce i distribucije te izvest formule za ocekivanje i varijancu. Nakon toga ¢emo

za te distirbucije navesti za sto se koriste te navesti primjere.

Kljucne rijeci

neprekidne distribucije, eksponencijalna distribucija, laplaceova distribucija, beta distribu-

cija, uniformna distribucija, gama distribucija, normalna distribucija, trokutasta distribucija



Continuous distributions and their applications

Summary

The purpose of this thesis is describing some continuous distributions and giving some exam-
ples where those distributions can be applied. Firstly, we will state some important concepts
from probability theory that will be important for easier understanding of this thesis theme.
Next we will define the density and distribution functions and illustrate them, we will also
prove the formulas for the mean and variance of the exponential, laplace, beta, uniform,
gamma, normal and triangular distribution. After that we will state where those distributi-

ons can be applied with illustrative examples.

Key words

continuous distributions, exponential distribution, laplace distribution, beta distribution,

uniform distribution, gamma distribution, normal distribution, triangular distribution
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Uvod

Neprekidne distribucije koriste se za opisivanje mogué¢ih vrijednosti neprekidnih sluc¢ajnih
varijabli. Cilj ovog zavrsnog rada je upoznati Citatelja s nekim neprekidnim distribucijama
te vidjeti primjere kako ih se moze primjenit. U svakom poglavlju ¢emo obradit po jednu
distribuciju. U poglavljima ¢emo vidjeti kako izgledaju funkcija gustoce, funkcija distribu-
cije, o¢ekivanje i varijanca pojedine distribucije i zatim ¢emo navesti nekoliko primjera tih

distribucija.



1 Osnovni pojmovi

Definicija 1. Neka je Q # (. Familija F podskupova skupa Q) je o-algebra skupova na Q

ako vrijedi:
1. 0eF

2. Ako je A € F, tada je i A € F (zatvorenost o-algebre na komplementiranje)

3. Ako je dana prebrojiva familija skupova (A;,i € I) C F, I CN, tada F sadrzi i njihovu
unyju, tj. UAZ- € F (zatvorenost o-algebre na prebrojive unije).
el
Definicija 2. Neka je Q # () skup elementarnih dogadaja i F o-algebra dogadaja na njemu.
Funkcija P : F — R je vjerojatnost na §2 ako zadovoljava sljedece:

(A1) P(A) >0, VA € F (nenegativnost vjerojatnosti)
(A2) P(Q2) =1 (normiranost vjerojatnosti)
(A3) Ako je dana prebrojiva familija medusobno disjunktnih skupova (A;,i € I) C F, I CN

tada vrijedi P UAi Z P(A;) (o-aditivnost vjerojatnosti).

el el

Definicija 3. Uredenu trojku (Q, F, P) skupa Q # 0, o-algebre F na njemu i vjerojatnosti

P : F — R naziwamo vjerojatnosni prostor.

Definicija 4. Neka je (2, F, P) vjerojatnosni prostor i B(R) o-algebra na R generirana svim
otvorenim podskupovima od R (tzv. Borelova o-algebra). Svaka funkcija X : Q — R za koju
je{w € Q: X(w) € B} € F za svaki B € B(R) zove se slucajna varijabla.

Definicija 5. Neka je dan vjerojatnosni prostor (Q, F, P) i funkcija X : Q@ — R za koju
vrijedi:
L {weQ: X(w)<z}={X<z}eF,VzeR

2. postoji nenegativna realna funkcija realne varijable f, takva da vrijedi

PX<z)=P{wefQ:Xw)<z})=[°_ [

Funkciju X zovemo apsolutno neprekidna slucajna varijabla. Funkciyu f : R — R zovemo

funkcija gustoce vjerojatnosti slucajne varijable X ili krace funkcija gustoée slucajne varijable

X.

Definicija 6. Neka je (2, F, P) vjerojatnosni prostor i X slucajna varijabla na njemu. Funk-
ciju Fx : R — [0, 1] koja realnom broju x pridruzuje vjerojatnost da dana slucajna varijabla

poprimi realizaciju manju ili jednaku tom broju, tj. funkciju
Fx(z) =P{w e N: X(w) <z})=P(X <)

zovemo funkcija distribucije slucajne varijable.



Definicija 7. Skup vrijednosti koje slucajna varijabla X moZze poprimiti zove se slika slucajne

varijable i oznacava se s R(X).

Definicija 8. Neka je X neprekidna slucajna varijabla s funkcijom gustoce f. Ako je konacan
integral

| elf@as,

onda kaZemo da slucajna varigabla X ima ocekivanje i broj

p=FEX = / zf(z)dx
zovemo matematicko ocekivanje neprekidne slucajne varijable X .

Propozicija 1. Neka je X slucajna varijabla koja ima ocekivanje E[X] i neka s u a,b € R.
Tada vrijedi ElaX + b] = aE[X] + b. [[5], str. 87]

Definicija 9. Ako postoji E[(X — EX)?], taj pozitivan broj zovemo varijanca slucajne vari-

jable X 1 oznacavamo ga s VarX.

Propozicija 2. Neka je X slucajna varijabla s varijancom VarX = E[(X — EX)?], tada se
varijanca moze zapisat i u obliku VarX = E[X?| — (E[X])%. [|14], str. 137]



2 Eksponencijalna distribucija

Definicija 10. Neprekidna slucajna varijabla X sa slikom R(X) = (0,4o00) ima eksponen-

cijalnu distribuciju s parametrom A > 0 ako je funkcija gustoce dana izrazom

f(x>:{o <0

e @50

Funkcija distribucije te slucajne varijable dana je s izrazom

F(m:{o <0

l—e™™ >0

0.0 02 04 06 08 1.0

Slika 1: Graf funkcije gustoce eksponencijalne slucajne varijable s parametrom A = 5.
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Slika 2: Graf funkcije distribucije eksponencijalne sluc¢ajne varijable s parametrom A = 5.

Ocekivanje eksponencijalne slu¢ajne varijable je oblika

0 +o00 3 )\.CL':
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| e u=%t dv=etdt] 1 I es
_X/o te dl = du—dt v —et —X[—te ) —/0 —e 'dt
1 =

Varijanca eksponencijalne slu¢ajne varijable je oblika

Var[X] = E[X*] - (E[X])”

-3 - -

f(#) - 33
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2.1 Primjene

Eksponencijalna distribucija se koristi za ra¢unanje vremenskog intervala do pojave prvog
slucajnog dogadaja, koristi se npr. za racunanje vremena poziva, racunanje zivotnog vi-
jeka atoma pri radioaktivnom raspadu, Zivotni vijek elektronickih uredaja, itd.[6] To ¢emo

ilustrirati idu¢im primjerom.

Primjer 1. Djelatnik korisnicke sluzbe radi videoidentifikacije pri cemu je vrijeme trajanja
videoidentifikacije modelirano eksponencijalnom distribucijom. Ocekivano vrijeme trajanja
wdeoidentifikacije iznosi 6 minuta. lzracunajmo kolika je vjerojatnost da ce videoidentifika-
cija trajati vise od 7 minuta. U ovom primjeru je prikladno korisiti eksponencijalnu distri-
buciju jer se ona koristi za slucajne varijable koje predstavljaju vrijeme cekanja do pojave
nekog dogadaja pri cemu se karakteristike ne mijenjaju tijekom vremena. U ovom slucaju
sluc¢ajna varyjabla X predstavlja vrijeme cekanja do pojave zavrsetka poziva, odnosno slu-
cajna varijabla X modelira vrijeme trajanja poziva uw minutama. Znamo da je ocekivano
trajanje videoidentifikacije 6 minuta pa kako je E[X] = % dobivamo da je parametar A = %.
Lzracunajmo sada vjerojatnost da ce videoidentifikacija trajati vise od T minuta.

PX>T)=1-P(X<T)=1-1+¢5"=03114
Dobivamo da vjerojatnost da ée videoidentifikacija trajati duze od 7 minuta iznosi 31.14%.

Primjer 2. Ocekivani Zivotni vijek mikrovalne je 7 godina s pretpostavkom da se Zivotni vijek
mikrovalne moZe modelirati eksponencijalnom distribucijom. Odredimo kolika je vjerojatnost
da ce Zivotni vijek mikrovalne biti izmedu 6 1 9 godina. U ovom primjeru je prikladno
korisiti eksponencijalnu distribuciju jer se ona koristi za slucajne varijable koje predstavijaju
vrijeme cekanja do pojave nekog dogadaja pri éemu se karakteristike me mijenjaju tijekom
vremena. U ovom slucaju slucajna varijabla X modelira vrijeme cekanja do kvara mikrovalne
u godinama, odnosno Ziwotni vijek mikrovalne u godinama. Znamo da je ocekivani Zivotni
vijek mikrovalne 7 godina, tj. E[X] = 7. Kako vrijedi E[X] = 5 dobivamo da je A\ = 1.
Izracunajmo vjerojatnost da ce Zivotni vijek mikrovalne biti izmedu 6 © 9 godina.

P<X<9=PX<9)—PX<6)=1-—e70—(1-¢7% =0.1479

Dobiwvamo da vjerojatnost da cée Ziwvotni vijek mikrovalne biti izmedu 6 1 9 godina iznosi
14.79%.



3 Laplaceova distribucija

Definicija 11. Neprekidna slucajna varijabla X sa slikom R(X) = R ima Laplaceovu dis-

tribuciju s parametrom A > 0 ako je funkcija gustoce dana izrazom

o) = {%MM o

1 3 N :
5)\6‘7” 7.T<O

Funkcija distribucije te slucajne varijable dana je s izrazom

1 Az <0
=i,

1—%6_’\” x>0

025~

0.2F

0.15~

0.1k

0.05-

ok
1 1 1 1} 1
-10 -5 0 5 10

Slika 3: Graf funkcije gustoce laplaceove sluc¢ajne varijable s parametrom A\ = 2.

0.8F

04r

L L L L L
-10 -5 0 5 10

Slika 4: Graf funkcije distribucije laplaceove sluc¢ajne varijable s parametrom A = 1.5.



Ocekivanje laplaceove slucajne varijable je oblika

° 1 il
E[X] :/xf(x) :/ x—Aede—F/ r=e Mdx
! 2 L9

—00

)\ 0 +00
= — (/ re™dz +/ a:e_’\””d:p) =
2 —00 0

u=x dv=edx

du=dxr v= %e/\x

A1, ¥ 10, T e u=z dv=edx
=5 | yoe _OO—X/_OOG dm—l—/o pe e = | du — do U:_Tle_’”
A 1 Az [ 1 =z I 1 e =Xz
=3 0_§€ _OO—X:Ue ) +X/o e “dx
Af 1 o 1 e ¢ 1 L .
= — —— — 0 = — _—— —_— = I
2 A2 A2 " 2 LER

Varijanca laplaceove slucajne varijable je oblika

VarX = E[X?] — (E[X])? = /

—00

)\ 0 +o00
— — </ 22 Mdx +/ a:Qe_)‘Idm) —
2 —00 0

21 Az e 21 — X 2
z°=e™dx + zi=X e dxr -0
2 0 2

u=x2 dv = eMdx
16)\1

du = 2zdx v=7

Il 0 2 [0 e
— 5 (Xﬁem - —~ /_OO xe M dx +/0 :EQe_)‘xdx>
| u= x? dv = e M dx
|ldu=2xdx v= _Tle_/\x
A 3 0 1 o g [
=3 (O -3 /_oo re’dr + —XxQe_M i + X/o xe‘”dm)




3.1 Primjene

Laplaceova distribucija ima razne primjene u biologiji, financijama, inzinjerstvu, itd. Koristi
se pri detektiranju konstantnog signala iskrivljenog zbog prisutnosti buke te pri Sifriranju
i desifriranju zvuc¢nih signala. Takoder se moze koristiti za modeliranje kamatnih stopa,
deviznog tecaja, prinosa trzista dionica, veli¢ine ¢estica, dijamanta i graha. Vise o navedenim

primjenama se moze procitati u [12].

Primjer 3. Ana je kupila dionicu s varijabilnosti stope povrata dionica 8%. Zanima nas
kolika je vjerojatnost da ce stopa povrata dionica pasti na manje od 2%. Neka je X slucajna
varijabla koja modelira stopu povrata dionica. Kako varijabilnost stope povrata dionica 1znost
8% oznacimo standardnu devijaciju sa s, = 0.08 te kako je VarX = s2 onda je VarX =

0.0064. Odredimo parametar \. Kako vrijedi da je VarX = % onda je

2 2
\ = = = 17.68777.
\/VarX \/0.0()64 0

Izracunajmo sada vjerojatnost da ée stopa povrtata dionica pasti na manje od 2%.

1 1
P(X <2)=1— e MO0 = 1 — 2709900 =1 — 0.3511 = 0.6489

Vijerojatnost da ée stopa povrata dionica pasti na manje od 2% iznosi 64.89%.



4 Gama distribucija

Definicija 12. Funkcija I': R™ x RT — R dana izrazom
['(2) ::/ 27 e *dx, 2 >0
0

naziva se gama funkcija te za nju vrijedi I'(z +1) = 2I'(2) za z >0 i '(k) = (k—1)!, k e N.

Definicija 13. Neprekidna slucajna varijabla X sa slikom R(X) = (0,400) ima gama

distribuciju s parametrima o > 0 1 A > 0 ako joj je funkcija gustoce dana izrazom

fla) = { Tt e >0
0 & <0

Funkcija distribucije te slucajne varijable dana je izrazom

s [Ttelexdt x>0
Flu) = {S(Q)A = <o

0.0 0.5 1.0 15 20

Slika 5: Graf funkcije gustoée gama sluc¢ajne varijable za razlic¢ite parametre.



1.0

08
|

04

02

Slika 6: Graf funkcije distribucije gama slucajne varijable za razli¢ite parametre.

Ocekivanje gama slucajne varijable je oblika

0 00
E[X]:/Rxf(x):/ gg.().dac—l—:zc/oJr F<a1>/\aaca‘le‘§dx

1 +oo_oo . 1 +o0o .
_ L A _ N\t
F(a))\a/o il F(a))\a/ ¢

_ Aokl /+°° HatD)—1—t gy _ A(a+1) A
AT (a) Jo

al'(a) N
['(«) [« =

)

Varijanca gama slucajne varijable je oblika

Var[X] = E[X? — (E[X])? = E[X?] — (Ma)* = /R 2 f(x) — N2a?

0 —+o0 1 N
:/ xQ-O-dﬂc—F/O F(a))\a:Jco“rle_iala:—)\Qc)z2
+o0
/ gl el gy B
0

a+2 400 2
AT / Hot2) =1 =t gy _ 32,2 — AT (a+2) — 222
0 I'(a)
_ 2 — AM(a+1)al'(a)
() ()

— 2?2
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4.1 Primjene

Gama distribucija se koristi za predvidanje vremena ¢ekanja do pojave k-tog dogadaja.
Primjer koristenja gama distribucije u medicini je za odredivanje faze karcinogeneze. Kako
gama distribucija opisuje vjerojatnost realizacije nekoliko nezavisnih slu¢ajnih dogadaja koji
se dogadaju do odredenog vremena, pomocu nje se odreduje faza karcinogeneze te prosjecni
vremenski interval medu fazama za svaku vrstu raka. Takoder se njome odreduje prosjecno
vrijeme trajanja procesa karcinogeneze do razvoja karcinoma u stadij kada se moze otkriti
tijekom klinickog pregleda. Vise o tome moze se procitati u [4]. Gama distribucija se
koristi i za odredivanje prosjecnog broja kompenzacija mutacija po Stetnoj mutaciji. Do
kompenzatorne mutacije dode kada se gubitak sposobnosti uzrokovan Stetnom mutacijom
obnovi epistatickom interakcijom s drugom mutacijom na nekom drugom mjestu u genomu.
ViSe o tome moze se procitati u [7]. Gama distribucija se koristi u metereologiji i klimatologiji
za prikazivanje razlika u koli¢ini oborina. Koristi se za prikaz mjese¢nih i sezonskih ukupnih
koli¢ina padalina na nacin koji olaksava usporedbu podataka u razli¢itim uvjetima, te se

njome odreduju i anomalije koli¢ine oborina. Vise o tome moze se procitati u [18].

11



Primjer 4. U nedjelju ujutro uw menzu dode jesti 30 studenata po satu. Zanima nas kolika je
vjerojatnost da ce 4. student doci jesti u manje od 3 minute te nas zanima koliko je ocekivano
vrijeme ulaska 12. studenta w menzu. Neka je X slucajna varijabla koja modelira vrijeme
dolaska studenta u menzu u minutama. Kako se gama distribucija koristi za predvidanje
vremena cekanja do k-tog dogadaja onda je u ovom primjeru najprikladnije koristiti gama
distribuciju jer su dolazak 4. v 12. studenta k-ti dogadaji za koje Zelimo predvidjeti vrijeme
cekanja do njihovog dolaska. Kako u 60 minuta prosjecno dolazi 30 studenata jesti onda u
prosjeku 1 student dolazi u menzu svake 2 minute. Svake 2 minute student ulazi u menzu pa
je A = 2 1 kako nas zanima vrijeme dolaska 4. studenta v menzu onda je a = 4. Izracunajmo

sada vjerojatnost da ce 4. student doc¢i u menzu u manje od 3 minute.

’ A” a—1_-—Mlz ’ 24 4-1_—2z ? 16 3,2z
PX<3)=| =2 e = | o edz= [ SrleVdx
o I'(a) o I'(4) o
3 3 3 — 528
— / E:1536_2””(1la: = §/ e =| "7 x2 G — 61 _CQZf
o 6 3Jo du = 3z*dr v=—ze

u = x? dv = e 2%dx

3 g 3
. .3 -2z = 2 _—2x —
= 23:@ 0+2/0x€ dx du = 2zdr U:—%e_%
[ o7 6 3 1, P e w=g dv=d "ds
_ _36 _|_§ _ixe 0—|—/0 ze dx|| = du—=dr v=_le20
[ 97 3 9 | i o1
= ——6_6 + 5 —56_6+ _51_6—23? 0+ 5/0 6_2$dl']]]

P _6 P " —
26 + 26 46

[ 27 5 3[ 9 8w, dr u
8 +§{——e —l—{——e + et +1]] || = 08488

wloo Wl oo Wl co Wl co w| co
r
[\

Vjerojatnost da ée u manje od 3 minute 4. student doé¢i u menzu jesti iznosi 84.88%. Izra-

cunajmo ocekivano vrjeme dolaska 12. studenta.
E[X]| =2Am=2+12=24

Ocekivano je da cée nakon 24 minute veé 12. student doci jesti u menzu.

12



5 Beta distribucija

Definicija 14. Funkcija B: RT x Rt — R dana izrazom

1
Bpg) = [ (1= o)
0
naziva se beta funkcija te za p,q € Z vrijeds

(p—1}l{g—1)!
(p+q—1)

B(p,q) =

Definicija 15. Neprekidna slucajna varijabla X sa slikom R(X) = (0,1) ima beta distribu-

ciju s parametrima p,q € R* ako joj je funkcija gustoce dana izrazom

B ;q ## 1 -zt ,ze (0,1
f(x)_{(?( | z ¢ (0,1)

Funkcija distribucije te slucajne varijable dana je izrazom

0 +E <1
Fl@)=Sppp o 1A -t)"dt ,z€(0,1).

1 e |

—
p=15,0=05
— p=2, =15

| — p=8,q=7
q’ —
o -
o -
o -

0.0 02 04 06 0.8 1.0

Slika 7: Graf funkcije gustoce beta sluc¢ajne varijable za razli¢ite parametre.
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Slika 8: Graf funkcije distribucije beta slucajne varijable za razli¢ite parametre.
Ocekivanje beta slucajne varijable je oblika

0 ill 1 400
EX:/xfa::/ x-O-dm—l—/x xp_ll—xq_ldm—i-/ z-0-dx
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5.1 Primjene

Beta distribucija se najcesce primjenjuje za odredivanje vjerojatnosti uspjeha nekog ekspe-
rimenta, pri ¢emu s p oznacavamo broj uspjeha, a s ¢ broj neuspjeha u prijasnjim realiziza-
cijama istog eksperimenta. Jedna od primjena beta distribucije je u biotestiranju, odnosno
mjerenju koncentracije i potentnosti neke tvari te njegov utjecaj na zive stanice i tkiva. Naj-
¢eSc¢a upotreba beta distribucije u biotestiranju je u modeliranju disperzije Bernoullijevog
parametra p. Primjer primjene beta distribucije u biotestiranju je da "uspjeh", tj. para-
metar p moze detektirati tumor odredenog tipa u odredenom organu. Vise o primjeni beta
distribucije u biotestiranju moZe se procitati u [[9],str.437-452|. Jos jedna od primjena beta
distribucije je u teratologiji. Teratologija se bavi prouc¢avanjem urodenih abnormalnosti, a
neki od teratogena koji mogu utjecati na pojavu fizickih abnormalnosti su radijacija, nus-
pojave tableta koriStene u terapijama, kontaminanti, itd. Beta distribucija se koristi pri
odredivanju veze izmedu izloZenosti nekog organizma ili populacije nekom teratogenu i pos-

ljedica kakav utjecaj ta izloZenost ima na taj organizam ili populaciju. Vise o tome moze se
procitati u [[|9],str.529-533].

Primjer 5. Osmero ljudi koji su otvorili zavrsni rad su ga procitali do kraja, a petero ljudi
je ili odmah odustalo od citanja ili odustalo usred citanja. Zanima nas kolika je vjerojatnost
da ¢ée i1duca osoba koja otvori zavrsni rad procitati ga do kraja. Neka slucajna varijabla X
modelira udio osoba koji su procitali zavrsni rad. Buduci da su zadani uspjesi © neuspjest pri-
jasnjih c¢itanja zavrsnog rada prikladno je koristiti beta distribuciju. Parametar p predstavlja
uspjeh, odnosno broj koliko je ljudi procitalo zavrsni rad, a parametar q predstavlja neuspjeh,
odnosno broj koliko ljudi nije procitalo zavrsni rad do kraja pa oznacimo da je p =8 1 q = 5.
Vierojatnost da ce iduéa osoba procitati zavrsni rad do kraja mozZemo izracunati ocekivanjem.
p 8

8
BX]=—t— = — — — 6154
] p+q 845 13

Dakle, ocekivana vjerojatnost da ce iduca osoba koja otvori zavrsni rad procitati cijeli rad
iznosi 61.54%.
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Primjer 6. Anin pas ima dvije loptice, jednu plavu i jednu zelenu. Svaki dan kad Ana dode
s posla kuéi njen pas joj donese lopticu, ali Ana nikad ne zna koju ée dobiti. Pocela je brojat:
1 primjetila je da je 6 puta dobila plavu lopticu 1 4 puta zelenu lopticu. Zanima nas kolika
je vjerojatnost da ée Ana sljedeéi dan s vise od 80% sigurnoséu dobiti plavu lopticu. Neka
je X slucajna varijabla koja modelira vjerojatnost da Anin pas donese plavu lopticu. Buduéi
da su zadani uspjesi © neuspjesi prijasnjih donosenja plave loptice prikladno je koristiti beta
distribuciju. Parametar p predstavija uspjeh odnosno broj koliko je puta donesena plava
loptica pa oznacimo p = 6. Parametar q predstavlja neuspjeh odnosno broj koliko je puta
donesena zelena loptica pa oznacimo q = 4. Izracunajmo da ée Ana s vise od 80% sigurnoscu

dobit plavu lopticu.

! /0.8 P71 — 1)1 dx
B(p,4q) Jo

1 /0'8 6—1 4-1 9! ™ s 3
= 2" (1l —x) dr= / z°(1 — z)°dx
G A 51-31 ),

(6+4—1)!

P(X >08)=1—P(X <08)=

0.8 0.8
= 504/ 2°(—2® 4+ 327 — 3z + 1)dz = 504/ (—2® + 32" — 32° + 2°)dz
0 0

0.8

= 0.9144

1 3 3 1
= 504 {—gmg 4 g — Tt b —xb}
0

8 7 6

S 91.44% wvjerojatnosti smo sigurni da je barem 80% vjerojatnost da ée Ana sljedeéi put kad
dode s posla kuci dobiti plavu lopticu.
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6 Uniformna distribucija

Definicija 16. Neprekidna slucajna varijabla X sa slikom R(X) = (a,b) ima uniformnu

distribuciju na intervalu {(a,by, Ya,b € R, a < b, ako joj je funkcija gustoce dana izrazom

2 — ﬁ ,x € (a,b)
f(=) {0 ,x & {(a,b)

Funkcija distribucije uniformne slucajne varijable na (a,b) dana je izrazom

0 (i E {—80,a)
F(z)=({ &2 ,z€la,b)
1 , T € [b,400)

0010 0015 0020 0.025
l l L

0.005
L

0.000
I

0 20 40 60 80 100

Slika 9: Graf funkcije gustoce uniformne slu¢ajne varijable za a=30 i b=70.
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Slika 10: Graf funkcije distribucije uniformne sluc¢ajne varijable za a=30 i b=70.

Ocekivanje uniformne slucajne varijable je oblika
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Varijanca uniformne slucajne varijable je oblika
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6.1 Primjene

Uniformna distribucija se primjenjuje u situacijama kada su sve realizacije slu¢ajnog uzorka
jednako vjerojatne. Jedan od primjera gdje se uniformna distribucija koristi u ekonomiji je
upravljanje zalihama novih proizvoda. Odnosno, njome se procjenjuje potraznja i vrijeme
potrebne nadopune zalihe novih proizvoda za koje ne postoje prijasnji podatci pomocu kojih
bi se moglo to dvoje procijeniti. Vise o tome moze se procitati u [17]. Uniformna distribucija
se moze koristi i u greski kvantizacije. Greska kvantizacije je razlika izmedu stvarne vrijed-
nosti signala i odabrane vrjednosti signala iz intervala kvantizacije. Ukoliko ulazni signal
ima visoku amplitudu i Siroki spektar, energija greske kvantizacije se odreduje uniformnom
distribucijom na intervalu izmedu +% i —% pri ¢emu je () interval kvantizacije. ViSe o tome

moze se proCitati u [[13],str.28-35].

Primjer 7. Bus vozi od 6:00 do 23:00 svakih 20 minuta od zracne luke do glavnog kolodvora.
Zanima nas kolika je vjerojatnost da putnik koji sleti za vrijeme kada bus vozi mora cekats
manje od 5 minuta na bus da dode te koje je ocekivano vrijeme cekanja. Neka slucajna
varijabla X modelira vrijeme cekanja na bus u minutama. Kako je vrijeme cekanja na
bus u intervalu (0,20) pri éemu su sve moguce minute cekanja u tom intervalu jednako
vjerojatne prikladno je koristiti uniformnu distribuciju. Vrijeme cekanja moze i1znositi od 0
do 20 minuta pa oznacimo a = 0 ¢+ b = 20. Izracunajmo vjerojatnost da ce putnik cekati

manje od b minuta na bus.

5 1
Fh)=P(X<5)=—=-=0.25
20 4
Vjerojatnost da ée putnik cekat manje od 5 minuta na bus iznosi 25%. Izracunajmo sada

koliko je ocekivano vrijeme cekanja na bus.

a+b 0420
9 3

E[X] = 10

Ocekivano vrijeme cekanja na bus iznosi 10 minuta.
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7 Normalna distribucija

Definicija 17. Neprekidna slucajna varijabla X sa slikom R(X) = R ima normalnu distri-

buciju s parametrima p @ o ako je njena funkcija gustoce dana izrazom

Il (@—p)?
flz)= e 207 , T €R,

_a 27

pri éemu su p, o € R 10 > 0.

Funkcija distribucije te slucajne varijable je oblika

1l _ew?
Flz) = e 22 dt, v € R

oo OV 2T

04 086

02
I

o
N
Lo =
—
=TT
N -
W -

Slika 11: Graf funkcije gusto¢e normalne sluc¢ajne varijable za y = 0.51 o = 0.5.
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Slika 12: Graf funkcije distribucije normalne slucajne varijable za p = 0.5 i o = 0.5.
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Definicija 18. Normalna distribucija s ocekivanjem p = 0 1 standardnom devijacijom o = 1

naziva se normalna standardna distribucija.

Definicija 19. Funkcija distribucije normalne distribucije s parametrima p,o € R, p,o0 >0
je oblika

zT—p

F(x):/_a L eTZ2dz:<I>(w_'u>, z € (—00, 400)

- 2T o

pri cemu je ® funkcija distribucije normalne standardne distribucije za koju vrijedi svojstvo

O(—2z) =1— ®(2).

Ocekivanje normalne distribucije je oblika

oo Ui _(ﬂ«‘ﬂt)2 1 Ll — (B2
EX] = | afiw) = e 2t dr=—— ze ‘ov2’ dx
R 00 OV2m oV21 J oo
ZLdt =

1 w8 2
tov?2 “ov2dt
a\/_ U\/ﬂ/ (U\/_+N>€ V2

- {af/m dt+u/+oo t2dt]

. [0+ pv/7] = p.

Il
S-Sl -

Varijanca normalne distribucije je oblika

+00 1 2 )2
Var[X] = E[X?] — (E[X])? = E[X?] — 12 = 2? / e T dr — 12
oo OV 2T
+oo (2= = =K
= v dr — u* = ov2
oV 2T / ,u dt gd—\%
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oV21 J_so

1 —+o0 —+o0 400
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0
2 oo +o00
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7.1 Primjene

Puno fenomena u biologiji, financijama, ekonometriji, astrologiji, itd. moguce je modelirati
normalnom distribucijom. U biologiji se koristi kod mjerenja raznih fizickih obiljezja kao
npr. visina, tezina, duzine noktiju itd. Normalna distribucija s o¢ekivanjem p = 100 i
standardnom devijacijom o = 15 se korisiti za skaliranje kvocjenta inteligencije. Centralnim
grani¢nim teoremom se moze normalnom distribucijom aproksimirati niz standardiziranih

parcijalnih suma nezavisnih i jednako distribuiranih slu¢ajnih varijabli. [6]

Primjer 8. U tvornici stroj puni vrecice ribanim kokosom pri cemu je masa normalno distri-
buirana s ocekivanjem 200g ¢ standarnom devijacijom 3g. Zanima nas kolika je vjerojatnost
da ce se u wvrecici nalaziti 5g ribanog kokosa manje nego ocekivano. Neka je X slucajna
varijabla koja modelira kolicinu ribanog kokosa u vrecicama u gramima. Ocekivano je da ce
u vrecici biti 200g pa je p = 200. Standardna devijacija je 3g pa je o = 3. Izracunajmo sada

vjerojatnost da ce se u vrecici nalaziti bg ribanog kokosa manje nego ocekivano.

P(X < 195) :@(M) :@(%5) = 1-@(2) 1 — B(1.67)

Vrijednost od ®(1.67) moZe se izracunati pomocu raznih softvera te uvrstavanjem podataka
u njih dobivamo da je ®(1.67) = 0.9525 pa je

P(X < 195) =1 — 0.9525 = 0.0475.

Vjerojatnost da ce se u vrecici nalaziti manje od 195g ribanog kokosa iznosi 4.75%.
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8 Trokutasta distribucija

Definicija 20. Neprekidna slucajna varijabla X sa slikom R(X) = (a,c) tma trokutastu

distribuciju s parametrima a,b,c € R, a < b < ¢, ako je funkcija gustoce dana izrazom

0 B <@
2(z—a)
——= ag<z<b
fl@) =95 7,
oy VST<C
1 SO T

pri cemu je a minimum, b mod, a ¢ maksimum.

Funkcija distribucije te slucajne varijable je oblika

0 T <a
(z—a)? At E.
F@)=1 T, 7 20
okl WSELE
1 ,c<x
0.08 A

N
A/ N

Slika 13: Graf funkcije gustoce trokutaste sluc¢ajne varijable za a=5, b=10 i ¢=30.
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Slika 14: Graf funkcije distribucije trokutaste slu¢ajne varijable za a=0, b=11 ¢ =4.

Ocekivanje trokutaste slucajne varijable je oblika
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Varijanca trokutaste slu¢ajne varijable je oblika
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8.1 Primjene

Jedna od najceséih primjena trokutaste distribucije je procjena vremena trajanja nekog
procesa pomoc¢u maksimalne, o¢ekivane i minimalne vrijednosti trajanja tog procesa. Moze
se korisit i za upravljanje zalihama porizvoda, odnosno njome se odreduje kolika je potraznja

proizvoda te vrijeme potrebno za nadopunu zaliha. Vise o tome moZe se procitati u [8].

Primjer 9. Agentu u korisnickoj sluzbi je najmangje trebalo 3 minute da rijesi problem kli-
jenta, a najvise 12 minuta. Najcesée agent u b minuta rijesi problem klijenta. Zanima nas
kolika je vjerojatnost da ce agentu trebati vise od 10 minuta da rijesi problem klijenta. Neka
je X slucajna varijabla koja modelira vrijeme koliko agentu treba da rijesi problem klijenta u
manutama. Buduéi da su zadani minimum, maksimum i mod prikladno je koristiti trokutastu
distribuciju. Parametar a predstavlja minimum pa je a = 3. Parametar c predstavlja mak-
simum pa je ¢ = 12. Parametar b predstavlja mod pa kako agentu najcesce treba 5 minuta
da rijesi problem klijenta onda je b = 5. Izracunajmo sada vjerojatnost da ce agentu trebati

vise od 10 minuta da rijesi problem klijenta.

P(X>10)=1-P(X <10)=1—- F(10) =1 — (1 - (12(i23;(£>_ 5))

4
=1-1+—=0.0635
63
Vjerojatnost da ée agentu trebat vise od 10 minuta da rijesi problem klijenta iznosi 6.35%.

Primjer 10. Ana je odlucila otrcati 5 km. NajbrZe sto je otrcala 5 km je u 22 minute,
najvise joj je trebalo 33 minute, a najcesce u 27 minuta otrci 5 kilometara. Zanima nas
kolika je wvjerojatnost da ce Ana otrcati 5 km uw manje od 25 minuta te koje je ocekivano
vrijeme da ce Ani biti potrebno za otrcati 5 km. Neka je X slucajna varijabla koja modelira
vrijeme potrebno za tréanje 5 km u minutama. Buduéi da su zadani minimum, maksimum
v mod prikladno je koristiti trokutastu distribuciju. Parametar a predstavija minimum pa je
a = 22. Parametar c predstavlja maksimum pa je ¢ = 33. Parametar ¢ predstavlja mod pa
kako Ana najcesce otrci 5 km u 27 minuta onda je ¢ = 27. Izracunajmo vjerojatnost da ce
Ana otrcati 5 km v manje od 25 minuta.
(25 — 22)? 9

P(X <25) = = — =0.1364
( ) (33—22)(33—27) 66

Vjerojatnost da ée Ana otrcati 5 km u manje od 25 minuta iznosi 13.64%. Izracunajmo

ocekivano vrijeme potrebno da Ana otrci 5 km.

atbtc 22427433

B]=— 3

= 27.33

Ocekivano vrijeme potrebno da Ana otréi 5 km iznosi 27.33 minuta.

26



Literatura

1]

19]

W. E. Back, W. W. BoLEs, G. T. Fry, (2000) Defining Triangular Probability Distri-
butions from Historical Cost Data Journal of Construction Engineering and Managment,
vol. 126, no. 1

N. BALAKRISHAN, N. L. JOHNSON, S. Kotz, Continuous Univariate Distributions
Volume 1, Wiley-Interscience, 1994.

N. BALAKRISHAN, N. L. JOHNSON, S. Kotz, Continuous Univariate Distributions
Volume 2, Wiley-Interscience, 1995.

A. V. BELIKOV, (22.09.2017.) The number of key carcinogenic events can be predicted

from cancer incidence. Scientific Reports. vol. 7, no. 1

M. BENSIC, N. SUVAK, Uvod u vjerojatnost 1 statistiku, Sveuciliste J.J. Strossmayera,
Odjel za matematiku, Osijek, 2014.

F. BOKER, A. STADIE, W. ZUCCHINI, Statistik I1I, Georg-August-Universitat Gottin-
gen, 18. travanj 2006

L. CHAO, B. H. Davis, A. PooN, (1.7.2005) The Coupon Collector and the Suppressor
Mutation: Estimating the Number of Compensatory Mutations by Maximum Likelihood.
Genetics. vol. 170, no. 3, str. 1323-1332

H. EWBANKE, V. LEIVA, F. Rojas, P. WANKE, (2016) Inventory management for new

products with triangularly distributed demand and lead-time Computers & Operations
Research, vol. 69, str. 97-108

A. K. GuptA, S. NADARAJAH, Handbook of Beta Distribution and Its Applications,
CRC Press, 2004.

[10] N. HENZE, Stochastik fiir Einsteiger, GWV Fachverlage GmbH, Wiesbaden, 2008.

[11] J. JENSEN, Statistics for Petroleum Engineers and Geoscientists, Elsevier Science, 2000.

[12] S. KoTz, T. J. KozuBowskKl, K. PODGORSKI, The Laplace Distribution and Genera-

lizations: A Rewisit with Applications to Communications, Economics, Engineering, and
Finance , Birkhduser Basel, 2001

[13] K. C. POHLMANN, Principles of Digital Audio Sizth Edition, McGraw-Hill, 2011.

[14] N. SARAPA, Teorija vjerojatnosti, Skolska knjiga, Zagreb, 2002.

[15] J. R. vaN Dorp, S. Ko1z, Beyond Beta: Other Continuous Families Of Distributions

With Bounded Support And Applications, World Scientific Pub Co Inc., 2004

27



[16] D. VOSE, Risk Analysis: A Quantitative Guide 3rd Edition, John Wiley & Sons, Ltd,
2008

[17] P. F. WANKE, The uniform distribution as a first practical approach to new product
inventory managment. International Journal of Production Economics , vol. 114, no. 2,
str. 811-819, Elsevier, 2008

[18] D. S. WILKS, Maximum Likelihood Estimation for the Gamma Distribution Using
Data Containing Zeros. Journal of Climate. vol. 3, no. 12, str. 1495-1501, American
Meteorological Society, 1990.

28



