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Sazetak

U ovom ¢emo radu proucavati ekstreme funkcija jedne varijable i njihove primjene. Krenut
¢emo od definiranja fundamentalnih pojmova kao $to su limes, neprekidnost i derivacija.
Zatim ¢emo definirati lokalne ekstreme te iskazati i dokazati teoreme potrebne za njihovo
odredivanje. Nakon toga bavit ¢emo se primjenama ekstrema u ekonomiji, fizici, medicini,
itd. uz odgovarajuée primjere.

Kljucne rijeci

derivacija, ekstrem, lokalni minimum, lokalni maksimum

Extrema of single variable functions and their applications

Abstract

In this paper we will study extrema of single variable functions and their applications. We
will start by defining fundamental concepts like limit, continuity and derivative. Then we
will define local extrema and state and prove theorems which are necessary to determine
them. After that we will go through several applications of extrema in economics, physics,
medicine, etc., with appropriate examples.
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Uvod

U ovom radu bavit ¢emo se lokalnim ekstremima funkcija jedne varijable i njihovim pri-
mjenama. Temelje ove grane matematike postavili su G. Leibniz i I. Newton paralelno
i najvjerojatnije neovisno jedan o drugome krajem 17. stoljeca. Motivacija za uvodenje
diferencijalnog racuna im se razlikovala, no zajednicko im je bilo da su obojica posegnuli
za matematikom kako bi opisali i na kraju rijesili isprva nerjesiv problem. U ovom radu
pokazat ¢emo kako mozemo diferencijalni racun primijeniti na rjeSavanje problema u raznim
granama. Odredivanje lokalnih ekstrema, to jest lokalnih maksimuma i minimuma funkcija
koje opisuju matematicke modele daje odgovor na brojne probleme koje ti modeli predstav-
ljaju.

U prvom poglavlju definirat ¢emo osnovne pojmove poput neprekidnosti, monotonosti i
limesa funkcije te derivacije i viSestruke derivacije, te iskazati i dokazati teoreme potrebne
za definiranje lokalnih ekstrema.

Zatim ¢emo definirati lokalne ekstreme, prouciti nekoliko teorema koji daju kriterije za
njihovo odredivanje, poput Fermatova, Rolleova i Lagrangeova teorema, te ¢emo predstaviti
dva nacina za odredivanje lokalnih ekstrema funkcije jedne varijable. Prvi medu njima
oslanja se iskljuc¢ivo na prvu derivaciju, dok za drugi funkcija mora biti dva puta derivabilna.

U zadnjem ¢emo poglavlju predstaviti primjene lokalnih ekstrema u nekoliko grana zna-
nosti, poput fizike, ekonomije i medicine. Proucit ¢emo kako minimizirati potrosnju mate-
rijala te maksimizirati profit prilikom proizvodnje, kako odrediti maksimalnu osvjetljenost,
kako maksimizirati snagu u strujnom krugu, kako najbrze do¢i do cilja u utrci preko dvije
razli¢ite podloge te odgovoriti na jos neka korisna pitanja.



1 Osnovni pojmovi

Zapo¢nimo s nekoliko definicija i tvrdnji neophodnih za proucavanje ekstrema funkcija jedne
varijable.
Najprije ¢emo definirati neprekidnost funkcije u tocki:

Definicija 1.1. Neka je f : I — R dana funkcija, gdje je I C R otvoreni interval. Kazemo
da je funkcija f neprekidna u tocki ¢ € I ako

Ve>0)(F>0)(Vzel)|z—c <d = |f(z)— f(c)] <e.

Kazemo da funkcija ima prekid u tocki ukoliko nije neprekidna u toj tocki te da je neprekidna
na skupu I ukoliko je neprekidna u svakoj tocki tog skupa.

Definicija 1.2. Neka je A C R. Tocka x € R gomiliste je skupa A ukoliko svaki otvoreni
interval koji sadrzi x sadrzi i neki element skupa A razli¢it od z.
Skup svih gomilista skupa A oznacavat ¢emo s A’.

Definicija 1.3. Neka je f : I — R dana funkcija, gdje je I C R otvoreni interval. Kazemo
da funkcija f ima limes u tocki ¢ € I' ako postoji L € R tako da:

Ve>0)(0>0)(Vzel0<|z—¢c|<d = |f(x)—L| <e.
Kazemo da je L limes funkcije f u tocki ¢ € I’ i ozna¢avamo ga s lim f(z).
Tr—cC

Primijetimo da tocke u kojima mozemo izrac¢unati limes funkcije nisu nuzno u domeni
funkcije, nego u skupu svih gomilista domene. To nam omogucava da limese ra¢unamo i u
tockama u kojima funkcija nije definirana. Takoder, ukoliko tocka jest iz domene funkcije,
ali nije iz gomilista domene, ne mozemo izracunati limes u toj tocki.

Pokazimo da je tako definirani limes jedinstven:

Lema 1.1. Neka je f : I — R dana funkcija, gdje je I C R otvorensi interval, te neka postoje
dva limesa funkcije f w tocki c € I': lim f(x) = A i lim f(x) = B. Tada je A= B.
T—C T—C

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, to jest neka je A # B. Buduéi da su A i B limesi, za svaki
e > 0 postoji 6 > 0, te specijalno § postoji i za ¢ = 3|4 — B|, to jest za polovinu njihove
udaljenosti.

Dakle, buduéi da

1
|5 —d| <& = |f(;v)—A|<5:§|A—B|

—d 2§ = |f(x)—B|<s:%|A—B|,
imamo da je
|A—B|=|A—- f(z)+ f(z) - B| < |A - f(z)| +|f(z) — B
=[—(f(z) = A)|+|f(z) - Bl =| - 1|f(z) — Al +|f(z) — B
<5—|—5:%|A—B|—|—%|A—B|
_|A-B|

Primijetimo da je |A — B| < |A — B| kontradikcija, stoga slijedi A = B. O
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Posluzit ¢emo se definicijom limesa koju smo definirali po¢etkom ovog poglavlja kako
bismo izveli karakterizaciju neprekidnosti.

Napomena 1.1. Neka je f : I — R dana funkcija, gdje je I C R otvoreni interval. Kazemo
da je funkcija f neprekidna u tocki ¢ € I ukoliko vrijedi:

lim f(z) = f(0).

Zaista, uvrstimo li izraz iz Napomene 1.1 u Definiciju 1.3 dobijamo prvotnu definiciju
neprekidnosti (Def. 1.1):

Ve>0)(F>0)(Vze)0<|z—¢c|<d = |f(z)—L| =|f(z) — lim f(z)

T—C
=|f(z) - fldl <e.
Takoder ée nam biti potrebna i definicija monotonosti funkcije:

Definicija 1.4. Neka je f : [ — R dana funkcija, gdje je I C R otvoreni interval. Kazemo
da je funkcija f monotono rastuéa na intervalu I ako

(Vz,yel) z<y = f(z) < f(y)

Ukoliko vrijedi f(x) > f(y), funkcija f je monotono padajuéa na intervalu /.
Takoder, ako vrijedi stroga nejednakost, funkcija f je strogo monotono rastuéa/padajuca
na danom intervalu.

Konaé¢no, definirat ¢emo i derivaciju funkcije, buduéi da je ista neophodna za opisivanje
lokalnih ekstrema:

Definicija 1.5. Neka je f : I — R dana funkcija, gdje je I C R otvoreni interval, te ¢ € I.
Tada
f(z) = f(c)

[ e
Tr—cC TrT—¢C

ukoliko postoji, nazivamo derivacijom funkcije f u tocki ¢, te oznacavamo s f'(c).

Buducéi da je derivacija definirana preko limesa, slijedi da je derivacija funkcije u tocki
jedinstveno odredena.
Sljedeéi teorem daje vezu derivabilnosti i neprekidnosti.

Teorem 1.1. Neka je f : I — R dana funkcija, gdje je I C R otvoreni interval. Ako je
funkcija f derivabilna u tocki c € I, tada je ona @ neprekidna u toj tocks.

Dokaz. Ovdje éemo koristiti karakterizaciju neprekidnosti iz Napomene 1.1. Izrac¢unajmo
sljedeci limes:

im () — () = lim (L= 0 )

T—C T—cC T —0C
= lim <f(:v) — f(c)> -lim (z — ¢)
r—cC T —C r—c
= () (e~
= f'(c)-0
0.
Stoga slijedi:
lim /(z) = f(c),
dakle, funkcija f neprekidna je u tocki c € I. O



Pokazimo jos nekoliko svojstava derivabilnih funkcija:

Teorem 1.2. Neka su f,g: I — R dane funkcije, gdje je I C R otvoreni interval. Ako su
f 1 g deriwabilne u tocki c € I tada slijedi:

i) funkcija f + g derivabilna je u tocki c € I 1 vrijedi
(f +9)(c) = f'(c) +g'(c),
it) funkcija fg derivabilna je u tocki ¢ € I i vrijedi
(f9)'(c) = f'(c)g(c) + f(c)g' (o),
ii1) funkcija g, ukoliko je definirana u tocki c € I, derwabilna je u toj tocki i vrijeds

<f>' (0) = F(e)g(e) — f(9)g'(e)

9

Dokaz. Pokazimo najprije tvrdnju 7). Ocito je:

(f+g)la)—(f +g)le) o) +g(@) - fle)—gle)  Fl&) - o N 9(z) — g(c)

T —c T —c T —c T—c
Iz definicije derivacije slijedi:

F+9)@) - (F+9)0) . fle)=Fld) . 90@)—g() _ F(O)+d(0),

/ — B —
(f+g) (C) xl_% T —C r—C €T —C r—rC xr—C

¢ime je tvrdnja ¢) pokazana. Nadalje, lako se vidi da je

(f9)(=) — (fg)(c) _ f(z)g(x) — f(e)g(c)

L f@)ele) — FQe() + F(g@) — F)g(e)
LSO =)

Stoga imamo:

(fo)'(c) = lim 9@ = (J9)(©)

T—cC Tr—C

A Cnd (O lim g(x) + lim f

Tr—cC Xr—C r—cC

= f(0)lm g(z) + f(c)g/(0).

() lim g(z) — g(c)

T—cC r — C

Kako su funkcije f i g derivabilne u tocki ¢ € I, po Teoremu 1.2 slijedi da su i neprekidne u
toj tocki, stoga mozemo iskoristiti Napomenu 1.1:

(f9)'(c) = f'(e) lim g(x) + f()g'(c) = F(c)g(e) + f(e)g'(e).



Kona¢no, pokazimo i tvrdnju 77). Primijetimo da je

| gle)—g(=@) g(x)—g(c)
9(@) glo) _ g(@)g(e) _ _ — a—c
r—c xr—c g(z)g(c)

Ponovno, iz Definicije 1.5 slijedi

_ 40
limg(z)g(c)

Koristimo li opet Teorem 1.2 i Napomenu 1.1 imamo:

1 g'(c) g'(c) g'(c)

(5) ©- R I AC)

Sada ¢emo iskoristiti svojstvo umnoska derivabilnih funkcija koje smo maloprije dokazali:

(1) @=ro (i) 0+ () ©

19 g (29

g(c g(c)g(c)
_ fle)  fl9g()

g(c) g2(c)

f'(e)g(c) = f(e)g'(c)

¢ime je dokazana traZena tvrdnja iii).



2 Ekstremi funkcija

Mogli bismo reé¢i da su lokalni ekstremi funkcije ekstremne, to jest strsece, vrijednosti funkcije
na nekom podrucju, ne nuzno na cijeloj domeni funkcije. Zapo¢nimo s preciznim definiranjem
lokalnih ekstrema.

Definicija 2.1. Neka je f : [ — R dana funkcija, gdje je I C R otvoreni interval, te neka je
c € I. Ukoliko je

(Vz e I) f(z) < f(o),

tada je c¢ tocka lokalnog maksimuma funkcije f na intervalu I. Ako vrijedi stroga ne-
jednakost te ako je x # ¢, radi se o tocki strogog lokalnog maksimuma funkcije f na
intervalu [.
Ako je

(Ve e 1) f(x) = f(c),
tada je c tocka lokalnog minimuma funkcije f na intervalu I. Takoder, ako vrijedi stroga

nejednakost te ako je x # ¢, radi se o toc¢ki strogog lokalnog minimuma funkcije f na
intervalu [.

Tako definirane tocke lokalnih ekstrema mozemo odrediti na viSe nacina, primarno po-
mocu derivacija. Pro¢i éemo kroz nekoliko takvih metoda u ovom poglavlju.

Da bismo pokazali kako odrediti je li neka tocka potencijalno lokalni ekstrem, najprije
¢emo iskazati Fermatov teorem:

Teorem 2.1. (Fermat) Neka je f: I — R dana funkcija, gdje je I C R otvoreni interval,
f derivabilna na I, te neka f u tocki c € I postize lokalni ekstrem. Tada je f'(c) = 0.

Dokaz. Pretpostavimo da funkcija f postize lokalni minimum u tocki c:

(Vz e I) f(z) > f(c).

[z Definicije 1.5 slijedi:
. fz) = f()
ey =1 :
fe) = lim ——"—

Ukoliko je x < ¢, vrijedi x — ¢ < 0, stoga:

i F@ =1 _
T—c™ @r—c

te ako je z > ¢, vrijedi z — ¢ > 0, stoga:
i 1@ =5 o
T—ct T —C

Buduéi da je funkcija f derivabilna u ¢ i zadani limesi postoje, zbog jedinstvenosti istih

slijedi:
r—rC Tr — C
Dokaz se provodi analogno i ukoliko funkcija f u ¢ postize lokalni maksimum. O



Fermatov teorem jedan je od najvaznijih teorema diferencijalnog racuna, te se takoder
naziva i NuzZan uvjet lokalnog ekstrema jer nam daje informacije o tome sto je nuzno
potrebno da bi tocka bila lokalni ekstrem.

[z Teorema 2.1 slijedi da je vrijednost derivacije funkcije u tocki u kojoj se postize lo-
kalni ekstrem uvijek nula, stoga je svaka tocka u kojoj je vrijednost derivacije funkcije nula
potencijalni lokalni ekstrem. Zato definiramo stacionarnu tocku.

Definicija 2.2. Neka je f : I — R dana funkcija, gdje je I C R otvoreni interval, te f
derivabilna na I. Svaku tocku c € I za koju vrijedi:

f'(e) =0,
nazivamo stacionarnom tockom funkcije f na intervalu .

Nadalje, Bolzano-Weierstrassov teorem jedan je od potrebnih nam teorema:

Teorem 2.2. (Bolzano-Weierstrass) Neka je funkcija f : [a,b] — R neprekidna na seg-
mentu [a,b] C R. Tada je f(la,b]) = [m, M] takoder segment.

Dokaz. Za dokaz pogledajte [4] str. 77., Teorem 3.12.
0

Pokazimo sada kako pomocéu derivacije mozemo karakterizirati monotonost funkcije. Za
to ¢e nam biti potreban Rolleov teorem:

Teorem 2.3. (Rolle) Neka je f : I — R dana funkcija, I C R otvoreni interval, te f
deriwabilna na I. Ako za a,b € I vrijedi f(a) = f(b) = 0, tada postoji ¢ € (a,b) tako da je
Fley=10.

Dokaz. U slucaju da je funkcija f konstanta na intervalu (a,b), tocka ¢ moze biti bilo koja
tocka intervala (a,b) bududéi da je:

f'(¢) = lim fz) — f(o) e L T flo—fle_ 0

Tr—cC €T —C r—rC r—C rz—=c L — C

stoga je tvrdnja teorema trivijalno zadovoljena.

Pokazimo sada da tvrdnja teorema vrijedi i za funkciju koja nije konstantna. Po Bolzano-
Weierstrassovu teoremu slijedi da na segmentu [a,b] postoje minimalna i maksimalna vri-
jednost.

Kako funkcija nije konstantna na tom intervalu, ne mogu obje ekstremne vrijednosti biti na
rubovima, jer bi se to kosilo sa zahtjevima da je f(a) = f(b) = 0. To znaci da se barem
jedna ekstremna vrijednost postize na intervalu (a,b) te je ta vrijednost lokalni ekstrem.
Dakle, odaberemo onu tocku lokalnog ekstrema koja nije na rubu, oznac¢imo je s ¢, a njenu
vrijednost s f(c) te stoga po Fermatovu teoremu vrijedi:

File) =0
U

Ovaj ¢e nam teorem pomodi u dokazivanju Lagrangeova teorema koji ¢emo iskoristiti da
pokazemo vezu izmedu derivacije i monotonosti funkcije.



Teorem 2.4. (Lagrange) Neka je I C R otvoreni interval, f : I — R dana funkcija, te f
deriwabilna na I. Ako za a,b € I vrijedi a < b, tada postoji ¢ € (a,b) tako da:

f(b) = fla) = f'(c)(b - a).

Dokaz. Konstruirajmo funkciju g : I — R, I C R, takvu da je:

Zbog derivabilnosti funkcije f, razlika f(x) i konstante f(a) je derivabilna kao i umnozak
konstante W i polinoma prvog stupnja (z—a). Stoga je cjelokupna funkcija g definirana

kao razlika dvije derivabilne funkcije i sama derivabilna. Slijedi:

£(b) — f(a)

g() = fa) - =

Kako vrijedi g(a) = g(b) = 0 mozemo primijeniti Rolleov teorem: postoji ¢ € (a,b) tako da
je

/ / f) — fla
0=g(0)=re- 181D
Odnosno:
f() = fla) = f(c)(b—a),
sto je i trebalo pokazati. O

Konaé¢no, pokazimo kako su povezani derivacija i monotonost funkcije:

Teorem 2.5. Neka je f : I — R dana funkcija, gdje je I C R otvoren: interval @ f derivabilna
na I. Funkcija f je (strogo) rastuéa na I ako i samo ako:

>)

(Vz e l) fi(z) > 0,

a (strogo) padajuéa na I ako i samo ako:

(Ve el) fz) 2o,

Dokaz. Pretpostavimo da je funkcija f rastuca, te neka je ¢ € I proizvoljna tocka. Koristit
¢emo Definiciju 1.5:

Rac¢unamo i limes slijeva funkcije imamo
z<c = f(x) < fle) = f(x) = fle) <0,
stoga:

i F@) = ()

T—c— r—cC

=10,

Takoder, racunamo li limes zdesna imamo

r>c = f(@)>f(c) = f(z)-f(c) >0,
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stoga:

lim >0
z—ct T —c
Dakle, vrijedi:
f'(c) = lim flz) — f(e) >0
r—c Tr—C

Pokazimo sada obrat tvrdnje: neka je
(Vz e ) f'(x) >0,

te neka su a,b € I tako da a < b. Iz Lagrangeova teorema slijedi da postoji ¢ € (a,b) C I
tako da vrijedi:

f(b) = f(a) = f'(c)(b— a).
Kako smo pretpostavili da je f'(c¢) > 0, te b —a > 0, slijedi f(b) — f(a) > 0, to jest vrijedi:
b>a = f(b) > f(a).
Dakle, funkcija je rastuca. Ostali se slucajevi lako mogu analogno pokazati. 0

Sada mozemo, zajedno s Fermatovim teoremom, iskoristiti ovu tvrdnju za odredivanje
lokalnih ekstrema.

Teorem 2.6. Neka je f: I — R dana funkcija, I C R otvorent interval, f deriwabilna na I
te neka je c € I stacionarna tocka funkcije f. Ukoliko postoji e > 0 tako da (c—e,c+¢) C 1
te

(Vz € (c—¢,c)) fl(x) <0

(Vz € (¢,c+¢€)) f(z) >0,

tada se u tocki ¢ € I postize lokalni minimum.
Nadalje, ako postoji e > 0 tako da (c —e,c+¢€) C I te

(Vz € {c—e,¢) f'(x) >0

(Vz € {c,c+¢€)) f(z) <0,
tada se u tocki c € I postize lokalnt maksimum.

Dokaz. Neka
(Vz € {c—e,c) f'(z) <0

(Vz € {c,c+¢€)) f'(z) > 0.
Prema Lagrangeovu teoremu za svaki z € (¢ — ¢,c + €) postoji t takav da je t € (z,c) te da
vrijedi

fle) = f(x) = f'(t)(c — @)
Dakle, za z € (c — ¢,¢) imamo z < t < ¢, stoga je f'(t) <0ic—x > 0, te slijedi:

fle) = f(@) = F()(c—2) <0 = f(c) < f(2).
Isto vrijedi i za x € (c,c+ ¢€), stoga:
(Vz € (c—e,c+e)\{c}) flo) < f(a),

to jest, u tocki ¢ € I postize se lokalni minimum.
Dokaz za slucaj lokalnog maksimuma pokazuje se analogno. 0
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Pokazimo sada na primjeru primjenu Teorema 2.6.

Primjer 2.1. Neka je f : R — R zadana s f(x) = 2*. Dana funkcija deriabilna je na
cijeloj svojoj domeni, tj. na R, 1 znamo da je

Flw) =22,

Stoga:
Fle] =0 = 2g=0 < g=0.

Dakle, funkcija f ima samo jednu stacionarnu tocku, x = 0.
Neka je e = 1. Tada za svaki x € (—1,0) vrijedi x < 0, dakle:

(Vz € (-=1,0)) f'(z) =2z < 0.
Uzmemo li proizvoljni x € (0, 1) vrijedi x > 0, stoga:
(Vz € (0,1)) f'(z) =2z > 0.

Sada su zadovoljeni svi uvjeti Teorema 2.6 te slijedi da se u tocki x = 0 postize lokalni
minimum.

Teorem 2.6 takoder se naziva i Dovoljan uvjet lokalnog ekstrema. Primijetimo da
on koristi isklju¢ivo prve derivacije te od nas zahtjeva da pronademo odredeni interval oko
trazene tocke. To samo po sebi kod jednostavnijih elementarnih funkcija nije tesko, no u
nekim se slucajevima moze zakomplicirati.

Pokazat ¢emo da je mogucée na malo jednostavniji nacin pokazati je li neka tocka tocka
lokalnog ekstrema, no taj nacin zahtjeva poznavanje vrijednosti visih derivacija funkcije u
danoj tocki.

Takoder, za razliku od Teorema 2.6 koji nam uvijek daje odgovor na pitanje je li nesto lokalni
ekstrem, sljedeci teorem ne ¢e uvijek davati trazeni rezultat.

Definirajmo prvo vise derivacije funkcije:

Definicija 2.3. Neka je f : [ — R dana funkcija, I C R otvoreni interval, f derivabilna na
I,celin € N. Tada:
F () — ")

lim ,
Tr—C T —C

ukoliko postoji, nazivamo (n+1)-om derivacijom funkcije f u tocki ¢ te oznacavamo s

Foifa
Pokazimo sada drugi nacin za odredivanje lokalnih ekstrema:

Teorem 2.7. Neka je f : I — R dana funkcija, I C R otvoreni interval, te neka postoji
n € N tako da je f n+ 1 puta derivabilna na I. Ukoliko postoji k € N,k < n, tako da za
celizasvakil € {1,....,k} vrijedi fV(c) =0 te f**+V(c) # 0 tada:

i) ako je k+ 1 paran broj i f&t1(c) <0, u tocki ¢ postize se lokalni maksimum,
i) ako je k + 1 paran broj i f* Y (c) > 0, u tocki ¢ postize se lokalni minimum,

ii1) ako je k+ 1 neparan broj, u tocki ¢ nema lokalnog ekstrema.

10



Dokaz. Za dokaz pogledajte [4] str. 106., Teorem 4.13.
U

Poseban slucaj Teorema 2.7 koji ¢emo koristiti jest za n = 1, kada dobijamo sljedeci
korolar:

Korolar 2.1. Neka je f : I — R dana funkcija, I C R otvoreni interval, f dva puta
deriwabilna na I i c € 1. Ukoliko je f'(c) =0 te

)= 1,

tocka c je tocka lokalnog maksimuma, a ako je

f"(c) >0,

radi se o tockr lokalnog minimuma.

Dokaz. Dokaz se svodi na primjenu Teorema 2.7 za n = 1. Uvjeti teorema su zadovoljeni:
funkcija f derivabilna je n + 1 puta na intervalu I, za k = 1 ispunjeno je f®(c) = 0 i

FE(6) £ 0.
Ako je f*+D(c) = f"(c) < 0, tocka c tocka je lokalnog maksimuma, a ako je f*+1)(c) =
f"(c) > 0, tocka c toc¢ka je lokalnog minimuma. O

Primijetimo da za slucaj f”(c) = 0 Korolar 2.1 ne daje nikakav zaklju¢ak. U tom ¢emo
sluéaju morati ispitati vise derivacije dane funkcije f kako bismo mogli nesto zakljuciti.
Primijenimo sada Korolar 2.1 na jednostavnom primjeru.

Primjer 2.2. Veé smo pokazali u Primjeru 2.1 kako funkcija definirana s f(x) = z* ima

samo jednu stacionarnu tocku, x = 0. Nadalje, takoder nam je poznato da
(Vz €R) f"(x) = (f'(z)) =2 > 0.

Kako to vrijedi za svaki x, tako specijalno vrijedi © za x = 0. Sada su zadovoljeni svi uvjeti
Korolara 2.1 te slijedi da se u tocki x = 0 postize lokalnt minimum.
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3 Primjene ekstrema funkcija jedne varijable

Postoji nebrojeno primjena ekstrema funkcija jedne varijable, stoga ¢emo se u ovom radu
ograniciti na nekoliko njih. Primarno ¢emo rjeSavati prakti¢ne optimizacijske probleme u
kojima je potrebno pronaé¢i minimum ili maksimum funkcije koja opisuje dani problem.

Pri rjesavanju takvih problema korisno je pridrzavati se sljedeceg redoslijeda postupaka
kojima se dani problem matematicki opisuje i rjesava:

i) Potrebno je dobro razumjeti problem i ogranic¢enja koja su nam postavljena kako bismo
to¢no znali u kojim parametrima i kakvu to¢no vrijednost trazimo. Takoder, korisno bi
bilo skicirati problem, ukoliko je to moguée, buduéi da vizualizacija u veéini slucajeva
olaksava postavljanje problema.

ii) Nakon toga, potrebno je sve zapisati u matematickoj notaciji, pri ¢emu treba paziti na
konzistentnost cjelokupnog zapisa.

iii) Ukoliko smo trazenu vrijednost oznadcili y, tada ju je potrebno zapisati pomocu ostalih
velicina. Ako se pojavi viSe nepoznanica trebamo ih sve pokusati iskazati preko jedne,
buduéi da se bavimo funkcijama jedne varijable.

iv) Kona¢no, kada smo definirali funkciju jedne varijable, izra¢unamo njezin ekstrem na
zadanoj domeni.

Primijenimo ovaj postupak na jednom jednostavnom primjeru.

Primjer 3.1. Stocarka Ivana ima prostrani pasnjak na kojem pasu krave. Tijekom zime
krave borave u stali, no kako se blizi ljeto htjela bi th preseliti na otvoreno. Kako uz njezin
pasnjak tece ravna rijeka, a vukovi u okruZenju i njezine krave poznati su neplivaci, Ivana je
odlucila ograditi pravokutnik na njenom pasnjaku tako da jednu stranu tog pravokutnika cini
rijeka, a ostale tri ograda. Ako Ivana ima 500m ograde, koja bi bila najveca povrsina koju
moze tom ogradom na zadani nacin ograditi?

Dakle, stocarka Zeli ograditi pravokutnik na svome pasnjaku, jednu stranu veé ima, onu
uz rijeku, te na nju ne ce trositi nikakav materijal. Neka nam je traZena vrijednost, to jest
ogradena povrsina, P, te imamo dvije nasuprotne strane duljine x 1 jednu okomitu njima
duljine y. Pogledajmo Sliku 1.

Rijeka

y
Slika 1: Skica podrucja koje je Ivana planirala ograditi.
Poznato nam je da je pouvrsina pravokutnika stranica duljina x ©y zadana s P = zy.
U problemu je takoder zadano da je ukupna duljina ograde O = 500m, sto znaci da je

O =2z +y = 500m. Izrazimo sada y preko x kako bismo dobili funkciju jedne varijable:

y = 500 — 2z.
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Stoga, funkcija koja opisuje dani problem glasi:

P =gy = z(500 — 2z) = —222 + 500z.

Odredimo sada stacionarne tocke funkcije P : R — R kako smo i dosad odredivali.
Najprije izracunajmo prvu derivaciju funkcije:

P'(z) = —4a + 500,

te je izjednacimo s nulom

12 cega 1mamo

Z = 12b.

Zatim 1zracunajmo drugu derwaciju funkcije P:

P () = —i,

Kako je vrijednost druge derivacije u svakoj tocki konstantna i strogo manja od nule,
mozemo zakljuciti da se u tocki x = 125 postiZe lokalni maksimum.
Uvrstimo li vrijednost x = 125 u izraz kojim smo zapisali y dobivamo:

y =000 — 2z = 500 — 2 * 125 = 500 — 250 = 250.

Zakljucujemo kako ée stocarka ograditi najvecu povrsinu pasnjaka ukoliko mu dvije stra-
nice pravokutnika budu dugacke 125m, a jedna 250m.

Ovakav problem primjer je maksimizacijskog problema buduéi da zelimo odrediti naj-
vecu mogucéu povrsinu u zadanim parametrima. Sljede¢i problem primjer je minimizacijskog
problema.

Primjer 3.2. Kuharica Slava Zeli pakirati svoje juhe u konzerve zapremnine jedne litre, no
Zeli potrositi sto je manje moguce aluminija na njih. Kolike moraju bite dimenzije konzeruvi
uz dane uvjete?

Kao i u proslom primjeru, procitajmo prvo detaljno tekst zadatka kako bismo odredili
traZenu vrijednost © ostale parametre. Zapremnina valjka visine h @ radijusa baze r zadana
je s: V. =r?th. Pogledajmo sada Sliku 2.

Kako Slava Zeli potrositi sto manje aluminija, Zelimo minimizirati oplosje valjka koje je
dano s: O = 2r*m + 2hrm = 2rn(r + h). Dakle, moramo odrediti minimum funkcije

O =2ral(r+ k).
Kako vrijedi V = r®*wh = 1, moZemo izraziti h preko r:

1
h= —
r2g’

stoga je funkcija koju moramo minimizirati definirana s:

1 3 1 2r3 2
O:QT’]T(’]“—"—]’L):QT"]T (T—f—T) = Or ('r' 7T2+ ) _ P = .
reTm 4T /&
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Slika 2: Skica Slavine valjkaste konzerve.

Odredimo sada stacionarne tocke ove funkcije tako sto éemo izracunati prou derivaciju:

O'(r) = 231 + 2\’ _ 6r3T — 2r3w — 2
T r2
Ar3m — 2
— T’
1 1zjednaciti je s nulom:
437 — 2
T 7T2 _0
T
431 —2=0

5/ 1
=1/ — =~ 0,542.
" o ’

Zatim izracunamo drugu derivaciju funkcije O : R — R:

rd

4r3 — 2>/ B (4r3m — 2)'r? — (4r37 — 2)(r?)
r2 N

0" (r) = <

12rfm — 8rim + 4r  4rim+4r
o 4

N rd r
_ Ar3m + 4
=

Uvrstimo li v = ¢/ % > 0 u drugu deriwaciju dobijamo pozitivnu vrijednost, stoga se radi

o lokalnom minimumau.
MozZemo sada wvrstiti r = ¢/ % u jednadzbu za h:

1
= — ~1,084.

Dakle, kako bi Slava potrosila najmanju kolicinu aluminija, mora pakirati svoje juhe u

konzerve radijusa baze {/ % dm ~ 5,419 cm te visine ——=— dm ~ 10,839 cm.
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3.1 Primjene u ekonomiji

Prva je grana znanosti na koju ¢emo se fokusirati s primjenama ekstrema ekonomija. Jedna
od osnovnih primjena ekstrema funkcija jedne varijable je odredivanje maksimalnog profita
pri proizvodnji i prodaji nekog proizvoda. Funkciju profita mozemo zapisati kao:

Plx}= Z(x)— T(=),

gdje je x koli¢ina proizvoda izradena u nekoj tvornici, funkcija Z : R — R zarada za
datu koli¢inu izradenog proizvoda, a funkcija 7' : R — R troSak za datu koli¢inu izradenog
proizvoda.

Pogledajmo kako bi to izgledalo na primjeru:

Primjer 3.3. Travarica Anda vlasnica je tvornice ljekovitih napitaka. Zaposlenica Mira
12 njezinog racunovodstva izracunala je da ée, ukoliko proizvede x hektolitara napitaka, u
mjesec dana uprihodovati Z(x) = —0,022% + 0,222 + 0, 1z tisuca eura, a potrositi T(z) =
0,022 — 0,6x + 1 tisuca eura. Koliko hektolitara napitaka mora proizvesti ovaj mjesec kako
bi $to wvise profitirala?

Krenimo kao © dosad, wvrstimo li dane funkcije u funkciju profita dobijamo:

P(z) = —0,022® + 0,22* + 0, 1z — (0,022 — 0,62 + 1) = —0,02x> + 0,182* — 0,5z — 1.
Izracunagymo prou derwaciju kako bismo odredili stacionarne tocke:
P'(z) = (—0,022° + 0,18z% — 0,5z — 1)’
= —0,06z* + 0, 36z — 0, 5.
Izjednacimo i derivaciju s nulom, slijedi:
—0, 062> + 0,36z — 0,5 =0

z, ~ 3,816
Ty A 2,184,

Nakon stacionarnih tocaka, odredimo drugu derivaciju funkcije profita:

P"(z) = (—0,062% + 0,36z — 0,5)’
— —0,12z + 0, 36.

Nadalje, wvrstimo dobivene stacionarne tocke u drugu derivaciju:

P"(x1) ~ —0,12 - (3,816) + 0, 36 P"(z3) ~ —0,12 - (2,184) + 0, 36,
306 306
=~ 3125 ~ 3125

Kako je P"(x1) < 0 zakljucujemo da se radi o lokalnom maksimumu te da bi Anda trebala
mgjesecno proizvesti oko 380 litara ljekovitog napitka kako bi ostvarila maksimalan profit.

15



Osim profita, na slican na¢in mozemo modelirati i analizirati efekte reklamiranja nekog
proizvoda.

Primjer 3.4. Marketinski strucnjak Ratibor radi w Andinoj tvornici ljekovitih napitaka.
Kroz godine iskustva shvatio je da veca reklamna kampanja ne znaci nuzno i vise novih
musteryja. Kampanja treba biti dovoljno glasna da se za nju cuje, no ne preglasna da ne
bude naporna. Uz nemalu pomoé Mire iz racunovodstva, Ratibor je zakljucio da za svakih

potrosenih x tisuca eura na reklamu pridobije N(z) = 10x — ”2—2 tisuca novih kupaca Andinih

proizvoda. Koliko bi novca trebalo investirati w marketing kako bi se prikupio maksimalan
broj novih musterija?
Krenimo redom, odredimo stacionarne tocke dane funkcije, tako da prvo deriviramo funk-
ciju:
N'(z) =10 — =z,

te je izjednacimo s nulom:

10—2=0
x = 10.

Slijedi racunanje druge derivacije:
N'(z) = —1.
Kako je druga derwacija negativna za svaku tocku svoje domene, specijalno je i

N"(10) = —1 < 0,

odnosno, za v = 10 postiZe se maksimum.
Dakle, Ratibor treba potrositi 10.000 € za maksimalnu ucinkovitost kampange.

Osim $to je uspjeSna vlasnica rastuée tvornice, Anda takoder u svom posjedu ima i
stambene zgrade koje iznajmljuje. Nedavno joj je prisla kucepaziteljica Anamarija s kons-
truktivnim opazanjem.

Primjer 3.5. Anamarija v Andino ime upravlja njenom zgradom sa stotinu identicnih sta-
nova te je primijetila kako su svi stanovi puni ukoliko stanarinu postavi na 350 €, a ukoliko
poveca stanarinu za 10 € izgubi stanare u jednom stanu. Kolika bi bila optimalna stanarina
kako bi Anda primala najveéi dohodak?

Postavimo matematicki model: ako je x broj praznih stanova, tada je Andin prihod dan
kao

f(z) = (350 + 102)(100 — z) = 35000 — 350z 4 1000z — 102> = —102> + 650z + 35000.

Zapocnimo s racunanjem prve derivacije:

f'(z) = =10 - 2z + 650 + 0 = —20z + 650.

Zatim izjednacimo prvu deriwaciju s nulom:
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—20z + 650 = 0
20z = 650
z = 32,5.

Sljedece je sto moramo izracunati druga derivacija:

f"(x) = —204+0 = —20 < 0.

Kako je druga derivacija negativna za svaku tocku domene, moZemo zakljuciti kako se
radi o lokalnom maksimumu. Buduc¢i da pola stana me moZe biti prazno, provjerimo koliki
ce ity prihodi za x = 32 prazna stana te za x = 33 prazna stana:

f(32) = —10-(32)*+650-32+435000 = 45560 f(33) = —10-(33)?+650-33+ 35000 = 45560.

Buduci da ée profit biti jednak, Anamarija je preporucila Andi da postavi stanarine na
350 4+ 32 - 10 = 670 eura kako bi Sto vise ljudi bilo useljeno.

3.2 Primjene u fizici

Sljedeca je znanost kojom ¢emo se baviti fizika. Kao i u svakoj drugoj grani, primjene
su nebrojene pa ¢emo se ograniciti na nekoliko njih i prvi éemo primjer potraziti u optici.
Koristit ¢emo ¢injenicu da je osvjetljenje E [Ix| neke tocke dano kao omjer intenziteta izvora
svjetlosti I [ed] 1 kvadrata udaljenosti tocke od izvora svjetlosti x [m|. Takoder, klju¢no je
naglasiti kako se tocka i izvori svjetlosti nalaze u istoj ravnini, inace bismo morali uzeti i kut
upadne zrake u obzir, no ovako ga mozemo zanemariti.

Primjer 3.6. Fizicarka Svjetlana radi na pokusu. Ima dvije lampe razlicitih intenziteta
koje su postavljene na medusobnoj udaljenosti 5m. Ukoliko je intenzitet prve lampe 50 cd, a
intenzitet druge 66 cd, Svjetlanu zanima na kojim se pozicijama izmedu dvije lampe nalaze
najsvjetlija © najtamnija tocka.

Pogledajmo Sliku 3 i navedimo formulu za osvjetljenje:

I

x2

e

/

E =

Slika 3: Skica Svjetlanina pokusa.

Neka je intenzitet prve lampe I, intenzitet druge Is, udaljenost medu lampama l i x
udaljenost od prve lampe.
Tada je osvjetljenje neke tocke na udaljenosti x od prve lampe dano formulom:
I I

E=E+E=— .
IS x2+(l—a:)2
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Odredimo stacionarne tocke ove funkcije tako sto éemo izracunati prou deriwaciju:

b4 i 8z —21,
E@=(2+-—2_) = -
(@) (w”a—m?) 2 U-op

21 20

(l—=x)3 3’

te je izjednaciti s nulom:

21, 20

(I-x)3 23
2]21’3 — 2[1([ — .’L‘)S

=0
xz3(l — )3
l—z 3 IQ
X N Il ’
Imamo da je:
l
=
14 &
= 0 ~ 2,384.
66
L4+ &f 5
Izracunajmo sada drugu deriwvaciju:
2[2 2]1 ! —6]2 —6[1
E// — _— — . _1 _
() ((l —z)d g ) (I —x)* (=1) i

_6h 6k
Tt (-2

Kako je stacionarna tocka 5 > x > 0 slijedi E"(x) > 0. Dakle, radi se o lokalnom
minimumu. Svjetlana ée najtamniju tocku pronacéi oko 240 cm od prve lampe.

Najgsvjetliju tocku ne moZemo pronaéi, buduci da bi ona bila kod lampe jaceq intenziteta,
no odaberemo li tocku koliko god blizu te lampe, uvijek ée postojati prostor izmedu tocke 1
same lampe, te stoga v svjetlija tocka od odabrane.

Sljede¢i ¢emo primjer potraziti u elektrodinamici. Poznato je da je jakost struje I u
strujnom krugu dana kao omjer napona V i zbroja vanjskog otpora strujnog kruga R i
unutarnjeg otpora strujnog kruga r. Radi se o Ohmovu zakonu koji je otkrio i prvi put
objavio u svojoj knjizi 1827. njemacki fizicar Georg Ohm.

Primjer 3.7. Elektricar Brzotrz pokuSava sloZiti strujni krug s otpornikom kao na Slici 4
kako bi trosilo preuzelo maksimalnu snagu od generatora. Koliki mora bite vanjski otpor R
kako bi se postigla maksimalna snaga?

Snaga koju trosilo preuzima od generatora dana je kao umnoZak kvadrata jacine struje I
u krugu te vanjskog otpora R, to jest:
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Slika 4: Brzotrzov strujni krug.

Vo n_ PR
R+r -~ (R4r)?

Izracunagmo prvu derwaciju funkcije P : R — R:

P(R)=I’R= (

oo VAR Y V2. (R+r)2—V?R-2(R+r))
P(R) = (m) N (R+7)*

_ VXR+r)—2V2R _ V(r—R)

N (R+7)3 C(RArp

Sada izjednacimo prou deriwaciju s nulom:

V2(r — R)
(RETE
Vir—-R)=0
r—R=0
R=r.

Buduéi da za svaki R <r, P'(R) >0, a za svaki R > r, P'(R) <0, prema Teoremu 2.6
slijedi da se uw R = r postize maksimum.

Stoga, kako bi trosilo primalo maksimalnu snagu od generatora, Brzotrz mora postaviti
vanjski otpor jednak unutarnjem otporu.

Nadalje, primjenu lokalnih ekstrema mozemo pronaci i u meteorologiji. Radi se o grani
geofizike koja je stara kao i sama civilizacija, no znacajnije je pomake dozivjela pocetkom 17.
stolje¢a kada su Descartes i Gallileo poceli instrumentima mjeriti karakteristike vremena
poput vlage, tlaka, temperature...

Primjer 3.8. Meteorolog Mrazomor radi w DHMZ-u i prilikom eksperimentiranja primijetio
je kako kapljica kise s vremenom gubi svoju masu radi isparavanja. To smanjenje mase
opisano je funkcijom:
m(t) = mgy — bt,
gdje je m(t) masa kapljice u kilogramima u trenutku t, mq pocetna masa kapljice u kilo-

gramima 1 b brzina isparavanja u kilogramima po sekunds.
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Mrazomora zanima u kojem ce trenutku kapljica imati najveéu kineticku energiju, ukoliko
je pocetna masa kapljice mg = 3-107° kg, a brzina isparavanja b = 3,48-10"% kg/s. Ubrzanje
slobodnog pada je standardna fizikalna konstanta od g = 9,81 kg/s>.

Formula kineticke energije tijela mase m i brzine v dana je kao:

va

U ovom slucaju, kapljica je u slobodnom padu, stoga iz g = 3, gdje je g ubrzangje slobodnog

pada, v brzina u trenutku t, slijedi:
m(gt)?  mg*t®
2 2
Nadalje, kako smo napomenuli, masa kapljice se smanjuje 1 vrijedi:

Ekin —

m(t) - g*t*  (mg — bt)g*t*

(mot? — bt3)g®  (3-107°1% — 3,48 - 1075¢3)96, 24

2 2
= (3-107%* — 3,48 - 107%¢%)48,12 = 0,00144¢> — 1,6746 - 1075¢3.

Zapocnimo s racunanjem prve derivacije:

E},;,(t) =0,00144 - 2t — 1,6746 - 107° - 3t* = 0,00288t — 5, 0237 - 10~%¢?,

12 koje zakljucujemo da imamo dvije stacionarne tocke t1 = 0 1ty /= 573.
Izracunajmo sad drugu derivaciju:
(1) =0,00288 — 5,0237 - 107% - 2t = 0,00288 — 1,00475 - 10~°t.
Uvrstimo zatim dobivene stacionarne tocke:
i (t1) = 0,00288 >0 EY,,(t2) &~ —0,00288 < 0

Kako je E},,(t2) < 0, moZemo zakljuciti kako se radi o lokalnom maksimumu te da ce
kapljica kise postici maksimalnu kineticku energiju nakon 573 sekundi, to jest nakon devet
manuta © 33 sekunde.

3.3 Primjena u medicini

U ovom potpoglavlju proucavat ¢emo tok krvi kroz krvne zile. Prvi takav model izveo je
Jean Léonard Marie Poiseuille 1840. koji je zakljuc¢io da brzina protoka krvi u nekoj
tocki ovisi isklju¢ivo o udaljenosti te tocke od sredista krvne zile (Slika 5):

P

v(r) = —

4anl

gdje je v(r) brzina na udaljenosti r od srediSta u metrima po sekundi, P razlika tlakova

u paskalima, 7 koeficijent viskoznosti krvi, [ duljina krvne zile u metrima i R polumjer krvne
zile, takoder u metrima.

(R? —r?),
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Primjer 3.9. Kardiolog Pero planira ugraditi premosnicu pacijentu, no kako bi operacija
prosla u najboljem redu mora prikupiti sve potrebne informacije o toku krvi u Zili koju planira
zamyjeniti.  Primjerice, kolika je maksimalna brzina protoka krvi w zZili. Duljina Zile je
15em = 0,15 m, polumjer je 2cm = 0,02m, viskoznost krvi je 4 i tlak na pocetku Zile je
110mmHg ~ 14,7 kPa, a na kraju Zile 125 mmHg =~ 16,7 kPa.

' 4
1
r i
N N . _—_—-+--
i
L 1
'

Slika 5: Skica krvne Zile na kojoj Pero operira.

Odredimo stacionarne tocke dane funcije:

12 Cega slijedi v = 0.
Izracunajymo sada i drugu derivaciju:

5 —2Pr\’
)= ( anl )
_ —2P

anl ’

12 koje, uvrstavanjem zadanth vrijednosts, slijedi da je:

—2(16,7—14,7) =5
4 = ’ ’ = .— Ry —1 7 < .
v(0) 4-4-0,15 3 , 66 0

Dakle, radi se o lokalnom maksimumu. Sada treba izracunati kolika je maksimalna brzina

krvi u ovoj krunoj Zili:

B F— 4%

(0) = 155 (0,02 — 07

= — = 1074 :
2000 3,333-10"m/s

Slijedi da je najveéa brzina kojom se krv kreée danom Zilom oko 3,333 - 10~*m/s.
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3.4 Neke primjene u drugim podrucjima

U ovome éemo potpoglavlju obraditi nekoliko primjera koji nemaju posebnu granu znanosti
kojoj bi pripadali.

Primjer 3.10. Nowvopeceni postolar Mrkonja upravo je zavrsio segrtovanje kod majstora
Trive i otvorio je svoju postolarsku radnju kad se susreo s pomalo neobicnim problemom.
Naime, u zracnu je luku dosla nova avioprijevoznik te je odlucila pocastiti gradane jeftinim
kartama, no avioprijevoznik ima specificne mjere za kofere koje mogu primiti. Sirina im ne
smije biti veéa od metra, a opseg bocne strane veéi od dva metra. Ako bi gradani htjeli sto
veéi kofer koji slijedi sva pravila avioprijevoznika, koje bi bile mjere takvog kofera s najvecom
mogucom zapremninom?
Zapremnina pravokutnika zadana je kao:

V =myz,

gdje je x sirina pravokutnika, y visina, a z duljina. Kako traZimo Sto veéi kofer, za x
cemo odabrati najveét moguci, x = 1. Takoder, kako opseg bocne strane kofera ne smije biti
veci od dva metra vrijedi 2y 4 2z = 2, stoga 1tmamo:

_2—2z

= =1-2
Y 5 2

Uvrstavanjem u formulu za zapremninu tmamo:

V(i)=2yz=1-(1—2) 2 =2— 2%

Izracunajymo prou derwaciju kako bismo odredili stacionarne tocke:

Vi(z) =1 - 2z,
1 1zjednacimo je s nulom:
1—=2z=0
1
z==.
2
Kako je druga derivacija V" (z) = —2 negativna za svaku tocku domene, mozemo zakljuciti
kako se radi o lokalnom maksimumu te da ée mjere idealnog kofera bitv x =1m, y=1—2z =
1—%:%miz:%m.

Primjenu lokalnih ekstrema mozemo pronaci i u sportu te ¢emo u sljedeéem primjeru
pogledati kako lokalni ekstremi mogu pomodéi trkacu u nevolji.

Primjer 3.11. Trkacica Helena dosla je do poslijednje etape svoje utrke. Potrebno je doci
do tocke A koja se nalazi u pijesku na udaljenosti b od ceste. Problem je sto je Helenina
brzina na pijesku (ve) manja od njezine brzine na cesti (v1) te je tesko odrediti u kojem bi se
trenutku trebala odvojiti od ceste i krenuti k cilju na pijesku. Od pocetne tocke C' poslijednje
etape do tocke B ima | metara (Slika 6).
Prisjetimo se kako je brzina dana kao predeni put u jedinici vremena:
s s

v = - — t=—.
t v
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Slika 6: Skica poslijednje etape utrke koju Helena mora pretrcati.

Ako je x udaljenost od tocke B kada se Helena pocne kretati po pijesku prema cilju, tada
mozemo njezino vrijeme modelirati kao:

l—x+\/x2+62

(%1 V2

fz) =

Izracunagmo sada prvu derivaciju dane funkcije:

f'(x) =

- U I S—
v Va? + bRy

Izjednacimo je sada s nulom kako bismo dobili stacionarne tocke:

U1 Vo

(l—x+\/x2+bz)/_—1 T

-1 T
_— =
v Va? 4+ b2,

T

VIZ+ bBPuy, U
nx = V2 + b2ve

v22? = (2% + b%)v3

2 2 2. 9 129
V1T — ver” = b vy
2/.9 2 _ 122
z*(v] — v3) = b v,
2,2
2 _ b vy
r =— )
vy — U3
b’U2
T = ——s.
vy — U3

Slijedi odredivanje druge derivacije kako bismo provijerili radi li se o maksimumu ili mi-
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T2

f"(x): (__1+ T )’:O+1-(Vm2—|—b21)2)_$<\/a:2+b2)
v Va2 4Dy (22 + b?)v2
VT Pu-fBy VATE- g
B (22 + b?)v3 B (22 + b?)vy
22§22 b2
_ Ve __ vahw
(22 +b2)vy (22 + b?)vy
b2

(22 + b2) 30y

Kako je druga derivacija pozitivna za svaku tocku domene, mozZemo zakljuciti kako se rads
o lokalnom minimumu.

Prirodno se postavlja pitanje sto je s rubovima, to jest sto ako Helena odmah krene na
piyjesak ili ako ceka da dode do tocke B 1 krene prema cilju. Primijetimo da, kako je druga

derivacija wvijek pozitivna, slijedi da prva derwacija iskljucivo raste. Kako je x = —22
vi—v3

stacionarna tocka, slijedi da je f'(x) = 0, a buduéi da je prva derivacija stalno rastuca, slijedi
da je negativna na intervalu (0, x), a pozitivna na intervalu (x,1), sto povlaci f(0) > f(x) te

f{) > f().

Dakle, kako bi najbrze stigla do cilja Helena bi trebala, kad dode na udaljenost x = %
V1~

od tocke B, skrenuti ravno prema cilju.
Posljednju primjenu u ovom radu potrazit ¢emo u matematici.

Primjer 3.12. Profesorica Ivona Zeli pokazati svojim ucenicima sto se sve moZe odrediti uz
pomoé lokalnih ekstrema. Skicirala je kruZnicu danu jednadzbom (x — 4)* + y* = 4 te tocku
(4,4) (Slika 7). Zatim je postavila sljedeéi problem: koja je tocka na danoj krivulji najbliza
tocki (4,4)%

o

(x-4P2+y*=4

-2

-3

Slika 7: Skica primjera profesorice Ivone.

Poznato je da je euklidska udaljenost tocaka (z1,vy1) @ (x2,y2) zadana kao:
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d=/(z1 — )2+ (y1 — y2)2.
No, u ovom je primjeru poznata druga tocka (x2,ys2) = (4,4), kao i odnos medu koordi-
natama prve tocke:

(-4 +y* =4
¥ =4—(x—4)?=—2+8z —12.

Sa Slike 7 je ocito da ée y za dani problem biti pozitivan, te je zato:

y=+vV—22 + 8z — 12.

Stoga imamo:

2

d(z) = \/(a:—4)2+ (\/—:UQ—i—Sx— 12—4) .
Kako je morma nenegativna funkcija, slijedi da je lokalni ekstrem funkcije d takoder @
lokalni ekstrem funkcije d*. Stoga éemo, kako bismo olaksali racun, odrediti ekstreme funkcije

d*:

2

fla) = (@) = (z — 4)> + <\/—:U2 T8z — 12— 4) .

Izracunagmo prvu derwaciju funkcije f: R — R:

1

'(z) = 2 x—4-1+2(\/—x2—|—8x—12—4)- (DB

f@) =264 (249
—8x + 32 —8x + 32

= 28 — 8+ =28+ 8&—

LB —12 -2 tBn—012

Zatim, 1zjednacimo prou derwaciju s nulom kako bismo odredili stacionarne tocke:

—8x + 32 B
V2 +8z-12
—8r+32=0
xz =4,

Potom racunamo drugu derivaciju kako bi odredili postize li se uw danoj tocki ekstrem:

) = — —8V—12+8x — 12 — (—8x + 32)%(—2@ +8)
—x2 4+ 8r — 12
| —8Va? ¥ 8y — 12 - e
B —22 4 8z — 12
822642496812 +64x—128
. V—x24+8x—12
B —22 + 8z — 12
32

T /2 ter_12
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Buducéi da je:

32 32
f'(4) = == =16>0,
V-42+8-4-12 V4
mozemo zakljuciti kako je tocka krivulje koja je najbliza tocki (4,4) odredena s x = 4.
Dakle, tocka na krivulji (z — 4)* + y* = 4 najbliza tocki (4,4) jest tocka (4,2).
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