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Sazetak. Tema ovog zavrSnog rada je objasniti sto su to Sylowljevi teoremi, Sto su
Sylowljeve podgrupe i koliko ih ima te koliki je njihov red. Zapocet ¢emo definicijom
Sylowljeve podgrupe, a nakon iskazivanja Sylowljevih teorema rec¢i ¢emo nesto o pos-
ljedicama istih. Zatim ¢emo objasniti tranzitivno djelovanje podgrupe te tako doci do
Frattinijevog teorema. Bitno pitanje u pogledu kona¢nih grupa je pitanje prostosti koje
¢emo pojasniti u jednome od poglavlja kao i broj elemenata prostog reda. Rad ¢emo
zavrsiti Schur-Zassenhausovim teoremom koji nam govori o komplementima normalnih

podgrupa.

Kljuéne rijeci: Sylowljevi teoremi, Sylowljeve podgrupe, broj podgrupa, Frattinijev

teorem, grupe prostog reda, elementi prostog reda, Schur-Zassenhausov teorem

Abstract. The topic of this final paper is to explain what exactly are Sylow Theorems,
what are Sylow subgroups and how many of them are there as well as which is their
order. We will start with a definition of a Sylow subgroup and after state of Sylow
Theorems we will say something about the consequences of such. Then, we will explain
transitive action of a subgroup as well as how to reach to the Frattini Theorem. An
important question with respect to final subgroups is the question of simplycity as
well as the number of elements of a prime order which will be explained in one of
the upcoming chapters. This paper will be concluded with Schur-Zassenhaus Theorem

which gives us an insight in complements of normal subgroups.

Key words: Sylow Theorems, Sylow subgroups, number of subgroups, Frattini The-
orem, groups of a prime order, elements of a prime order, Schur-Zassenhaus Theorem
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1. Uvod

Godine 1872. norveski matematicar Peter Ludwig Mejdell Sylow objavio je niz teorema
koji su danas poznati kao Sylowljevi teoremi. Ovi vazni teoremi opisuju prirodu mak-
simalnih p-podgrupa konacne grupe koje se danas zovu Sylowljeve p-podgrupe. (Kako
bi bilo zgodnije, skupit ¢emo Sylowljeve teoreme u jedan teorem).



2. Sylowljeve podgrupe
Pocinjemo definicijom Sylowljeve podgrupe.

Definicija 2.1 Neka je G grupa i p prost broj. Sylowljeva p-podgrupa grupe G je
maksimalna podgrupa od G (u skupovnom smislu). Skup svih Sylowljevih p-podgrupa
od G oznacavamo s Syl,(G). Broj Sylowljevih p-podgrupa od G oznacavamo s n,(G)

ili samo ny, kada je iz konteksta jasno o kojoj grupi se radi.

Naravno, ako prost broj p dijeli |G| (red od G), tada G sadrzi Sylowljevu p-
podgrupu, sStovise, svaka p-podgrupa grupe G sadrzana je u Sylowljevoj p-podgrupi.
Isto tako, ako je G beskonacna grupa i H p-podgrupa od G, tada nam Zornova
lemalgovori da G sadrzi Sylowljevu p-podgrupu koja sadrzi H.

Buduéi da je konjugiranje izomorfizam i ¢uva red elemenata grupe, slijedi da ako je
S Sylowljeva p-podgrupa od G, onda je to i svaki konjugat S® od S, gdje je S¢ = aSa*.

Valja primjetiti da ako je G kona¢na grupa i |G| = p"m gdje je (p,m) = 1, tada je
svaka podgrupa reda p” Sylowljeva p-podgrupa. Dokazat ¢emo obrat ove tvrdnje nesto
kasnije: Svaka Sylowljeva podgrupa grupe G je reda p™.

1Zornova lema: Ako je P parcijalno ureden skup u kojem svaki lanac ima gornju medu, tada P
ima maksimalni element.



3. Normalizator Sylowljeve podgrupe

Neka je G konacna grupa. Ako je Sylowljeva p-podgrupa od G normalna podgrupa

od G, tada G/S ne sadrzava elemente reda p. U daljnjem ¢emo takve elemente zvati

p-elementima. Stoga, p 1[G : 5] te je zbog toga S skup svih p-elemenata u G.
Naravno, S je uvijek normalna podgrupa svog normalizatora Ng(.S).

Teorem 3.1 Neka je G konacna grupa i neka je S € Syl,(G).
1. S je skup svih p-elemenata od Ng(S)
2. Svaki p-element a € G\ S konjugacijom mijenja S, tj. S* # S
3. S je jedina Sylowljeva p-podgrupa od Ng(S)

4. p1[Na(S) : 5]

Ako je S € Syl,(G), tada je
S¢ < Ng(S)*

za svaki a € G. Stoga, ako a normalizira Ng(S), tj. ako vrijedi Ng(S)* = aNg(S)a™,
tada je
S < Ng(9),

a bududi da je S® takoder Sylowljeva p-podgrupa od Ng(S), Teorem 3.1 povlaci da je
S% = S. Drugim rije¢ima, ako a normalizira Ng(S), tada a takoder normalizira i S te
je zbog toga

Nea(Ne(S)) = Na(9).

Teorem 3.2 Normalizator Ng(S) Sylowljeve podgrupe grupe G jednak je svom nor-

malizatoru, tj.

Na(Na(5)) = Na(S).

Uskoro ¢emo biti u moguénosti dokazati da ne samo da Ng(S) normalizira samu

sebe, nego da to vrijedi za svaku podgrupu grupe G koja sadrzi Ng(S5).



4. Sylowljevi teoremi

Neka je G konacna grupa i neka je S € Syl,(G). Cinjenica da svaki p-element a ¢ S
konjugacijom mijenja S potice nas da pogledamo djelovanje p-podgrupe K grupe G
konjugacijom na skup

conjg(S) ={5"|a € G}
konjugata od S u G. Sto se tice stabilizatora od S%, imamo
stab(S?) = Ng(S)NK =S*NK,
pa je tako
lorbg (S%)| = [K : S* N K]

sto je djeljivo s p osim ako je K < 5% u kojem slucaju je orbita reda 1.
Stoga,
FiXeonj.(s)(K) = {9 | K < 5}

pa je tako
|conj,(S)| = [{S*| K <S5*} (mod p).

Sada ako je K Sylowljeva p-podgrupa grupe G, tada je K < S* ako i samo ako je
K = 5% te je zbog toga

1 (mod p), K € conj,(S)

[conj(5)] = {0 (mod p), K ¢ conjs(9).

Slijedi da slucaj K ¢ conj(S) nije mogué pa je tako Syl,(G) = conj,(S) klasa konju-
giranosti 1

n, =1 (mod p).

Primjetimo takoder da
np = |conjg(S)| = [G - Na(5)] | G-
Konacno, mozemo odrediti red Sylowljeve p-podgrupe S, buduéi da je
(G S] =[G : Ha(S)] - [Ha(S) : 5],

a ni jedan od faktora desno nije djeljiv s p. Stoga, red od S je najveca potencija od p
koja dijeli |G|. Time smo dokazali Sylowljeve teoreme.



Teorem 4.1 (Sylowljevi teoremi) Neka je G konacna grupa i neka je |G| = p"m, gdje
je p prost broj takav da p 1 m.

1. Sylowljeve p-podgrupe grupe G su podgrupe od G reda p™.
2. Syl,(G) je klasa konjugiranosti u sub(G).

3. Broj n, Sylowljevih p-podgrupa zadovoljava

n,=1 (modp) i n,=[G:Hg(9)]]||G|
gdje je S € Syl (G).
4. Neka je S € Syl (G),

(a) S je normalna ako i samo ako je n, = 1.

(b) S normalizira samu sebe ako i samo ako je n, = [G:S] = m, u kojem

slucagu sve Sylowljeve p-podgrupe od G normaliziraju same sebe.
5. Ako je K p-podgrupa od G, tada je
{S € Sy, (G) | K< S} =1 (modp).

Dokazat ¢emo kasnije u poglavlju da je svaka normalna Sylowljeva p-podgrupa

kona¢ne grupe komplementirana.

4.1. Neke posljedice Sylowljevih teorema

Promotrimo neke od manje ili vise izravnih posljedica Sylowljevih teorema.

4.1.1. Djelomic¢an obrat Lagrangeovog teorema

Sylowljeva p-podgrupa S grupe G sadrzi podgrupe svih redova koji dijele |S|. Ovo daje
djelomican obrat Lagrangeovog teorema.

Teorem 4.2 Neka je G konacna grupa i p prost broj. Ako p* | |G|, tada G sadrzi
podgrupu reda p*.
4.1.2. ViSe o normalizatoru Sylowljevljeve podgrupe

Prisjetimo se da je normalizator Ng(S) Sylowljeve podgrupe S grupe G sam sebi

normalizator. Sada mozemo reéi vise.



Teorem 4.3 Neka je G konacna grupa i S € Syl,(G). Ako je

tada je H normalizator samome sebi. Posebno, ako je H < G, tada H nije normalna

podgrupa od G.
Dokaz: Konjugiranjem bilo kojim a € Ng(H) dobivamo
S*< Ne(S)*<H<G

pa su tako S® i S Sylowljeve p-podgrupe od H. Slijedi da su S i S* konjugirane u
H. Stoga, postoji h € H za kojeg je S" = S, tj. ha € Ng(S) < H. Dakle, a € H i
Ng(H) = H.

O

4.1.3. Broj podgrupa konac¢ne grupe

U ranijem poglavlju dokazali smo da ako je G p-grupa i p* | |G|, tada broj n,x(G)
podgrupa od G reda p* zadovoljava

npa(G) =1 (mod p) 1)
Upravo smo dokazali da je za svaku kona¢nu grupu G za koju p | |G|
n,(G) =1 (mod p).
Kako bismo vidjeli da (1) vrijedi za sve kona¢ne grupe, trazimo veli¢inu skupa
Fo= ((H.5)| H < 8.5 € Sy, (G). |H| = )

modulo p. S jedne strane, za svaki S € Syl,(G) postoji n,x(S) =1 (mod p) podgrupa
od S reda p* pa je tako

Fil=ny(G) -1 (modp)=1 (mod p).
S druge strane, za svaku H < G reda p*, Teorem 4.1 povlaci da je
{S € SvL(G) | H< S} =1 (mod p)
te je zbog toga
7l = npa(G) 1 (mod p) = nya(G)  (mod p).
Stoga, n,,(G) =1 (mod p) i dokazali smo vazni Frobeniusov teorem.

Teorem 4.4 (Frobenius) Neka je G grupa reda p"m, gdje je (p,m) = 1. Tada za svaki
1 <k < n broj n,(G) podgrupa grupe G reda p* zadovoljava

n,k(G) =1 (mod p).



4.2. Tranzitivno djelovanje, Frattinijev argument

Frattinijev argument pokazuje da ako grupa G djeluje na nepraznom skupu X i ako je
H < @ tranzitivna®na X, onda je

G = Hstabg(X)
i ako je H regularna®na X, onda je
G = H -stabg(X)

pa je tako stabg(X) komplement od H u G. Nadalje, neka je G kona¢na grupa i neka
je

S<HJG

gdje je S € Syl (G). Neka G djeluje na conjg(S) konjugiranjem. Buduéi da je S* €
Syl,(H) za svaki a € G, slijedi da H djeluje tranzitivno na conjg(S).
Stoga,

G = Hstabg(X) = HNg(95).

Ovaj specifican argument naziva se jos i Frattinijev argument.

Teorem 4.5 Neka je G konacna grupa i H < G. Ako je S € Syl,(H), tada je
G = HNg(S)
i ako je djelovanje grupe H konjugiranjem na conje(S) regularno, tada je
G = H - Ng(S).

Ovaj teorem moze se koristiti kako bi se pokazalo da Frattinijeva*podgrupa konaéne

grupe GG ima svojstvo da je svaka njena Sylowljeva podgrupa normalna u G.

Teorem 4.6 (Frattini) Ako je G konacna grupa, tada Frattinijeva podgrupa ®(G) ima
svojstvo da su sve njene Sylowljeve podgrupe normalne u G.

Dokaz: Ako je S € Syl (®), tada je S < & < G te prema Frattinijevom argumentu
slijedi da je
G = ONg(S).

Ali ako je Ng(S) < @G, tada postoji maksimalna podgrupa M grupe G za koju je
N (S) < M pa je tako G < M, sto je kontradikcija. Stoga, Ng(S)=Gi1S <G. O

2Grupa G djeluje tranzitivno na skupu X ako za svaki par x,y iz X postoji ¢ iz G takav da je
gr =y.

3Grupa G djeluje regularno na skupu X ako za svaki par z,y iz X postoji jedinstveni g iz G takav
da je gz = y.

4Frattinijeva podgrupa ®(G) konacne grupe G je presjek svih maksimalnih podgrupa grupe G.



4.3. Potraga za ”prostoséu”

Sylowljevi teoremi pruzaju snazne ”alate” za analizu kona¢nih grupa. Klju¢an problem
u pogledu konac¢nih grupa je pitanje prostosti. Kako ¢emo objasniti u predstojecem
poglavlju, pitanje glede toga koje su konacne grupe proste ¢ini se da je rijeseno, ali
je rjesenje toliko kompleksno da neki matematicari jos uvijek imaju pitanja vezana uz
njegovu potpunu toénost.

Vidjeli smo da grupa reda potencije prostog broja ima normalnu podgrupu svakog
reda p* | p". Shodno tome, neéemo voditi nikakve daljnje izravne analize p-grupa u
ovom poglavlju.

Tijekom naSe rasprave, p ¢e oznacavati prost broj, Y, proizvoljnu Sylowljevu pod-
grupu, kao i obi¢no, n, oznacava broj Sylowljevih p-podgrupa od G. Prisjetimo se da

je:
1. n, = 1+ kp, za neki cijeli broj k£ > 0
2.y =[G Ha(¥y)] | G.
Primijetimo da ako je |G| = p™m, pri ¢emu p t m, tada n,, | |G| ako i samo ako n, | m.
Sljedece ¢injenice (medu ostalima) su korisne u pokazivanju da grupa nije prosta:
1. Y, je normalna ako i samo ako je n, = 1.
2. Ako je |G : H] jednak najmanjem prostom broju koji dijeli |G|, tada je H < G.
3. Jezgra svakog djelovanja A : G — S, je normalna podgrupa od G.

4. Ako je H < G, tada [G: H°| | [G: H]!. Stoga, ako |G| { [G : H]!, tada je
H%netrivijalna prava normalna podgrupa od G.

Imat ¢emo koristi i od ¢injenice da ako je p prost broji 1 < e < p, onda je ep najmanji
cijeli broj za kojeg p° | (ep)!.
4.3.1. n,-argument

Cesto se dogodi da za neki neparan prost broj p | |GJ, cijeli broj 1 + kp ne dijeli |G|
osim ako je k = 0, u kom je slucaju n, =11 Y, < G. Nazovimo argument

n,=1+kp||G|=k=0

np-argument. Primijetimo da ny-argument ne vrijedi ako je p = 2 osim ako je |G|
potencija broja 2, buduéi da 1 + 2k | |G| za neki k > 1.

SHO — maeG He



Primjer 4.1 Ako je |G| = 9982 = 2-7-23- 31, onda nam rutinski izracun pokazuje
da za n; argument vrijedi

147k |G = k=0

pa je tako Y; <G 1 G nije prosta.

Primjer 4.2 Ako je |G| =p"m, zan > 1, m >1iptm, ondan, = (1+ kp) | m pa
tako ako je m < p, onda je k = 0 odakle je i Y, <G.

Dakle, grupe reda
p2p",. ., (p—1)p"

za p prost broj i n > 1 sadrze podgrupu Y, < G i stoga nisu proste.

Malo programiranja pokazuje da medu redovima do 10000 (ne uklju¢ujuéi proste
potencije) postoji samo 569 redova (manje od 6%) koji nisu podlozni n,-argumentu za
neki p. Dakle, velika veé¢ina redova do 10000 su ili potencije prostih brojeva ili imaju
svojstvo da grupe toga reda sadrze normalnu Sylowljevu podgrupu.

4.3.2. Broj elemenata prostog reda

Ako je p prost broj i p | |G|, ali p? { |G|, tada je svaka od n, razlicitih Sylowljevih
podgrupa grupe G reda p te su zato podgrupe medusobno disjunktne. Stoga, G sadrzi
totno n, - (p — 1) razlicitih elemenata reda p. Ponekad je ovo jednostavno brojanje
elemenata (za razlicite proste brojeve p) dovoljno da bi se pokazalo da je jedna od
Sylowljevih podgrupa normalna.

Primjer 4.3 Neka je |G| =30 = 2-3-5. Onda s obzirom na éinjenicu da np = 1+ kp |
|G| mozemo samo zakljuciti da je ny € {1,10} i n5 € {1,6}. Medutim, ako je ny = 10
ins =6, tada G sadrzi barem ng - (3 — 1) = 20 elemenata reda 3 i 24 elementa reda 5,

sto je ukupno 44 elementa. Stoga, jedna od Ys ili Y5 mora biti normalna u G.

4.3.3. Indeks jednak najmanjem prostom djelitelju

Ako je |G| = pg® gdje je p < q, p i ¢ prosti, onda je Y, <G jer je [G : Y,] = p najmanji
prost broj koji dijeli |G|. Stovige, jasno je da je

G =Y, x%,.

6Neka je G grupa i H,K < G. Ako je G = H-K, H < G, tada G nazivamo semidirektnim
produktom podgrupa H i K. To oznacavamo s G = H x K.
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Primjer 4.4 Ako je |G| = 3-5% =175, onda je Y5 <G i
G=Y;xYs.

Takoder, 1 + 3k | 25 vrijedi samo za k = 0 ili k = 8 pa je zato ng = 1 ili ng = 25.
Primijetimo da je za ng =1, G = Y3 X Y5 Abelova.

Kada je |G| = pq, mozemo dati poprilicno potpunu analizu kako slijedi.
Teorem 4.7 Neka je |G| = pq, gdje su p i q prosti brojevi, p < q. Tada je
G = Cy(b) x Cy(a)
gdje je
b* = b
zanekil <k <q ik’ =1 (mod q). Stovise, G je ciklicka ako i samo ako ptq— 1.
Dokaz: Vidjeli smo da je
G =Y, 1Y, =Cyb) x Cy(a).
Dakle, aba™" = b* za neki 1 < k < ¢ i ponovljeno konjugiranje s @ nam daje
b=alba? =b"

sto povlaci da je k» = 1 (mod ¢). Stovise, n, | ¢ pa je tako n, = 1ili n, = ¢q. Al
n, = 1 ako i samo ako je Y, < G, tj. ako i samo ako je G ciklicka i n, = ¢ ako i samo
je 14+ kp =g, tj. akoisamo p{q— 1. a

Primjer 4.5 Vratimo se na slucaj kada je |G| = 30 = 2-3-5. Vidjeli smo u Pri-
mgeru 4.3 jedna od Yz 1 Ys mora biti normalna u G. Sliyedi da je Y3Ys < G reda 15 pa
je zato i ciklicka. Stoga, Y3,Ys C Y3Ys < G pa su obje Y3 i Ys normalne u G.

4.3.4. Upotreba/koristenje jezgre djelovanja

Jezgra djelovanja A : G — S, je normalna u G' i ovo moze biti korisna tehnika za
pronalazenje normalnih podgrupa, iako sve ne moraju biti Sylowljeve podgrupe.
Na primjer, ako G djeluje na Syl,(G) konjugiranjem, tada je jezgra od A : G — Skpi1

K= (1 Na®)
SeSyl,(G)

"Grupa G se naziva (unutarnji) direktan produkt dvije normalne podgrupe H i K ako je G = H-K.
To oznacavamo s G = H X K.
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koja je normalna podgrupa od G. Problem je sto bi mogla biti trivijalna ili jednaka
grupi G.

Neka je |G| = p™u i |K| = p°v, gdje su m > 1, u > 11 p { u. Takoder, neka
jen, = kp+ 1. Tada je K = G ako i samo ako je n, = 11 to povlaci da je s = m.
Obratno, ako je s = m tada K sadrzi Sylowljevu p-podgrupu S od GG. Jedina Sylowljeva
p-podgrupa od G u Ng(Y) je sama grupa Y i tada je n, =11 K = G. Dakle,

K=G&Y,<G&s=m

slijedi
LU
pr s | (kp £ 1)

i p™=* | (kp)!. Stoga, ako je k < p, tada je m — k < s. Iz toga slijedi da ako je k < m,
tada je s > 01 K je netrivijalna. Dakle

k < min{m,p} = K # {1}.

Konac¢no napominjemo da K ima nesto jednostavniji oblik ako je n, = u jer tada svaka

K= (] Y

Y eSyl,(G)

grupa normalizira samu sebe i

Teorem 4.8 Neka je |G| = p™u, gdje je p prost broj, m > 1,u > 1 ip1{u. Neka je
n, =1+ kp.

1. Ako je k =0, tada je Y <G.

2. Ako je 0 < k < min{m, p}, tada je

K= (] Na(Y)
Y eSyl,(G)

netrivijalna prava normalna podgrupa od G reda p*v, gdje jem —k < s <m—1
iv|u. Posebno, ako je k = (u—1)/p tada je

K= (] VY

YeSyl,(G)

reda p°.

Primjer 4.6 Ako je |G| =108 = 3%-4, tada 1+ 3k | 4 te je k =0 ili k = 1 Dakle ovaj
sluc¢aj nije podlozan ny-argumentu. Medutim, ako je k =1 tada Teorem 4.8 povlaci da

je
K = ﬂ Y
Y €Syl (Q)
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prava netrivijalna podgrupa od G reda 9. Dakle, G nije prosta.
Ako je |G| =189 = 33 -7, tada 1 + 3k | 7T te je k = 0 ili k = 2. Ako je k = 2, tada
Teorem 4.8 povlaci da je

K= (] Y

Y €8yl (G)
prava netrivijalna normalna podgrupa od G reda 3 ili reda 9.
Ako je |G| =300 =22 -3-5% tadans =1+5k |12 tejek =0ilik =1 (ins = 6).
No, ako je k =1, tada Teorem 4.8 povlaci da G nije prosta.

4.3.5. Upotreba/primjena normalizatora Sylowljevih podgrupa

Neka su p i ¢ prosti, p # ¢ takvi da p | |G| i q | |G| i neka je Y, € Syl (G). Pod
pretpostavkom da je n, > 11 Ng(Y,) < G pretpostavimo p { n, sto znacidap | |[Ng(Y,)]|
i P € Syl,(Na(Y,)). Pogledajmo $to mozemo reci o [Ng(P)|.

Prvo, ako je P < Ng(Y,), tada je Ng(Y,) < Ng(P) iz cega slijedi da

[Na(Yy)l | [Ne(P)].

S druge strane, ako P nije normalna podgrupa od N¢(Y,), ¢injenica da je Y, < Ng(Y,)
povlaci da je PY, podgrupa grupe G. K tome, ako je PY, Abelova, tada Y, < Ng(P)
i tada

Yol | [N(P)].
U oba slucaja, ako P nije Sylowljeva p-podgrupa od G, ali P < P*® € Syl,(G), tada je
P* < Ng(P) te

[P [ [Na(P)|.

Primjer 4.7 Ako je |G| = 3675 = 3 - 52 - 7%, tada je lako pokazati da je n; € {1,15}.
Ako je ny = 15, tada je |Ng(Y7)| = 5 - 7%. Neka je P Sylowljeva 5-podgrupa grupe
N¢(Y7). Broj takvih grupa je 1 + 5k | 72 te je P < Ng(Yz). Stoga,

5.7 | [Ng(P)|.
Takoder, P je indeksa 5 u P* € Syl;(G) i tada je P < P* iz ¢ega slijedi da
5 | [Ng(P)]

te

52 7% | |[Ng(P)|.
Dakle, ili je Ng(P) = G iz cega slijedi da je P <G ili je Ng(P) indeksa 3 u G te je
Ng(P) normalna u G.

8 P* je oznaka za Sylowljevu podgrupu od G reda p.
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Pretpostavimo da je |G| = pqu, gdje su p i ¢ prosti, p # ¢ te pfu i q{u. Ako
p 1 ng, tj. ako p | |N(Y,)|, tada je Y, < N(Y,) te je Y,Y, < G reda pg. Dakle, ako
p1 (g —1), tada je Y,Y, Abelova (ciklicka) grupa te je Y, < N(Y,). Dakle, ¢ | |[N(Y,)]|
pa stoga n, | %.

Teorem 4.9 Ako je |G| = pqu, gdje je p < q, p,q prosti brojevi takvi da ptu i q{ u,
tada
pia=1 i ptn, = n,
rq
Primjer 4.8 Ako je |G| = 1785 = 3:5-7-17, tada je ng € {1,7,85,595} iny; € {1,35}.
No,
G|
3<17, 31(17-1), 34nyy = n3|-—==35

te je zbog toga ny =1 iling = 7.
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5. O postojanju komplementa: Schur-Zassenhausov
teorem

U ovome poglavlju koristimo djelovanje grupe kako bi dokazali Schur-Zassenhausov
teorem koji nam daje dovoljan (ali ne nuzan) uvjet prema kojemu normalna podgrupa

H grupe G ima komplement K i tako daje poluizravnu dekompoziciju G = H x K.

Definicija 5.1 Neka je G konacna grupa. Hallova podgrupa H od G je podgrupa sa
svojstvom da su |H| i indeks [G : H| relativno prosti.

Schur-Zassenhausov teorem tvrdi da normalna Hallova podgrupa H ima komplement.
Kako bi ga dokazali koristit ¢emo Frattinijev argument.
Posebno, razmatramo djelovanje grupe G lijevom translacijom na skup R svih lije-

vih transverzala od H i pokazat ¢emo da je to djelovanje regularno, dakle
G = H x stabg(R)

VR € R. Stoga pogledajmo poblize transverzale i njihovo djelovanje.

5.1. Transverzale i njihovo djelovanje

Neka je G konacna grupa i H normalna Hallova podgrupa od G s desnim podskupovima
H\NG={H=H,,...,H,}.

Neka je R skup svih desnih transverzala od H. Ako je R = {ry,...,r,} € R gdje je
r; € H;,Viiako je a € G, tada vrijedi

Har; = aHr;,
te su podskupovi Har; medusobno razliciti. Dakle,
aR ={ary,...,ar,} € R

te vidimo da G djeluje na skupu R lijevom translacijom.
lako H ne mora djelovati tranzitivno na R mozemo podi¢i djelovanje grupe G do
na djelovanja na kongruentne klase pripadne G-kongruencije na R tako da H djeluje

tranzitivno. Uvjet G-kongruencije je
R=S = aR=aS
za svaki a € G, tj.

{ri,...;rm}=A{s1,...,sm} = AHary,...arp,} ={asy,...,as;,}.
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To nas navodi da probamo sljedece. Pod pretpostavkom da su R i S indeksirani tako
da su 7; i s; u istom desnom podskupu M;, definiramo binarnu relaciju = tako da

R=S akoje Hrisi_l = 1.

=1

Neka je
R|S = Hns;l.
i=1

Tada definicija glasi
R=S akoje R|S=1.

Ova relacija je ocito refleksivna. Takoder, kako je rys; ' € H,Vi, ako je H Abelova
grupa, tada VR, S,T € R vrijedi

(R|S)™'=S|R i (R|S)(S|T)=R|T

te je zbog toga = relacija ekvivalencije na R. Oznacimo s R|= skup svih klasa
ekvivalencije na R, a s [R| klasu ekvivalencije koja sadrzi R.
Primijetimo da ako je h € H, tada r;s; ' € H povlaéi da je

(hR)|S = [ hris;* = h™(R]S).
=1

Povrh toga, kako su r; i s; iz istog desnog podskupa od H ($to vrijedi i za ar; i as;)
slijedi da je za svaki a € G

aR|aS = H(ari)(asi)_l =a (H ri3;1> al=(R|S)"~

Stoga, aR = aS ako i samo ako je R = S. Dakle, = je G-kongruencija na R i vrijedi
a[R] = [aR)].

Sada H djeluje tranzitivno ako i samo ako za svaki R, S € R postoji h € H za kojeg
je [hR] = [5], tj. za kojeg je

1=(hR)|S =h™(R|S) <« h™=R|S.

No ova jednadzba uvijek ima rjesenje u H ako su m = [G : H] i |H| relativno prosti.
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Djelovanje grupe H na R |= je takoder regularno kada je [hR] = [R] ako i samo ako je
1= (hR)|R = h"™(R|R) = h™

Sto povlaci da je h = 1. Stoga, ako je H normalna Abelova podgrupa grupe G,
Frattinijev argument povlaci da je

G = H x stabg([R])

za svaki R € R. Prema tvrdnji konjugacije, svaki konjugat komplementa od H je
takoder komplement od H. S druge strane, ako je

G=HxK
tada je K € R te je zbog toga
H x K = G = H xstabg([K]).
No K < stabg([K]) te je zbog toga
K = stabg([K]).
Dakle, skup komplemenata od H u G je skup
{stabs([R]) | R € R}.

Takoder, buduéi da G djeluje tranzitivno na R |=, svi stabilizatori su konjugati te su
zbog toga svi komplementi od H konjugati.

Teorem 5.1 (Schur-Zassenhaus - za Abelove podgrupe) Ako je G konacna grupa, tada
svaka Abelova normalna Hallova podgrupa od G ima komplement v G. Pouvrh toga,
komplementi od H u G tvore klasu konjugacije od sub(Q).

5.2. Schur-Zassenhausov teorem

Uvjet Abelove podgrupe mozemo izostaviti iz Schur-Zassenhausovog teorema.

Teorem 5.2 (Schur-Zassenhaus) Svaka normalna Hallova podgrupa H konacne grupe
G ima komplement u G. Pouvrh toga, komplementi od H u G tvore klasu konjugiranost:

u G. Posebno, svaka normalna Sylowljeva podgrupa od G je komplementirana.

Dokaz ovog teorema mozete potraziti na [1]
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Schur-Zassenhausov teorem dovodi nas do sljedeteg vrlo vaznog korolara.

Korolar 5.1 Neka je |G| = nw gdje je (n,w) = 1. Ako G sadrzi normalnu (Hallovu)
podgrupu N reda n, tada je svaka podgrupa N grupe G reda W' koji dijeli w sadrzana u
nekom komplementu od N .

Dokaz: Schur-Zassenhausov teorem povlaci da postoji K < G za koju vrijedi G =
N x K. Tadaje NHNK|=uW'"1

NxH=Nx(NHNK).
Stoga, prema Schur-Zassenhausovom teoremu postoji a € G takav da je
H=(NHNK)* <K

No K* je takoder komplement od N u G. O
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