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1 | Uvod

U ovom diplomskom radu razmatra se matematicka tema 'Numericke metode za
racunanje integrala’. U okviru rada navode se glavne matematicke metode za nu-
mericko racunanje odredenog integrala

I= /abf(x)dx.

Tema je aktualna i popularna kako s matematickog aspekta, tako i u kontekstu
primjena u razli¢itim podrudjima znanosti. U radu se nastoji Sto preciznije i za-
nimljivije objasniti teorijska pozadina numerickih metoda za ra¢unanje integrala.
Takoder, izradeni su originalni ili su iz literature preuzeti odgovarajudi ilustrativni
primjeri. Rad se sastoji od sljedeéih poglavlja:

e Motivacija: u kojoj se daju glavni razlozi za konstrukciju i primjenu numeric-
kih metoda za racunanje integrala.

e Newton Cotesove formule: ovo poglavlje predstavlja glavni dio rada. U njemu
su predstavljene glavne matematicke metode koje se dalje analiziraju u slje-
deca cetiri poglavlja.

o Trapezna formula: u ovom poglavlju predstavljena je najjednostavnija metoda
za numericku integraciju, koja je temeljena na Newton-Cotesovim formu-
lama s dvije tocke.

o Produljena trapezna formula: kod produljene trapezne formule je specifi¢no
to da pocetni interval [a, b] podijelimo na n podintervala te na svakom od
podintervala primijenimo obi¢nu trapeznu formulu.

e Simpsonova formula: ova formula je nesto sloZenija od trapezne formule, a
izvodi se iz Newton-Cotesovih formula s tri tocke.

o Produljena Simpsonova formula: sli¢no kao i kod produljene trapezne formule,
u produljenoj Simpsonovoj formuli pocetni interval [a, b] podijelimo na po-
dintervale te na svakom od podintervala primijenimo obi¢nu Simpsonovu
formulu.

o Gaussova kvadraturna formula: za razliku od ovih Newton-Cotesovih formula,
kod kojih su tocke u kojima se ra¢una vrijednost funkcije zadane, u Gausso-
vim kvadraturnim formulama te tocke potrebno je posebno odrediti teme-
ljem odredenih uvijeta.
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2.1 Motivacija

Imamo neku neprekidnu funkciju f : [a,b] — R za koju Zelimo odrediti Rieman-
nov integral na [4, b] C R na numericki nacin, jer ne mozemo odrediti primitivnu
funkciju G : [a,b] — R funkcije f iz jednog od sljedeca dva razloga:

e podintegralna funkcija f nam je poznata samo u kona¢no mnogo tocaka,

e primitivnu funkciju G ne moZemo zapisati u terminima elementarnih funk-
cija.

Osnovna ideja numericke integracije sastoji se u tome da funkciju f : [a,b] - R
zamijenimo nekom jednostavnijom funkcijom ¢ : [2,b] — R (primjerice polino-
mom) pa integral

J= /abf(x)dx. (2.1)

aproksimiramo s jednostavnijim integralom

= /ab @(x)dx. (2:2)

Obi¢no jednostavniju funkciju ¢ : [2,b] — R odabiremo tako da ona inter-
polira funkciju f u m + 1 tocaka xy, ..., x,, iz intervala [a, b], koje zovemo ¢vorovi
integracije. U tom slucaju op¢a integracijska formula ima oblik:

In(f) = kz wef (%), (23)

gdje brojeve wy, k =0, ..., m zovemo teZinski koeficijenti.
Pritom vrijedi

I = Iu(f) + E(f). (2.4)

U formuli (2.4), I, ( f) nam predstavlja aproksimaciju integrala I, pri emuje m + 1
broj koristenih to¢aka u kojima poznajemo vrijednost funkcije, a E,,(f) je pritom
napravljena pogreska.
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Primjer 1. Pretpostavimo da vrijednosti funkcije f : [a,b] — R poznamo u m + 1
¢vorova, odnosno poznamo

X0,--,%Xm € [@,b], x; # xj, i # ]

te poznamo vrijednosti funkcije f u tim cvorovima: f(xo), ..., f(xXy). Za funkciju ¢ koju
koristimo u cilju aproksimacije integrala I* (iz formule (2.2)) moZemo uzeti interpolacij-
ski polinom najvise m—tog stupnja P,, za kojeg vrijedi:

Pzl = fll, =8 s,0

Owvakvim izborom funkcije ¢(x) = Py, (x) dolazimo do Newton-Cotesovih formula, koje
opisujemo u Poglavlju 3.

2.2 Interpolacija polinomima

Oznacimo s IT,,; skup svih realnih ili kompleksnih polinoma ¢iji stupanj ne prelazi
m:
Pu(x) = ag+ ax +apx® + - - - + apyx™,

Vrijedi sljededi teorem (vidjeti [4]):

Teorem 1. (postojanje i jedinstvenost interpolacijskog polinoma)
Zadano je m 4 1 proizovoljnih tocaka

(B fi )y & =00mey 18, X5 55 Xy, L2k
Onda postoji jedinstveni polinom Py, € 11,,, tako da vrijedi:
Buli) = fi, =10, 1. . . 00
Dokaz. Dokaz se sastoji od dva dijela. U prvom dijelu dokazujemo postojanje, a

u drugom jedinstvenost interpolacijskog polinoma.
Postojanje: Nekasul; € Il,,, i = 0,--- ,m polinomi zadani s

o (x_xO)"'(x_xi—l)(x_xi+1)"'(X—Xm)
() (xi = x0) =+ (% — xi—1) (X — Xi1) -+ (X — X))

Uocimo da oni zadovoljavaju ovaj uvjet

1, i=k
Li(xy) = { 0, ik

Nadalje uo¢imo da Py, (x) = Y/ fili(x), zadovoljava uvjet
Pl =% i=01...,.m

te je Py, € 11, ¢ime smo dokazali postojanje interpolacijskog polinoma.
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Jedinstvenost:  Pretpostavimo suprotno, odnosno da interpolacijski polinom
nije jedinstven, odnosno da postoje dva razli¢ita polinoma P; € I1,,, P, € I1,, koji
zadovoljavaju uvjet

Pl(xl-) = Pz(xi) :fz,l = 0,1,...,1’11,

odakle slijedi da je polinom P definiran s P(x) = P;(x) — P>(x) stupnja najvise m
te ima barem m + 1 razlicitih nultocka x;, i = 0, ..., m te posljedi¢no imamo da je

P(x)=0, Vx € R,

odnosno da je P; = Ps. O
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3.1 Zatvorena Newton-Cotesova formula

Newton—-Cotesove formule zatvorenog tipa imaju ekvidistantne ¢vorove, pri ¢emu
za prvi ¢vor uzimamo xy := a dok za posljednji ¢vor uzimamo x,, := b (vidjeti
[1]ili [4]). Kod zatvorene Newton-Cotesove formule s (1 + 1) ¢vorova, ¢vorovi
glase:

xj=x9+jh j=0,...,m,

tejexo = a,x»w = b, h = b—g

Integral funkcije f raéunamo tako da funciju f interpoliramo polinomom

Pu(x) = kif(xk)lk(x)/ be(x) = Im_IO
=0 iZk

X — X

il
X — x; k2L)

najvisSe m—tog stupnja, odakle dobivamo

b b m b n
[ r@ax~ [ Pux)dx= Y fx) [ I(x)dx = (b - a) Y wif(xp). (32)
a a k=0 " k=0

U formuli (3.2) tezine wy imaju oblik:

L bl d
wk_b—a/a r(x)dx.

Uz supstituciju x = a+ (b — a)t, teZine wy postaju jednostavnije:

1 mt — i
Wy = — dt.
g /0 g k — i
ik
Upotrebu zatvorene Newton Cotesove formule ilustriramo sljede¢im primje-
rom.

Primjer 2. Primjenom zatvorene Newton Cotesove formule treba odrediti numericki in-

tegral funkcije f(x) = xcos(x) na [0,1] pomoéu m +1 = 5 tocaka x¢, x1, X2, X3, X4.
Pritomje: xo =a=0,x4 =b=1,m =4 teje
h=""9_ 005

Cuorovi Qlase: xp = xo+k-h =025 -k, k=0,...,4, odnosno vrijedi:



3.1. ZATVORENA NEWTON-COTESOVA FORMULA

x| f(x)
0 0

0.25 | 0.24223
0.5 | 0.43879
0.75 | 0.54877

1 |0.54030

RN W N RO

Funkciju f iz ovog primjera aproksimiramo pomocu polinoma 4.—tog stupnja:

P(x) = 0.24223 - I;(x) + 0.43879 - I (x) + 0.54877 - I3(x) + 0.54030 - I4(x),

gdje su
m (x—x;)
Lx) =] —L.
) g (xi — x})
j#i
Odgovarajuce vrijednosti teZina wy, glase:
7 16 2 16 7

wo =

%,Uh — EIWZ - 151w3 - E/wﬁl — %

te je stoga aproksimacija pocetnog integrala I = fol x cos(x)dx jednaka

L(f) = i wef (xx) ~ 0.381772.
k=0

Uocimo da je egzaktna vrijednost integrala
1
] = / x cos(x)dx = cos(1) +sin(1) — 1 ~ 0.381773.
0
Prema tome, apsolutna pogreska |1 — I'*| iznosi

Ei(f) = |I—I4(f)| = 1.69358-107°.
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3.2 Otvorena Newton-Cotesova formula

Otvorene Newton—Cotesove formule nemaju pocetne i krajnje ¢vorove intervala
[a, b] kao ¢vorove (vidjeti [1]). Prema tome, vrijedi:

b—a

m+2

% = g+ i+1)h i=0,1...,mb =

Formula kojom numericki izracunavamo integral funkcije f s otvorenom
Newton-Cotesovom formulom glasi:

te je ovdje

Primjer 3. (vidjeti [1]) Primjenom zatvorene Newton-Cotesove formule i otvorene
Newton-Cotesove formule treba aproksimirati integral:

T

/Isinxdx, kadjem = 1,2,3.
0

Kod zatvorene Newton-Cotesove formule, za integral imamo:

m=1| 1~0.27768
m= I =~ 0.292932
m=23 |1~ 0.292893

Kod otvorene Newton-Cotesove formule, za vrijednost integrala vrijedi:

I =~ 0.297987
I =~ 0.292858
I ~ 0.292869

A
Il
W[ N =







4 | Trapezna formula

4.1 Trapezna formula

Trapeznu formulu izvodimo pomoc¢u Newton-Cotesovih formula, pri ¢emu je
m = 1. Aproksimacija integrala I (f) ima oblik

L(f) = (b—a) (wof (x0) +w1if(x0+ 1)),

pri ¢emu je hy = b%” =b—a = x; — xp. Iz formule

L ™ mt—i
i=0
i Lk

dobivamo wy = w; = 1. Konatno, to znadi da trapezna formula glasi:

h(f) = (b~ a) (wof (@) +wif () = “S 2 (F@) + ). (&1)

te predstavlja aproksimaciju integrala

I:/abf(x)dx.

Graficki prikazano, trapezna formula izgleda ovako:

Slika 4.1: Graf integriranja sa trapeznom formulom

.1
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Geometrijski, aproksimacija integrala I s trapeznom formulom (4.1) predstav-
lja povrsinu trapeza sa vrhovima (a,0), (,0), (a, f(a)) i (b, f(b)), kako se vidi na
prethodnom grafu.

Primjer 4. (Trapezna formula) Zadana je funkcija f : [—10,10] — R s formulom

f(x) = x? cos(x?). U ovom primjeru vrijedi:

a=-10,b=10,h =b—a =20, f(a) = f(b) = 86.23.

Na osnovu trapezne formule, integral pocetne funkcije f na [-10,10] aproksimiramo ovako:
10 h
/ 2 cos(x?) = 3 (f(a) + (b)) ~ 208623 ~ 1724.6 = I".
-10

U sljede¢em teoremu navodimo ocjenu pogreske trapezne formule.

Teorem 2. ([4]) Neka je
fila bl = ReCpyy:

Tada postoji c € (a,b), takav da je

—a —a)®
1= [ fee =" @) + o) - LT ),

Dokaz. Prema teoremu o ocjeni pogreske interpolacijskog polinoma prvog
stupnja (vidi [1]), postoji ¢ € (a,b) (koji ovisi o x), takav da je

E=l_F= /ab(f(x) —pl(x))dx/ab@(x—a)(x—b)dx.

Kako je (x —a)(x —b) < 0zasve x € [a,b], koristeéi poopceni teorem o srednjoj
vrijednosti integralnog racuna (vidi [4]), dobivamo:

E=I—1I"= %f”(c) /ab(x—a)(x— b)dx.

RjeSavanjem prethodnog integrala slijedi

_ * (b_a)3 /"
E=1—-1 =— B f(C)
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4.2 Produljena trapezna formula

Ako nam se dogodi da aproksimacija integrala I* inicijalne funkcije f : [a,b] — R
znacajno odstupa od to¢ne vrijednosti integrala I, moZemo primijeniti produljenu
trapeznu formulu. Tom formulom polazni interval [a, b] funkcije f podijelimo na
n dijelova jednake duljine:

Xg =8 < X1 L ane L Xy < Xy=1b,

te na svakom podintervalu [x;_q1, x¢], k = 1,...,n primijenimo obi¢nu tra-
peznu formulu. Aproksimacija integrala dobivena produljenom trapeznom for-
mulom glasi:

/abf(x)dxz b-

a
n

1 1
(30004 00) 4+ fluma) + 370 ) + EL() (42)
pri ¢emu je ET (f) pogreska produljene trapezne formule.

Vrijedi sljededi teorem.

Teorem 3. ([1]) (Produljena trapezna formula) Ako je f € C2[a,b], h = =4, xj =
a+ jh, j=0,1,...,n. Tada postoji y € [a,b] takav da vrijedi:

b

/abf(x)dx = g

fla) +2 % fx)+ £
=1

S (). (43)

U sljede¢im primjerima 5 i 6 ilustriramo primjenu produljene trapezne formule:

Primjer 5. (Produljena trapezna formula) Zadana je funkcija f : [—10,10] — R for-
mulom f(x) = sin(cos(x))? za koju treba odrediti numericku vrijednost integrala

10 p
I= ,
[ fdz

pri demu je m = 10. Ovdje je: a = —10, b = 10, f(a) = 0.55, f(b) = 86.23 Podije-
limo li domenu od f na 10 jednakih dijelova i na svakom od njih primijenimo produljenu
trapeznu formulu, dobivamo da aproksimacija integrala I glasi:

r=tt (%f(xo) b FO) 4+ Flr) + %f(xn)) _ 7.405.

Primjer 6. (vidjeti [2]) Zadana je funkcija f : [1,2] — R formulom f(x) = xe™™, za
koju treba izracunati vrijednost integrala

2
/ xe *dx,
1

primjenom produljene trapezne formule tako da pogreska bude manja od 10~°. Derivacije
ove funkcije glase:

fE) =0 -0e fO ) =(x =2)e™, fO(x) =3 —x)e™,
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f@(x) = (x —4)e, O (x)= (5 —x)e ™

Na intervalu [1, 2] je f3(x) > 0 8to znacida f?) raste. Takoder je na ovom intervalu
f2(x) < 0, pa je maksimum | f@) (x)| u lijevom rubu, odnosno

My = max,cp 2| f@(x)] = [fP(1)] = ¢! ~0.36787944
Broj podintervala nt za produljenu trapeznu formulu je

(b—a)3M, el
>\ [ 2 e L f 7,
"=V 126 12106~ />

tako da je najmanji broj podintervala nt = 176.
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5.1 Simpsonova formula

Simpsonovu formulu izvodimo pomo¢u Newton-Cotesove formule za m = 2 ([2],
[4]). U ovom slucaju je:

b—a b—a
Xo=4a, XxX1=4a-+ > wm=0b k= 7
te imamo ove koeficijente: wy, wq i w, ( teZine w; ):
1 g 1
wo = E/o (t—1)(2t-2)dt = o,
. 2
w, = —/ 26(2¢ — 2)dt = =,
0 3
i 1
wy = E/o 262t — 1) dt = .
Odakle slijedi kako Simpsonova formula glasi:
. b b—a a+b
1= [ = T2t (fw+af G ). 6
Moze se pokazati (vidjeti [5]) da je pogreska aproksimacije zadana s:
_#¥
E—r_r=_0 90”) F9(c), c € (a,b).

U primjerima 7, 8 ilustriramo primjene Simpsonovih formula:

Primjer 7. (Simpsonova formula) Zadana je funkcija f : [10,15] — R, formulom
f(x) = sin(e*) + x2. U ovom primjeru je:

@ =18, b =15, f(a) —=99.31, f(by —225.99.
Prema Simpsonovoj formuli, integral od f aproksimiramo s

- g 1 <f(a) +af” ;L b) +f(b))) — 795.12.

=

3
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Primjer 8. (vidjeti [6]) Zadana je funkcija f : [%, g] — R, formulom f(x) = % +

sin(7tx). Prema tome, za funkciju f nad domenom [411' %} vrijedi:

1
5 (1 1 1 3 1 5
_2 _ 1 &3 — 1 = — 1 — =
Sy = 3 (2+sm(47r)+ 4(2+ 51n(47t)) +igh sm(4n))

1 1 1
c <3 +5V2+2V2 - E\/E) = 0.97140452.
To¢na vrijednost integrala I(f) = 0.950158, sto pokazuje da je numericka aproksimacija

integrala funkcije f primjenom Simpsonove formule pristojno tocna.
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5.2 Produljena Simpsonova formula

Na sli¢an nacin kao i produljenu trapeznu formulu, izvodimo i produljenu Sim-
psonovu formulu. Pretpostavimo da je n paran prirodni broj. Polazni interval
[a,b] s Evorovima a = xp < x1 < ... < x, = b podijelimo na n dijelova jednake
duljine te na svakom podintervalu primijenimo osnovnu Simpsonovu formulu.
Dobivamo (vidi primjerice [2]):

[ fax ="

%—1 n/2
fla)+2 Z fxoj) +4) f(xoj-1) + f(b)] (5.2)
j=1 j=1

Vrijedi sljededi teorem.

Teorem 4. ([1]) Neka je n paran broj te h = -4, xj = a+jh, j=0,1,...,n Akoje

f € C*[a,b], onda postoji u € (a,b) takav da vrijedi:

%—1 n/2 —ua
f@)+2 ), flay) +4 ) 1) +f(b)] - blgo i ().
= /=

/abf(x)dx = g

Za produljenu Simpsonovu formulu vrijedi da je pogreska O(h*), dok za stan-
dardnu Simpsonovu formulu vrijedi da je pogreska O(h°). Svakako, za standardnu
Simpsonovu formulu vrijedi daje h = bz;“, dok za produljenu Simpsonovu formulu
vrijedi daje h = %, te n treba biti paran cijeli broj. To znaci da ove dvije
Simpsonove formule nisu usporedive i da ¢eSée koristimo produljenu Simpsonovu
formulu. Vise detalja o produljenoj Simpsonovoj formuli moZe se pronadi u [1]1i [2].

Primjer 9. (vidjeti [2]) Izracunajmo vrijednost integrala

3
/ xe Ydx
1

koristenjem produljene Simpsonove formule tako da pogreska bude < 10~8. Takoder po-
trebno je pronaci pravu vrijednost integrala i pogresku integriranja. Prvo, trebamo ocije-
niti pogresku za produljenu Simpsonovu formulu u ovom primjeru. Za to su nam potrebni
maksimumi apsolutnih vrijednosti druge i cetvrte derivacije na zadanom intervalu. Deri-
vacije funkcije f su ove:

fOE) =0 —x)e™, fO(x)=(x —2)e*, fO (x) = (3 —x)e %,
FO(x) = (x—4) e, fO(x)= (5 —x)e ™.

Proo nas zanima greska produljene Simpsonove formule. Na intervalu [1, 2] je f©) >
0, 8to zna&i da f©® raste. Takoder je f*) < 0 $to znaci da je njen maksimum po apso-
lutnoj vrijednosti u lijevom rubu, odnosno da vrijedi:

My = maxeepi o f2(x) | = | f*(1)]| = 3-¢' ~ 1.10363832
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Za pogresku produljene Simpsonove formule na intervalu |1, 2 | imamo da je:

b—a)®M 4/ 3-e71
>\ 7( t —— & 0.
1o = 180e V 180 106 ~ 8

odnosno, nam treba najmanje ns = 10 podintervala. Zatim, za ns = 10 podintervala
vrijede ove pocetne vrijednosti za k, xi, f(xy):

Xk f(xx)
1.0 | 0.36787944

1.1 | 0.36615819
1.2 | 0.36143305
1.3 | 0.35429133
1.4 | 0.34523574
1.5 | 0.33469524
1.6 | 0.32303442
1.7 | B.31056199
1.8 | 0.29753799
1.9 | 0.28418037
2.0 | 0.27067056

QOR[N R WIN RO

[y
S

Vrijedi da je :
SO = f(XO) + f(xlo) = 0.63855
S1 = 4f(x1) + f(x3) = 6.5995485
Sy = 2(f(x2) + f(xa) + f(xe) + f(xs)) = 2.65448246.

Vrijednost integrala po Simpsonovoj formuli je:

1
iy %(so + S; 4 Sy) = 0.3297526998.



6 | Gaussove kvadraturne formule

6.1 Gaussova kvadraturna formula

Opcenito, Gaussove kvadraturne formule imaju oblik:
b n
| w@fdx~ Y- wif(x),
i=1

pric¢emujew : [a,b] — R, w(x) > 0 tezinska funkcija, koja je integrabilna na [a, b],
w; su tezinski koeficijenti, dok su x; ¢vorovi integracije. Za razliku od prethodnih
metoda ovdje ¢vorovi integracije x; nisu unaprijed poznati, nego ih izra¢unamo
tako da pogreska formule bude najmanja.

Ako je specijalno w(x) = 1, onda za govorimo o Gauss-Legendreovim kvadra-
turnim formulama. U sljedecoj tablici navedeni su nazivi kvadraturnih formula u
ovisnosti o izboru tezinske funkcije i intervala, pri ¢emu je interval odgovaraju¢om
supstitucijom mogucde transformirati u proizvoljni interval [a, b].

tezinska funkcija w | interval formula Gauss-
1 [-1,1] Gauss-Legendre
11_x2 [-1,1] Gauss-Cebigev
V1—x2 [-1,1] | Gauss-Cebisev 2. vrste
e " [0, 00) Gauss-Laguerre
e (—o0,00) Gauss-Hermite

Cvorove integracije te teZinske koeficijente Zelimo odrediti tako da je kvadra-
turna formula egzaktna za polinome $to veceg stupnja. Pokazat ¢e se da ¢vorove
integracije x; mozemo uzeti tako da su oni nultocke ortogonalnih polinoma na in-
tervalu (a,b), obzirom na tezinsku funkciju w te da se teZine w; mogu izra¢unati
po sljedecoj formuli ([2]):

b
w; :/ wix)L(x)dx, i=1,...,n.
a

Funkcije /; su funkcije Lagrangeove baze, za koje vrijedi
P
li(xj) = { 0, i#].

19
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Slicno kao $to se Newton-Cotessove formule mogu dobiti koriStenjem La-
grangeovog oblika interpolacijskog polinoma, za dobivanje Gaussovih kvadratur-
nih formula koristimo Hermiteov interpolacijski polinom (vidjeti primjerice [4])
hy,—1 stupnja najvise 2n — 1, koji u ¢vorovima integracije x; interpolira vrijednosti
fi=f(x)if,=f(x;)zai=1,...,n akojiglasi (vidjeti primjerice [2]):

n

han-1(x) = 1 (11— 2(x = x) 5 ()] B(x)fi + (x — )B(0)f;)

i=1
Direktnim integriranjem dobivamo:

n

/ab w(x)hoy—1(x)dx = Y (Aifi + Bif;),

i=1

pri emu su
b S,
Ay = / w(x)[1 — 2(x — x;)L; (x;)]12(x)dx, (6.1)

B = [ w()l(x— %)R(ldx (62)

Trebamo odrediti parametre teZinskih koeficijenata A;, B; te o¢ekujemo da ova
formula egzaktno integrira polinome do stupnja 2n — 1. No, za upotrebu ove for-
mule trebamo poznavati funkcijske vrijednosti f(x;) u ¢vorovima x; te vrijednosti
derivacije f (x;). Kako bismo izbjegli ra¢unanje vrijednosti derivacije, &vorove x;
izabiremo tako da ponistimo koeficijente B; iz derivacije fl/ . Integracijska formula
treba nam ostati egzaktna za polinome stupnja do 2n — 1 (dimenzija prostora je
2n). Ovako dobivena formula koristila bi funkcijske vrijednosti u ¢vorovima, od-
nosno imala bi oblik Gausove integracijske formule.

Kao $to je ranije navedeno odgovarajué¢im izborom ¢vorova x; moZemo postiéi
da teZinski koeficijenti B; uz derivacije budu jednaki nula. Za to uvodimo posebni
"polinom ¢vorova" wy, koji ima nultocke u ¢vorovima integracije te glasi:

Wu(x) = (x—x1)(x —x2) - - - (x — x4). (6.3)
Sljedeca lema govori o tome kako trebamo izabrati ¢vorove:

Lema1. ([2]) Akoje w,(x) = (x —x1)(x — x2) - - - (x — xy,) ortogonalna s teZinom w
za sve polinome nizeg stupnja, tj. ako vrijedi

b
/ w(x)wn(x)xkdx:O,k:O,l,...,n—l, (6.4)
a

onda su koeficijenti od B; iz (6.2) jednaki nula.
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6.2 Gauss-Legendreove integracijske formule

U specijalnom slucaju za w kada je w = 1 na intervalu (—1, 1) izvodimo specijalnu
Gauss-Legendre-ovu formulu:

/_ 11 F(x)dx gw F(x). (6.5)

Legendreov polinom stupnja n definiran je Rodriguesovom formulom
1 a
~ Qnpl xn
Ovako definirani polinomi P, ¢ine ortogonalnu bazu u prostoru polinoma stup-

nja 71, tj. ovi polinomi su linearno nezavisni i ortogonalni obzirom na skalarni pro-
dukt

Py (x) (x2 —1)". (6.6)

<P,Q>i= /_11 P(x)Q(x)dx. (6.7)

Nama su bitna sljedeca specijalna svojstva, iz kojeg slijede ostala:

Lema 2. ([2]]) Legendreov polinom stupnja n je ortogonalan na sve potencije x¥

stupnja te vrijedi

nizeg

1
/ ka(x)dx:O, za k=0,1,...,n—1.
&)

Lema 3. ([2]) Legendreovi polinomi su ortogonalni na intervalu (—1,1) obzirom na
skalarni produkt (6.7), odnosno vrijedi

/1 Pu(x) Pu(x)dx = 0, m # n.

-1

Norma Legendreovog polinoma glasi:

1 2
Pu||? := / P, (x)]2dx = ,
1Pl = [ Pa()Px = 52
Lema 4. ([2]) Legendreovi polinomi P,, imaju n nultocaka, koje su sve realne i razlicite
i nalaze se u otvorenom intervalu (—1,1).

Jo$ nam je bitan sljedeci teorem, koji nam govori o ¢vorovima integracije u
Gauss-Legendreovoj formuli reda n:

Teorem 5. ([2]) Cuorovi integracije u Gauss—Legendreovoj formuli reda n su nultocke
Legendreovog polinoma Py, za svaki n.

Dokaz Vrijedi da su tocke integracije x; nultocke polinoma P, po konstrukciji.
Zbog uvjeta ortogonalnosti, polinom w;, s vodeéim koeficijentom 1, proporciona-
lan je Legendreovom polinomu P,. Vodedi koeficijent u P, izra¢unamo iz Rodri-
guesove formule, te vrijedi

tako da su sve nultocke polinoma w; nultocke polinoma P,.
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Primjer 10. (Legendreovi polinomi) Iz Rodriguesove formule moZemo izracunati
nekoliko prvih Legendreovih polinoma:

P()(X):l,

1d
Pl(x):ia(xz—l):x,
Pz(.X) g@(x —1) —§(3x —1),

_1 @ 3_ 1.3

P5(x) Eﬁ( =1} —5(595 — 3x),
Py( )—id—4( 2—1)4—1(35 * —30x% +3)
ATy A g\t * :

Py(x) = %(63x2 ~ 7023 + 152),

Ps(x) = 116(231x 315x* 4 105x2 — 5),

Py(x) = 116(429x 693x° + 315x° — 35x),

Py(x) = L ——(6435x® — 12012 x° + 6930 x* — 1260 x> + 35).

128

Primjer 11. (Gaussova kvadratna formula) Odredimo cvorove integracije za n = 4. U
tu sorhu pronadimo nultocke Legendrovog polinoma Py(x) = §(35x* — 30x2 + 3).

Dobivamo:
X1 =— \/315(15 2/30), x2 \/315(15 2v/30),

X3 = — \/315(15+2\/_)x4—\/315(15+2\/_)

Pritom se odgovarajuce teZine mogu dobiti eksplicitno (vidi [2]) iz



7 | Sazetak

Tema ovog diplomskog rada su "Numericke metode za racunanje integrala’. Rad se
sastoji od teorijskog dijela i prakti¢nih primjera. U teorijskom dijelu objasnjene su
numericke metode za aproksimativno ra¢unanje integrala. Kod prakti¢nog dijela
dani su numericki primjeri kroz koje su ilustrirane prethodno opisane metode.
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8 | Abstract

The topic of this thesis is "Numerical methods for calculating integrals’. The paper
consists of a theoretical part and practical examples. In the theoretical part, nu-
merical methods for the approximate calculation of integrals are explained. In
the practical part, numerical examples are given through which the previously
described methods are illustrated.
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