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1 | Uvod

Kao pojedinci ¢esto u svakodnevnom Zivotu donosimo razne odluke. Zapravo je
cijeli nas zivot protkan nekim nasim odlukama. One mogu obuhvacati razlicita
podrudja, poput osobnih, profesionalnih ili financijskih odluka. Donosenje od-
luka o karijeri, obrazovanju, financijskim ulaganjima ili osobnim odnosima sas-
tavni je dio nadeg svakodnevnog iskustva. Cesto nismo ni svjesni koliko odluka
donesemo na dnevnoj razini jer neke od njih ve¢ donosimo rutinski. One mogu
biti potpuno male i trivijalne kao kojim ¢emo putem ujutro krenuti na posao ili
hoéemo li popiti kavu ili ¢aj, a mogu biti puno vece i ozbiljnije poput koji ¢emo
smjer odabrati u karijeri i koliko joj se Zelimo posvetiti ili u kojoj éemo drzavi i
gradu Zivjeti.

Kad govorimo o problemima odlucivanja, ¢esto mislimo na one sa stajaliSta poje-
dinca, odnosno jednog donositelja odluka. No, u stvarnosti, donoSenje odluka je,
uglavnom, grupna aktivnost. VaZzno je uociti da su mnoge odluke koje donosimo
zapravo grupne odluke koje se donose kao kolektivna cjelina. Bez obzira na to
jesu li to odluke unutar obitelji, radnog tima, politickog tijela ili drustvene zajed-
nice, grupno donosenje odluka ima Sirok spektar implikacija i utjecaja. Isto tako,
medu grupom postoje mnoge razlike u preferencijama, uvjerenjima i sklonostima
te je iz tog razloga grupno odlucivanje mnogo sloZenije od onog u kojem je samo
jedan donositelj odluka. Pitamo se mogu li se i kako nacela koja smo razvili za in-
dividualnog donositelja odluka prenijeti u grupni kontekst. Vidjet éemo da to ne
mozemo uciniti niti izravno niti jednostavno, ali moguce je analizirati probleme
za grupe donositelja odluka na informativan, koristan i u krajnjem slucaju zado-
voljavajudi nacin.

Ovaj diplomski rad istrazuje klju¢ne aspekte i izazove grupnog odlucivanja, uklju-
¢ujudi problem nemogucnosti grupiranja individualnih preferencija u grupne od-
luke na nacin koji bi zadovoljavao sve dane racionalne kriterije. Posebna paznja
posvecena je Arrovljevom teoremu o nemogucénosti koji pokazuje poteskoée u pos-
tizanju pravednog i demokratskog grupnog odlucivanja. Osim uvoda, ovaj rad sa-
drZzijos pet poglavlja. U drugom poglavlju upoznajemo se s osnovnim pojmovima
teorije odlucivanja te definicijama i tvrdnjama koje ¢e nam biti potrebne u radu. U
tre¢em poglavlju raspravljamo o jednostavnom pravilu veéine kao metodi grupnog
odlucivanja te uvodimo pojmove Condorcetov pobjednik i Condorcetov paradoks. Ta-
koder, navodimo primjer kako moZe do¢i do paradoksa te analiziramo nepoZeljna
svojstva ove metode glasovanja. Cetvrto poglavlje zapoc¢injemo motivacijom za
iskazivanje Arrowljevog teorema o nemoguénosti, zatim navodimo aksiome, od-
nosno uvjete za koje Arrow smatra da su minimalni zahtjevi koje bi pravedni sus-
tav glasovanja trebao zadovoljiti te iskazujemo i dajemo dokaz Teorema o nemo-



gucénosti. U petom poglavlju razmatramo svaki od Arrowljevih aksioma zasebno
i Sto se dogada ako se neki od njih odbace ili modificiraju. U zadnjem, Sestom
poglavlju, u nasu raspravu o grupnom odlucivanju uvodimo funkcije vrijednosti
i metode medusobne usporedbe te navodimo teorem koji nam daje odgovor na
pitanje moZemo li funkcije vrijednosti dane od svakog ¢lana grupe za alternative
grupirati u grupnu funkciju vrijednosti na nacin koji je u skladu s Arrowljevim
aksiomima.



2 | Teorija odludivanja

Odluke su neizostavan dio naseg svakodnevnog Zivota, prisutne od samih poce-
taka ¢ovjecanstva. Gotovo sve u nasim zivotima proizlazi iz donesenih ili pak ne-
donesenih odluka. Raspravu o na¢inima i procesima donosenja odluka obuhvaca
pojam teorije odlucivanja. Teorija odlucivanja je grana matematike koja proucava
procese donosenja odluka koriste¢i matematicke modele i alate za analizu odluci-
vanja, s ciljem pronalaZenja najbolje moguce odluke u danoj situaciji, uzimajuéi u
obzir sve relevantne ¢imbenike. Primjena teorije odlucivanja proteze se na razli-
¢ita podrudja poput ekonomije, politike, psihologije, sociologije i mnogih drugih.

2.1 Osnovni pojmovi i definicije teorije odlucivanja

U ovome poglavlju navest ¢emo pojmove i definicije koji ¢e nam biti potrebni u
ovom radu.

Definicija 1. Alternative, koje jos nazivamo akcije, a ponekad i objekti, predstavljaju razli-
¢ite mogucnosti, odnosno razlicite izbore koji su dostupni donositelju odluka (odlucitelju)
u situaciji o kojoj treba odluciti.

Definicija 2. Kriteriji, koje jos nazivamo atributi te stanja svijeta, su faktori koji dodatno
utjecu na donosenje odluke. Preciznije, to su razliciti kutevi gledanja na dane alternative.

Ponekad ¢ak i najjednostavnije odluke mogu biti teSke za donijeti. Dok neki do-
nositelji odluka mogu brzo donijeti odluku u trenutku, drugi odlazu proces do-
nosenja odluke dok pazljivo ne razmotre sve moguce opcije i posljedice koje te op-
cije nose sa sobom. Osim toga, razli¢iti donositelji odluka mogu izabrati potpuno
razlicite putove i donijeti potpuno drugacije odluke u istoj situaciji ili problemu.
Ovo razlikovanje u odlukama moZze proizaéi iz njihovih osobnih uvjerenja, sklo-
nosti i preferencija. Kada govorimo o preferencijama, pretpostavljamo da smo u
uvjetima sigurnosti, odnosno da donositelj odluke to¢no zna sve posljedice svojih
odluka te da svaka od dostupnih akcija vodi do dobro odredenih posljedica. U
kontekstu preferencija, akcije uobicajeno nazivamo objektima.

Definicija 3. KaZemo da donositelj odluka preferira (kaZemo jos i jako preferira) objekt a
nad objektom b (u oznaci a > b) ako bi, u slucaju da mu ponudimo izbor izmedu a i b,
bio razocaran da mora odabrati b.

Definicija 4. KaZemo da je donositelj odluka indiferentan izmedu objekata a i b (u oznaci
a ~ b) ako je jednako sretan dobije li ili a ili b.

3



2.1. OSNOVNI POJMOVI I DEFINICIJE TEORIJE ODLUCIVANJA 4

Definicija 5. KaZemo da donositelj odluka slabo preferira objekt a nad objektom b (u
oznaci a = b) ako on smatra da je a dobar barem kao b.

U nastavku navodimo i aksiome za slabu preferenciju.
Neka je A skup objekta, odnosno alternativa koje donositelj odluke promatra.

Aksiom A1 (Usporedivost) Svake su dvije alternative usporedive relacijom =,
odnosno za svake dvije alternative a,b € A vrijedi

a = bilib = aili oboje.

Aksiom A2 (Tranzitivnost) Relacija = je tranzitivna, odnosno za svake tri al-
ternative a,b, c € A vrijedi

a=bibec=—u=e

Aksiom A3 (Konzistentnost slabe preferencije i indiferentnosti) Za svake dvije al-
ternative a,b € A vrijedi

a~b<=ax=bib =a.

Aksiom A4 (Konzistentnost slabe i jake preferencije) Za svake dvije alternative
a,b € A vrijedi

a-b<=b*ta

Sada ¢emo se ukratko upoznati s tablicama odlucivanja i pojmovima vezanim uz
njih kako bismo mogli precizno iskazati aksiom koji ée nam biti potreban u nas-
tavku.

Veé smo definirali pojam akcije, odnosno alternative i pojam kriterij, odnosno stanje
svijeta. Pretpostavimo sada da donositelj odluke ima informaciju o svim mogu-
¢im stanjima svijeta, da je njih kona¢no mnogo i da su ona oznacena 64, 0, ..., 0.
Pretpostavimo i da je dano kona¢no mnogo akcija koje su oznacene a4, ay, ..., a,;, od
kojih donositelj odluke mora odabrati samo jednu. Ako s x;; oznac¢imo posljedicu
akcije a; u stanju 6}, tada tablicu odlucivanja zapisujemo na sljedeci nacin

stanja svijeta
posljedice | 61 | 62 | --- | Oy
a1 X11 | X¥12 | “- | X1
akcije '
Am Xml | Xm2 | © | Xmn

Tablica 2.1: Tablica odlucivanja

Posljedicama x;; moZemo pridruZiti numericke vrijednosti na nacin

v(x,']') = U,']'.



2.1. OSNOVNI POJMOVI I DEFINICIJE TEORIJE ODLUCIVANJA 5

U tom slucaju, v(x;;) > v(xy) oznacava da donositelj odluke preferira posljedicu
x;j nad posljedicom xy;.

Tablice odlucivanja najcesée se vezu uz odlucivanje u uvjetima jake nesigurnosti,
pri ¢emu racionalni donositelj odluke treba postivati takozvane socijalne aksiome
koji se odnose na skup od osam aksioma (vidjeti [3]): potpunost rangiranja,
neovisnost o oznakama, neovisnost o mjernoj skali, jaka dominacija, neovisnost o
irelevantnim alternativama, neovisnost o dodavanju konstante stupcu, neovisnost o
permutaciji elemenata u retku i neovisnost o dupliciranju stupaca. Od navedenih
aksioma izdvajamo sljedeci koji ¢e nam biti od interesa.

Aksiom AA1 (Neovisnost o irelevantnim alternativama) Neka je dana tablica od-
lu¢ivanja dimenzija m X n u kojoj su naznacene akcije 4;, stanja svijeta 6; i vrijed-
nostivjj, i =1,...,m, j =1,...,n. Nekaje konstruirana druga tablica odlucivanja
na nacin da smo prvoj tablici dodali jednu akciju te je

v;]- = s T =T, 00058 J = Lis o,
/ _ -
Vimsr)] = % ] = 1,...,n,
gdje x oznacava bilo koju vrijednost. Metoda odlucivanja tada akcijama u 1. ta-
blici mora dodjjeliti tezine v;, i = 1,...,m, a akcijama u 2. tablici teZine vf, i =

1,...,m+ 1 tako da vrijedi
B 0 = T > Oy b E=1 .

U nastavku, definirat éemo jo$ i ordinalnu funkciju vrijednosti te izmjerivu funk-
ciju vrijednosti.

Definicija 6. Za zadani skup alternativa A = {ay,...,a,} irelaciju slabe preferencije
= nad A definiramo ordinalnu funkciju vrijednosti v : A — R tako da za proizvoljne
a;, aj € A vrijedi

a; = aj <= v(a;) > v(a;).

Kako bismo povecali ekspresivnost donositelja odluke, uobicajeno je uvesti po-
jam zamjene i relaciju slabog uredaja na zamjene. Neka (a < b) bude oznaka za
zamjenu (engl. exchange) b sa a. Kao i do sada, = oznacava slabu preferenciju
medu akcijama, odnosno a = b znaci da donositelj odluka slabo preferira 2 nad b,
dok ¢e sada =, oznacavati slabu preferenciju medu zamjenama.

Definicija 7. Neka su dane akcije a,b,c,d € A. KaZemo da donositelj odluke preferira,
odnosno slabo preferira zamjenu (a < b) nad zamjenom (¢ <— d) ako on vise preferira
dobiti a umjesto b nego c umjesto d. To oznacavamo

(a < b) i=¢ (c < 4d).
Definicija 8. Funkciju v : A — R koja zadovoljava

l.ax=b < v(a) > v(b)
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2.(a+Db) = (c+d) & v(a) —v(b) > v(c) —v(d)

zovemo izmjerivom funkcijom vrijednosti za relacije slabe preferencije = i slabe preferencije
nad zamjenama =.

Sada navodimo jedan od takozvanih aksioma slabog uredaja koji povezuju slabu
preferenciju i slabu preferenciju nad zamjenama, a koji ¢e nam takoder biti
potreban u nastavku.

Aksiom AAA1 (Rjesivost)
(i) Za sve alternative b, c,d € A postoji alternativa a € A takva da vrijedi

(a «— b) ~, (c +— 4d).

(ii) Za sve alternative b, c € A postoji alternativa a € A takva da vrijedi
(b+—a) ~. (a<—c).

Ostale aksiome slabog uredaja Citatelj moze pronadi u [3].

U nastavku izdvajamo tvrdnju koja ¢e nam posluZiti u boljem razumijevanju te-

orijskih koncepata koji ¢e uslijediti u 6. poglavlju.

Propozicija 1. [3] Pretpostavimo da na skupu alternativa A vrijedi aksiom rjesivosti.
Tada su v i w dvije izmjerive funkcije vrijednosti za iste preferencije = i =, ako i samo ako
postoje realni brojevi w, B > 0 tako da vrijedi

w(a) = av(a) + B, zasvakia € A.

Dokaz. Prvo pretpostavimo da vrijedi

w(a) =av(a)+p,ac A a,ER, a>0.
Tadaje

a=b<=v(a)>vb) < av(a)+p > av(b) +p
< w(a) > w(b)
i time je zadovoljen prvi uvjet Definicije 8.
Osim toga, vrijedi
(a + b) = (c<—d)<:>v(a)— (b) > v(c) —v(d)
< a(v(a) —o(b)) £ p > a(v(c) —o(d)) + B
<— w(a) —w(b) > w(c) —w(d),

¢ime je zadovoljen drugi uvjet Definicije 8. Dakle, w je izmjeriva funkcija vrijed-
nosti nad istim preferencijama kao i izmjeriva funkcija vrijednosti v.

Dio dokaza koji pokazuje da funkcije v i w mogu biti definirane samo nad istim
preferencijama ukoliko je w = av + B, za neke a,f € R,a > 0, Citatelj moze
pronadi u [5]. O



3 | Jednostavno pravilo veéine

Poznato je da grupe donose odluke nekim oblikom glasovanja. Najjednostavniji i
najpopularniji postupak glasovanja, kojem ¢emo ovdje naglasiti nedostatke i po-
teSkoce koje dolaze s njim, je jednostavno pravilo vecine, tj. Condorcetov jednos-
tavni princip vedine. Marquis de Condorcet, francuski matematicar, predloZio je
metodu glasovanja koja se temelji na usporedivanju alternativa u parovima te se
kandidat koji je vec¢inski pobjednik u usporedbi sa svakim protivnikom, odnosno
svakom alternativom, naziva Condorcetov pobjednik. Njegovo jednostavno pravilo
vecine zapravo govori da bi grupa, kao cjelina, trebala strogo preferirati 2 nad b
ako vecina njezinih ¢lanova strogo preferira a nad b. Ukoliko jednak broj ¢lanova
grupe preferira a nad bib nad 4, onda bi grupa trebala biti indiferentna izmedu a
i b. Clanovi koji su indiferentni izmedu a i b ne utjecu na preferencije grupe.
Nedostatak ove metode je u tome Sto ne daje uvijek rezultat, tj. moZe se dogoditi
da ne postoji Condorcetov pobjednik. To éemo pokazati na sljedeéem primjeru.

Primjer 1. Razmotrimo problem s tri pojedinca i tri alternative: a, b i c.
Pretpostavimo da pojedinci imaju sljedece stroge preferencije.

Pojedinac 1: a =1 b > c.
Pojedinac 2: b =5 ¢ > a.
Pojedinac 3: ¢ >3 a >3 b.

Relacija strogih preferencija je oznacena indeksom kako bi se naznacio pojedinac na kojeg
se ta relacija odnosi. Zatim, koriste¢i =, za oznacavanje stroge preferencije grupe, jednos-
tavno pravilo ili princip veéine dovodi nas do sljedeceg:

a =y b jer 2 od 3 pojedinca preferira a nad b.
b =, c jer 2 od 3 pojedinca preferira b nad c.

c >y a jer 2 od 3 pojedinca preferira ¢ nad a.
Dakle, jednostavno pravilo vecine moZe dovesti do netranzitivne grupne preferencije.

Situacija opisana u prethodnom primjeru poznata je kao Condorcetov paradoks. Ta-
koder, pravilo jednostavne vedine se rijetko, ako ikada, koristi za usporedivanje
svih alternativa istovremeno. Kao $to smo ve¢ naveli, to pravilo, zvano i Condor-
cetova metoda, alternative razmatra par po par. Alternativa 2 moZze se usporediti

7



s b; manje poZeljna se odbacuje, dok se ona viSe pozeljna usporeduje s idu¢om
alternativom c i tako dalje.

Stoga, u primjeru, tri osobe mogle bi prvo usporediti a s b, a zatim usporediti
pobjednika s c. Rezultat bi bio da bi grupa odabrala ¢ bududi 2 od 3 pojedinca vise
preferiraju a nad b, a zatim 2 od 3 pojedinca viSe preferira c nad a. Pretpostavimo,
medutim, da su za pocetak uzimali u obzir izbor izmedu b i c. U tom slucaju
rezultat ne bi bio isti, odnosno na kraju bi odabrana bila alternativa a. Ako bi izbor
zapoceli usporedbom 4 i c, tada bi na kraju njihov konacan izbor bila alternativa
b.

Alternativa koja bi bila odabrana ovom procedurom usporedbe parova je odre-
dena redoslijedom kojim su alternative razmatrane, a ne prvenstveno preferenci-
jama ¢lanova grupe. Preferencije pojedinaca jasno su i simetri¢no suprotstavljene
i postoji vrlo dobar razlog za tvrdnju da bi grupa kao cjelina trebala biti indife-
rentna izmedu tri alternative. Zbog toga je konacan izbor pomalo zabrinjavajudi
te se postavlja pitanje treba li izbor grupe ovisiti o redoslijedu u kojem se razma-
traju alternative.

Postoji jos jedan negativan aspekt ovog problema. Pretpostavimo da su preferen-
cije ¢lanova grupe kako smo naveli na pocetku primjera i pretpostavimo da prvi
pojedinac zna preferencije ostala dva. Ako usporedujemo alternative redoslije-
dom da prvo usporedujemo a s b, a zatim pobjednika s ¢, tada ¢e prvi pojedinac
modi predvidjeti da ¢e na kraju biti odabrana alternativa c. No, pretpostavimo
sada da on ne iznosi istinu o svojim preferencijama, dok drugi iskreno otkrivaju
svoje. Onda, ako pojedinac 1 iznese svoje preferencije na nacin:

b=1a+1c,

konacan izbor grupe bit ¢e b tako Sto ¢e se prvo usporedivati a i b iz ¢ega Ce biti
odabrano b, a zatim u usporedbi sa ¢ ¢e kao krajnji pobjednik izac¢i b. Dakle,
laZuéi, on ¢e osigurati da grupa odabere b koji on preferira u odnosu na pocetni
izbor grupe c. U ovim okolnostima, pravilo jednostavne vecine njega potice da
laZe, odnosno on ¢e taktizirati i time namjestiti glasovanje.

U sljedeéim poglavljima otkrit ¢emo da ovo pravilo nije jedino koje posjeduje ne-
poZeljna svojstva. Sve sheme glasovanja, odnosno svi sustavi glasovanja mogu
dovesti do nedemokratskog ili iracionalnog grupnog ponasanja.



4 | Arrowljev teorem

4.1 O problemu

Sada ¢emo formalno izraziti problem koji éemo promatrati u ovom poglavlju.
Pretpostavimo da imamo 7 pojedinaca koji su zaduZeni za odabir akcije iz nekog
odredenog skupa mogucih akcija. Pretpostavit éemo da je taj skup mogucéih akcija
konacan. Takoder, pretpostavit ¢emo da je svaki pojedinac odlucio kako bi on ran-
girao akcije za sebe. Neka je 7-; oznaka za slabu preferenciju i-tog pojedinca. Tada
piSemo a Z; b ako on slabo preferira a u odnosuna b. Za cijeli poredak preferencija
i-tog pojedinca, tj. cijeli skup alternativa poredan prema njegovim preferencijama
takoder ¢emo koristiti oznaku /Z;. Dakle, ako je skup alternativaa, b, ¢, d, eiako i-ti
pojedinac rangira akcije na na¢ina >; d ~; b >=; e >; c, koristit éemo oznaku 7Z;
za predstavljanje niza izjava “a >; d ~; b =; e =; c”. Preciznije, relacija slabe pre-
ferencije objedinjuje relacije jake preferencije i indiferentnosti. Osim na taj nacin,
preferencije pojedinca mozemo prikazati i kao:

. izbor: a
. izbor: b, d
. izbor: e
. izbor: ¢

Ul =N =

Problem je sada postavljen za n pojedinaca i njihove preferencije 7;,i = 1,2, ..., n.
Zelimo vidjeti kako iz njih izvesti poredak preferencija za grupu u cjelini. Taj po-
redak oznacit ¢emo ¢ i pisati a ¢ b za odredene izjave o preferenciji grupe.
Sustav glasovanja ili mehanizam gdje se 221, 222, ..., ZJ» kombiniraju kako bi se do-
bilo 7, Cesto se naziva ustrojem ili ustrojstvom grupe. Ova terminologija nagla-

Sava namjeru pruzanja nacina konstruiranja 2, bez obzira na poredak preferencija
Z1 052 s St

Kao primjer, moZemo zamisliti odbor direktora neke tvrtke koji razmatra planira-
nje njenih aktivnosti. U obzir dolazi nekoliko korporativnih planova. Svaki direk-
tor je razmotrio ove planove, vjerojatno u raspravi s kolegama direktorima te pro-
ucavanjem izvjestaja i dokumenata koji su pripremljeni od strane racunovodstve-
nog odjela, odjela za operacijska trzista i drugih relevantnih odjela unutar tvrtke.
Zatim je svaki od direktora individualno rangirao alternative, oblikujuci na taj na-
¢in vlastiti poredak preferencija 2~;. Nama proces kojim su direktori dosli do svojih
preferencija nije kljucan, bilo da su se oslanjali na vlastitu intuiciju ili neku drugu
metodu. Nas$ zadatak je dizajnirati sustav glasovanja odbora koji ¢e kombinirati
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poretke preferencija direktora kako bi dobili ukupan "poredak odbora" moguéih
korporativnih planova.

Osim ovoga, navodimo jo$ nekoliko primjera problema grupnog odlucivanja:
grupa osiguravatelja koja odlucuje o visini premije za osiguranje od odredenog
rizika, Sabor koji odlucuje hoce 1i usvojiti zakonodavstvo; povjerenstvo izbornika
nekog sporta odlucuje o ¢lanovima tima; i tako dalje. U ovim primjerima, 7 je mali
ili umjereno velik. Odluke se ¢esto donose putem rasprava "za okruglim stolom"
prije glasovanja. S druge strane, za velik ili vrlo velik #n, suo¢avamo se s proble-
mima drustvenog izbora.

Kao tipi¢ne primjere problema drustvenog izbora moZemo navesti situacije poput
biranja ¢lanova parlamenta od strane birackog tijela ili glasovanje na referendumu.
U takvim slucajevima, iako je neizbjeZzno da ¢e biti mnogo javnih rasprava koje
prethode glasovanju, svaki ¢lan birackog tijela ¢e raspravljati o problemu samo s
nekoliko drugih pojedinaca. Odluka se ne donosi za stolom, ve¢ na izbornim ili
anketnim mjestima. Ipak, i dalje je rijec¢ o problemu grupnog odlucivanja.
Ponekad drustvo moZzda i nije svjesno da sudjeluje u procesu donosenja odluka i
da glasa o ne¢emu. Primjerice, u ekonomiji, trzi$ni sustav moZemo promatrati kao
mehanizam drustvenog izbora za postavljanje cijena i, prema tome, distribuciju
dobara. Svaki pojedinac u populaciji "glasa" ili izrazava svoje preferencije kup-
njom ili nekupnjom robe po odredenim cijenama. Tijekom odredenog vremen-
skog razdoblja trzi$ni sustav omogucuje cijenama da se prilagode na ravnotezne
razine i te se razine mogu smatrati grupnom odlukom.

Razlika izmedu problema drustvenog izbora i problema odluc¢ivanja u manjim
skupinama cesto je vrlo suptilna i smatra se nedefiniranom. Povijesno gledano, ta
razlika proizlazi iz fokusa ekonomista i politologa na pitanja pravednosti i funkci-
onalnosti drustva s obzirom na njegovu brojnost ¢lanova. Manje skupine nisu bile
predmet njihovih istraZivanja. lako postoje razlike u nac¢inima glasovanja "za sto-
lom", na izbornim mjestima ili na trzistima, te razlike su viSe u intenzitetu nego u
fundamentalnim kategorijama. Nacela pravednosti i racionalnosti koja éemo pri-
mijeniti na sustave glasovanja pokazat ¢e se adekvatnima bez obzira na veli¢inu
grupe.

Za kraj, naglasit ¢emo jednu bitnu napomenu o kontekstu. Isti¢emo da pojedi-
nacni poretci preferencija ;Z; mogu biti sebi¢ni, tj. mogu odrazavati iskljucivo pre-
ferencije pojedinca bez obzira $to to moZe znaciti za ostale ¢lanove grupe; ili 7Z;
moZe biti altruisti¢no, odnosno moZze odrazavati preferencije pojedinca koje su
oblikovane u korist Sire dobrobiti grupe, gdje pojedinac uzima u obzir dobrobit
svojih kolega i bliznjih.

4.2 Teorem o nemoguénosti

Nas zanima kako bi se oblikovao ukupan poredak preferencija grupe 7, od
pojedina¢nih poredaka preferencija 71,7272,...,25n. Kenneth ]J. Arrow je 1951.
predlozio sljede¢e aksiome koji postavljaju minimalne zahtjeve pravednosti i
racionalnosti koje bi takav sustav trebao zadovoljiti. NaZalost, pokazat ¢e se da
su ti zahtjevi medusobno kontradiktorni.
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Aksiom 4.2.1. (Slaba preferencija) 71,72, ..., ZTn 1 g Su sve slabe preferencije,
tj. svaka od njih zadovoljava Aksiome A1-A4.

Aksiom 4.2.2. (Netrivijalnost)
1. Postoje barem dva ¢lana grupe ny i np, tj. n > 2.
2. Postoje barem tri alternative.

Aksiom 4.2.3. (Univerzalna domena) Grupni poredak preferencija ¢ je defini-
ran bez obzira na to $to su 721, 72, ..., Zn-

Aksiom 4.2.4. (Binarna relevantnost) Neka je 721, 70, ..., Zon skup pojedina¢nih
poredaka preferencija nad skupom alternativa A. Neka je 227,25, ..., ), drugi
skup pojedina¢nih poredaka preferencija nad skupom alternativa A’. Pretpos-
tavimo da alternative a i b leze i u skupu Aiu A”: a,b C AN A’. Nadalje, pret-
postavimo da su 21, 222, .., Zn 1 254, 755, -, 2 identi¢ni na a, b; odnosno, za svaki

~17 ~27
indeks 7 vrijedi

arzibsarib
i
briaebra

Tada bi ustroj grupe trebao rezultirati istom grupnom preferencijom izmedu a i b:

i
azZgbeaz,b
i
bgasb,a

Jednoglasnost ima srediSnje mjesto u teoriji demokracije. Ako svaki ¢lan neke
grupe preferira a nad b, tada bi grupa trebala preferirati 2 nad b. Ovaj princip,
koji je znatno stariji, pripisuje se talijanskom ekonomistu Vilfredu Paretu, te ga
navodimo kao sljede¢i aksiom.

Aksiom 4.2.5. (Paretov princip za jake preferencije) Ako svaki pojedinac ima
preferenciju a >~; b, tada grupa ima preferenciju a >, b.

Posljednje, suprotno konceptu grupnog donosSenja odluka je ideja postojanja
diktatora. Ako diktator uvijek donosi odluku, nema grupnog donosenja odluka.
Stoga pretpostavljamo sljedece.

Aksiom 4.2.6. (Bez diktature) Ne postoji pojedinac cije preferencije automatski
postaju preferencije grupe, neovisno o preferencijama ostalih ¢lanova.

Poznati Arrowljev teorem o nemogucénosti, nazvan i Teorem o nemogucnosti, jed-
nostavno tvrdi da su Aksiomi 4.2.1. - 4.2.6. medusobno neuskladeni, odnosno
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kontradiktorni. Tvrdi da ne postoji ustroj grupe koji istovremeno zadovoljava svih
Sest pretpostavki. U nastavku ¢emo iskazati spomenuti teorem te dati njegov do-
kaz.

Teorem 1 (Arrowljev teorem o nemogucénosti [2]). Ne postoji ustroj grupe koji omo-
gucuje definiranje ¢ iz 751, 22, -+, Zn 1a nacin koji je u skladu s Aksiomima 4.2.1. -
4.2.6.

Istaknimo da teorem ne tvrdi da za sve moguce grupne odluke i za sve moguce
grupne ustroje, barem jedan od aksioma nece biti zadovoljen. Umjesto toga, tvrdi
da za svaki mogudi ustroj postoji barem jedan skup moguéih pojedinac¢nih prefe-
rencija takav da konstrukcija 2, ne zadovoljava barem jedan od aksioma. Drugim
rijeima, svako mogude ustrojstvo grupe ima potencijal biti nepravedno ili iraci-
onalno.

Prije samog dokaza navest ¢emo neke definicije koje ¢e nam biti potrebne.

Definicija 9 (Odlucujuca podgrupa). Podgrupa pojedinaca V odlucujuca je za a nad
b ako, kad god vrijedi a ~; b za sve pojedincei € V i b ~; a za sve pojedincei & V, grupa
preferira a =g b.

Drugim rije¢ima, prema ustroju koji konstruira /7, iz pojedina¢nih /Z;, podrupa V
je odlu¢ujuéa za anad b ako, kad god pojedinci iz V jednoglasno preferirajuci a nad
b imaju mo¢ tu preferenciju prenijeti na cijelu grupu, unato¢ strogoj preferenciji
za b nad a ¢lanova grupe koji nisu iz V.

Definicija 10 (Minimalno odluc¢ujuca podgrupa). Podgrupa V je minimalno odlu-
¢ujuca podgrupa ako je odlucujuca za neko a nad nekim b i nijedna prava podgrupa od V
nije odlucujuca za bilo koje c nad bilo kojim d.

Napomenimo da minimalno odlu¢ujuca podgrupa uvijek postoji prema Arrowlje-
vim aksiomima. Paretov princip osigurava da je cijela grupa odlucujuca za sve a
nad svim b. Dakle, sama grupa je odluc¢ujuca podgrupa. Mozemo izbaciti ¢la-
nove grupe dok ne dobijemo minimalno odluc¢ujué¢u podgrupu. Takoder, vazno
je naglasiti da se pri definiranju odluc¢uju¢ih podgrupa koristimo binarnom rele-
vantnosti. Ako Aksiom 4.2.4 vrijedi, sigurni smo da grupna preferencija izmedu
a i b ovisi samo o pojedina¢nim preferencijama izmedu a i b.

Sada smo spremni dokazati Arrowljev teorem.

Dokaz. Teorem se dokazuje u dva koraka. Prvo pokazujemo da minimalna
odlucujuca podgrupa mora biti jedan pojedinac. Zatim pokazujemo da je taj
pojedinac diktator u kontradikciji s Aksiomom 4.2.6.

Pretpostavimo da je V minimalni odlucujuéi podskup i da je odlucujuéi za a nad
b. Pretpostavimo i da V sadrzi viSe od jedne osobe. Neka je j odredena osoba iz V.
W sadrZi preostale osobe iz V, a U one osobe koje nisu u V. Razmotrimo sljedece
redoslijede preferencija u primjeru s 3 alternative.

Uy W u
1. izbor a c b
2.izbor b a c
3.izbor ¢ b a
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Ovo nam oznacava, na primjer, da svi pojedinci iz W imaju preferenciju c >; a >;
b.

S obzirom na to da vrijedia >~; b zasvei € V jer V ¢ine pojedinac j i svi po-
jedinci iz W, mora vrijediti a ~¢ b jer je V odlu¢ujuca za a nad b. W je pravi
podskup od V i stoga ne moZe biti odlu¢ujuéa za nijedan drugi par alternativa.
Zato ne moZe biti c ¢ b jer bi onda W bila odlu¢ujuca za ¢ nad b. Dakle, b 2, c.
Prema Aksiomu 4.2.1. . je grupni poredak slabih preferencija. Sada imamo,
a=¢ bbb, c= a>gc Ali,uotimo, samo j preferira a nad c, a > j € svi ostali
preferiraju c nad a, ¢ >; a. Dakle, j je odlucujuéi za a nad c, $to je u kontradikciji
sa pretpostavkom da je V minimalni odluc¢ujuéi podskup. Jedini nac¢in da se ova
kontradikcija izbjegne bez krSenja jednog od Arrowljevih aksioma je prihvatiti da
V mora biti jedan pojedinac. Dalje éemo pokazati da je j, koji je odlucujuci za
odredeni 2 nad odredenim b, diktator; tj. on je odlucujudi za bilo koji ¢ nad bilo
kojim d. Prvo pokazimo da je j odlucujuéi za a nad bilo kojim 4. Dovoljno je to
pokazati za a nad bilo kojim d # b. Razmotrimo sljedecu situaciju i napomenimo
da U ¢ine svi ¢lanovi grupe osim j.

Uy u

1. izbor a b
2.izbor b d
a

3.izbor d vy

Vidimo da je j odlucujuci za a nad b; a -4 b. Nadalje, za sve ostale ¢lanove grupe

vrijedi b ~; d pa, prema Paretovom principu, slijedi b >, d. Bududi je grupni

poredak preferencija - tranzitivan (Aksiom 4.2.1.) vrijedi a >~¢ d. No, samo

jedan j smatra a >; d, svi ostali smatraju d -; a pa je j odlucujuci za a nad bilo

kojim d.

Sljedece pokazujemo da je j odlucujudi za bilo koji ¢ # a nad bilo kojim d # a.
Razmotrimo situaciju:

Uy u

l.izbor ¢ d

2.izbor a ¢

a

3.izbor d 28 8
Sada imamo:
Paretov princip =Crgqa
jjeodlucuju¢izaanadd = a>4d
¢ je tranzitivna = c>gd

Samo j smatra ¢ »; d, ostali d >; c. Stoga je j odlucujudi za ¢ nad d. Konacno,
pokazat éemo da je j odlucujudi za bilo koji ¢ nad bilo kojim a.
iy u
l.izbor ¢ d

2.izbor d a
3.izbor a4 c

U ovom sluc¢aju imamo:
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jjeodlucujuéizacnadd #a = c>¢d
Paretov princip =d>ga
¢ je tranzitivna = Crga

Ali, samo za j vrijedi ¢ ~; a, dok kod ostalih vrijedia >-; c. Stoga je j odlucujuci za
bilo koji c nad a. Slijedi da je j diktator u kontradikciji sa Aksiomom 4.2.6. Dakle,
Sest aksioma je medusobno nespojivo. Nijedan ustroj grupe ne moZe zadovoljiti
svih Sest. O



5 | O Arrowljevim aksiomima

Dakle, Arrow tvrdi da ne postoji sustav glasovanja ili bilo koja druga metoda pri-
kupljanja individualnih preferencija koja zadovoljava svih Sest aksioma koje on
smatra minimalnim zahtjevima da bi sustav bio pravedan, racionalan i demokrat-
ski. Njegov rezultat je u najmanju ruku iznenadujudi, a utjecaj njegove teorije
je mnogo Siri nego Sto se ¢ini na prvi pogled. Ne moZemo tvrditi da su veéina
glasackih sustava koje koristimo u praksi izuzeti od njegovih implikacija jer oni,
uglavnom, ne zahtijevaju da glasaci rangiraju svoje preferencije, ve¢ samo da naz-
nace svoje prve ili druge izbore. U svojoj formulaciji, Arrow navodi da se grupna
preferencija -, formira nekim postupkom agregacije, odnosno grupiranjem po-
jedina¢nih redoslijeda preferencija 771, 222, ..., ZZn. S obzirom na to, razumljivo je
da su mnogi pokusali argumentirati kako su odredeni Arrowljevi aksiomi neprik-
ladni i da, kada se modificiraju ili odbace, nemoguénost nestaje. U nastavku ¢emo
razmotriti svaki od aksioma i istraZiti kako njihove promjene utje¢u na moguénost
donoSenja odluka.

5.1 Bez diktature

Zapocet ¢emo s onim najmanje spornim, aksiomom Bez diktature (Aksiom 4.2.6.).
Oko ovog aksioma nema puno rasprave jer je opéenito prihva¢eno da demokracija
i diktatura nisu spojivi koncepti. Medutim, vazno je primijetiti da aksiom ne za-
branjuje samo vidljive i ocite diktatore, nego i one nevidljive. Jednostavno receno,
aksiom tvrdi da preferencije grupe 7, ne bi uvijek trebale biti u skladu s pre-
ferencijama odredenog pojedinca Z; bez obzira na stavove i preferencije drugih
pojedinaca. Dakle, aksiom se primijenjuje bez obzira na to je li diktator svjestan
da diktira i znaju li drugi ¢lanovi grupe da on to ¢ini.

5.2 Paretov princip

Paretov princip (Aksiom 4.2.5.) takoder je gotovo univerzalno prihvac¢en. Prema
tom principu, ako pojedinci jednoglasno preferiraju 2 nad b, onda bi i grupa kao
cjelina trebala preferirati 2 nad b. Aksiom koji smo naveli ovo tvrdi samo za jake
preferencije. Postoje i opcenitije, stoga i jace verzije Paretovog principa koju istu
tvrdnju potvrduju i za slabe preferencije, no mi ih ovdje ne¢emo navoditi. Rezultat
prethodnog poglavlja temelji se na najslabijoj i opcenito najprihvatljivijoj Paretovoj
pretpostavci. Uz malo preoblikovanja i suptilniji matematic¢ki argument, gotovo

3
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isti rezultat kao i Arrowljev moZe se izvesti ne pretpostavljajuéi niti jednu verziju
Paretovog principa tako da ovaj aksiom nije uzrok nemoguénosti (Wilson, 1972.

7])-

5.3 Netrivijalnost

Aksiom 4.2.2, nazvan Netrivijalnost, takoder je prilicno neproblematican. Tesko je
zamisliti grupu s manje od dva ¢lana. Sli¢no tome, veéina odluka u stvarnome
svijetu ukljucuje tri ili vise moguénosti, odnosno alternativa. Medutim, ovdje je
vazno napomenuti da nemogudénost iz teorema nestaje ako su sve odluke ogra-
ni¢ene na izbor izmedu samo dvije alternative. No, kako bi ovo bilo relevantno
u opcenitijim okolnostima, primijetimo sljedece. Svaki postupak koji identificira
odredenu opciju - nazovimo je status quo - i zatim sekvencijalno usporeduje tu
opciju u paru s nekoliko alternativa, bilo odbacujuéi alternativu ili zamijenjujudi
status quo s njom Ce:

(i) suoditi se s poteskocama koje proizlaze iz Teorema o nemoguénosti jer postu-
ak grupiranja individualnih preferencija 71, 7>, ..., 7_» u preferenciju grupe
i < e Ll p Ja 1 ~nup gy
Z¢ moze biti bilo koji postupak,

(ii) nai¢i na probleme koji su tipi¢ni za primjere taktiziranja i namjestanja glaso-
vanja.

5.4 Slaba preferencija

Nadalje, usredotocit ¢cemo se na kontroverznije aksiome. Slaba preferencija (Ak-
siom 4.2.1) ¢ini se intuitivhom unutar opceg pristupa teoriji odluc¢ivanja. Medu-
tim, u literaturi o drustvenom izboru, ovaj aksiom je predmet rasprave iz nekoliko
razloga. Prvo, mnogi tvrde da stvarni ljudi nisu idealan primjer racionalnosti te da
njihove preferencije mogu biti neusporedive i/ili netranzitivne. Ipak, pod uvjetom
da oni mogu pruziti potrebni unos u sustav glasovanja, oznaciti izbor krizi¢em ili
sli¢cno, ocekivalo bi se da sustav pravedno grupira njihove glasove. Stoga bi se
zahtjev da su 71, 22, ..., ZZn slabi poretci trebao odbaciti. No, treba li se zabraniti
pojedincima da imaju usporedive i tranzitivne preferencije? Jer, ako to ne u¢inimo,
tada nemogucénost ostaje. Ako bi ovakav pristup imao bilo kakav uspjeh, njegov
"uspjeh" bio bi samo u pokazivanju da samo drustva s iracionalnim pojedincima
mogu biti demokratska. Drugo, treba li 77, biti slabi poredak? Nije li dovoljno
da grupa identificira svoje najbolje opcije ili opciju; treba li ona i rangirati preos-
tale? Kao Sto smo ve¢ primijetili, u prisutnosti aksioma Neovisnost o irelevantinim
alternativama, pronalaZenje najbolje opcije ekvivalentno je pronalazenju grupnog
poretka. Zakljucujemo, Z, bi trebao biti slabi poredak. Drugi nisu prihvatili ove
primjedbe. Jednostavno zahtijevaju da postupak grupiranja dovede do skupa iz-
bora, podskupa alternativa iz kojeg se konac¢ni izbor moZze napraviti bez rizika od
nedemokratskog izbora. Charles R. Plott, americki ekonomist, je 1976. otkrio da
je nemoguce definirati takav skup izbora.



5.5. UNIVERZALNA DOMENA 17

5.5 Univerzalna domena

Pretposljednje, za raspravu nam ostaje Aksiom 4.2.3. koji je nazvan Univerzalna
domena. On zahtijeva da, koje god individualne preferencije 77, bile, koliko god
razlicite bile, one odrede grupnu preferenciju J¢. To mozda i zvudi razumno.
Demokratski sustav trebao bi utvrditi grupnu preferenciju na temelju bilo kojeg
moguceg skupa individualnih preferencija. Medutim, postoje racionalni argu-
menti protiv toga. U stvarnosti, iako je odredeni skup redoslijeda preferencija
71, 22, - Zon mogud, malo je vjerojatno da ée biti zapaZzen. Grupe se ne formiraju
nasumicno; one dijele zajednicke interese. Na primjer, upravni odbori tvrtki di-
jele interes za uspjeh tvrtke; oni mogu imati razli¢ite poglede o tome $to je najbolje
za tvrtku, ali u Sirem smislu ¢e njihove preferencije biti korelirane. Sli¢no tome,
u drugim odborima i grupama, redoslijedi preferencija ¢lanova vjerojatno ée biti
korelirani zbog zajednickog interesa. Stoga, moZda se ne bi u potpunosti izgu-
bio znacaj ako bi se Aksiom 4.2.3. preformulirao kako bi se ogranicila paznja na
one skupove Z; koji se ¢ine vjerojatnima jer sukobi medu njima nisu "preveliki".
Jedan nacin ograni¢avanja domene individualnih rangiranja na dosljedan nacin
ukljucuje pojam jednovrsne preferencije. Redoslijedi individualnih preferencija za-
dovoljavaju svojstvo jednovrsne preferencije ako postoji osnovni opisni poredak
alternativa takav da, kroz taj poredak, svaka individualna preferencija strogo raste
sve dok se ne dosegne njezina najpoZeljnija alternativa nakon cega se preferencija
strogo smanjuje. Osnovni opisni poredak zajednicki je svim pojedincima, ali nji-
hovi rasporedi preferencija mogu se razlikovati. Razmotrimo primjer.

Primjer 2. Roditelji djece iz nekog sportskog kluba biraju u kojem gradu ée se odrZati
sljedece natjecanje. Na izbor su im dana 4 grada: Rijeka, VaraZdin, Osijek i Dubrovnik.
Pretpostavimo da svaki ¢lan birackog tijela svoj poredak preferencija temelji samo na tome
je li grad "skup" ili "jeftin" zbog troskova natjecanja, smjestaja i ostalog. Nadalje, pret-
postavimo da je svaki clan, odnosno svaki roditelj pozicionirao gradove istim redoslijedom
na liniji "jeftino - skupo". To nam daje zajednicki osnovni opisni poredak spomenut gore,
a prikazan je na Slici 5.1. Mnogi poretci preferecija u ovom primjeru su kompatibilni s
pretpostavkom jednovrsnosti preferencija. Na primjer:

Varazdin - Rijeka’- Osijek = Dubrovnik
Rijeka > Varazdin'~Dubrovnik'~Osijek
Osijek - Varazdin '~ Rijeka’~ Dubrovnik
Dubrovnik>Rijeka~VaraZdin > Osijek

Medutim, mnogi drugi redoslijedi preferencija nisu u skladu s tom pretpostavkom. To su
na primjer:

Osijek’ = Dubrovnik - Rijeka’~Varazdin
Dubrovnik > Varazdin-Osijek’- Rijeka

Vaznost pretpostavke o jednovrsnoj preferenciji je u tome sto, ako je broj ¢lanova
grupe neparan i ako njihove preferencije zadovoljavaju pretpostavku o jednovrs-
nosti, tada jednostavno pravilo vecine zadovoljava sve Arrowljeve aksiome osim
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Jeftino Osijek Varazdin Rijeka Dubrovnik Skupo

Slika 5.1: Primjeri jednovrsnih preferencija

Univerzalne domene. No, potreba za neparnim brojem ¢lanova grupe nam sugerira
da ovaj rezultat nema bitan znacaj u potrazi za demokratskim grupiranjem prefe-
rencija. Dakle, jednovrsna preferencija sama po sebi nije rjeSenje. MoZe se tvrditi
da ona dodaje vaZnost ideji ograni¢avanja domene tako da se 2, definira samo na
osnovu vjerojatnih uzroka neslaganja unutar -1, 22, ..., Zn-

5.6 Binarna relevantnost

Za raspravu nam je preostao jos aksiom Neovisnost o irelevantnim alternativama ili
kako smo ga ovdje nazvali Binarna relevantnost. Ovo je mozda najkontroverznija
pretpostavka u teoriji drustvenog izbora, ako ne i u teoriji odlu¢ivanja. Promo-
trimo sljededi primjer.

Primjer 3. Duvije osobe moraju odluciti hoce li za veCeru napraviti ribu ili piletinu. Mo-
quce je pojesti samo ribu ili samo piletinu. Medutim, umjesto da samo izraze svoje prefe-
rencije izmedu ovih opcija, oboje rangiraju sedam razlicitih jela.

Prva osoba jela je rangirala na sljedec¢i nacin:

riba - biftek >1 pizza =1 hamburger > lazanje =1 salata > piletina
Druga osoba dala je sljedeci poredak svojih preferencija:

piletina >, riba > biftek >, pizza >, hamburger -, lazanje >, salata
Primamljivo je turditi da Ce, iako je riba -1 pileteina i piletina -, riba, jasno simetrican
odabir, njihov izbor biti pojesti ribu. Riba je proi odabir prvog pojedinca, a piletina je proi
izbor drugog pojedinca. No, vazno je napomenuti da je za prvog pojedinca piletina sedmi

izbor kada su dostupna ostala jela, dok bi riba bila drugi izbor drugog pojedinca i da su
sva ostala jela dostupna. Ovo ukazuje na razli¢itu snagu preferencija, odnosno na neku
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vrstu jacine preferencija. Stoga, drugih pet jela postaju relevantne alternative koje utjecu
na konac¢nu grupnu preferenciju Sto nije u skladu s konceptom binarne relevantnosti.
Medutim, stvari mozda nisu bas onakve kakvima se ¢ine. Pogledajmo Sliku 5.2.

Pojedinac 1 Pojedinac 2
riba piletina
biftek
pizza
hamburger
lazanje
salata
piletina

riba

biftek
pizza
hamburger
lazanje
salata

Slika 5.2: Skala jacine preferencija za oba pojedinca

Pretpostavimo da su jacine preferencija znacajne sto omogucéuje mjerenja funkcije vrijed-
nosti za pojedince. Sasvim je moguce da one sugeriraju da bi piletina trebala biti izbor
grupe. Na primjer, pojedinac 1 moZe imati samo blage preferencije izmedu razlicitih jela,
dok bi pojedinac 2 mogao snazno preferirati piletinu, dok mu druga jela nisu privlacna.
Vazno je napomenuti da ovdje pretpostavljamo da su jacine preferencija oba pojedinca iz-
raZene na istoj skali.
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Prethodni primjer namecée nam nekoliko pitanja. Prvo, postoji sugestija da bi ak-
siom Binarna relevantnost mogao ograniciti uvodenje koncepta snage ili jacine pre-
ferencija u postupak grupiranja preferencija. Osim toga, pretpostavka o rjeSivosti
koja se ovdje usvaja implicira da je prostor alternativa beskonacan. Bududi da
u vedini slucajeva to nije tako, ova pretpostavka mora se tumaciti kao uvodenje
hipotetskih alternativa koje donositej odluka koristi kako bi razmotrio i ocijenio
razlike u svojim preferencijama. Pretpostavka Binarne relevantnosti sugerira da te
hipotetske alternative ne bi trebale biti relevantne za grupnu odluku, stoga ni ideja
o jacini preferencija koja proizlazi iz njih ne bi trebala biti relevantna.

Ova tocka naglasava razliku izmedu neostvarivih i hipotetskih alternativa, to je
bitan koncent koji je Cesto podsticao rasprave o Neovisnosti o irelevantnim alternati-
vama i opéenito rasprave vezane uz teoriju odlucdivanja. Klju¢na razlika je u tome
Sto se problem odlucivanja pojavljuje kada donositelj odluka mora izabrati izmedu
razli¢itih opcija koje su stvarne i izvedive, od kojih svaku moZe odabrati. Dok raz-
miSlja o svom problemu, donositelj moZe postati svjestan dodatnih stvarnih i iz-
vedivih opcija. Takoder, tokom procesa odlucivanja, dogadaji u vanjskom svijetu
mogu uciniti neke dodatne alternative izvedivima ili neke od izvornih alternativa
neizvedivima. Klju¢no je napomenuti da su sve ove alternative, u nekom trenutku,
stvarneiizvedive, $to znaci da su moguce za odabir. Princip Neovisnosti o irelevant-
nim alternativama tvrdi da u trenutku donosenja odluke, preferencije donositelja
izmedu bilo kojih dvoje stvarnih i izvedivih alternativa ne bi trebale ovisiti o pri-
sutnosti ili odsutnosti drugih alternativa. Ovaj princip implicira da se preferencije
trebaju temeljiti iskljucivo na izravnom usporedivanju trenutnih alternativa, bez
utjecaja drugih alternativa koje nisu izravno ukljucene u trenutnu odluku.

Iako se na prvi pogled ovo ¢ini jednostavno, postoji sloZenost koju treba uzeti u
obzir. Analiza koja prethodi dono$enju odluke moZe zahtijevati uvodenje hipotet-
skih alternativa, koje su potpuno neizvedive. Ove hipotetske alternative uvode se
za olakSavanje procjene funkcija vrijednosti. Na ove hipotetske alternative treba
gledati kao na alat koji donositelju odluka pomaZze da razmisli o svojem problemu
i precizira svoje preferencije. Stoga, one imaju znacajan utjecaj jer mogu utjecati
na preferencije donositelja odluka. 1z toga proizlazi da aksiom Neovisnost o ire-
levantnim alternativama ne bi trebao zabraniti uvodenje ovih hipotetskih alterna-
tiva. Primijetimo, medutim, iako prihvacamo da uvodenje hipotetskih alternativa
moZe utjecati na neke preferencije donositelja odluka jer mu pomazu u razmis-
ljanju, ne bismo prihvatili ideju da ¢e donositelj odluka nakon Sto razmotri svoje
preferencije ponovo promijeniti misljenje ako se hipotetske alternative iskljuce.



6 | Funkcije vrijednosti grupe i me-
dusobne usporedbe

Kao rezultat napomena iz prethodnog poglavlja, zaklju¢ujemo da ne¢emo tuma-
¢iti binarnu relevantnost kao zabranu uvodenja informacija o jacini preferencija u
proces glasovanja. Pretpostavimo li tada da svaki ¢lan grupe moZze iznijeti svoju
funkciju vrijednosti za alternative, pitamo se moZemo li ih grupirati u grupnu
funkciju vrijednosti na nacin koji je u skladu s duhom Arrowljevih aksioma. Od-
govor je - da.

Teorem 2. [2] Neka suvy(-),va(-),...,vn(+) izmjerive funkcije vrijednosti za n clanova
grupe. Neka je vg(., ., .. .,.) n-dimenzionalna diferencijabilna funkcija takva da su barem
dvije parcijalne derivacije pozitivne, a nijedna nije negativna. Tada, ako definiramo ¢
prema

a e b vg(vi(a),va(a), ..., vn(a)) > vg(v1(b),va(b),...,va(b)),

dobivamo postupak grupiranja koji zadovoljava sljedece uvjete koje navodimo u nastavku.
Uvjet 1 (Slabi poredak) Grupni poredak preferencija -, oznacava slabi poredak.

Uvjet 2 (Netrivijalnost) Grupni poredak preferencija o definiran je za bilo koji
konacan broj alternativa.

Uvjet 3 (Univerzalna domena) Grupni poredak preferencija - definiran je bez obzira
na izmjerive funkcije vrijednosti v1(-),va(-),...,vn(+) koje su dane od strane clanova

grupe.

Uvjet 4 (Binarna relevantnost) Poredak bilo kojeg para (stvarnih) alternativa ne
ovisi o tome koje su druge alternative dostupne.

Uvjet 5 (Paretov princip) Ako za svakog pojedinca vrijedi vi(a) > v;(b), tada vrijedi
a=gb.

Uwvjet 6 (Bez diktature) Ne postoji pojedinac takav da za sve parove alternativa, a, b,

kad god on preferira a nad b, koliko god malo i neznatno, grupa smatra a ~¢ b bez obzira
na to sto ostali clanovi grupe preferiraju.

pdl
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Dokaz. Uvjet 1 Grupni poredak preferencija 7, je slabi poredak jer se te-
melji na numerickom poretku vrijednosti izmjerivih funkcija vrijednosti
vg(v1(a),v2(a),...,v,(a)) dodijeljenih alternativama.

Uvjet 2 Grupni poredak preferencija 27, proizlazi iz funkcije v; koja moze
primiti bilo koji konacan broj ulaznih vrijednosti. Stoga, -, moZe usporediti sve
te ulazne vrijednosti bez ogranicenja na broj alternativa pa je definiran za bilo
koji konacan broj alternativa.

Uvjet 3 Bududi da je grupni poredak 7, definiran na temelju funkcije v, koja
kao ulazne vrijednosti uzima izmjerive funkcije vrijednosti v;(-) za sve ¢lanove
grupe, a funkcije v;(-) daju numericke vrijednosti preferencija ¢lanova grupe, ¢
je definiran bez obzira na to §to su v1(-), v2(+), ..., vu(+).

Uvjet 4 Za bilo koji par alternativa a, b, brojevi

vg(v1(a),va(a),...,vn(a))ivg(v1(b),v2(b),...,vn(b))

ne ovise o nijednoj drugoj alternativi.

Uvjet 5 Bududi da su sve parcijalne derivacije nenegativne, v(.,.,...,.) je ras-
tuca funkcija u svim svojim argumentima. Stovise, buduéi da su joj barem dvije
parcijalne derivacije pozitivne, ona strogo raste u nekim od svojih argumenata.
Dakle, v;(a) > v;(b) za sve i $to povlaci

vg(v1(a),va(a),...,vn(a)) > vg(v1(b), v2(b),...,va(b)).

Uvjet 6 Pretpostavimo da za par alternativa a, b, pojedinac 1 ima blagu sklonost
prema a koju modeliramo sa

v1(a) = v1(b) + 6,

gdje je d mala, ali pozitivna vrijednost. Pokazat ¢emo da za dovoljno mali § grupa
ne mora smatrati da je a ~¢ b. Dakle, da pojedinac 1 nije diktator u navedenome
smislu. Sli¢an argument pokazuje da ni jedan drugi pojedinac ne mozZe biti dikta-
tor.
Bududi da su barem dvije parcijalne derivacije pozitivne, postoji pojedinac k # 1
takav da

dvg

= > 0.

Pretpostavimo da pojedinac k preferira b nad a:
vk(b) = vk(a) + A, (6.1)

gdje je A takoder mala, ali pozitivna vrijednost.
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Nadalje, pretpostavimo da su svi ostali ¢lanovi grupe indiferentni izmedu a i b:
vi(a) = v;(b) zasvei # 1,i # k.

Ukoliko za dovoljno mali é u (6.1) odaberemo

B avg avg
A= {“ (a—> 4 (a—ﬂ %

moZze se pokazati (vidjeti [2]) da je
vg(v1(b),v2(b),...,vn(b)) > vg(v1(a),va(a),...,vn(a)).

Dakle, male promjene u preferencijama pojedinca 1 za a mogu biti preglasane
preferencijama pojedinca k za b.
L

Prije nego Sto analiziramo znacaj, ili eventualni nedostatak znacaja, ovog teorema
za teoriju drustvenog izbora, trebamo uzeti u obzir nekoliko tehnickih napomena.
Zahtjev da v;(-) budu izmjerive funkcije vrijednosti koristi se samo u jednom kon-
tekstu, a to je u tumacenju pojma "blage" sklonosti pojedinca 1 u uvjetu 6. Na svim
ostalim mjestima u iskazu i dokazu teorema v;(-) mogu biti samo ordinalne funk-
cije vrijednosti. Funkcija vrijednosti grupe v, je ordinalna funkcija vrijednosti.
Razmotrimo sada vaZnost ovog teorema. Cini se da on implicira da bi, ako &la-
novi grupe izraze svoju jacinu preferencija za razlicite alternative putem funk-
cija vrijednosti, mogli postojati postupci grupiranja preferencija koji su u skladu
s duhom Arrowljevih aksioma. No, prije nego Sto se prihvati ta ideja, vazno je
primijetiti kljuénu pretpostavku koja se implicira u teoremu. Ona podrazumijeva
mogucénost usporedbe jacine preferencija izmedu razli¢itih osoba. Da bismo to ra-
zumjeli, sjetimo se da su izmjerive funkcije vrijednosti jedinstvene do na pozitivne
afine transformacije (Propozicija 1). Dakle, preferencije svakog ¢lana ne odreduju
jedinstvenu numeric¢ku funkciju. U svakom slucaju, implicitno se postavljaju pi-
tanja poput: "Preferira li pojedinac i alternativu a nad alternativom b viSe nego
Sto pojedinac k preferira alternativu c nad alternativom d?" te se na ta pitanja daju
i odgovori. U primjeru 3 s ribom i piletinom, Slika 5.2 sugerira da pojedinac 2
preferira piletinu nad ribom viSe nego Sto pojedinac 1 preferira ribu nad pileti-
nom. Jesu li takve medusobne usporedbe znacajne? U principu, postoji nekoliko
nacina za izvodenje takvih usporedbi, no svaki od njih nosi odredene probleme.
Nabrojat ¢emo neke od njih.

e Prvo, ¢lanovi grupe mogu jednoglasno zakljuciti da pojedinac i preferira a
nad b viSe nego pojedinac k preferira c nad d. Ako bi to uvijek bio slucaj,
mogao bi se naci postupak za koristenje Teorema 2. No, $to ako nema jed-
noglasnog suglasja? U tom slucaju bila bi potrebna teorija drustvenog izbora
kako bi se razlike rjesile, $to bi moglo dovesti do beskona¢nih rasprava.

e Drugo, mogli bismo zahtijevati da se samo pojedinci i i k sloZe da i preferira
anad b viSe nego k preferira c nad 4, odnosno medusobne usporedbe mogle
bi se izvoditi samo izmedu parova pojedinaca koji se slazu u svojim uspored-
bama. Medutim, opet se suo¢avamo s beskona¢nim problemima ako se oni
ne slazu.
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e Trece, jedan pojedinac mogao bi biti odgovoran za sve medusobne uspo-
redbe, a grupa bi trebala prihvatiti njegove prosudbe bez pitanja. Iako ovaj
nacin moZe izbje¢i beskonacne rasprave, postavlja se pitanje tko bi taj pojedi-
nac trebao biti i koliko bi njegova uloga mogla utjecati na konac¢ni izbor grupe.
Mozda taj pojedinac ne bi bio diktator u smislu Arrowljevih aksioma, ali bi
zasigurno imao znacajan utjecaj na izbor grupe. Takoder, grupa ne moZze iz-
abrati tu osobu jer je ona sastavni dio njihovog izbornog postupka.

e Cetvrto, postoji moguénost postojanja nekog objektivnog mehanizma za iz-
vodenje takvih usporedbi, ali jo$ uvijek nema jasnog prijedloga kako bi to
moglo funkcionirati. Neki su sugerirali da bi novac mogao biti zajednicka
jedinica preferencije. Dakle, ako bi osoba i bila spremna platiti 5 eura za pre-
ferenicju a >~ b, a osoba k bi platila 3 eura za preferenciju ¢ > 4, tada bi i
prefereirao a nad b viSe nego Sto k preferira ¢ nad d. No, ovaj koncept pret-
postavlja daje 1 euro jednako vrijedan i za pojedinca i i za pojedinca k. Pitamo
se na koji nacin bismo mogli provesti takvu medusobnu usporedbu.

U konac¢nici, iako izgleda da su takve usporedbe izvedive, njihova prakti¢na pri-
mjena suocava se s brojnim pitanjima i problemima. Cini se da nema zadovoljava-
ju¢e metode za jednoznacno i nedvosmisleno utvrdivanje medusobnih usporedbi
preferencija. Prema tome, Teorem 2 ne predstavlja korak naprijed u nasoj potrazi
za demokratskim rjeSenjima. Arrow je zapravo problem drustvenog izbora pos-
tavio u smislu slabih poredaka upravo zbog toga Sto smatra da su medusobne
usporedbe besmislene. Za razliku od toga, drugi su argumentirali da nema druge
opcije osim da dopustimo te usporedbe, koliko god taj put bio tezak. Nadalje,
tvrde da samo filozofi imaju problema s konceptom medusobne usporedivosti;
neki ljudi nesvjesno provodi takve usporedbe u svakodnevnom Zivotu. Na pri-
mjer, jeste li ikada pristali na kino umjesto na kazalisnu predstavu jer je vas prijatel;
viSe Zelio gledati film nego Sto ste vi Zeljeli pogledati predstavu? Ovdje ¢emo za-
vrsiti nasu raspravu. Iako bi mogla potrajati u beskonacnost, ishod najvjerojatnije
ne bi bio drugaciji. Koliko god se trudili izbje¢i implikacije Arrowljevih rezultata,
ne mozemo.
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Sazetak

Ovaj diplomski rad bavi se grupnim odlucivanjem i pripadnim metodama. U pr-
vom poglavlju definiraju se osnovne definicije i pojmovi teorije odluc¢ivanja. U
nastavku, istraZzuju se klju¢ni aspekti i izazovi grupnog odlucivanja, opisuje jed-
nostavno pravilo veéine, a zatim problem nemoguénosti grupiranja individualnih
preferencija u grupne odluke na nacin koji bi zadovoljavao sve racionalne kriterije.
Posebna paZnja posveéena je Arrowljevom teoremu o nemogucnosti. Rad takoder
istrazuje funkcije vrijednosti grupe i metode medusobne usporedbe, te analizira
mogucénosti grupiranja funkcija vrijednosti pojedinaca u grupnu funkciju koja je
u skladu s Arrovljevim aksiomima.

Klju¢ne rijeci
grupno odlucivanje, jednostavno pravilo veéine, grupni poredak preferencija, Ar-

rowljev teorem o nemogucénosti, funkcija vrijednosti, funkcija vrijednosti grupe,
medusobne usporedbe

27






Group decision making and related
methods

Summary

This master’s thesis deals with group decision making and related methods. The
first chapter defines the basic definitions and concepts of the decision theory. La-
ter, it explores the key aspects and challenges of group decision making, describes
the simple majority rule, and then addresses the problem of the impossibility of
aggregating individual preferences into group decisions in a way that satisfies all
rational criteria. Special attention is given to Arrow’s impossibility theorem. The
thesis also investigates group value functions and comparison methods, then also
analyzes the possibilities of aggregating individual value functions into a group
value function that complies with Arrow’s axioms.

Keywords

group decision making, simple majority rule, group preference order, Arrow’s
impossibility theorem, value function, group value function, mutual comparisons
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