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1 | Uvod

Koliko je neki lijek u¢inkovit? Kolika je vjerojatnost da ¢e Biden izgubiti na idu-
¢im izborima? MoZemo li re¢i da viSe golova po sezoni zabije Messi od Ronalda?
Odgovor na sva ta pitanja moZemo dobiti testiranjem statistickih hipoteza - ono
ima vrlo vaznu ulogu u danasnjim istraZivanjima, obradama podataka i raznim
anketama.

Jedan od prvih "poznatih" primjera testiranja je Trial of the Pyx - tradicija Ujedi-
njenog Kraljevstva koja postoji i danas, no zapravo seZe sve do kraja 11. stoljeca.
Kako bi bili sigurni da se u kovanice stavlja to¢na koli¢ina zlata i srebra koja je
propisana, nasumce su izabirali par kovanica i stavljali ih u metalnu kutiju zvanu
pyx. Kasnije su tih par kovanica usporedivali s ocekivanom tezinom i ukoliko se
tezina razlikovala, glavni majstor bio je kaZnjen. Tu vidimo sve korake statistickog
testiranja koje koristimo i danas : kovanice u kutiji su uzorak na kojem provodimo
testiranja, nul hipoteza je da je tezina tih kovanica jednaka propisanoj tezini, a al-
ternativna hipoteza je da je ta teZina drugacija. Veliki matematicari kao Sto su J.
Arbuthnot, P. S. Laplace, K. Pearson, R. Fisher, E. Pearson i ]. Neyman napravili
su temelje za testiranje kakvo postoji danas.

Kroz ovaj rad prvo ¢emo se podsjetiti nekih bitnih definicija i pojmova. Zatim
¢emo prodi kroz razne testove kojima se danas koristimo u svrhu analize podataka
i donoSenja zakljucaka. To su testovi o ocekivanju, testovi o proporciji, testovi o
distribuciji i test o kvantilima. To su testovi koje provodimo na temelju jednog
uzorka. Isto tako, testiranje moZemo provoditi na temelju dva uzorka, pri cemu
oni mogu biti medusobno nezavisni i zavisni slucajni uzorci. Ponovno éemo se
susresti s testovima o ocekivanju, proporciji i distribuciji, a ovdje ¢e se pojaviti i
testovi o lokacijskom pomaku i nezavisnosti. Za stvaranje primjera kroz rad ko-
ristit éemo baze podataka s Kaggle-a, programski jezik za statisticko racunanje i
grafiku R, verziju 4.1.2 iz 2021. godine te pakete datasets i BSDA.






2 | Osnovni pojmovi

Za pocetak potrebno se prisjetiti definicija iz vjerojatnosti i statistike radi lakseg
razumijevanja nastavka.

Definicija 1. Neka je dan neprazan skup Q). Familija F podskupova skupa Q) je o-algebra
na ) ako vrijedi:
Qe F,
ii)ako je A € F, onda jei A© € F,
iit) ako je dana prebrojiva familija skupova (An,n € IN) C F, onda F sadrZi i njihovu uniju.

Iz definicije o-algebre moZemo vidjeti da ona sadrzi i prebrojive presjeke i raz-
like skupova iz F.

Definicija 2. Neka je Q) neprazan skup elementarnih dogadaja i F o-algebra skupova na
njemu. Funkciju P : F — R zovemo vjerojatnost na () ako zadovoljava:

Al) P(A) >0, zasve A € F,
A2) P(Q) =1,

A3) ako je dana prebrojiva familija medusobno disjunktnih skupova (A;,i € I) C F,1 C
N, tj. AiNA; = @ ¢imje i # | tada vrijedi:

B (U Ai) =¥ P4,

iel iel
Uredenu trojku (Q), F, P) zovemo vjerojatnosni prostor.

Definicija 3. Neka je (Q), F, P) vjerojatnosni prostor. Funkcija X : Q) — R je slucajna
varijabla na Q) ako je X~*(B) € F zasve B € R.

Skup svih vrijednosti koje slucajna varijabla X moZe poprimiti nazivamo slika
slucajne varijable i taj skup oznacit ¢emo s R(X) = {x;,i € N}. Dakle, vidimo da
je funkcija slucajna varijabla ukoliko je praslika svakog skupa iz R u F.

Definicija 4. Neka je X slucajna varijabla na vjerojatnosnom prostoru (Q), F, P). Funk-
ciju F : R — [0,1] definiranu s F(x) = P({w € O : X(w) < x}) = P{X < x})
zovemo funkcija distribucije slucajne varijable X.

Ovisno o funkciji distribucije razlikujemo diskretnu i neprekidnu slu¢ajnu va-
rijablu.



Definicija 5. Neka je dan diskretan vjerojatnosni prostor (Q), F, P). Svaku funkciju X :
Q — R zvat éemo diskretna slucajna varijabla. Ako oznacimo skup R(X) = {x;, i €
I}, C Niniz (p,i€l)gdiesup; =P{w e Q:X(w) =x}) =PH{X = x;}),
i € I, onda diskretnu slucajnu varijablu X moZemo prikazati pomocu tablice distribucije:

X:<x1 Xp Xg .. X )
p1 p2 pP3 ... Pn ...
Upoznajmo se sada i s neprekidnom sluc¢ajnom varijablom.

Definicija 6. Neka je dan vjerojatnosni prostor (Q), F, P) i funkcija X : Q) — R za koju
vrijedi:

e {weN: X(w)<x}={X<x}eF VxekR,

e postoji nenegativna realna funkcija realne varijable f takva da:

PweQ: X(w) <x}) = PUX <x}) = /_xoo £(t)dt, Vx € R.

Funkciju X zovemo neprekidna slucajna varijabla na ), a funkciju f funkcija gustoce.
Uz pojam slucajne varijable pojavljuje se i slucajni vektor.

Definicija 7. Neka je (Q), F, P) vjerojatnosni prostor pridruzen slucajnom pokusu.
Funkciju (Xy,...,Xn) koja svakom ishodu pokusa pridruzuje uredenu n-torku realnih
brojeva (x1, ..., xn) zovemo n-dimenzionalan slucajan vektor ako vrijedi :

{Xl §x1}ﬂ---ﬁ{Xn§xn}€]:
za svaki x1,...,%x, € R.

Definicija 8. Statisticki model F je familija funkcija distribucije slucajnog vektora koja
se uzima u obzir pri zakljucivanju u danom problemu.

Kao poseban statisticki model treba istaknuti parametarski statisticki model u
kojem je poznat tip distribucije do na nepoznati parametar. Kako se nepoznati
parametar najcesce oznacava s 0, funkciju distribucije ozna¢avamo s Fy. Parame-
tarski statisticki model je tada P = {Fs : § € @} pri ¢emu je ® C R* prostor
parametara.

Definicija 9. Slucajni vektor X = (X3, Xo, ..., Xy) zovemo slucajni uzorak, a njegoou
realizaciju (x1,%a, ..., %n) € R" uzorak.

Definicija 10. Jednostavni slucajni uzorak (j.s.u.) iz distribucije zadane slucajnom va-
rijablom X je uredena n-torka slucajnih varijabli (X1, Xo, . .. Xy) od kojih svaka ima istu
distribuciju kao X i medusobno su nezavisne.



Jedna od numerickih karakteristika slucajne varijable koja ce se Cesto koristiti
kroz ovaj rad je ocekivanje. Ocekivanje y slucajne varijable X definira se kao:

EX — 4 — Y.icI XiPis ako je X diskretna
B 2 xf(x)dx, akoje X neprekidna ’

pri ¢emu su x; i p; vrijednosti definirane u 5, a f je realna funkcija realne varija-
ble iz 6. Varijancu slucajne varijable ¢ ra¢unamo kao Var(X) = E(X — EX)? =
EX — (EX)?,dok y/Var(X) nazivamo standardna devijacija slu¢ajne varijable i 0z-
nacavamo ju sa ¢. Slijedece ¢emo definirati normalnu i Bernoullijevu distribuciju.

Definicija 11. Za neprekidnu slucajnu varijablu kaZemo da ima Gaussovu ili normalnu
distribuciju s parametrima y i 0% ako je njezina funkcija ustoée dana izrazom

1 | (x,g)Z R
e 22 ,x €R,
oV 21

gdjesu pic,o > 0realni brojevi. Ako sluc¢ajna varijabla ima normalnu distribuciju s pa-
rametrima y i 02 koristimo oznaku X ~ N (u,0?). Normalna distribucija s parametrima
u=0i0? =1 zove se jedinicna ili standardna normalna distribucija.

flx) =

Definicija 12. p-kvantil slucajne varijable X s funkcijom distribucije F je x, € R takav
da je
P(X<xp)>piP(X>xp)>1—pzape(0,1).

Neki od poznatijih kvantila su 0.5-kvantil kojeg nazivamo medijan slucajne va-
rijable X, 0.25-kvantil i 0.75-kvantil koje zovemo donji i gornji kvartil.

Definicija 13. Za slucajnu varijablu kaZemo da ima Bernoullijeou distribuciju s parame-
trom p ako ona poprima tocno dvije vrijednosti R(X) = 0,1. Njena tablica distribucije

je oblika:
01
Xz(q p),pE(O,l),qzl—p.






3 | Statisticke hipoteze

Statisticka hipoteza je slutnja koja se odnosi na statisticki model i predstavlja pret-
postavku o populacijskoj razdiobi . Pojam , testiranja hipoteza” odnosi se na pos-
tupak donosenja odluke o prihvacanju ili odbacivanju statistickih hipoteza na te-
melju rezultata eksperimenata. U statistickom modelu P statisticka hipoteza H
je njen podskup, tj. H C P. U parametarskim modelima hipoteza je izjava o
vrijednosti nepoznatog parametra - , parametarska hipoteza” koju moZemo iden-
tificirati s nekim podskupom prostora parametara.
Razlikujemo jednostavnu i sloZenu statisticku hipotezu. Statisticka hipoteza je
jednostavna ako je njome jednoznac¢no odredena populacijska razdioba, u suprot-
nom je sloZena. Problem koji nas zanima moramo prevesti u statisticku hipotezu.
Uvijek imamo dvije statisticke hipoteze, tzv. nul statisti¢ku hipotezu H, i alter-
nativnu statisticku hipotezu H;. Nul hipoteza se ne moZe potvrditi, prema tome
u nju stavljamo ono Sto Zelimo odbaciti kako bismo mogli potvrditi alternativnu
hipotezu. Hipoteze moraju biti disjunktne, ali u uniji ¢initi cijeli statisticki model,
t.

HoNH1 =D i P=HoUH;.
Hipoteze se uvijek postavljaju tako da prije provodenja testa vrijedi nul-hipoteza.
Odluku u postupku testiranja hipoteza donosimo na temelju odabranog krite-
rija i realizacije uzorka. Odabrati kriterij znaci definirati pravilo za odbaciva-
nje nul-hipoteze. Obzirom kako se odluka temelji na realizaciji slu¢ajnog uzorka
(X1, X3, ... Xn) statistickog modela, pravilo mora biti iskazano u terminu tog slu-
¢ajnog vektora. U tu svrhu uvodimo pojam "statistika".

Definicija 14. Neka je (X1, Xa, . . . Xy) slucajni uzorak statistickog modela P na temelju
kojega donosimo zakljuckeinekajet : R(Xy, Xa, . .. X,) — R¥ zadana funkcija. Slucajni
vektor T = t(Xq, Xy, . .. Xn) zovemo statistika za taj statisticki model.

Primjetimo da se u slucaju kada je k = 1 radi o sluc¢ajnoj varijabli.

Statisticki test koji koristimo prilikom testiranja statisticke hipoteze kreiran je
kako bismo koriStenjem informacija iz prikupljenih podataka o realizacijama slu-
¢ajne varijable donosili odluku o odbacivanju nul-hipoteze u korist alternativne
hipoteze ili neodbacivanju nul-hipoteze.

3.1 Kriti¢no podrudje

Pravilo po kojemu odbacujemo postavljenu hipotezu podijelit ¢e skup svih mo-
gucih realizacija slucajnog uzorka statistickog modela na dva disjunktna dijela.

7
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Te dijelove oznacavamo s C i C¢ , pri ¢emu je C dio koji odgovara odbacivanju
nul-hipoteze i kojega zovemo kriticno podrugje.

Definicija 15. Za skup C C R(Xy,..., Xn) kaZemo da je kriticno podrucje ako
(x1, ..., Xn) € C povlaci odbacivanje nul-hipoteze.

3.2 Pogreske prve i druge vrste

Sve odluke temeljene na uzorcima iz populacije nisu potpuno pouzdane pa tako
ni zakljucak testa ne mora biti potpuno pouzdan. Uoc¢imo kako nul-hipoteza i
alternativna hipoteza pri definiranju statistickog testa nisu ravnopravne, tocnije
nul-hipotezu ne moZemo prihvatiti. Razlog tome je Sto pri odlucivanju u statistic-
kom testu imamo toleranciju malih vjerojatnosti pogresne odluke.

Odluka koja je donesena statistickim testom mozZze biti ili pogres$na ili ispravna. Pri
tome se mogu dogoditi dva tipa pogresne odluke:

e pogreska I. tipa: odbaciti ¢ ako je ona istinita, to¢nije ako je uzorak x =
(x1...,x,) ukrititcnom podrudju, ali nul-hipoteza je istinita,

e pogreska II. tipa: ne odbaciti #, ako je #; istinita, to¢nije x = (x7 ..., x,) nije
u kriticnom podrudju, ali nul-hipoteza nije istinita.

Najzornije pogreske 1. i II. tipa moZemo uociti kroz primjer sudenja. Postav-
ljanje hipoteza mozemo usporediti sa sudenjem: “nitko nije kriv dok mu se ne
dokaze krivnja”. U tom slucaju se hipoteze postavljaju na sljedeéi nacin:

Ho : optuzenik nije kriv,
H1 : optuZenik je kriv.

Pogreska L.tipa je optuZziti nevinu osobu, dok je pogreska Il.tipa osloboditi osobu
koja je stvarno kriva.

Vjerojatnosti pogreske L. i IL. tipa ovise o stvarnoj distribuciji slucajne varijable na
temelju koje testiramo hipoteze, tj. te su vjerojatnosti funkcije koje distribuciji iz P
pridruZuju broj, ali one nisu definirane na istoj domeni. Vjerojatnost pogreske 1.
tipa moZe se racunati za svaku distribuciju iz H,, a vjerojatnost pogreske II. tipa
racuna se za svaku distribuciju iz #;. Slucajna varijabla o kojoj je ovdje rije¢ zove
se test-statistika, a nju koristimo kako bi izracunali jakost testa.

3.3 Funkcija jakosti testa

Idealan bi statisticki test bio kada bi se x nalazio u kriticnom podrudju i H, nije
istinita, a istovremeno kada x nije u kriticnom podrudju i Hy je istinita. Takav
test gotovo je nemogudce konstruirati, ali mozemo konstruirati test tako da postig-
nemo $to manju vjerojatnost pogreske I. i II. tipa. Vjerojatnost pogresaka opisu-
jemo funkcijom jakosti testa.

Funkcija jakosti testa, u oznaci 7t : P — [0, 1], definirana je za svaku distribuciju
iz P (odnosno za svaku dozvoljenu vrijednost parametra ako je statisticki model
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parametarski) kao 77(F) = Pp{(Xy, Xp,..., Xn) € C}, pri ¢emu Pr oznacava vje-
rojatnost pod pretpostavkom da slucajan uzorak (Xj, ..., X,) ima distribuciju F,
odnosno [F € P. Za parametarski statisticki model funkcija jakosti testa defini-
rana je kao 7t(0) = Pp{(X3,...,Xn) € C},0 € O, gdje je © prostor parametara, a
Py vjerojatnost pod pretpostavkom kako je 6 stvarna vrijednost parametra.

Treba uoditi sljedece:

e 77(IF) (ili 72(0)) je vjerojatnost odbacivanja nul-hipoteze,

o funkcijaa : Ho — [0,1], a(F) = n(F) = Pe{(Xy,...,Xx) € C} daje vjerojat-
nost pogreske Ltipa,

o funkcija g : H; — [0,1], B(F) = 1 — n(F) = Pp{(Xy,...,Xn) € C} daje
vjerojatnost pogreske II.tipa.

U nastavku se radi jednostavnosti fokusiramo na parametarski model i parame-
tarske hipoteze pri ¢emu 7, a i  promatramo kao funkcije nepoznatog parametra
g € 0.

3.4 Razina znacajnosti

Prilikom definiranja testa, odnosno kriti¢cnog podrucja, funkcije a i  Zelimo uciniti
$to manjima. Definiramo:

e maksimalnu vjerojatnost pogreske I.tipa: « = sup a(0) = sup Py(X € C),
0€®g 0€@

e maksimalnu vjerojatnost pogreske Il.tipa: B = sup B(0) = sup Py(X ¢ C).
00, 00,

Vjerojatnost pogreske prvog i drugog tipa ovisi o stvarnoj distribuciji test-
statistike. Zelimo da su vjerojatnosti pogreske $to manje. Vrlo je tesko u klasi¢nom
pristupu, odnosno Neyman-Persanovom pristupu, istodobno u¢initi $to manjima
inip, stoga se najprije fiksira maksimalna dozvoljena vjerojatnost pogreske IL.tipa
«p. Vrijednosti koje se obi¢no uzimaju za ag su 0.01, 0.05 ili 0.1. Nakon $to smo
odredili « test definiramo tako da B bude 5to je moguce manji, odnosno kriti¢no
podrudje biramo tako da & < g . Vrijednost &g nazivamo razina znacajnosti testa
ili nivo signifikantnosti testa te ju obi¢no oznacavamo s a. #y odbacujemo ako se
test-statistika T realizira u kriti¢cnom podrudju, odnosno T = #(X) € C.

3.5 p-vrijednost

Definicija 16. Najmanja razina znacajnosti uz koju odbacujemo H,, odnosno vjerojat-
nost da test-statistika poprimi vrijednosti koje su uz pretpostavku da je H, istinita manje
ili jednako vjerojatne od opaZene vrijednosti test-statistike zove se p-vrijednost.

Pomocdu p-vrijednosti zaklju¢ujemo sljedece:

1° p < a: odbacujemo H( na razini znacajnosti «,
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2° p > a: ne odbacujemo H na razini znacajnosti .

Dokaz protiv Hy je jaci Sto je p-vrijednost manja. Uoc¢imo kako su prilikom de-
finiranja testa nul i alternativna hipoteza u neravnopravnom odnosu te moramo
paziti kako ih definiramo. Primjerice, za nul hipotezu uglavnom uzimamo jed-
nostavnu hipotezu i one hipoteze za koje Zelimo kontrolirati vjerojatnost pogre-
Ske L.tipa dok za alternativnu hipotezu biramo ono $to Zelimo dokazati jer nju
mozemo prihvatiti.



4 | Testovi o ocekivanju

4.1 Testovi o oc¢ekivanju normalno distribuirane po-
pulacije uz poznatu varijancu

Neka je X = (Xy,...,X;) je jednostavni slu¢ajan uzorak koji je iz N (u, 0?) dis-
tribucije pri ¢emu je ¢ € R nepoznati parametar, a 0> > 0 poznata konstanta.
U nul-hipotezi pretpostavljamo da je o¢ekivanje i jednako veé unaprijed zadanoj
vrijednosti o € R. Testovi se razlikuju s obzirom na oblik alternativne hipoteze.
Razlikujemo dvostrane i jednostrane testove. Ovaj test je joS poznat kao z-test jer
test-statistika ima normalnu (z) distribuciju.

4.1.1 Dvostrani test

Hipoteze testa su oblika:

Ho : u = po,
Hi : p # Uo.

Potrebna nam je statistika cija se distribucija razlikuje u Ho i 1. U tu svrhu pro-
motrimo

T(X) = @ﬁ.

U uvjetima H, pripadna test-statistika imat ée N (0, 1) distribuciju, dok ée u uvje-
tima H; ponovno biti normalno distribuirana, ali o¢ekivanje nece biti jednako nula
te ¢e ovisiti o p. Pretpostavljamo kako je H( tocna i ocekujemo kako ¢e razlika
izmedu uzorackog prosjeka i ocekivane vrijednosti biti vrlo mala zbog cega se
oc¢ekuje kako ce test-statistika pratiti standardnu normalnu distribuciju koja ima
ocekivanje 0 i varijancu 1, odnosno N (0,1) .

E(T) _ E(Xn _.MO)\/E: H _VO\/E'
o &

Ako nam ja ipak alternativna hipoteza tocna, to tumacimo kao da postoji stvarna

razlika izmedu uzorackog prosjeka i ocekivane vrijednosti te e i test-statistika

odraZavati tu vrijednost. Test-statistika ¢e i dalje pratiti normalnu distribuciju, ali

joj o¢ekivanje nece biti jednako nuli ve¢ ¢e ovisiti o razlici uzorackog prosjeka i

ocekivane vrijednosti.

.1
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p-vrijednost racunamo prema sljedecoj formuli,
p=PUTX)] > [H]) = 2- Py (T(X) > [£]).

f u prethodnoj formuli oznacavarealizacije test-statistike te je on broj iz skupa re-
alnih brojeva (f € R). Kako bismo definirali test pronadimo kriti¢no podrudje
C u obliku komplementa intervala simetricnog oko nula pri ¢emu kontroliramo
pogresku Ltipa. Neka je C = (—oo, —3) U (%, 00) pri ¢emu je % jednak (1 — 5)-
kvantilu standardne normalne distribucije i « razina znacajnosti.

Slika 4.1: Prikaz pronalaska z, /,

Primjerice, uzmimo da je a« = 0.05. Ako je H, istinita, tada se s vjerojatnoséu 0.95
test-statistika realizira u intervalu [—3,%]. Ako dode do takve realizacije tada
nemamo razloga odbaciti Hy. Ako se dogodi da je realizacija test-statistike van
tog intervala, vjerojatnost tog dogadaja je manja od 0.05 pod uvjetom da je Hy is-
tinita. Prema tome, na razini znacajnosti 0.05 odbacujemo H, jer je realizacija jako

malo vjerojatna u uvjetima H,.

4.1.2 Jednostrani test

Hipoteze testa su oblika:
a)

HO:;’[:#()I
Hi oy > po.

Test-statistika jeista, tj. T(X) = M Vvniuuvjetima H je % vn > 0.
U uvjetima H, test-statistika ima N (0, 1) distribuciju, dok u uvjetima #; ima
ponovno normalnu distribuciju, ali s o¢ekivanjem razli¢itim od nula (y —
o > 0). Test-statistika ponovo prati standardnu normalnu distribuciju pod
pretpostavkom kako je nulta hipoteza to¢na. Ako pretpostavimo kako vrijedi
alternativna hipoteza tada ocekujemo postojanje razlike izmedu aritmeticke
sredine uzorka X, i o¢ekivane vrijednosti . Prethodno definirana razlika
bit ¢e veca od nule $to implicira kako ocekivanje test-statistike nece biti nula
ve¢ upravo definirana razlika y — po pri ¢emu varijanca i dalje ostaje jednaka
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1 (test-statistika je standardizirana). Ako alternativna hipoteza vrijedi test-
statistika ¢e se pomaknuti od nule u smjeru y — pp.

p-vrijednost ra¢unamo na sljedeci nacin,
p =Py (T(X) 2 £).

Kriti¢no podrudje je C = [z, 00), pri Cemu je z, (1 — a)-kvantil A'(0,1) dis-
tribucije.

T \L
I

Slika 4.2: Prikaz pronalaska z, za a) slucaj

Ho : p = o,
Hi:p < po.

Test-statistika je ista kao u a), ali kriticno podrugje se razlikuje i ono je oblika
C = (—09, z4].p-vrijednost ratunamo na sljedeéi nacin,

p= Pﬂo(T(x) < ’?)

Slika 4.3: Prikaz pronalaska z, za b) slucaj

Za velinu testova, racunalni program izbacuje kao rezultat p-vrijednost.
4.2 Test o ocekivanju normalno distribuirane popula-
cije uz nepoznatu varijancu

Nekaje (Xj, ..., Xx) jednostavni slucajni uzorak iz N (u, ) distribucije pri ¢emu
je 02 nepoznata, a 4 € R nepoznati parametar od interesa. Koristimo test-



4.2. TEST O OCEKIVANJU NORMALNO DISTRIBUIRANE POPULACIJE UZ
NEPOZNATU VARIJANCU 14

statistiku oblika

T(x) = X1

S_n Ho \/E

MoZzemo primjetiti kako je test statistika identi¢na kao u prethodnom testu pri
¢emu je ¢ iz prethodne test-statistike zamijenjen sa S, Sto oznacava promatranu
(korigiranu) varijancu uzorka koja predstavlja procjenitelja nepoznate varijance

2
o

4.2.1 Dvostrani test
Hipoteze su oblika:

HO . ‘l/l — ]/10/
H1:p # po.
U uvjetima H test-statistika ima Studentovu distribuciju s n — 1 stupnjeva slo-

bode, tj. 7,1 distribuciju. To tvrdimo prema Teoremu 8.4.3 u [1], kojeg navodimo
u nastavku.

Teorem 1. Ako X3, ..., Xy, oznacava slucajni uzorak iz N (u, 0?) tada
X —
20 K0 b — 1),
Sn

p-vrijednost ra¢unamo prema sljede¢oj formuli p = Py, (|T(X|) > |f]), pri
¢emu je  vrijednost test-statistike. Kriti¢no podrudje bit ée C = (—oo, —ty 18] U
[tn_L%, o) pri éemu je ty1,3 jednak 1 — 5 kvantilu Studentove distribucije s n — 1
stupnjeva slobode.

4.2.2 Jednostrani testovi

a)
Ho : p = o,
Hi oy > po.
p-vrijednost ra¢unamo prema sljedecoj formuli p = Py, (T(X) > f). Kriti¢no
podrudje jednako je C = [t,_1,4,00) pri ¢emu je t,_1, (1 — a)-kvantil 7,,_;
distribucije.
b)
Ho : p = o,
Hi:p < po.

p-vrijednost ra¢unamo prema sljedecoj formuli p = P, (T(X) < f). Kriti¢no
podrudje jednako je C = (—oo, t,,_1,] pri ¢emu je t,_1 , (1 — a)-kvantil 7,4
distribucije.
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Slika 4.4: Prikaz pronalaska t,,_1 4>

Primjer 1. Prosjecna temperatura u lipnju u americkim gradovima iznosi 71.6 Fahren-
heitovih stupnjeva’. U bazi airquality iz paketa datasets u R-u nalaze se podaci za tem-
perature u New Yorku. Jesu li ocekivane temperature u New Yorku u lipnju razlicite od
prosjecne temperature u lipnju u cijelim Sjedinjenim Americkim DrZavama?

Radi se o dvostranom testu o o¢ekivanju uz nepoznatu varijancu. Pretpostav-
ljamo kako je temperatura u lipnju u New Yorku normalno distribuirana i neo-
visna (temperature mjerene na razli¢ite dane nisu povezane). Normalnost uzorka
takoder moZemo provjeriti vizualno (npr. histogram-graficki prikaz distribucije
podataka) ili provesti Shapiro-Wilk test kako bi bili sigurni da nasi podaci zado-
voljavaju pretpostavku normalnosti. Za detaljniji opis testa pogledati [6], a nesto
viSe o histogramu moZemo pronadi u [3]. Hipoteze koje Zelimo testirati:

Ho : u = 71.6 (oCekivana temperatura je ista),
Hi : u # 71.6 (ofekivana temperatura nije ista).

Realizacija test-statistike jednaka je:

= X — 79.1 —-71.6
t(X) = * sn‘uo\/E = Wm = 623

Krititno podrudje oblika je C = (—oo, —t,_1¢] U [t, 14,00). U naSem slucaju

buo1,y = ty 00 = 2.05, stoga je krititno podrudje C = (—o0, —2.05] U [2.05, o0)

iz ¢ega vidimo da se test-statistika realizira unutar kriticnog podrucja. Za p-
vrijednost dobivamo p = 8.597 - 1077 < 0.05 pa na razini znacajnosti 0.05 mozemo
odbaciti Hy i prihvatiti H;, odnosno, tvrdimo da se o¢ekivana temperatura u lipnju
u New Yorku razlikuje od prosjecne temperature u cijelom SAD-u u lipnju.

4.3 Test o ocekivanju za velike uzorke

Uzimajuéi u obzir raznolike baze podataka, svojstva tih podataka te varijabilnost
medu podacima, tesko je to¢no definirati veliki uzorak. Kroz ovaj rad smatrat
¢emo da ukoliko je broj opazanja n veci od 30, uzorak smatramo velikim, no to nije
opcenito tako. Neka je X jednostavni slucajni uzorak iz neke distribucije, EX; = u
i VarX; = 02, pri éemu je 02 konac¢na. Za testiranje takvog uzorka koristimo ¢-test
koji je asimptotski.

IPodatak sa stranice https: | Jwww.tuiholidays.ie/ .
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Primjer 2. U tablici Abbey paketa BSDA nalaze se podaci dnevnog povrata cijene (u
penijima) dionica Abbey National izmedu 31.srpnja 1991. i 8.listopada 1991. MoZemo li
na razini znacajnosti 0.05 torditi da je ocekivani dnevni povrat u penijima veci od 2502

Kako nas zanima je li ocekivani dnevni povrat veéi od 250 penija, potreban
nam je jednostrani f-test ija je realizacija test-statistike, obzirom na promatrane
podatke:

fx) = X" H0 /iy = 29996 — 250 =5 _ e300,
Su 5.61
Hipoteze koje testiramo su:
Ho : p = 250,
Hi : gi > 250 (4.1)

Kriti¢no podrudje stoga je jednako C = [t,_1,,00). Kakojen = 501ia = 0.05,
kriti¢no podrudje je: C = [t49,0.05,00) = [1.67,00). Test-statistika realizira se unu-
tar kriticnog podrudja iz ¢ega zakjucujemo da odbacujemo . Jednak zakljucak
dobivamo iz p-vrijednosti koja iznosi p = 2.2-107'¢ < 0.05 i prihvacamo alter-
nativnu hipotezu, odnosno mozemo tvrditi da je ocekivani dnevni povrat veéi od
250 penija.



5 | Test o proporciji (vjerojatnosti
dogadaja)

Neka je X = (X, ..., X,) jednostavni slu¢ajan uzorak koji ima Bernoullijevu dis-

tribuciju
0 1
1—F & #°

pri ¢emu je 6 € (0,1) nepoznati parametar koji interpretiramo kao vjerojatnost
ili proporciju od interesa. Ovim testom Zelimo testirati je li parametar 6 jednak
ve¢ nekoj unaprijed zadanoj vrijednosti 6y uz razinu znacajnosti a. Pripadna test-
statistika brojat ¢e uspjehe i ona je oblika

U uvjetima istinitosti H,, odnosno kada je H : 6 = 6, test-statistika ima binomnu
distribuciju sa parametrima 7 i 6y (odnosno T(X) ~ B(n,6y)). Priroda podataka
nam govori o kojoj je distribuciji rije¢, tocnije broj uspjeha(u ovom slucaju nasa
test-statistika) u n pokusa, pri ¢emu je uspjeh s vjerojatnoséu 6y prati binomnu
distribuciju.

5.1 Dvostrani test

Hipoteze u dvostranom testu su oblika:

FHa:P=8,
Hl 10 75 90.
Kriticno podrucje je oblika C = {0,...,k} U {k,...,n}, pri demu je k €

{0,1,2,...,n} najvedi broj takav da je

ks n n
P10 <8 = 1 (1 )eba 0 < 5,

a k je najmanji element od {0, 1,...,n} takav da je
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Ako bi f bila realizacija test-statistike, onda ¢e p-vrijednost biti vijerojatnost da
T bude jednako ili manje vjerojatna nego #, 4.

P = Z PQO(T:k)-

k€{0,1,...,n}:P90 (T:k)gpgo (T:f)

Primjer 3. Tablica PhDPublications.csv' sadrZi podatke o doktorandima biokemije. Uz
broj djece, broj objavljenih raddova i bracni status, takoder sadrZi i podatke o spolu. Mo-
Zemo li torditi da je udio muskaraca i Zena razlicit?

Obzirom da preispitujemo udio muskaraca i Zena, radi se o testu o proporciji
¢ije su hipoteze:

7‘[0 20 = 0.5,
7‘[1 10 75 0.5.
0 moze biti ili udio Zena ili udio u muskaraca u uzorku, no mi ¢emo se odluciti

da je 0 udio Zena u uzorku. Od ukupno 915 promatranja, 421 su Zene. Dakle,
realizacija test-statistika bit ce:

915

f(x) =) x =421
i=1

Za kriti¢no podrugje C = {0,...,k} U {k,...,n} trebaju nam k i k. U nagem slu-
Caju

e ke {0,1,2,...,915} najvedi broj takav da je

k 7915 0.05
ST 2B = 05)%(0.5)k < =,
R <8 = 1 (%)) 05105 < %

e k€ {0,1,...,915} najmanji broj takav da je
k
Pos(T(X) > k) = Z <915> (0.5)%(0.5)F < o]

Iz prethodnog dobijemo da su k = 427 k = 488 pa je kriticno podrudje
C=10,...,427} U {488,...,915}. Vidimo da se test-statistika realizira unu-
tar kriti¢cnog podrucdja iz ¢ega zaklju¢ujemo da moZzemo odbaciti H. Isti za-
kljuc¢ak dobijemo ukoliko pogledamo p-vrijednost koja iznosi 0.01725 < 0.05.
Dakle, odbacujemo # i moZemo tvrditi da je udio muskaraca i Zena razlicit.

IStvorena od podataka iz knjige Social Forces autora J. S. Long, nalazi se u skoplu poglavlja The
Origins of Sex Differences in Science.
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5.2 Jednostrani testovi

Jednostrane testove koristimo kod ispitivanja je li proporcija veca ili manja od za-
dane vrijednosti, odnosno kada imamo specifi¢na oc¢ekivanja o smjeru promjene,
a testiranjem vidimo je li promjena u tom smjeru znacajna. Hipoteze su slijedece:

a)
HO g = 60,
Hq:0 > 60,
te je krititno podrudje C = {ky,...,n} gdje je k; najmanji element iz
{0,1,...,n} takav da vrijedi
Sl LA k
Po(T>ky) = ) ' 05(1 —0p)" < a.
k=ky
b)
Ho 10 = 90
Hq:0 <6y,
gdje je kriticno podrudje C = {0,1,...,k} za k, najveéi element iz

{0,1,...,n} takav daje

k
Po(T<ky) =Y. (k) Bk (1 — 6y)k < a.
k=0

P-vrijednost za prvisludajjednakaje p = Py, (T > f), dokje za drugi slucajjednaka

Primjer 4. Ana Seta Budimpestom i odlucila je da Zeli popiti dobru kavu. Prvi put se nasla
u Budimpesti i ne zna koji kafi¢ je dobar. U blizini vidi Starbucks i odlucila je pogledati
Google recenzije. Prolazeci na brzinu kroz ocjene vidjela je da ima jako puno ocjena 1. Iako
joj je stvarno hladno, ne Zeli uéi ukoliko je udio jedinica 51 posto ili vise.

Koristimo bazu podataka Starbucks Reviews Dataset” koja sadrZi ocjene iz recen-
zija za kafi¢ Starbucks, s naglaskom na to da smo nedostajuce podatke, odnosno
recenzije bez ocjena uklonili iz promatranja. Ukupan broj promatranja tada je 705.
Kako se radi o jednostranom testu o proporciji, potreban nam je broj uspjeha za
test-statistiku. Kako je uspjeh ukoliko je ocjena 1, ukupan broj recenzija kojima je
ocjena 1 je 451, stoga je realizacija test-statistika jednaka:

. n 705
t(X) = in = in = 45].
i=1 1=1

?Baza podataka pronadena je na https:/ /www.kaggle.com /.
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Neka je 6 udio jedinica u uzorku. Tada su hipoteze:

7'[0 8= 0.51,
Hj 2@ =051

Kriti¢no podrudje je C = {kq,...,n}, pri¢emuje ky € {0,1,2,...,n} najvedi broj
takav da

705
Posi(T> k1) =) (725> (0.51)(0.49)F < 0.05.
k=k;

Vrijednosti tog broja je k1 = 382 pa je kriti¢no podrudje C = {382, ...,705} iz Cega
vidimo da se test-statistika realizira u kriticnom podrucju. Analogan zaklju¢ak
slijedi i pogledamo li p-vrijednost. Za p-vrijednost dobivamo p = 2.559 - 10712 <
0.05 pa na razini znacajnosti 0.05 mozemo odbaciti Hy i prihvatiti H;, odnosno
udio jedinica veci je od 51 posto i Ana nece udi u kafié.



6 | Test o kvantilima

Neka je X = (Xj,...,Xy) js.u. iz funkcije distribucije F slucajne varijable X sa
funkcijom kvantila definiranom kao Q(p) = inf{x € R: F(x) > p},p € (0,1), te
ako je F strogo rastuca i neprekidna, onda je Q = F~!, §to ¢emo u nastavku pret-
postaviti. Takoder, neka je X neprekidna slu¢ajna varijabla. Zelimo testirati da je
vrijednost Q(po) jednaka unaprijed zadanoj vrijednosti x( za zadani py, odnosno

Ho : Q(po) = Xo.
Hipotezu ekvivalentno moZzemo zapisati kao
Ho : F(x0) = po & Ho : P(X < x9) = po
pa test samim time svodimo na testiranje hipoteze
Ho : 0 =0,

gdje je & = P(X < xp) nepoznati parametar i ) = py. Zbog toga Sto je test
egzaktan to ga ¢ini primjenjivim i na male uzorke. Slijedi primjer alternativne
hipoteze za dvostrani test:

leQ(po)#xo(:)Hl:F(xo)#pO@HyG#po.

Primjer 5. Dogecoin je kriptovaluta koju su 6. prosinca 2013. godine osmislili Billy Mar-
kus i Jackson Palmer. Stvarajuci ovu "saljivu" kriptovalutu htjeli su se narugati nepredvi-
divosti ulaganja u kriptovalate, no neki su ovo vidjeli kao perspektivno ulaganje tako da se
u Dogecoin moze uloZiti i danas. Cijena ove kriptovalute ¢ak je u 2021. godini doZivjela
porast, a raste i danas. Medijan cijene do 2021. godine bio je 0.027 dolara. MoZemo li
torditi da je 2021. godine medijan cijene Dogecoin-a bio veci od 0.027?

Koristimo bazu podataka DogeCoin Historical Price Data'. Zelimo li provijeriti je
li medijan cijene veci od 0.027 dolara, moramo se koristiti testom o kvantilima s
pretpostavkama:

Ho : medijan = 0.027 < Ho : Q(0.5) = 0.027 < F(0.027) = 0.5 < P(X < 0.027) = 0.5,
Hy : medijan > 0.027 < H; : Q(0.5) > 0.027 < F(0.027) < 0.5 < P(X < 0.027) < 0.5.

Sada sa 6 oznac¢imo P(X < 0.027) te slijedi

7‘[0 0= 0.5,
Hy 18 < 0.5,

!Baza podataka pronadena je na https:/ /www.kaggle.com/

pdl
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Time smo se sveli na jednostrani test o proporciji. Kako promatramo vjerojatnost
dogadaja X < 0.027, u bazi podataka 27 podataka zadovoljava taj uvjet, dakle
realizacija test-statistike ovog testa je:

365
x,-:27.

o

N
I
pt

E(X) = éxi =

Za kriti¢no podrudje potreban nam je k, najveéi element iz {0,1,...,n} takav da
vrijedi

Pos(T <ki) =) k

k& (365
k=0

)(0.5)0" (0.5)F < 0.05 = 166

pa je kriti¢no podrudje C = {0,1,...,166}. Vidimo kako se test-statistika realizira
unutar kriti¢cnog podrucdja zbog ¢ega bi zakljucili da odbacujemo H,. Isti zakljucak
slijedi i pogledamo li p-vrijednost 2.2 - 10716 < 0.05. Dakle, moZzemo tvrditi da je
medijan cijene kriptovalute Dogecoin u 2021. godini veéi od 0.027 dolara.



7 | Testiranje hipoteza o distribuciji

Neka je X = (Xi,...,Xn) j.s.u. iz nepoznate funkcije distribucije F. Testiranje
hipoteza o distribuciji zapravo se radi o testiranju jednakosti distribucije F s funk-
cijom distribucije Fo:

Ho : F(x) = Fy(x), zasvaki x € R.

7.1 X test

Ovaj test koristimo u slucaju kada imamo distribuciju Fy diskretne slucajne vari-
jable ¢ija je slika kona¢na, odnosno kada vrijedi

A (2 ).
R

Sada ¢emo definirati dvije veli¢ine koje ¢emo koristiti kod definiranja test-
statistike:

e opaZene ili empirijske frekvencije od yx, k = 1, ..., m definirane s
fk = 2?21 I{Xi=yk}' k=1,...,m.

e ocekivane ili teorijske frekvencije od yi, k = 1,. .., m definirane s
Bpey k= Lyuny i

Test-statistika je oblika
= (fe —npp)?

T(X) = Z —Ok
k=1 TP
koja u uvjetima istinitosti Ho asimptotski ima x2, , distribuciju. Test-statistika
zapravo je suma kvadrata normalnih distribucija koje nisu nezavisne te x2, ; dis-
tribuciju dobijemo limesom. m ovdje oznacava veli¢inu slike, a ne cijelog uzorka.
Mozemo primjetiti da alternativnoj hipotezi #; u prilog idu vece vrijednosti T'(X)
pa je krititno podrudje oblika C = [hy—14,%0), gdje je hm—14 = Q)2 71(1 — )
(1 — a)-kvantil x? distribucije s m — 1 stupnjeva slobode kao &to je prikazano na
iducoj slici:

23
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Slika 7.1: Prikaz pronalaska h,,_1 »

Napominje se da kod koristenja ovog testa treba voditi racuna o iduéem:

e ako je Fy diskretna distribucija s beskona¢nom slikom dosta opazenih frek-
vencija bit ¢e 0 pa u tom slucaju realizacije bi se mogle kategorizirati tako da
daju distribuciju s kona¢nom slikom pa nad tim uzorkom koristiti x? test

e testje asimptotski pa je bitno da aproksimacija distribucije test-statistike bude
vrlo dobra (obi¢no gledamo da ocekivane frekvencije moraju biti barem 5).
Za vise detalja o testu pogledati Poglavlje 10 u [7].

Primjer 6. U 80 bacanja nekog novcica, pismo se okrenulo 53 puta, a glava 27 puta.
Mozemo li na razini znacajnosti 0.05 torditi da novcié nije pravilan?

Neka je pad nov¢ica na glavu dogadaj 0, a na pismo dogadaj 1. Ukoliko je
nov¢i¢ pravilan, glava i pismo realiziraju se s jednakom vjerojatnos¢u. Dakle,
P(0) = P(1) = 0.5. Kako Zelimo testirati je li nov¢i¢ pravilan, neka je X distri-
bucija pravilno izradenog nov¢ica. Tada su hipoteze:

, 0 1
H“XN(1Q U2>

7'[1 . ne 7‘[0.

Neka je f; frekvencija padanja glave, a f, frekvencija pada pisma. Realizacija test-
statistike jednaka je:

i nm)::i(ﬂ—nﬁyz(ﬁ—nﬂy+ﬁh—nﬁf
o o e np np
_Q%4m4f%—my

0 0 = 8.45.

Kritiéno podrugje oblika je C = [hy—1,4,00) pri Cemuje hy—10 = Q)2 71(1 —u) =
QX%(O.%) = 3.84. Dakle, kriti¢no podrudje je C = [3.84, ). Zbog ¢injenice da
se test-statistika realizira unutar kriticnog podrudja, kao i zbog cinjenice da za
p-vrijednost dobivamo p = 0.00365 < 0.05 odbacujemo H, i prihvaéamo #;,

odnosno mozemo tvrditi da je nov¢i¢ nepravilan.
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7.2 Kolmogorov - Smirnovljev test

Kod uzoraka iz neprekidnih distribucija koristimo Kolmogorov-Smirnovljev (KS)
test. Hipoteze su iduce:

Ho : F(x) = Fy(x), zasvakix € R,
H1 : postoji x € R takav da je F(x) # Fo(x).

Ovdje se test-statistika bazira na razlici izmedu empirijske funkcije distribucije
F,(x) i pretpostavljene teorijske distribucije Fy. Test-statistiku definiramo kao:

Dy, = sup |F(x) — Fy(x)|.
x€R

Kod uvijeta istinitosti hipoteze Hy distribucija D, ovisi o veli¢ini uzorka, ali ne o
funkciji distribucije F. Za vise detalja o testu pogledati Poglavlje 13 u [7].

Primjer 7. Na vrazini znacajnosti 0.05 testirajte dolazi li  realizacija
(0.09,0.11,0.26,0.86,0.83) j.s.u. (X1, Xa, X3, Xy, X5) iz U(0, 1) distribucije.

Uvedemo oznake:
e I - funkcija distribucije ¢/(0,1),
e F - funkcija distribucije iz koje dolazi zadan j.s.u.
Definiramo hipoteze koje Zelimo testirati:
Ho : F = Fy (uzorak dolaziiz ¢4(0,1)),
Hq : F # Fy (uzorak ne dolaziiz 4(0,1)).

Za p-vrijednost dobivamo p = 0.5073 > 0.05 i ne odbacujemo Hy. Kako je test
egzaktan moZe se primjeniti i na ovako malom uzorku.

7.3 Testovi normalnosti

Kako se brojni testovi baziraju na pretpostavci da je distribucija uzorka normalna,
nerijetko se pojavi ovakav problem kod hipoteza:

Ho : uzorak dolazi iz normalne distribucije,

H;1 : uzorak ne dolazi iz normalne distribucije.

Jedan od boljih testova normalnosti je Shapiro-Wilkov test. Za detaljniji opis testa
pogledati [6].

Primjer 8. U tablici Chesapea paketa BSDA nalaze se podaci mjerenja povrsinske slanosti
rijeke Severn izvan obale Annapolisa, Maryland iz 1927. godine. Na razini znacajnosti
0.05 ispitajte hipotezu o normalnoj distribuiranosti danog uzorka.

Hipoteze koje testiramo:

Ho : povrsinska slanost ima normalnu distribuciju,
H, : povrsSinska slanost nema normalnu distribuciju.

Dobivena p-vrijednost je 0.4973 > 0.05 te ne odbacujemo #,.






8 | Zakljudivanje temeljeno na dva
uzorka

U sluc¢aju promatranja dva uzorka, vrlo je bitno radi li se o nezavisnim ili vezanim
slucajnim uzorcima.

Neka je X = (Xj,...,Xy,) jednostavan slucajan uzorak iz neke distribucije i
Y = (Yi,...,Ys,) jednostavan slu¢ajan uzorak iz neke distribucije. KaZemo da
su ova dva uzorka nezavisna ako su sve X;,i = 1,...,m1Yj,j = 1,...,1n2 me-
dusobno nezavisne, X3, ..., Xy, sujednako distribuirane, a Y3, ..., Y, su jednako
distribuirane.

Promatramo dva slu¢ajna vektora X(1) = (Xil),...,X,(ll)) iX2 = (XF),...,X,(E)).
KaZzemo da su to vezani (ili zavisni) slucajni uzorci ukoliko vrijedi da je

((Xf), X§2) | — (Xr(ll), X,SZ) )) dovdimenzionalan jednostavan slu¢ajan uzorak, tj.
1y 2) |- (Xfll), X,(qz)) jednako distribuirani i nezavisni slu-
¢ajni vektori. Vazno je za napomenuti da su u tom slu¢aju i X(*) i X(?) jednostavni

(2)

‘i . A e A . - .
slu¢ajni uzorci iz nekih distribucija, no to ne znaci da su i X]E ) i X, nezavisne.

u tom slucaju su (X(l) X§

8.1 Testovi za nezavisne slucajne uzorke

Uvedimo oznake i pretpostavke kojima éemo se koristiti u slu¢aju nezavisnih uzo-
raka:

o X =(Xj,..., Xy ) js.u. iz neke distribucije,
oY = (Yy,...,Yn,)js.u. iz neke distribucije,
e X iY sunezavisni,

e E[X1] = m1, E[Y1] = uo.

Prvo éemo se osvrnuti na testove o ocekivanju za nezavisne slucajne uzorke. Raz-
lika u odnosu na testiranje na jednom uzorku je ta Sto ovdje ne poznajemo niti 4
niti y1o, dok smo u testiranjima s jednim uzorkom imali neku zadanu vrijednost s
kojom smo usporedivali.

27
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8.1.1 Testovi o ocekivanju za nezavisne slucajne uzorke s nor-
malno distribuiranim populacijama i poznatim varijan-
cama

Promatramo:
e X =(Xj,...,X,) jednostavan slu¢ajan uzorak iz N (yq,0%),
e Y = (Yy,...,Y,) jednostavan sluajan uzorak iz N (yi, 03),
e X iY nezavisni,
e 07> 0102 > 0 poznati,
e 11 € Ripy € Rnepoznati parametri.
Test-statistika kojom se koristimo ovdje jest:
Xu, — Y
T(X,Y)="_"2
1 2

0’2 (72
Vot
— i —
dj X :—E Xi, Y :—E X
g ]e su nm Tll £ 1 np nz b 1

Imamo 7 slucajnih varijabli koje dolaze iz j.s.u. ¢ija je distribucija normalna, od-
nosno N (u,0?). Kako sve varijable dolaze iz j.s.u. lako izratunamo kakvu arit-
meti¢ka sredina ima distribuciju. Aritmeti¢ku sredinu oznacit éemo s X, te idemo
izracunati oc¢ekivanje.

— it 8 1.2
BI%) —E |5 V(%)) =
=
Sada jo$ trebamo izrac¢unati varijancu aritmeticke sredine,

n

n

VLZT(X_n) = Var(% Z(XJ) = % Z Vﬂ?"(Xi) = —  n-g-=—.
i=1 i=1

Time smo pokazali kako aritmeti¢ka sredina ima A ( U, %2> distribuciju [tvrdnja

preuzeta iz [2]].
Prema prethodnoj tvrdnji vrijedi:

— N 0-12
L an R (,ull n_l),

2
eV 0
® Y, ~ N (}lz,i)-
Cinjenica da su X, i Yy, medusobno nezavisne slijedi iz tog da su definirane kao
sume medusobno nezavisnih varijabli. Razlika normalnih nezavisnih varijabli po-
2 2
. v . ’ N Y . % 05
novno je normalno distribuirana, tj. X, — Yn, ~ N (]/11 H2, 5 + n—z) Stoga
testove o ocekivanju za dva nezavisna uzorka zapravo svodimo na isti z-test koji

koristimo za testove o ocekivanju za jedan uzorak te pri tome u alternativnoj hi-
potezi usporedujemo s 0, odnosno:
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¢ u slucaju dvostranog testa hipoteze su:
Ho @ 1 — po = 0 (zapravo gledamo je li iy = uy),
Hq @ p1 — po # 0 (zapravo gledamo je li yy # uz).
e U slucaju jednostranih testova hipoteze su:
a)

Ho : p1 — p2 = 0 (zapravo gledamo je li yy = ),
H : g1 — p2 > 0 (zapravo gledamo je li iy > pa);

Ho : p1 — p2 = 0 (zapravo gledamo je li yy = y»),
Hi 2wy — pp < 0 (zapravo gledamo je li py < ).

8.1.2 Testovi o ocekivanju za nezavisne slucajne uzorke s nor-
malno distribuiranim populacijama i nepoznatim varijan-
cama

Neka vrijedi sljedece:

e X = (Xy,..., Xy, ) jednostavan slucajan uzorak iz N (yi1, 07),
e Y = (Yy,...,Yy,) jednostavan slucajan uzorak iz N (y2, 03),
e X iY nezavisni,

e 02 > 0102 > 0 nepoznati,

e 11 € Riuy € Rnepoznati parametri.

Test-statistika definirana je kao:

Xpy — Y
T(X,Y) = ¥
5% , S%
ot
< 1 ¢ v 1 ¢ 5 1§ X )2 g2
dj Xoy = — ) Xg ¥Yp, = — ) ¥, 5, = —— X — Xg, J B, =
g ]e su ni Tll Z; 1 np le 1221 1 nq 1’11 . 1 1:21( 1 7’11) nyp
| - -
Y (Y, — Yy )2. Primje¢ujemo sli¢nost test-statistike s prethodnim testom,
ny — 1 =1 J 2

no razlika je u tome $to su nam varijance nepoznate te koristimo korigirane va-
rijance uzorka S; i S . Ukoliko je H, istinita, test-statistika T ima Studentovu

distribuciju s v stupnjeva slobode, odnosno T ~ 7, gdje

82 52 2
n n

i
nq nop
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dobijemo Welch-Satterthwaitovom formulom te se ovaj test cesto i zove Welchov
t-test. On je varijacija na klasi¢ni ¢-test, no pouzdaniji je u sluc¢aju nejednakih vari-
janci i razli¢itih veli¢ina uzoraka koje promatramo. Ostatak postupka provodi se
analogno postupku kod t-testa na jednom uzorku. Za vise detalja o testu pogledati
poglavlje 11 u [1].

8.1.3 Testovi o ocekivanju za velike nezavisne slucajne uzorke

Ukoliko je n; > 301in, > 30, onda uzorke smatramo velikima. U tom slucaju
se za isptivanje jednakosti ocekivanja moZemo posluziti Welchovim ¢-testom. No,
ponovno kao i kod testova o ocekivanju na jednom velikom uzorku, moramo biti
oprezni kod donosenja zakljucaka.

Primjer 9. Tablica Concrete paketa BSDA sadrZi podatke cvrstoce betonskih blokova pro-
izvedenih dvama razlicitim metodama (old i new). MoZemo li na razini znacajnosti 0.05
torditi da nova metoda(new) ocekivano proizvodi cvrsée blokove?

Hipoteze koje testiramo su:

Ho @ p1 = yo,
Hl:yl > Uo.

gdje su
e X, - ¢vrstoca blokova proizvedenih novom metodom,
e X,, - ¢vrstoca blokova proizvedenih starom metodom,
® 111 - ocekivana ¢vrstoca blokova proizvedenih novom metodom,
® 15 - ocekivana ¢vrstoca blokova proizvedenih starom metodom.

Za potrebe izracuna realizacije test-statistike racunamo:

B 1 np 1 10
[ J xn1 — n—l = xi = E 1221(152 + 5w + 160) = 1472,
1 nq 1 10
o F = L% =g L(132 4. +187) = 1361,
i=1 i=1
1 np 1 10
2, = 2 2 __
) Sn1 = w—— 1 Zzzl(xl — an) — 10—_1 :1(.7(1 — 147.2) — 81.02,
1 ny 1 10
el = — (% —%n)? = 55— (% —136.1)* =72.77.
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Realizacija test-statistike sada je jednaka:

Xny — Xn, 147.2 —136.1

Fx,y) = = = 2:830.
\/ 2 g2 81022 | 72.77
4422 10 10
nq ny
Za kriti¢no podrucje potrebna nam je Studentova distribucija s v stupnjeva slobode
gdje
2 2 \° 2
] s, 81.02 L 1277
o M 10 10
P = . [ =17.948.
o, h 8L02° | 7277
ni(nmy—1) ni(np—1) 107-9 ~ 1P -9

Kriticno podrudje jednako je C = [t, 4, 00) pri ¢emu je t,, (1 — a)-kvantil 7, dis-
tribucije. Dakle, nase kriti¢no podrudje jednako je C = [t1g,0.05,00) = [1.734, 00).
Vidimo kako se test-statistika realizira unutar kriti¢cnog podrucja pa odbacujemo
nulltu hipotezu i tvrdimo da nova metoda proizvodi ¢vrsée blokove. Do istog
zakljucka dolazimo i preko dobivene p-vrijednosti koja iznosi 0.01112 < 0.05.

8.1.4 Test o proporciji za nezavisne slucajne uzroke
Pretpostavke koje imamo ovdje su sljedece:

e X = (Xy,...,Xy) jednostavan sluc¢ajan uzorak iz Bernoullijeve distribucije

0 1
1-6, 6, )’

e Y = (Y,...,Yy,) jednostavan slucajan uzorak iz Bernoullijeve distribucije

0 1
1-6, 6, )’

&

e X iY nezavisni,
e 01,0, € (0,1).

Zanima nas je li vjerojatnost dogadaja od interesa jednaka u prvoj i drugoj popu-
laciji ili ne, odnosno hipoteze koje promatramo bit ée:

H() . 91 = 02,

Hl : 91 75 02.
Test-statistika za ovaj problem je
> = 2
(an - Ynz)

nlYnl + 7’127,12 (1 _ nlynl + 1’12?”2) (l n 1 > .

<+ By Hy + % ny o Ny

T(X,Y) =
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U uvjetima istinitosti hipoteze Hy, v/ T(X, Y) ima asimptotski N (0, 1) distribuciju.
Ukoliko je K ~ N(0,1), onda je K? ~ x2(1).

Koristec¢i prethodnu tvrdnju dolazimo do zakljucka da u uvjetima istinitosti Hg
mora vrijediti T(X,Y) ~ x?(1). Test se nadalje moZe provoditi kao z-test ili kao
x>-test. Ne smijemo zaboraviti da je test asimptotski te da stoga trebamo velike
uzorke kako bi rezultati bili valjani.

Primjer 10. U bazi podataka Students Performance Dataset! nalaze se podaci o 2392
srednjoskolca. Je li na razini znacajnosti 0.05 proporcija prosjeka ocjena veceg od 3 razlicita
medu djevojcicama i djecacima?

U nasem uzorku nalazi se 1170 djecaka i 1222 djevojcice. Medu njima 161 dje-
vojcica te 160 djecaka imaju prosjek veci od 3. Neka je 6; udio dj
Definiramo:

e 0; - udio djevojcica kojima je prosjek ocjena veci od 3 medu djevojcicama,
e 0, - udio djecaka kojima je prosjek ocjena veci od 3 medu djecacima.
Hipoteze su iduce:

H()Zgl :92,
H1!91 7592.

Oznacimo li s 1 dogadaj kada je prosjek veci od 3, distribuciju djevoj¢ica mozemo

zapisati kao:
0 1
X~ ( 1-6, 6 )

0 1
Yi“’(1—91 92)'

Za izracun realizacije test-statistike koristimo idude:

a djecaka

161 160 \?
RN B .
o (Fun, —7,,)> = (—1222 - —1170) = 2.500909 - 10,

M¥n + 127, 161+ 160
- — 0.134197
* Tt m T 1170 -~ L4973,

A 1
L - 4. 0001673031
*w w122 T Ti70

Sada imamo:

2.500909 - 10>

H'Y) = 51341973 - (1 = 0.1341973) - 0.001673031 — 1226963

!Baza podataka pronadena je na https:/ /www.kaggle.com /.
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Kriti¢no podrudje oblika je C = [hy;_1,,00) pri Cemu je hy 1, = Q.2 g (1-—a) =
Qe (0.95) = 3.84. Kako je nasa test-statistika 0.1286563, a kriti¢no podrucje je C =

[3.84, 00), vidimo kako se test-statistika ne realizira unutar kriticnog podrudja pa
ne mozemo odbaciti nul hipotezu. Dobivena p-vrijednost jednaka je 0.6174 > 0.05
i potrvduje na$ prethodni zaklju¢ak. Ne odbacujemo nul hipotezu, odnosno ne
mozemo tvrditi da su proporcije onih koji imaju prosjek veci od 3 razli¢ite medu
djecacima i djevojcicama.

8.1.5 Test o lokacijskom pomaku

Pretpostavke koje koristimo u ovom slucaju:

e X =(Xj,...,Xp,)js.u. iz neprekidne distribucije Fx slu¢ajne varijable X,
oY =(Yy,...,Yy,) js.u. iz neprekidne distribucije Fy slu¢ajne varijable Y,
e X iY nezavisni,

e Fx i Fy imaju isti oblik, ali mogu se razlikovati za lokacijski pomak.
Lokacijski pomak oznacimo s 6 € R. Zadnju pretpostavku mozemo zapisati kao
P(X<x)=Fx(x)=F(x—6)=PY<x—-6)=P¥+6<x), VxR

iz ¢ega vidimo da je X jednako distribuiran kao Y + 4, a to vrijedi ako i samo ako
je X — ¢ jednako distribuirano kao Y. Stoga se testiranje hipoteze o distribucijama
svede na testiranje broja.

e dvostrani test

H() 0= 0,
H1:36 € Riakavda Fx(x) = Fy(x —9), Vx € R,

e jednostrani testovi

a)
7‘[0 ) = 0,
Hq:36 > 0takavda Fx(x) = Fy(x —9), Vx € R,

HO P = 0,
Hq: 36 < 0takav da Fx(x) = Fy(x —9), Vx € R.

Slucaj pod a) zovemo pozitivan lokacijski pomak, dok je slu¢aj b) negativan

lokacijski pomak. 1z X £ Y + 4§ slijedi E[X] = E[Y] +0 <= 1 = o +06 <=
u1 — p2 = 6. DonoSenje zakljucaka koji idu u korist alternativnoj hipotezi testa
implicira isti zakljucak i kod t-testa. Ovaj test zovemo Mann-Whitney-Wilcoxonov
test i on je alternativa klasi¢nog t-testa. Prednosti su te $to je egzaktan (pa se
kao takav moZze se koristiti i za male uzorke) te nema nikakve pretpostavke na
distribuciju osim na njezin oblik. Za viSe detalja 0 samom testu pogledati poglavlje
Mann-Whitney-Wilcoxonov test u [4].
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Slika 8.1: Funkcija distribucije za slucaj pod a)

y

Slika 8.2: Funkcija distribucije za slucaj pod b)

Primjer 11. U tablici iris iz paketa datasets u R-u nalaze se podaci o sirini i duljini casice
i latice triju vrsta irisa: setosa, virginica i versicolor. Zanima nas moZemo li na razini
znacajnosti 0.05 torditi da je Sivina latice irisa setosa manja od Sirine latice irisa virginica?

Za svaku vrstu irisa imamo 50 podataka o Sirinama latice. Neka je s Fx ozna-
¢ena distribucija Sirine latice irisa setosa, a s Fy distibucija Sirine latice irisa virginica.
Hipoteze koje testiramo:

Ho : Fx(x) = Fy(x), zasve x € R,
Hi:zad <0, Fx(x) = Fy(x —J), zasve x € R.

MoZemo to zapisati i kao:

Ho: XLy,
Hq :za5<O,XiY+5.

Za p-vrijednost dobivamo p = 2.2-107! < 0.05 pa na razini znacajnosti 0.05
odbacujemo hipotezu H, i tvrdimo da je Sirina latice irisa septosa manja od Sirine
latice irisa virginica.

8.1.6 Testovi o distribuciji za nezavisne slucajne uzorke

Razlikujemo dva testa koja koristimo za testiranje distribucija nezavisnih slucajnih
uzoraka, a to su:

o x’-testo homogenosti
Ovaj test nam omogucuje testiranje jednakosti diskretnog obiljezja ul > 2
populacija. 1z svake od populacija dolazi po jedan uzorak:



8.1. TESTOVI ZA NEZAVISNE SLUCAJNE UZORKE 85

= populacija 1- (XF), s X,Si)) j.s.u. iz ( p(]/ll),---,}/izl)> ’

1 s

— populacija [ - (Xgl), i .,X,(q?) js.u. iz (p]{ﬁ'""ﬁ;)) "

i R e

i svi uzorci su medusobno nezavisni. U ovom testu potrebna nam je sljedeca

tablica:
Vi Y2 .o Yn
Llfm fiz e Fim | ™
2| fan fo ... fon|m2
Hfa fo --- fu|lm
fi fo ... fu|N
Tablica 8.1: Tablica frekvencija
gdje su

— fij - frekvencija y; u i-toj populaciji,
n
- fi= ) fij - frekvencija y; u realizacijama svih uzoraka zajedno,
i=1
m
- N =) _n; - veli¢ina svih uzoraka zajedno.
i=1

Hipoteze koje mi Zelimo testirati su:

Iy
HO:p](_l):p](_z):...:p](.)’]:]_,.-u,n/

Hq : ne Ho.

Nj’ F = Lyecsythy
a ocekivana frekvencija y; u i-toj populaciji je onda pjn;, i = 1,...,1,j =
1,...,n. Test-statistika definirana je kao

Ukoliko je H, istinita, mogli bi napraviti procjenu: ﬁ] =

pri ¢emu treba obratiti pozornost na to da su f;; opaZene frekvencije, a

pjn; oekivane frekvencije iz dega vidimo sli¢nost s x-testom za jedan uzo-
rak. Krititno podrugje oblika je C = [h(,_1)(1-1),,°), gdj€ hu—1)1-1)0 =

R (1 — «) predstavlja (1 — a)-kvantil x? distribucije s (n —1)(I — 1)
stupnjeva slobode. Ukoliko za test-statistiku dobijemo vece vrijednosti, vi-

dimo da ona ide u prilog alternativnoj hipotezi ;. Trebamo imati na umu
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da ocekivane frekvencije trebaju biti barem 5 kako bi mogli provoditi ovaj
test. Za viSe detalja o ovom testu pogledati poglavlje The Chi-Square Test of
Homogenity u [5].

e Kolomogorov-Smirnovljev test
Pretpostavke koje koristimo u ovom slucaju:

- X = (Xy,...,Xy,) j-s.u. iz neprekidne distribucije Fx slucajne varijable
X,

-Y = (Y3,...,Yy,) js.u. izneprekidne distribucije Fy slucajne varijable Y,

— XY nezavisni,

a hipoteze koje provjeravamo su:

Ho : Fx(x) = Fy(x), Vx € R,
Hq : Ix € R takav da Fx(x) # Fy(x).

Test-statistika temelji se na empirijskim funkcijama distribucije i zadana je s
Duyny = sup |Fx(x) — Fy(x)|
xeR
pri ¢emu su:

~ i =

- Fx(x) = - Y I(x<a}s
i=1

~ 1 2
=~ B(x) = -} Lvicay-
1=l

Prednosti ovog testa su te Sto je egzaktan te je primjenjiv za proizvoljne dis-
tribucije. Za vise detalja o testu pogledati poglavlje X.2. u [4].

Primjer 12. Pretpostavimo da je provedeno istraZivanje o sportskoj aktivnosti studenata
na Cetiri sveucilisne sastavnice Sveucilista u Osijeku - Ekonomski fakultet, Fakultet primje-
njene matematike i informatike, Medicinski fakultet i Filozofski fakultet. Neka su rezultati
dani tablicom 8.2:

studenti | sportasi nesportasi | )
matematike 105 245 350
ekonomije 36 164 200
filozofskog 231 69 300
medicine 65 135 200
> 437 613 1050

Tablica 8.2: Raspodjela studenata po fakultetima i sportskoj aktivnosti

pri Cemu su sportasi oni koji se bave sportskom aktivnosti barem jednom tjedno, a nes-
portasi oni koji se ne bave sportskom aktivnosti uopée. MoZemo li na razini znacajnosti
0.05 torditi da je sportska aktivnost razliito zastupljena medu studentima na nekom od
promatranih fakulteta?



8.2. TESTOVI ZA VEZANE SLUCAJNE UZORKE 37

Hipoteze koje testiramo su:

Ho: sportska aktivnost jednako je zastupljena medu studentima svih pro-
matranih fakulteta,

Hq: sportska aktivnost nije jednako zastupljena medu studentima svih pro-
matranih fakulteta.

Najprije ¢emo izracunati p;n; za studente matematike. Dakle, ako promatramo
prvo sportase imamo:

o " 437
pjni = piny = % M = 1050 -350 = 145.67.

Kako je nasa test-statistika oblika
L& (fi— i)
Dgp=3 Y~ =0
i—aj=2  PjMi
potrebno nam je za matematicare sportaSe jo$ izracunati:

(fi1 — ;im)? (105 — 145.67)2
pin 14567

= 11.35.

Sada imamo prvog ¢lana sume. Ostalo racunamo analogno i dobivamo:
Dy, = 11.35 +8.09 + 26.81 +-19.11 4 91.27 - 64.69 +- 82.97 +- 2.85 = 307.14,

a krititno podrugje je oblika C = [h4_1)(_1),00) = [7.81,00). Kako se test-
statistika realizira unutar kriticnog podrucja, zakljucak je da odbacujemo nultu
hipotezu. To nam potvrduje i p-vrijednost jednaka p = 2.2-1071® < 0.05 pa na
razini znacajnosti 0.05 odbacujemo H, i prihvacamo H;, odnosno mozemo tvrditi
da je sport viSe zastupljen medu studentima na nekom od promatranih fakulteta.

8.2 Testovi za vezane slucajne uzorke

8.2.1 Testovi o ocekivanju za vezane slucajne uzorke

Promatramo slijedece slucajne uzorke:

o X! = (xV, ..., x)y,

7
o X2=(x1?,...,xP),

° XZ.(l) i XZ.(z),i =1,...,n nezavisni i jednako distribuirani
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takve da ((X], X§2)),. e (X, X,(12))) dvodimenzionalan j.s.u. te uzorci ne moraju
biti nezavisni.
Testiramo hipotezu:

Ho : p1 = ua,
(2)

i

gdjeje p1 = EX\V, a jp = EX
Xi(l) — Xi(z) zai=1,...,ndobivamo daje (D,...,Dy) j.s.u. te vrijedi up = p1 —

12, pa danu hipotezu mozemo zapisati kao:

. Promatranjem slucajnog vektora razlika D; =

Ho:pup =0.

Ovime problem svodimo na test o ocekivanju na jednom uzorku te moZemo ko-
ristiti slijedece testove ovisno o tome je li uzorak velik ili su razlike normalno dis-
tribuirane:

e z-test ako je varijanca distribucije razlika poznata,
e {-test ako je varijanca distribucije razlika nepoznata.

Vazno je napomenuti da se test ne moze primijeniti na uzorcima koji su razli-
¢itih veli¢ina. Takoder, ako su oba uzorka iz normalne distribucije, to nuzno ne
mora znaciti da je i njihova razlika normalno distribuirana.

8.2.2 Test o proporciji za vezane slucajne uzorke

Imamo slijedece pretpostavke:

o XM = (Xgl) T X,(ql)) jednostavan slucajan uzorak iz Bernoullijeve distribu-

cije
0 1
1-6; 6, )
2) 2)

o X2 = (Xg ..., X'?)) jednostavan sluéajan uzorak iz Bernoullijeve distribu-

cije
0 1
1—0x B }°

. <(X§1),X§2)),...,(X,Sl),X,(f))) dvodimenzionalan jednostavan slucajan

uzorak.

Za testiranje hipoteze koristimo test za razliku izmedu proporcija u vezanim uzor-
cima:
7‘[0 : 91 = 92.

Definiramo tablicu frekvencija kao:
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XIO\X® | 0 il y
0 a b a-+b
| c d c+d
- a+c b+d| n

Tablica 8.3: Tablica frekvencija

Za zakljucivanje su bitni parovi (0,1) i (1,0), odnosno a i d nisu bitni za zaklju-
¢ivanje o tome da li se razlikuju 6; i 6,. U uvjetima istinitosti ¢ broj pozitivnih
razlika (parovi (1,0)) medu ne-nul razlikama imaju B(b + ¢, 1) distribuciju pa se
test moZe provesti kao test o proporciji na jednom uzorku (binomni test). Uspjesi
se racunaju kao c od b + c ponavljanja te se usporeduju sa parametrom 5.

Primjer 13. Pretpostavimo da je provedeno istraZivanje na 60 nogometasa o tome jesu li
doZivjeli ozbiljniju povredu koju su morali lijeciti te im je isto pitanje postavljeno kada su
trenirali 10 godina. Njih 15 je imalo povredu sa 5 godina, 11 sa 10 godina, 20 oba puta i 14
nije uopée bilo povrijedeno. MoZemo li na razini znacajnosti 0.05 torditi da je pojavnost
ozlijede veca sto se dulje trenira?

Ovdje se radi o usporedbi proporcija u vezanim uzorcima. Oznacimo li:
e X - ozlijedeni nakon 5 godina treniranja,
e 0; - proporcija ozlijedenih nakon 5 godina treniranja,
e X - ozlijedeni nakon 10 godina treniranja,
e 0, - proporcija ozlijedenih nakon 10 godina treniranja,
hipoteze koje imamo su:

7'[0291 :92,
Hq: 60 < 06,.

Ako s 0 ozna¢imo dogadaj da igrac nije bio ozlijeden promatrane godine, as 1 da
je bio ozlijeden promatrane godine, tablica frekvencija oblika je:

XN\x®@ |0 1] ¢
0 14 11| 25
1 15 20| 35
Y 29 31| 60

Tablica 8.4: Tablica frekvencija postavljenog problema

Kako smo naveli u teoretskom djelu testa, analizu mozemo provesti s testom o
proporciji na jednom uzorku (binomni test). Uspjesi se ra¢unaju kao c od b + ¢
ponavljanja te se usporeduju sa parametrom 3, odnosno u nagem slucaju uspjesi
su 15 od 15 4 11 = 26 ponavljanja. Hipoteza koju testiramo je:

Ho:01=0,< Ho:0=0.5,
H1:0; <0 Ho:0<05.
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Vrijednost test-statistike i kriticnog podrudja izrac¢unali bi analogno kao u Pri-
mjeru 4. Za p-vrijednost dobivamo 0.8365 > 0.05 pa ne odbacujemo #,, odnosno
ne moZzemo tvrditi da je pojavnost ozljede veca Sto se dulje trenira.

8.2.3 x? test 0 nezavisnosti

Promatramo slijedece:
e (X;,Y;)zai=1...., N nezavisni sluajni vektori,

e (X,Y) je slu¢ajan vektor pri ¢emu su nezavisni slucajni vektori (X;,Y;) za
svakii =1,..., N jednako distribuirani kao slu¢ajan vektor,

e X iY varijable, ne nuzno nezavisne.

Zadanij € {1,...,n} uvjetnu vjerojatnost definiramo sa:

P(X:xl,Y:y]) _ &
P(Y:yj) p]/j,

Pujy; = P(X =x|Y =y;) = i=1,...,m,

azadanii e {1,...,m}

P(X:xi/Y:yj) :ﬁ ;

Py]-|xi:P(Y:yj|X:xi): P(X:xz) =1,...,n

Px;
gdje su

o p, =P(X=ux;)) =Yl pyi=1...,m,

o py, =P(Y=y)) =" pij j=1...,n

Ovime smo definirali slu¢ajne varijable X|y—y, i Y|x—x,. Formiramo zajednicku
tablicu frekvencija:

X\Y| v1 yv2 ... Yn
% | fiu fis --- fin | fy
x2 | fa foo oo fan| fo

fm | fur Foz oo Fom | Fon
fyl f]/z fyn N

Tablica 8.5: Tablica frekvencija
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gdje su:
e fij - frekvencija parova (x;,y;) u uzorku,

e fx,(fy;) - frekvencija x;(y;).

Hipoteze koje zelimo testirati su:

Ho: pij = px, - py;zasvei € {1,..., m}, je{l,...,n},
Hi :postojei € {1,...,m}, j € {1,...,n} takvidaje p;; # px, - py;-

Zasto Zelimo bas ove hipoteze testirati? Zapravo Zelimo ispitati nezavisnost slu-
Cajnih varijabli. Nul hipoteza nam tvrdi kako su sve zajednicke vjerojatnosti p;;
jednake umnosku marginalnih vjerojatnosti (odnosno px, i py;). To je jednako
pretpostavci kako su dvije varijable potpuno nezavisne, to¢nije ako znamo reali-
zaciju jedne varijable to ne mijenja vjerojatnost realizacije za drugu varijablu. Ako
odbacimo nul hipotezu, dolazimo do zakljucka kako postoji povezanost izmedu
varijabli koje ispitujemo. Procjenu distribucije slu¢ajnog vektora (X, Y') dobivamo
zajednickom tablicom relativnih frekvencija gdje definiramo :

° pij = % - relativna frekvencija parova (x;,y;) u uzorku,

. .
® Py, = T - procjena za py,,

A Jyj :
e Py, = N - Procjena za py,.

Definiramo test-statistiku kao:

U uvjetima istinitosti Ho, Npx,py, je ofekivana frekvencija (x;,y;) pa test-
statistika ima oblik kao kod x? testa 0 homogenosti i x> na jednom uzorku. Tako-
der, u uvjetima istinitosti #, statistika D, , ima X%n—l) (m—1) distribuciju (pogledati
poglavlje The Chi-Square Test of Independence u [5]). Kako vece vrijednosti realiza-
cije statistike D,, , idu u prilog H; kriti¢no podrudje je C = [h,, o0) pri ¢emu je

he = Qxfnm(mm (1—a), dok je p-vrijednost dana s p = P(x{,_)(u_1) = dnn) 22

realizaciju test-statistike dAm,n. Ocekivane frekvencije trebale bi biti barem 5, a test
je asimptotski kao i ranije spomenuti test.
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Sazetak

Tema ovog rada je testiranje statistickih hipoteza. Prvo smo ponovili neke osnovne
pojmove koji su nam bili potrebni za daljnje razumijevanje rada. Zatim smo de-
finirali bitne pojmove vezane uz statisticke hipoteze kao Sto su statisticki model,
kriti¢no podrucje i razina znacajnosti. Nakon toga opisivali smo razne testove koje
koristimo u testiranju, po¢evsi prvo s onima nad jednim uzorkom (testovi o oce-
kivanju, test o proporciji, test o kvantilima i test o distribuciji). Potom smo opisali
one testove koji se temelje na dva uzorka, prvo za nezavisne slucajne uzorke, a
potom one za vezane slucajne uzorke. Uz koristenje R-a napravili smo primjere
koriste¢i konkretne baze podataka koje se nalaze unutar programa.

Klju¢ne rijeci

jednostavni slucajni uzorak, statisticka hipoteza, kriticno podrucdje, p-vrijednost,
pogreske prve i druge vrste, normalna distribucija, varijanca, ocekivanje,test-
statistika, razina znacajnosti, Bernoullijeva distribucija, vjerojatnost, funkcija dis-
tribucije
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Testing statistical hypotheses

Summary

The topic of this thesis is hypothesis testing. Firstly we reviewed some basic con-
cepts that are necessary for further understanding of the thesis. Then, we defined
important concepts related to statistical hypotheses such as statistical model, cri-
tical region and significance level. After that, we described various tests used in
hypothesis testing, starting with those involving a single sample (t-test, binomial
test, quantile test, Kolmogorov—-Smirnov test and x?-test). Following that, we ex-
plained tests that involve two samples, beginning with independent random sam-
ples and then those involving dependent random samples. We created examples
using specific databases that are involved in R.

Keywords
simple random sample, statistical hypothesis, critical region, p-value, type I and

type Il errors, normal distribution, variance, mean,test-statistic, significance level,
Bernoulli distribution, probability, cumulative distribution function

47






Zivotopis

Rodena sam 11. rujna 1999. godine u Sisku. Zavrsila sam Osnovnu skolu Ivana
Kukuljevica u Sisku te opéu gimnaziju u Srednjoj skoli Petrinja. Prvu godinu Pri-
jediplomskog studija matematike, na tadasnjem Odjelu za matematiku, a sadas-
njem Fakultetu primijenjene matematike i informatike u Osijeku upisala sam 2018.
godine. Pas Aspi ija trenutno boravimo u Osijeku. U slobodno vrijeme planina-
rim i rekreativno penjem na umjetnoj stijeni. Obitelj mi je velika podrska u svemu.
Ljeto provodim u svojoj oazi mira koja se zove Karin.

49



