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1 | Uvod

Wienerov indeks vaZan je pojam iz teorije grafova, grane diskretne matematike
koja se bavi vrstom matematickih objekata koje zovemo grafovi. Prvi rad iz teorije
grafova napisao je Svicarski matematicar, fizicar i astronom Leonhard Euler 1736.
godine kada je rijeSio takozvani problem Konigsberskih mostova. Temelji teorije
grafova sezu iz tog doba, a danas je nezamislivo rijesiti neke sloZene probleme
ne poznavajuci osnovne alate iz teorije grafova. Jedan takav vazan alat je upravo
Wienerov indeks grafa G, u oznaci W(G), koji je definiran kao zbroj udaljenosti
medu svim vrhovima u G. Taj pojam je prvi definirao americki kemicar, fizicar
i psiholog Harold Wiener 1947. godine [11]. Wienerov indeks, poznat po svojoj
Sirokoj primjeni u kemiji, kriptografiji, arhitekturi i brojnim drugim disciplinama,
znacajan je koncept u analizi grafova. U ovom radu, fokusirat ¢emo se na istra-
zivanje Wienerovog indeksa specifi¢nih digrafova. U uvodnom dijelu, osvrnut
¢emo se na osnovne pojmove i definicije vezane za usmjerene grafove, odnosno
digrafove.

Usmjeren graf D zadan je skupom vrhova V(D) i skupom uredenih parova vr-
hova A(D) nazvanih usmjerenim bridovima ili lukovima. Svakom vrhu u digrafa
D pridruZen je izlazni i ulazni stupanj. 1zlazni stupanj d*(u) je broj lukova ko-
jima je pocetak u vrhu u, dok je ulazni stupanj d~ (u) vrha u broj lukova kojima
je kraj u vrhu u. Usmjereni put ili diput u D je niz medusobno razli¢itih vrhova
Vo, V1, - - ., Vk tako da je (v;_1,v;) luku D, pri ¢emu i = 1,...k. Analogno je de-
finiran i usmjereni ciklus ili diciklus, pri ¢emu dodatno vrijedi vy = v;. Ukoliko
digraf ne sadrZi usmjerene cikluse kao podgrafove, onda za njega kazemo da je
aciklican. Udaljenost dp (1, v) izmedu vrhova u, v € V(D) je ukupan broj lukova
na najkra¢em putu od u# do v, odnosno duljina najkraéeg puta od u do v. Opéenito,
u usmjerenom grafu D vrijedi dp(u,v) # dp(v, ). Dijametar diam(D) digrafa D
definiran je kao duljina najkraéeg puta izmedu najudaljenijih vrhova u D, odnosno
diam(D) = max, »)cv (p)xv(p) 40 (1, 0)-

Svakom neusmjerenom grafu G mozemo pridruziti digraf D tako da mu ori-
jentiramo bridove, odnosno svakom bridu e = {u, v} iz G pridruzimo ili luk (1, v)
ili luk (v, u). U tom slucaju govorimo o orijentaciji na G, a dobiven usmjereni graf
D se prigodno naziva pridruzenim digrafom grafa G. Obratno, svakom digrafu
D mozZemo pridruZiti neusmjereni graf G s istim skupom vrhova tako da svakom
luku u D pridruzimo neusmjereni brid u G, odnosno brisemo strelice svim luko-
vima u D. Graf G zovemo pripadnim grafom digrafa D.

Prve rezultate o Wienerovom indeksu digrafova predstavio je americki mate-
maticar Frank Harary [5], ¢ija su istraZivanja bila potaknuta odredenim sociome-
trijskim problemima. Rana faza istraZivanja Wienerovog indeksa usmjerenih gra-



fova bila je ograni¢ena na jako povezane usmjerene grafove, tj. usmjerene grafove
u kojima postoji usmjereni put izmedu svaka dva vrha. Medutim, u realnim us-
mjerenim grafovima (usmjerenim mreZama) moguce je da postoje neka dva vrha
u iv za koje ne postoji usmjereni put od u do v. U tom slucaju dogovorno uzimamo
daje dp(u,v) = 0 [1]. Pod tom pretpostavkom, analogno kao kod neusmjerenih
grafova, Wienerov indeks W (D) digrafa D definiran je kao zbroj udaljenosti medu
svim vrhovima u D, pri ¢emu je svaki uredeni par vrhova uzet u obzir. Preciznije,

W(D) = Z dD(u/ U) = Z wD(u)/ (1.1)

(1,0)€V(D)x V(D) ueVv (D)

gdjejewp(u) :== Y dp(u,v), odnosno w(u) je suma udaljenosti od vrha u do
veV (D)
svih ostalih vrhova u D. Indeks D éemo izostavljati kada zabuna nije vjerojatna.
Pri istrazivanju svake grafovske ili digrafovske invarijante, uobicajeno je odre-
diti njene donje ili gornje granice u ovisnosti o raznim (di)grafovskim parame-
trima kao $to su broj vrhova, broj bridova (lukova), dijametar, struk itd. te ka-
rakterizirati ekstremalne (di)grafove, odnosno (di)grafove u kojima se postizu te
granice [7]. Dok su ovakve vrste problema temeljito istraZene, a mnoge i u pot-
punosti rijeSene za slucaj Wienerovog indeksa neusmjerenog grafa, u slucaju di-
grafova takvi problemi su puno sloZeniji. Primjerice, Plesnik je pokazao [10] da je
problem pronalaska jako povezane orijentacije grafa koja ima najmanji Wienerov
indeks NP-tezak problem, dok je Dankelmann pokazao [2] da je problem prona-
laska orijentacije grafa koja ima najveci Wienerov indeks NP-potpun problem.
Ovaj rad se bazira na pronalaZenju orijentacija nekih klasa grafova koje imaju
najve¢i Wienerov indeks. U drugom poglavlju su predstavljene gornje granice
Wienerovog indeksa turnira u ovisnosti o broju njegovih vrhova. Trece poglavlje je
posveceno parcijalnim rezultatima vezanim za odredivanje orijentacije stabla koja
ima najveci Wienerov indeks, dok su u ¢etvrtom poglavlju pronadene orijentacije
nekih tipova theta grafova koje imaju najveéi Wienerov indeks.



2 | Turniri

Turnir je pojam kojeg svi vrlo dobro poznajemo iz sporta, gdje svaki igra¢ igra
protiv svakog drugog igraca to¢no jednom i uvijek je netko pobjednik. Primjerice,
na nekom turniru postoji n timova te ¢e svaki od tih timova igrati protiv svakog od
preostalih n — 1 timova. U svakoj utakmici postojat ¢e pobjednicki tim jer nema
nerijeSenih rezultata. Takvo natjecanje moZemo prikazati digrafom s n vrthovais
lukovima (u,v) koji predstavljaju pobjedu tima u nad timom v. Slijedi definicija
turnira jezikom teorije grafova.

Definicija 1. Turnir T, je digraf s n vrhova C&iji je pripadni graf potpun.

A A

o —>0 o ——>
B C B C

Slika 2.1: Dva primjera turnira T3. Na slici lijevo prikazan je acikli¢an turnir, dok
je na slici desno dan primjer turnira kao usmjerenog ciklusa s tri vrha.

) <P <D <D

Slika 2.2: Primjeri turnira T,. Gledajudi slijeva na desno, prva dva turnira su acik-
licka.

Jos 1984. godine Plesnik [10] je pronasao gornju granicu Wienerovog indeksa u
jako povezanom turniru.

Teorem 1. Neka je T, jako povezan turnir s n > 3 vrhova. Tada je
2
W(T,) < (”;L ) ~1 (2.1)
Jednakost vrijedi ako i samo ako je T,, turnir dijametra n — 1.

3



Dokaz. Koristimo indukciju po broju vrhova n. Slucaj n = 3 je ocit pa pretpostav-
liamo da je n > 4. Prema [4], zbog jake povezanosti, T, sadrzi ciklus Z’ duljine
n — 1. Neka je vy vrh u T,, koji ne pripada Z'. Tadaje T' := T, — vy jako povezan
pa prema pretpostavci indukcije vrijedi

3

Nadalje, jaka povezanost digrafa T, implicira i egzistenciju razapinjujuceg dicik-
lusa Z = vyv; . ..v,_199, odnosno diciklusa u T, koji sadrZi sve vrhove od T,,. Za
proizvoljna dva prirodna broja pigqtakodal < p < g < n — 11 postoje lukovi
(vo,vp) i (vg,v0) u T, definiramo

W(T') < (” T 1) 1 (2.2)

o(p.9) = Y- 4(o0,0:) +d(05,00)].
i=p

Sada je jasno da vrijedi
W(T,) < W(T') +0p(1,n—1) (2.8)
pa ako
oo(l,n—1) < %n(n +1), (2.4)

onda nejednakost (2.1) proizlazi uvrstavanjem (2.2) i (2.4) u (2.3). Da bismo
dokazali (2.4), koristit éemo princip matematicke indukcije po g4 — p za dokaz
nejednakosti

oo(p,q) < %(q—p+2)(q—p+3)- (2.5)

Njena istinitost za 4 — p = 1 je ocigledna. Neka je g — p > 2. Razlikujemo tri
slucaja.

Slucaj 1. (v, vp11) € A(T,). Tada moZemo pisati

oo(p,q) = 0o(p+1,9) +d(vo, vp) + d(vp, vo)
1
<s@-p+D@-p+2)+g-p+2
1
=5@-p+2)(q-p+3)
Sto je i trebalo dokazati.

Slucaj 2. (v,-1,v0) € A(Ty). Tada, kao i u Slucaju 1 imamo

oo(p,q9) = oo(p,q9 — 1) +d(vo,vg) + d(vg,v0)

1
<s@-p+1)(Gg—p+2)+g—p+2

(g—p+2)(q—p+3).

N~ DN



Slucaj3.  (vp41,v0), (v0,v5-1) € A(T.). Neka je k najveci broj za koji
(9p41,90), - - -, (U, v0) € A(Ty). Tada (v, viy1) € A(Ty) iimamo

oo(p,q9) = oo(p, k) +oo(k+1,9)

< 1(k—}9+2)(k—p+3)+%(q—k+1)(q—k+2)

<5lg=k) + (k=p)+2][(g -k) + (k—p) +3]

NI NN

(a—p+2)(qg—p+3),

jerk—p >1iq—k > 2. Stoga vrijedi nejednakost (2.5) pa specijalno i (2.4). Time
je nejednakost (2.1) dokazana.

Lako je provjeriti da se gornja granica u (2.1) postiZe za turnir T, dijametra
n — 1. Ostaje pokazati da ju niti jedan drugi turnir ne moZze postiéi. Analizirajudi
dokaz nejednakosti (2.1), primje¢ujemo da ako se gornja granica postiZe, tada
nejednakosti (2.2), (2.3) i (2.4) postaju jednakosti. Stoga u svakom koraku ma-
tematicke indukcije za dokazivanje (2.1) treba se pojaviti jednakost u (2.1) pa su
mogudi jedino slucajevi 1i 2. U slu¢aju 1 imamo d(vo, vp) +d(vp, v9) = q—p +2
pa vrijedi d(vy,v9) = q — p + 1. Slucaj 2 daje d(vo,vy) = q— p + 1. Ako sta-
vimo p = 1i1q = n — 1, dobivamo ili d(vy,v9) = n —11li d(vy,vy—1) = n— 1.
Posljedi¢no, T}, je dijametra n — 1. O

Uoc¢imo da za svaki n > 3 postoji do na izomorfizam to¢no jedan turnir pro-
mjera n — 1. Takav turnir nazivamo turnirom Hamiltonova puta i ozna¢avamo ga s
H,. Mozemo ga opisati kao digraf s vthovima vy, v, ..., v, u kojem je (v]-, v;) luk
za svakii < j osim ako je j = i + 1, u ¢ijem slucaju H, sadrzi luk (v;, v;).

Dvanaest godina nakon Plesnikovih rezultata, Moon [9] je poboljSao granicu
u (2.1) uklju¢ivanjem dodatnog parametra, $to mu je omogudilo karakterizaciju
turnira s najmanje 5 vrhova koji imaju drugi najveéi Wienerov indeks. Radi se o
dva tipa turnira koji se mogu dobiti iz H,, n > 5, na sljedeéi nacin: da bismo do-
bili H!, u H, obrnemo smjer luka (v,,_»,vy,), a da bismo dobili H?2, obrnemo smjer
lukova (v3,v4), ..., (vy—2,v,) (valja primijetiti da su turniri H: i H2 izomorfni).
Slijedi Moonov rezultat.

Teorem 2. [9] Ako je T, jak turnir s n > 5 vrhova i T, nije izomorfan H,, onda je
W(Ty) < ("3?) — n+ 3, pri emu se jednakost postiZe u turnirima Hy ili H2.

Sljedeca tvrdnja pokazuje da rezultati koji su analogni onima od Plesnika i Moona
vrijede cak i ako se ne ograni¢imo na klasu jako povezanih turnira. Pritom za
racunanje Wienerovog indeksa koristimo formulu (1.1).

Teorem 3. [6] Ako je T, turnir s najmanje 3 vrha, tada je W(T,) < ("3%) —1, pri

emu jednakost vrijedi ako i samo ako je T, turnir Hamiltonova puta. Stovise, ako T,
sadrzi najmanje 5 vrhova i nije izomorfan turniru Hamiltonova puta, tada je W(T,) <
(”ng) — n + 3, pri demu se jednakost postize samo ako je T, izomorfan H}} ili H3.



Dokaz. Ako je T, jako povezan, onda obje tvrdnje vrijede prema gore navedenim
rezultatima Plesnika i Moona. Stoga, pretpostavimo da T}, nije jako povezan. Tada
postoji usmjereni rezni brid, Sto znaci da se vrhovi od T,, mogu particonirati u
podskupove A i B tako da je svaki luk izmedu vrha x iz A i vrha y iz B usmjeren
od x prema y. Neka su T i Tj, turniri inducirani redom skupovima A i B. Uo¢imo
da je W(T,) = W(T,) + W(T,) + ab, gdje sua = |A| ib = |B| pozitivni cijeli
brojevi.

Kako bismo dokazali prvu tvrdnju, koristimo matematicku indukciju. Lako se
provijeri da je za n = 3 tvrdnja istinita. Prema pretpostavci indukcije dobivamo

b+2

W(Ty) = W(T) + W(Ty) +ab < <“J3rz) 14 ( !

> —1+ab,

a jednostavnim izra¢unom moze se pokazati da je izraz s desne strane nejedna-
kosti strogo manji od (”+g+2) — 1. Iz ovoga slijedi da W(T;,) postize maksimalnu
vrijednost za jako povezanu orijentaciju od T,,. Dakle, prema rezultatu Plesnika,
Ty je turnir Hamiltonova puta.

Ako je T, turnir s najmanje 5 vrhova, koji nije izomorfan turniru Hamiltonova
puta, primjecujemo da pretpostavka W(T,) > ("1?) — n + 3 vodi do kontradik-
cije. Budu¢i da je n = a + b, dobivamo

(a—i—b+2

i ) — (a+Db) +3 < W(T,)) = W(T,) + W(T;) +ab

a+2 b+2
< — — "
_( 3 > 1+( 3 > 1-+ab

Ovo dovodi do nejednakosti (a + b)(ab —2) < —10, $to je kontradikcija jer su
oba faktora s lijeve strane nejednakosti pozitivna s obzirom da vrijedia +b > 5.
Dakle, W(T,) < ("?) — n + 3. Ovo implicira da se najve¢a vrijednost Wienero-
vog indeksa turnira s najmanje 5 vrhova, koji nije izomorfan turniru Hamiltonova
puta, postiZe za jako povezanu orijentaciju od T,,. Karakterizacija Moona tako za-
kljuc¢uje dokaz. O



3 | Usmjerena stabla

U ovom poglavlju éemo iskazati Wienerov teorem usmjerenih stabala, a zatim
predstaviti rezultate o orijentacijama nekih klasa stabala koje imaju najveci Wi-
enerov indeks. Prisjetimo se najprije definicije stabla.

Definicija 2. Stablo je povezan graf koji ne sadrZi cikluse.

Drugim rije¢ima, stablo je povezan aciklican graf. Usmjereno stablo nastaje
orijentacijom bridova neusmjerenog stabla.

]
\

Slika 3.1: Primjeri usmjerenih stabala redom s 4, 5i 6 vrhova.

Harold Wiener je davne 1947. godine u svome radu [11] pokazao da za pro-
izvoljno stablo T vrijedi

W(T) = Y. ne(a)ne(b), (B:1)
e={ab}e€E(T)
gdje je n.(a) broj vrhova u T koji su blizi vrhu a nego vrhu b, a n.(b) je broj vrhova
u T koji su bliZi vrhu b nego vrhu a. Ovaj rezultat danas je poznat pod nazivom
Wienerov teorem. U nastavku éemo pokazati da se Wienerov indeks usmjerenog
stabla ra¢una formulom koja je sli¢na (3.1).

Oznacimo s T(a) skup vrhova x sa svojstvom da postoji usmjereni put od x do a
te sa S(a) skup vrhova x sa svojstvom da postoji usmjereni put od a do x. Uo¢imo
a€ S(a)ia e T(a). Nekat(a) = |T(a)|is(a) = |S(a)|. Martin Knor i ostali [8] su
2016. godine predstavili sljede¢i rezultat.

Teorem 4. Neka je T usmjereno stablo. Tada vrijedi

W(T)= Y ta)s(b).

abe A(T)

7



Dokaz. Ako postoji usmjereni putizmedu dva vrha u T, onda je on jedinstven jer bi
u suprotnom pripadno stablo od T sadrzavalo cikluse, $to ne moZze biti. Stoga luk
(a,b) doprinosi 1 u W(T) za svaki par vrhova za koji usmjereni put izmedu njih
sadrzi (a,b). Bududi da postoji t(a)s(b) takvih puteva, tvrdnja je dokazana. [

U nastavku ¢emo se baviti problemom odredivanja orijentacije zadanog stabla
koja rezultira usmjerenim stablom s najve¢im Wienerovim indeksom.

Vrh v u usmjerenom stablu T je jezgreni vrh ako za svaki vth w u T postoji us-
mjereni put od w do v ili od v do w. Na Slici 3.2 prikazan je primjer usmjerenog
stabla koji sadrZi jezgrene vrhove i primjer usmjerenog stabla koji ih ne sadrzi.

Slika 3.2: Lijevo usmjereno sablo sadrzi dva jezgrena vrha, dok desno usmjereno
stablo ne sadrZi jezgrene vrhove.

Pojam jezgrenog vrha se moZze definirati koriste¢i ne-cik-cak orijentacije bridova.
Orijentaciju stabla zovemo ne-cik-cak ako ne postoji usmjereni put u stablu u ko-
jemu bridovi mijenjaju orijentaciju dva puta. Prema tome, usmjereno stablo ima
jezgru ako i sako ako mu je orijentacija ne-cik-cak. Martin Knor i ostali [8] su
postavili hipotezu prema kojoj je orijentacija proizvoljnog stabla T koja ima naj-
ved¢i Wienerov indeks ne-cik-cak te su pokazali da ona vrijedi za neke specijalne
klase stabala. Ostatak poglavlja posveéen je njihovim rezultatima. Premda je hi-
poteza istinita za sva stabla s najvise 10 vrhova [3] te za neka specijalna stabla,
Peter Dankelmann je pokazao da ona opéenito ne vrijedi [2]. Stovise, pokazao
je da je problem pronalaska orijentacije grafa koja ima najve¢i Wienerov indeks
NP-potpun problem.

Lema 1. Ako je D orijentacija stabla T s najve¢im Wienerovim indeksom, onda su svi
putovi u T, kojima su unutarnji vrhovi stupnja dva, usmjereni putovi u D.

Dokaz. Neka je v vrh stupnja dva u T te neka su u; i u dva susjedna vrha od v u
T. Neka je D orijentacija od T s majve¢im Wienerovim indeksom. Razdvojimo D
u vrhu v, tj. zamijenimo v s v i v, tako da luk koji je bio incidentan s vrhovima 4
i v sada postaje incidentan s u; i v1, dok luk koji je bio incidentan s vrhovima u; i
v sada postaje incidentan s u; i v,. Oznacimo dobivene digrafove s D; i D,. Tada
se D dobiva iz D; U D; identifikacijom vrhova v; s v,. Pretpostavimo da su oba
luka koja su incidentna s v usmjerena prema ili od vrha v u D. Tada je W(D) =



W(D;) 4+ W(D,). Sada u D obrnemo orijentaciju svih lukova u D; te ozna¢imo do-
biveni digrafs D’. Bududidajedp(uy, up) = dp(up, u1) = 0, dokjedp (uy, up) = 2
ili dp(up,u1) = 2, imamo W(D') > W(D;) + W(D,) +2 = W(D) +2, §tojeu
kontradikciji s pretpostavkom da D ima najveéi Wienerov indeks. O

Prije navodenja sljedece lema, sjetimo se da je rezni vrh v grafa G onaj vrh ¢ijim
uklanjanjem G prestaje biti povezan, tj. postoje vrhovi u G — v izmedu kojih ne
postoji niti jedan put.

Napomena 1. Lema 1 vrijedi za sve grafove u kojima su unutarnji vrhovi putova stupnja
dva istovremeno i rezni vrhovi.

Kako bismo razumijeli sljededi teorem, sjetimo se pojma subdivizije. Subdivizija
proizvoljnog grafa je graf dobiven umetanjem vrhova stupnja dva na neke ili sve
bridove tog grafa. Subdivizija zvijezde je proizvoljno stablo u kojemu postoji naj-
viSe jedan vrh stupnja veceg od 2.

Propozicija 1. Neka je T subdivizija zvijezde. Tada je svaka orijentacija od T koja ima
najveci Wienerov indeks ne-cik-cak.

Dokaz. Prema Lemi 1, ako je D orijentacija od G s najve¢im Wienerovim indeksom,
tada su svi putovi u G, ¢iji su unutarnji vrhovi stupnja dva, usmjereni putovi u D.
To znaci da je u subdiviziji zvijezde srediSnji vrh ujedno i jezgreni vrh. O

Teorem 5. Neka je T, . stablo dobiveno od dvije zvijezde Ky , i Ky, Ciji su sredisnji
vrhovi povezani putom duljine c, gdje je ¢ > 1. Tada je svaka orijentacija od T, 1, . koja
ima najve¢i Wienerov indeks, ne-cik-cak.

Dokaz. Neka su u; i up redom srediSnji vrhovi od K;, i K;;. S P oznacimo
(11, up) —put duljine c u T, ;.. Neka je D orijentacija od T, ;. s najve¢im Wienero-
vim indeksom. Prema Lemi 1, P je usmjereni put u D. S obzirom da se Wienerov
indeks ne mijenja promjenom orijentacije svih lukova u D [6], moZemo pretpos-
taviti da je P usmjeren od u; prema u,. Neka je x broj lukova usmjerenih prema
u1 u D. Tada je broj lukova usmjerenih od u; jednak a — x + 1 jer je jedan takav
luk u P. Analogno, neka je y broj lukova usmjerenih od u; u D. Tada je broj lu-
kova usmjerenih prema u; jednak b — y + 1. Uocimo da je u; jezgreni vrh ako je
x = a. Analogno, u; je jezgreni vrh ako je y = b. Stoga, pretpostavimo daje x < a
iy < b. Pokazat ¢emo da u takvom slucaju postoji orijentacija D’ od T, ;. tako da
W(D') > W(D).

Najprije pretpostavimo da je x < a2 — x. Neka je z vth od Ky, u T, ., takav
da je (z,u1) luk u D. Stavimo w(z) = Y dp(z,v), pri ¢emu sumiramo po svim
vrhovima v od T, j, . koji nisu u Kj ,. Promijenimo orijentaciju svih lukova od Kj ,
u D i ozna¢imo dobiveni digraf s D’. S obzirom da je dp(v1,v2) = d},(v1,v2) ako
v1 1 vy nisu listovi u Ky , te dp(v1,v2) = dp(v2,v1) ako su vy i v, vrhovi u Ky 4,
da bismo izra¢unali razliku W(D') — W(D), trebamo razmotriti parove vrhova
u kojima je jedan vrh list u K; 4, a drugi vrh ne pripada K; ,. U tom slucaju je
W(D') —W(D) = [(a — x) — x] - w(z) paje W(D') > W(D).

Neka je y < b —y. Ovaj se slucaj moze dokazati na sli¢an nacin kao i slucaj
x < a— x, uzimajuéi z kao vrh od K j, takav da je (u,z) luk u D i definirajuéi
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w(z) = Y. dp(v,z), pri ¢emu sumiramo po svim vrhovima v od T, . koji nisu
u Kj 5. Ako se D’ dobije iz D promjenom orijentacije svih lukova u Kj 4, tada je
W(D') —W(D) = [(b—y) —y]-@w(z) > 0. Zato u nastavku pretpostavljamo
x >a—xiyg>2b—u.

Pretpostavimo da je y > x. Promijenimo orijentaciju svih lukova (u1,z) u Kj ,
i ozna¢imo dobiveni digraf s D'. Tada je dp(v1,v2) = d},(v1,v2) ako vy i v, nisu
krajevi lukova s poc¢etkom u; u K ,. Neka je z kraj luka (uq,z) u Ky, u digrafu
D. Tadaje Yoev(r,, ) dp(0,2) = 2x +1, dok je Yoev(r, , ) dp(v,z) > 3y+2+1.
Slijedi W(D') — W(D) > (a — x)(3y —2x) > Ojerjex <aiy > 0zbogy > b—y.

Konacno, pretpostavimo da je x > y. Promijenimo orijentacije svih lukova
(z,uz) od Ky i ozna¢imo dobiveni digraf s D’. Analogno prethodnom slucaju,
dobivamo W(D’) — W(D) > (b —y)(3x — 2y) > 0. Zaklju¢ujemo da je ili uy ili up
jezgreni vrh u D. O



4 | Theta digrafovi

Motivacija za proucavanje Wienerovog indeksa theta digrafova proizlazi iz pro-
blema pronalaZzenja orijentacije grafova bez reznih vrhova koja ima najve¢i Wiene-
rov indeks. Bilo bi prirodno ocekivati da se na grafovima koji ne sadrZe rezne vr-
hove najveéi Wienerov indeks postiZe jako povezanom orijentacijom. Takva tvrd-
nja je istinita za najjednostavnije grafove tog tipa kao Sto su ciklusi, no, theta gra-
fovi ju osporavaju.

Neka je C,, ciklus s # vrhova. Usmjereni ciklus C, nastaje orijentacijom svih
bridova u C, u (ili obrnutom) smjeru kazaljke na satu. Medu svim orijentaci-
jama od C,, digraf C, ima najve¢i Wienerov indeks jer za svaki vrh u tog grafa
vrijedi w(u) = (%), odnosno w postiZe najvecu vrijednost za svaki u € Cy. Vrijedi
W(én) = n(;)

Sljedeca klasa jednostavnih grafova bez reznih vrhova su theta grafovi. Theta
graf 0, ; . sastoji se od dva razlicita vrha u; i u; koji su spojeni s tri unutarnje disjun-
ktna puta (putovi nemaju zajednicke vrhove stupnjadva) P, : uy,x1,%2,...,Xa, U2,
Pyt uy,y1,Y2,- -, Yp, i Pe t uy,21,22,...,2, uy. Ovako definiran theta graf ima
a + b+ c 4 2 vthova. Nadalje, pretpostavljamoa > b > cib > 1.

U nastavku ¢emo pokazati da W(ga bo) PostiZe najvecu vrijednost ako je §a b0
]ako povezan. No, uz neke posebne uvjete na a i b, najve¢i Wienerov indeks od
Ga b1 postiZe se kada 0,1 »1 hije jako povezan. Sli¢no vrijedi i u sluc¢aju ¢ > 2. Ove
rezultate predstavili su M. Knor i ostali u radu [6].

o——0—>0

AN
e

Slika 4.1: Theta graf 03, 4 i pridruzeni digraf §3,2,4.

4.1 Jako povezane orijentacije theta grafova

Primijetimo da u jako povezanoj orijentaciji theta grafa 6, ., putovi P, P, i Pe
trebaju biti diputovi. Primjerice, mozemo fiksirati orijentaciju od P, od u; do u».
Ako su P, (P,) usmjerenina istina¢inkaoiP. (od u; do u;), tada stavljamo znak +
kod a (b) u oznaci theta digrafa. Zaklju¢ujemo da postoje samo tri jako povezane

.1



4.1. JAKO POVEZANE ORIJENTACIJE THETA GRAFOVA 12

orijentacije od 0, c: 0, - ¢, 05 p+ 0 16,+ - .. Primjeri takvih orijentacija prikazani
suna slici4.2. Uo¢imo da akojea = b, onda su 0, y+(i6,+ - o izomorfni grafovi.

yan NN
NS

Slika 4.2: Jako povezane orijentacije grafa 0,19, redom 0, 1- 5, 0, 1+ 9165+ 1 o-

Slijedi rezultat o Wienerovom indeksu svih jako povezanih orijentacija od 6, ,
koji ukljucuje i izra¢un Wienerovog indeksa digrafa §a+,b+,c-

Lema 2. Za theta graf 6, , . vrijedi sljedece:

—

W0+ p- ) = (a) (a+b+2)+ac(a+2b+c+4)+alb+2)(a+b+2)

+ <b+c+z> (b+c+2);

2
2
<a+c—|— ) a+ct2);

b
O b+ o ()a+b+2)+bc(2a+b+c+4)+b(a+2)(a+b+2)

_I_

Bs) <> (a4+c+2)+abla+b+2c+4)+a(c+2)(a+c+2)

b+c+2
+(2

W (6t o) = <a‘§2> n (b;2> ¥ <cJ3rz) " <a—;1) N <bJ2rl) N <c—|2—2).

Dokaz. U dokazu ¢emo koristiti oznaku D(x,y) = d(x,y) + d(y,x), ¢ijom se
uporabom Wienerov indeks digrafa D moze zapisati kao W(D) = Y D(x,y),
pri ¢emu sumiramo po svim neuredenim parovima vrhova u D. Neka je A =
{x1,%,..., %}, B={yny2,-- ., yp}, C = {z1,22..., 2.} iU = {uy, up}, pri Cemu
jea > b > c. Prvo ¢emo razmotriti orijentaciju 0,+ ;- .. Ako x,y € A, onda
D(x,y) = a+ b+ 2i postoji (5) takvih parova vthovau A. Akox € Aiy € C,
onda imamo ac parova vrhova tako da vrijedi D(x,y) = a+c+2(b+2). Nasli¢an
nacin razmatramo slucajeve x € A,y € BUUix,y € BUCUU. Dobivamo:

)(b+c+2);

Wils )= () @+ 6+2) +aca+ 20 +c+4) +alb +D(a+b+2)

btct2
+< +;+ )(b+c+2).
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Uocimo da se W(g,r,bﬁc) dobiva zamjenom uloga parametara a i b. Stoga vrijedi:

—

b
W(O0,- p+ o) = <2> (a+b+2)+bc(2a+b+c+4)+bla+2)(a+b+2)

2
& <a—|—;—|— )(a+c+2).

Wienerov indeks od gzr,lr,c dobiva se razlikovanjem ovih slucajeva: x,y € A ili
xeA,yeBilixe A,ye Culilix,y € BUCUU. Slijedi:

W, p o) = (;) (a+c+2)+abla+b+2c+4)+alc+2)(a+c+2)
5 <b+c+2

. )(b+6+2).

Za racunanje Wienerovog indeksa od (:)a+,b+,c koristimo ¢injenicu da se Wienerov
indeks usmjerenog puta s n vrhova podudara s Wienerovim indeksom pripadnog
puta, . W(P,) = W(P,) = ("}"). Koriste¢i ovu spoznaju. dobivamo:

= (52 (3 (1) (1) 1) ()

U
Sljedeca lema je direktna posljedica Leme 2.
Lema 3. Za theta graf 0, , . vrijedi:
- - 1
W04 a) — WH(0,— 2 0) = E(a —b)(ab—c(a+b) —c*—2c—2)i
= ~ 1
W@ ) ~ Wl ) = 3ala—1)(b—c). =

Koriste¢i Lemu 3, lako moZemo odrediti jako povezanu orijentaciju 6, j . s naj-
vedim Wienerovim indeksom.

Teorem 6. Medu jako povezanim orijentacijama grafa 6, ., digraf gauflc ima najveci
Wienerov indeks osim u slucaju kada jea # biab —c(a+b) — ¢ —2c —2 < 0. Tada
najveci Wienerov indeks ima orijentacija 6, p+ .

Dokaz. Buduéi dajea > b > c, dokaz direktno slijedi iz Leme 3. O

4.2 Orijentacije 0, grafova

Razumno je zapitati se moZze li theta digraf koji nije jako povezan imati najveci

Wienerov indeks. U nastavku ¢emo vidjeti da je to nemoguce za digrafove 6, ;o
Oznacimo s B,,; familiju grafova s n vrhova dobivenu na sljedeéi nacin: uz-

memo ciklus duljine ! te s 17 i u» oznac¢imo njegova dva proizvoljna susjedna vrha.
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— \I

N

Slika 4.3: Orijentacija E;t . grafa Bog.

Nadalje, uzmemo dva puta i identificiramo kraj jednog puta s u; te kraj drugog
putasup. ZaB,; € By, s E:l oznacimo orijentaciju od B,,; u kojoj je ciklus us-
mjeren tako da sadrzi luk (uz,’ uy), put s vchom u; je usmjeren prema uy, a put s
vrhom u; je usmjeren od u, (vidi Sliku 4.3). Vrijedi sljedec¢a lema.

Lemad. Nekaje B, ) € B,, ;. Medu svim orijentacijama grafa B,, |, digraf B:l ima najoeci
Wienerov indeks i vrijedi:

WB) - (n—31—1> . 1(1—1)6(21—1).

Dokaz. Neka je ]§n,l orijentacija grafa B, ;. Razmatramo parove vrhova od Eml i
raspravljamo pod kojim pretpostavkama su njihove udaljenosti najvece.

Ako su xiy vrhovi ciklusa duljine /, onda d 5 (x y)+dz B, (y, x) < I tesejednakost
postiZe samo ako je ciklus usmjeren. Ako su % oy Vrh0V1 jednog puta pripojenog
ciklusu u B, ;, onda je suma d; (x,y) +dg (y,x) najveca ako je put izmedu x iy
usmjeren. Akosu xiy vrhov1 s razhc1t1h putova pripojenih ciklusu, onda je suma
d~n (x,y) +dg (y,x) najveca ako postoji usmjeren put izmedu x i y koji ne sadrzi
luk koji spaja u1 i up i ne postoji usmjereni put izmedu x i y koji sadrzi luk koji
spaja uq i up.

Ako je x vrh puta pripojenog ciklusu te su y; i y; razliciti vrhovi ciklusa takvi
dadgp,, (x,y1) = ds,,(x,y2), tada je suma dgn’l(x,yl) + dﬁn,z (y1,x) + dgn'l(x, y2) +
dg (yz, x) najveca ako je ciklus usmjeren i ako je put pripojen njemu usmjeren.
(Ist1 zaklju¢ak mozemo izvesti kada je ciklus parne duljine, a y lezi nasuprot vrhu
u kojem je put koji sadrzi vrh x pripojen ciklusu.)

Buducdi da su u gornjim sumama uzeti u obzir svi moguci parovi vrhovaudg ,

a B:l postiZe najvecu vrijednost u svim slucajevima, slijedi da B;Z ima najvedi W1-
enerov indeks.
Oznad¢imo s v1,vy, ..., Uk, Uy i U2, Vgt1, Vkt2, - - -, Uy USINjerene putove u BJr

Neka je V1 = {v1,v5,...,0¢}, Vo = {vk+1,vk+2, Uy} iV = V(B 1)-S obz1—

rom da w(e1) = (), w(o2) = (3., w(ey) = ("F), Tyeyyyy d(x 0p1) =
3 Bermdtid = P %eoDeappding) = 55 1

Yxev\ip (v, x) = (é) za svaki vrh v ciklusa, zaklju¢ujemo da vrijedi W(E:{J) =
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A+ "D+ + (ngl) + l(é), $to pojednostavljenjem daje W(B,",) = (") +
1(1-1)(21-1) ' 0
=,

Teorem 7. Neka je 9',1,;,,0 orijentacija grafa 0, ; o. Tada je W(ga,b,O) < W(§a+,b710). Na-
dalje, ako W(8,,0) = W(B,+ - o), tada je 6,5 jako povezan te vrijedi W (6,+ - o) =
W(é)a*,b‘L,O) akoisamoakoa =2ib=1,te W(9a+ ) = W(gu*,b*,o) ako i samo ako
= p=l

Dokaz. Neka je 6, orijentacija grafa 0,b0 1 neka je jako povezana. Prema
Lemi 3, za ¢ = 0 dobivamo W(,+ - o) — W(0, 4+ o) = 1(a —b)(ab—2). Iz
a > b > 1slijedi W(0,+, o) > W(8, p+,), pri emu jednakost vrijedi samo
akojea = 2ib = 1 (ako se ograni¢imo na neizomorfne grafove). Nadalje,
W(0,+p o) — W(B, o) = 2ab(a—1). S obzirom dajea > b > 1, dobivamo
W(gauflo) > W(f, o), priéemu jednakost vrijedi samo zaa = b = 1.

Pretpostavimo da 6, nije jako povezan digraf, odnosno vrhovi stupnja tri
spojeni su bridom i dvama putevima uy,x1,x,...,Xa, Uz i U1,Y1,Y2,...,Yp, Uz U
0.0 Zbog jednostavnosti stavljamo xg = yo = 11 i X441 = Yp1 = Uo.

Najprije pretpostavimo da postoje dva luka suprotnih orijentacija na
(u1, up)—putu duljine b+ 1 u ga,b,O- Mozemo uzeti lukove (v;11,yi) i (Viv1,Yiz2),
0 < i < b. Primjetimo da je 6,50 — vi+1 (graf koji se dobije uklananjem y;4
iz 0,)) izomorfan grafu B, 1 ,42. Kako 0,;0 ima a + b + 2 vrhova, imamo

Wy bo(yi+1) < (”H’H). Zbog orijentacije lukova (y;11,Y:) 1 (Vit+1,Yit+2), dobivamo

W(Bap0) < W(B;

b+2
a+b+1, a—I-Z) + (LH- "

» ). Koriste¢i Lemu 4 dobivamo:

W(B,40) < <a+g+2> . (a+2)(a+61)(2a+3) N (a+g+2)

_f(a+b+3 (a+2)(a+1)(2a+3)
_< 3 )* 6

— %(Lﬂ + a?b + ab® + %Iﬁ + 5a* 4 4ab + 2b* 4 8a + 13—1b+4).
Budu¢idajea > b > 1 vrijedi W(§a+ b-0) —
3ab+ 3b* —2a + 2b) > 1a(3b — 2) > 0. Stoga, W(4,,
takvedajea > b > 1.
Sada ¢emo pretpostaviti da postoje dva suprotno orijentirana luka na
(u1, uz) —putu duljine a 4 1 u 8, o. Postupajuéi analogno kao u prethodnom slu-
¢aju, dobivamo:

O) > ( 2b+ab2 2b3

w(@,,
0, )<W( . o)zasveab

W(B,0) < <a+g+3> + (b+2)(b—21)(2b+3)

E(;a + a?b + ab® + b° + 24% + 4ab + 50 + 131a+8b+4)

iW (0,4 5 0) W(b,p0) > 3(2a% +2a%b + ab? +3a® +3ab+Za) > 0zaa > b > 1.
Stoga, W (6,50) < W(B,+ 5 o) zasvea,btakvedajea > b > 1.
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Dakle, mozemo pretpostaviti da su (u1, up) —putovi usmjereni u ga,b,O- S obzi-
rom da 6, o nije jako povezan, moZemo pretpostaviti da 6, , o = §a+,b+,o- Iz Leme
2 proizlazi W(f+ 4+ 0) = (3 +10° + 29 + 202 + 32 + 30+ 2) i W(f,+ 5 o) —
W(0,+ p+ o) = 2(2a° 4 3a%b + 2ab? + 2% + 322 + 7ab + 30?4+ Ba + Bb +2) > 0.
Stoga, kad god W(6,,,0) nije jako povezan, dobivamo W(8,0) < W(f,+ ;o) za
sve a,b takve dajea > b > 1. O

4.3 Orijentacije 0,1 grafova

S]etlmo se da ako je 6,1 jako povezan digraf, onda je izomorfan ili 6, b1 ili
0, prqili 0,+ b 1- 1z Leme 2 dobivamo

—

Wb n ) = %(a3 + 2a2b + 2ab? + b® + 84% + 12ab + 8b* + 15a + 21b + 18)

—

Wb,y 1) = %(ﬁ +2a%b + 3ab® + b + 8a% + 11ab + 7b* + 21a + 16b + 18)

—

Wil s+ 5-1) = L (2 4 362 + 2ab% + 1 + 742 + 11ab + 867 + 16a + 21b + 18).

5(

Promjenom orijentacije luka (11,z1) u é'aerfll, dobivamo specifi¢nu orijentaciju
koju éemo oznaciti s 5:17’1. Jasno je da ‘7;%,1 nije jako povezan jer su svi lukovi
incidentni s z; usmjereni od z;. Ipak, za neke vrijednosti a i b, ovakva orijentacija
ima najve¢i Wienerov indeks.

Lema 5. Vrijedi
W(b;,,) = %(ﬂﬁ +322b + 3ab? + b® + 6a% + 10ab + 66 + 11a + 11b + 8).

SDokaz. Primijetimo da u g:b,l imamo w(v) = (“+g+2) zasvev € V(ggbll) \ {z1}.
toga,

W8, ) = w(z1) + (a+ b+ 2)w(uy)

o2 b+2 a+b+2
=13+ (3| Farren (T30,
¢ime je lema dokazana. O

Teorem 8. Neka je éj orijentacija od 6,1 koja nije jako povezana te je razlicita od
52@; i od digmfi (é:rb ) nastalog od 9 p1 Promjenom orijentacija svih lukova. Tada
W(Ga,b,l) < W(QZbll) ili W(Oa,b,l) < W(ezﬁ,bil)-

Dokaz. Stavimo xg = yo = u1 i X,41 = Yp1 = uz. Najprije pretpostavimo da pos-
toje dva luka suprotno orijentirana na (11, o) —putu duljine a +1u 6,;,. Neka
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su dani lukovi (xi41,%;) i (xj,%j41), 0 < i < j < a. Neka je razlika j — i najveca
moguca. Razlikujemo dva slucaja.

Sluajl. i = 0ij = a. Tada najviSe jedan od vrhova x4,...,x, ima w jed-
(eatsy (“T5+2). Stovige, vrhovi

nak , dok je za ostale vrhove veli¢ina w najvise

. . oi b+3
Ui, z1,U2,Y1,Y2, . - -, Yp imaju w najvise (7,°)

W < (") a0 (T ) e (U1

= %(a3+2a2b+ab2+b3+3a2+3ab+8b2+4a+23b+22)

= W(Qzﬁ b~ 1)

,iz ¢ega dobivamo

Slucaj 2. i > 1ili j < a —1. Jer je razlika j — i najve¢a moguca, jedan od vrhova x;
i x;1 moraju imati svojstvo da svi s njima incidentni lukovi moraju biti usmjereni
prema njima. S obzirom da najviSe jedan od vrhova x; 1, x; 2, . .., xj ima w jednak

(”+g+3), dok ostali vrhovi u 6, , ; imaju w najvise (”‘LZH), dobivamo

. b3 b+2
W(Qalbll)§0—|—<a+2+ >+(a+b+1)<a+2+ )

_ %(tﬁ + 3a%b + 3ab* + b> + 5a% 4 10ab + 5b> + 10a 4 10b + 8)
s W(Oa b, 1)

Ako postoje dva luka suprotne orijentacije na (11, u) —putu duljine b + 1 u 5a,b,1,
tada u prvom slucaju dobivamo

—

W(b,p1) < = (a°+a%b+2ab? + b° + 842 + 3ab + 30 +23a +4b +22) < W(6,+ 5 1)

I\)IP—‘

dok u drugom slucaju dobivamo W(f,;1) < W(é:m)' Zato ¢emo u nastavku
pretpostaviti da su (11, up)—putovi duljina @ + 1 b + 1 usmjereni u 6, ;. Razli-
kujemo dva slucaja. .

Slu¢aj 1. (uy1,uz)—put duljine dva nije usmjeren. Pretpostavimo da 6, sadrzi
lukove (z1,u7) i (z1,u2). S obzirom da je 9[1 p1 razlicit od g+ api i (11, up)—putovi
duljina a +1ib 4 1 jesu usmjereni, moZemo uzeti da , , ;sadrZi usmjerene putove
U1,X1,X2,...,Xa, U2 iuq,Y1,Y2,...,Yp, u2. Tada

)+ w(z1) + W(Pyy1 + W(Pyiq))

ZE Vo) ) () (5 (7)

W( abl

1, 15, , 14 20
(37° +3b +3a% + 302 + a+ Tb+8)
<W(E,)-
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Slucaj2.  (up,up)—put duljine dva je usmjeren. S obzirom da su svi

(11, up)—putovi usmjereni i 6,5, nije jako povezan, moZzemo pretpostaviti da

—

ap1 = 0+ p+ 1. Tada, primjenom Leme 2 dobivamo

o)

4 1,1 1 5 /5 g
Wiberpra) = 5(30 + 387 +207 +26% 4+ 30+ 3b+8) < WO,

[zostavljanjem detalja koji se nalaze u [6], dobivamo sljede¢i rezultat.

Korolar 1. Orijentacija grafa 6, j, 1 koja ima najve¢i Wienerov indeks nije jako povezana
ako i samo ako

(a) ab® — a®> — ab — 2b*> —5a — 10b — 10 > 0 ili

(b) ab®> — a? — ab — 2b*> — 5a — 10b — 10 = 0 i orijentacija od 0,1 nije izomorfna

—

9a+,b*,1' O
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Sazetak

Rana faza istraZivanja Wienerovog indeksa usmjerenih grafova bila je ogranicena
samo na jako povezane usmjerene grafove. Izostavljanjem uvjeta o jakoj poveza-
nosti, Wienerov indeks digrafa definiran je kao suma udaljenosti po uredenim pa-
rovima vrhova, dok se za parove izmedu kojih ne postoji usmjereni put uzima da
je udaljenost jednaka nuli. Ovaj rad je posveéen problemu pronalaska orijentacija
nekih klasa grafova koje imaju najve¢i Wienerov indeks. Razmotreni su turniri,
neke klase stabala te neke vrste theta grafova.

Kljuéne rijeci

digraf, Wienerov indeks, orijentacija, jako povezan digraf, turnir, stablo, theta graf
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Orientations of graphs with the
largest Wiener index

Summary

The early research phase on the Wiener index of directed graphs was limited only
to strongly connected directed graphs. By removing the condition of strong con-
nectivity, the Wiener index of a digraph is defined as the sum of distances over
ordered pairs of vertices, while for pairs where there is no directed path, the dis-
tance is considered to be zero. This paper is dedicated to the problem of finding
orientations of certain classes of graphs that have the largest Wiener index. Tour-
naments, some classes of trees, and certain types of theta graphs are considered.

Keywords

digraph, Wiener index, orientation, strongly connected digraph, tournament, tree,
theta graph
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