Caseyev teorem

Lombarovié, Lidija

Undergraduate thesis / Zavrsni rad
2024

Degree Grantor / Ustanova koja je dodijelila akademski / strucni stupanj: Josip Juraj
Strossmayer University of Osijek, School of Applied Mathematics and Informatics /
Sveuciliste Josipa Jurja Strossmayera u Osijeku, Fakultet primijenjene matematike i
informatike

Permanent link / Trajna poveznica: https://Jum.nsk.hr/urn:nbn:hr:126:011972

Rights / Prava: In copyright /Zasti¢eno autorskim pravom.

Download date / Datum preuzimanja: 2024-12-24

Repository / Repozitorij:

mat h OS Repository of School of Applied Mathematics and

Informatics

aodar

DIGITALNI AKADEMSKI ARHIVI I REPOZITORLII

zir.nsk.hr


https://urn.nsk.hr/urn:nbn:hr:126:011972
http://rightsstatements.org/vocab/InC/1.0/
http://rightsstatements.org/vocab/InC/1.0/
https://repozitorij.mathos.hr
https://repozitorij.mathos.hr
https://zir.nsk.hr/islandora/object/mathos:903
https://repozitorij.unios.hr/islandora/object/mathos:903
https://dabar.srce.hr/islandora/object/mathos:903

SVEUCILISTE JOSIPA JURJA STROSSMAYERA U OSIJEKU

FAKULTET PRIMIJENJENE MATEMATIKE I INFORMATIKE

Sveucilisni prijediplomski studij Matematika

Caseyev teorem

Z.AVRSNI RAD

Mentor: Student:

prof. dr. sc. Ivan Matié¢ Lidija Lombarovi¢

Osijek, 2024.






Sadrzaj

1 Uvod
2 Ptolomejev teorem

3 Caseyev teorem

3.1 Zajednicketangentedvijukruznica . ... ..:s 55558308555 85 00 a3

3.2 Poucak o kosinusu . . . .

3.3 Dokaz Caseyeva teorema
4 Feuerbachov teorem
Literatura
Sazetak
Summary

Zivotopis

23

29

31

33

35






1 | Uvod

Geometrija, jedna od najstarijih grana matematike, izvorno se bavi proucavanjem
svojstava i medusobnih odnosa geometrijskih likova u ravnini te geometrijskih tijela u
prostoru. Proiza$la je iz prakti¢nih potreba svakodnevnog Zivota jo$ u starom Egiptu.
Sve do kraja 19. stoljeca, euklidska je geometrija bila gotovo jedina poznata grana
geometrije. Utemeljena je na postulatima i aksiomima koje je izveo starogrcki mate-
maticar Euklid u svome djelu Elementi u 3. st. pr. Kr. Daljnjim razvojem neeuklidskih
geometrija, njihov predmet proucavanja postaje $iri i apstraktniji.

Irski matematicar i profesor John Casey (1820.-1891.) posebno je vaZzan zbog svog
doprinosa euklidskoj geometriji. Napisao je vise od 25 radova, no najpoznatiji je
njegov udzbenik Nastavak prvih Sest knjiga Euklidovih Elemenata iz 1881. godine. U
tom je udzbeniku Casey po prvi put predstavio proSirenja i generalizacije Euklidovih
teorema, $to je kasnije postalo poznato kao moderna geometrija trokuta. Stovise, sma-
tra se da su on i francuski matematicar Emile Lemoine osnivaci moderne geometrije
trokuta i kruznice.

Osim toga, u Nastavku prvih Sest knjiga Euklidovih Elemenata dao je i generaliza-
ciju Ptolomejeva teorema, koja je prema njemu dobila naziv Caseyev teorem. Dok Pto-
lomejev teorem tvrdi da za svaki tetivni Cetverokut vrijedi da je umnozak duljina di-
jagonala jednak zbroju umnoZaka duljina nasuprotnih stranica Cetverokuta, Caseyev
teorem prosiruje ovaj koncept na slucaj gdje se umjesto vrhova tetivhog cetverokuta
promatraju Cetiri kruZznice koje dodiruju polaznu kruZnicu i nalaze se unutar nje. Ca-
sey je dokazao samo jedan smjer ovog manje poznatog teorema. Ipak, vecu ulogu u
primjeni pronasao je njegov, kasnije viSe puta dokazan, obrat. Na primjer, najkraci
moguci dokaz Feuerbachova teorema koristi upravo obrat Caseyeva teorema.






2 | Ptolomejev teorem

Buducdi da je Caseyev teorem generalizacija Ptolomejeva teorema, pri c¢emu ulogu to-
¢aka preuzimaju kruznice, potrebno je prvo iskazati i dokazati Ptolomejev teorem. Sta-
rogrcki matematicar i astronom Klaudije Ptolomej u svome djelu Almagest dao je nu-
zan uvjet kako bi ¢etverokut bio tetivni. Pomocu toga, kreirao je tablice tetiva koje je
primijenio u astronomiji. Prisjetimo se nekih pojmova i teorema koji ¢e biti koristeni u
dokazu Ptolomejeva teorema.

Definicija 1 (vidjeti [3]). Cetverokut kojem se moZe opisati kruznica naziva se tetivni
Cetverokut.

Dva su trokuta sli€éna ako postoji bijekcija vrhova jednog trokuta na vrhove drugog
trokuta tako da su im odgovarajuci kutovi sukladni i odgovarajuce stranice proporci-
onalne. Oznatavamo AABC ~ AA'B'C’.

Slika 2.1: AABC ~ AA'B'C'.

. . |AB| _ IBC| _ |AC|
Viljedia =, p= Py =y te 1p =g = jacy

Teorem 1 (K-K-K teorem o sli¢nosti trokuta, vidjeti [3, Teorem 4.3]). Dva su trokuta
slicna ako su im odgovarajuéi kutovi sukladni.

Dovoljno je dokazati sukladnost dvaju parova kutova. Tada im i tre¢i par kutova mora
biti sukladan.

Sada se moZe iskazati i dokazati Ptolomejev teorem.



Teorem 2 (Ptolomejev teorem, vidjeti [3, Teorem 5.5]). Umnozak duljina dijagonala
tetivnog Cetverokuta jednak je zbroju umnoZzaka duljina nasuprotnih stranica Cetvero-
kuta.

Dokazimo ovaj teorem pomocu sli¢nosti.

Slika 2.2: Tetivni Cetverokut ABCD.

Dokaz. Neka je ¢etverokut ABCD tetivni. Oznagimo s E tocku na dijagonali AC takvu
da je ZADE = ZBDC. Takoder je ZDAC = ZDBC jer su to obodni kutovi nad CD.

AD AE
Prema K-K-K teoremu o sli¢nosti trokuta, AADE ~ ABDC. 1z toga slijedi :BD: = %,
to jest
|AD|-|BC|=|AE|-|BD|. (2.1)

Uocimo iz Slike 2.2 daje ZCDE = ZCDB+/BDE = ZADE+/BDE = ZADB. Takoder
je ZDBA = ZDCA jer su to obodni kutovi nad lukom AD. Prema K-K-K teoremu o

licnosti trokuta, AABD ~ ACDE. 1z toga slijedi oA Bl to jest
sliénosti trokuta, ~ Iz —_—
4S9 ey " ice ™
|AB|-|CD|=|BD|-|CE|. (2.2)

Zbrajanjem izraza (2.1) i (2.2) dobivamo

|AD|-|BC|+|AB|-|CD|=|AE|-|BD| +|BD|-|CE|
= (|AE|+|CE))-|BD|
=|AC|-|BD|.

Dakle, umnoZak duljina dijagonala tetivhog ¢etverokuta ABCD jednak je zbroju um-
nozaka duljina nasuprotnih stranica cetverokuta. O

Obrat takoder vrijedi.



3 | Caseyev teorem

3.1 Zajednicke tangente dviju kruZnica

Ulogu stranica i dijagonala tetivnog ¢etverokuta iz Ptolomejeva teorema, u Caseyevom
teoremu preuzimaju zajednicke tangente kruZnica.

Definicija 2 (vidjeti [3]). Tangenta kruZnice pravac je koji s kruznicom ima tocno jednu
zajednicku tocku.

Teorem 3 (Teorem o tangenti kruznice, vidjeti [1]). Neka je dana kruznica k(O,r) i
tocka D na toj kruznici. Pravac t koji prolazi tockom D je tangenta kruznice k ako i
samo ako je okomit na duzinu OD.

Sljedeci teorem govori da su odsjecci dviju tangenti od tocke izvan kruznice do diraliSta
tangenti s kruZnicom jednake duljine, a bit ¢e koristen kasnije u Poglavlju 4.

Teorem 4 (vidjeti [1]). Neka su t, i t, tangente kruznice k iz tocke T te D, i D, diralista
tangenti i kruznice. Tada je |TD;| = |TD,|.

Slika 3.1: |TD,| = | T D,|.

Zajednicka tangenta dviju kruZnica pravac je koji je tangenta obiju kruZznica. Dvije
kruznice mogu imati najvise dvije vanjske i dvije unutarnje zajednicke tangente.
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Slika 3.2: Zajednicke tangente dviju kruZnica.

1° Ako kruZnice nemaju zajednickih tocaka i ne nalaze se jedna unutar druge, onda
one imaju dvije vanjske i dvije unutarnje zajednicke tangente.

2° Ako se kruZznice dodiruju izvana u jednoj tocki, onda one imaju dvije vanjske i jednu
unutarnju zajednicku tangentu, koja je okomita na spojnicu sredista kruznica.

3° Ako se kruznice sijeku u dvjema tockama, onda one imaju dvije vanjske zajednicke
tangente.

4° Ako se kruznice dodiruju iznutra u jednoj tocki, onda one imaju jednu vanjsku za-
jednicku tangentu.

5° Ako kruZnice nemaju zajednickih tocaka i nalaze se jedna unutar druge, onda one
nemaju zajednickih tangenata.

Uvedimo oznake pomocu Slike 3.3. Ako vanjska zajednicka tangenta kruZnica k; i
k, dodiruje te kruznice redom u to¢kama A; i B;, onda ¢emo udaljenost |A; B;| ozna-
Cavati s £, i zvati duljina vanjske zajednicke tangente kruznica k; i k». Ako unutar-
nja zajednicka tangenta kruZnica k; i k2 dodiruje te kruZznice redom u tockama A’1 i
Bj, onda ¢emo udaljenost | A} B} | oznacavati s ¢}, i zvati duljina unutarnje zajednicke

tangente kruZnica k; i k».

Duljina vanjske zajednicke tangente dviju kruZnica veca je od duljine unutarnje zajed-
nicke tangente tih kruZnica.
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Slika 3.3: Unutarnja i vanjska zajednicka tangenta kruznica k i ky.

3.2 Poucak o kosinusu

Poucak o kosinusu bit ¢e koristen u dokazu Teorema 6.

Teorem 5 (Poucak o kosinusu, vidjeti [3, Teorem 6.2]). Ako su a, b, ¢ duljine stranica
trokuta te a, B iy njegovi odgovarajuci unutarnji kutovi, onda vrijedi

a’ =b*+c®-2bccosa,

b’ =c?+a® —2cacosp,
¢* = a* +b*-2abcosy.

Dokaz. Dovoljno je dokazati prvu jednakost. Pretpostavimo da je dan A ABC sa strani-
cama duljine a = |BC|, b = | AC| i ¢ = | AB| te unutarnjim kutovima nasuprot tih stranica
redoma, fiy.

1° Neka je a pravi kut. Ocito je a? = b* + ¢® = b* + ¢* — 2bccosa.

2° Neka je a &iljasti kut. Oznacimo s D noziste visine v, iz vrha C na stranicu AB te
|AD| = x. Prema Pitagorinom poucku, za AADC i ABDC vrijedi

v2=bP-x*=a®-(c-x)?
> = -x*+c*-2cx+x°

= a®=b*+c*-2cx.

x
U pravokutnom AADC je cosa = E paje x = becosa ivrijedi a® = b? + ¢> — 2bccosa.
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Slika 3.4: a <90°.

3° Neka je a tupi kut. Oznacimo s D noziste visine v, iz vrha C na stranicu AB te
|AD| = x. Prema Pitagorinom poucku, za AADC i ABDC vrijedi

vl=b-x*=a*-(c+x)?
> = -x*+c+2cx+x°
= a’=b*+c*+2cx.

X
U pravokutnom AADC je cos(180° — a) = B’ odnosno x = bcos(180° — a) = —bcosa i

konacéno a® = b? + ¢ —2bccosa. O

Slika 3.5: a >90°.
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3.3 Dokaz Caseyeva teorema

Sljedeci teorem kljucan je u dokazu i primjeni Caseyeva teorema prilikom odabira unu-
tarnje ili vanjske zajednicke tangente kruznica.

Teorem 6 (vidjeti [2, Theorem 1]). Neka kruznice ki(Oy,11) i k2(O2,12) dodiruju kruz-
nicu k(O, r) redom u tockama Py i Ps.

a) Ako kruznice k; i ky dodiruju kruznicu k iznutra, onda je duljina njihove vanjske
zajednicke tangente

PP
[Py 2'\/(r—rl)(r—rz).

r

v o_
t12_

b) Ako kruznice k) i ko dodiruju kruznicu k izvana, onda je duljina njihove vanjske
zajednicke tangente

|P1 Py
tly = ——2\(r+r)(r +12).

r

¢) Ako kruznica k; dodiruje kruznicu k iznutra, a kruznica k. dodiruje kruznicu k iz-
vana, onda je duljina njihove unutarnje zajednicke tangente

|P1P;|
b= —lr 2 - r)(r+rsy).

d) Ako kruznica k, dodiruje kruznicu k iznutra, a kruznica k, dodiruje kruznicu k iz-
vana, onda je duljina njihove unutarnje zajednicke tangente

|P1Py|
r{;:%\/(wrlxr—m).

Dokaz. a) Neka kruznice k; (O, 11) i k(O,, 12) dodiruju kruznicu k(O, r) iznutra redom
u tockama P; i Py, kao na Slici 3.6. Bez smanjenja opcenitosti, pretpostavimo da je
r1 = ro. Neka vanjska zajednicka tangenta kruZnica k; i k> dodiruje te kruZnice redom
utockama A; i B; te neka je A, ortogonalna projekcija tocke O, na duzinu O; A;. Prema
Pitagorinom poucku, za AO; 0, A, vrijedi

(t1)* = |AB1I” = 10102 = (11 = r2)%. (3.1)
Oznacimo Z0, 00, = a. Koristenjem poucka o kosinusu, za A0, 00, dobivamo
[010s? = (r — 5P +(F — £2)° — 2(r — 1) {F — r3) cos @.
KoriStenjem poucka o kosinusu, za jednakokra¢ni AOP; P, dobivamo
|P1 P> =2r*(1 - cosa)

PPy
= 1l—-cosa=
2r2

|Py Py |?
2r2 -

= cosa=1-
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Slika 3.6: Kruznice kj i k2 dodiruju kruznicu k iznutra.

Uvrstavanjem |0 02|? i cosa u (3.1) slijedi

(Hy)? = (r—1)*+(r—12)* =2(r — 1) (r — r2) cosa — (r; — 1)*

PPy

=(r—r1)2+(r—r2)2—(r1—r2)2—2(r—r1)(r—r2)(1—l el )
Zr

= = 1) i =Tl = bry — 1) — 20— 2 G ~ ) -1

|PLPof?

22

+2(r—r))(r—ry)

=r? =2rr + r12 P —2rry+ r22 — (r12 —2rr + r22)

|P1 Py

—2(r2—rrg—rr1+r1r2)+(r—rl)(r—rz) >
#

Py P,|?
= (r=r)(r— ) 22

Korijenovanjem gornje jednakosti dobivamo traZeni izraz

Wi(F— PF—= )

b) Neka kruZnice ki (O1, 1) i k2(O2, 2) dodiruju kruznicu k(O, r) izvana redom u toc-
kama P; i P,, kao na Slici 3.7. BSO, pretpostavimo da je r; = r,. Neka vanjska zajed-
nicka tangenta kruZnica k; i k, dodiruje te kruZznice redom u tockama A, i B; te neka
je A, ortogonalna projekcija tocke O, na duzinu O, A;. Prema Pitagorinom poucku, za
A01 Oz Ag Vl‘ljedl

| P1P;|
"

v o _
lip=

(t})? = |A1B1* =101 021 — (11 — 12)*. (3.2)
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Slika 3.7: KruZnice k; i k2 dodiruju kruznicu k izvana.

Oznacimo Z0,00; = a. Primjenom poucka o kosinusu, za AO; 00, vrijedi
1010212 = (r + 1) + (r + r2)*> = 2(r + 1) (r + r2) cos a.
Primjenom poucka o kosinusu, za jednakokra¢ni AOP; P, vrijedi

|P1 P2 =2r?(1 - cosa)

| Py Py|?
= l-cosa=
2r2
| Py Py|?
= cosa=1- .
2r2

Uvrstavanjem |0, 0,|? i cos a u (3.2) slijedi

(tl”z)2 =(r+1)*+(r+1m)? —2(r + r)(r + r2) cosa — (1 — r2)?

|P1P2|2)

= (4 n)” + (4 ) = (=) =20+ )+ ) (1=

=(r+ r1)2 +(r+ r2)2 —(r - r2)2 —20F L T+ 7] -1

|P, Py |?
T2

+(r+r)r+r)

=r? +2rr + rlz dre +2rry + r22 — (r12 —2r1rs + r22)

|Py P, |?

— S0P 8- Py 4 PT +FBl P+ P2 5] =

|P, P |?

=(r+m)r+n)—s
"
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Korijenovanjem gornje jednakosti dobivamo trazeni izraz

P, P.
tl”zzl 1 2|\/(r+r1)(r+r2).

r

c¢) Neka kruznica k; (O, 1) dodiruje kruznicu k(O, r) iznutra u tocki P; i neka kruznica
k2(O2, ) dodiruje kruznicu k(O, r) izvana u tocki P, kao na Slici 3.8. BSO, pretpos-
tavimo da je r; = r,. Neka unutarnja zajednicka tangenta kruznica k; i k, dodiruje te
kruznice redom u tockama A; i B; te neka je A, ortogonalna projekcija tocke O, na
pravac O; A;. Prema Pitagorinom poucku, za AO; O, A, vrijedi

(£5)? = |A1B1I* = |0, 02* — (11 + 12)°. (3.3)

Slika 3.8: Kruznica k; dodiruje kruznicu k iznutra, a kruznica k; izvana.
Oznacimo Z0;00, = a. Primjenom poucka o kosinusu, za AO; 00, vrijedi
[01603 % =1F — r)® = 0F + 102 = 2 = 1 Mp £ Pa) c08 65
Primjenom poucka o kosinusu, za jednakokra¢ni AOP; P, vrijedi

|P1P,|2 =2r?(1 - cosa)

[P Py
= l—-cosa=

2r2
|P1 Py |?
2r2

= cosa=1-
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UvrStavanjem | O 0,|%icosa u (3.3) slijedi

(t)2 = (r—r)* + (r+ r)? = 2(r — r)(r + ra) cos @ — (1 + r)?

P, P,|?

:(r—r1)2+(r+r2)2—(r1+r2)2—2(r—r1)(r+r2)(1—| . 22| )
2r

=r-r)+r+r)’ = (rn+r)*-20r-r)(r+r)-1

|P Py |?
2

+(r—r)(r+r)

=r? =2rr + rlz + p? +2rry + rzz - (r12 +2r11 + r22)

5 | P, Py
=2(r°+rrp—rrn—-nr)+(r—-r))(r+r) =
i
PP, |?
:(r—rl)(r+r2)| 1r22| .

Korijenovanjem gornje jednakosti dobivamo traZeni izraz

P, P
= |P1 P V (r=r)(r+r).

r

d) Neka kruznica k;(O,, r2) dodiruje kruznicu k(O, r) iznutra u tocki P, i neka kruznica
k, (O, r1) dodiruje kruznicu k(O, r) izvana u tocki P;. Dokazuje se analogno kao c),
samo zamijenimo kruznice k; i k», ¢cime dobivamo trazeni izraz

p, P
= Furel V(r+r)(r—ry).
r

Slijedi dokaz Teorema 6 pomocu sli¢nosti, preuzet iz [6].

Dokaz. a) Neka kruznice k;(O1,11) i k2(02,12) dodiruju kruznicu k(O, r) iznutra re-
dom u tockama P; i P,, kao na Slici 3.9. Neka vanjska zajednicka tangenta kruZnica
k, i k, dodiruje te kruznice redom u tockama A; i B; te neka su tocke A i B sjeci-
S$ta vanjske zajednicke tangente s kruznicom k. Oznacimo sa S tocku u kojoj pravac
Py A; sijece kruznicu k. Z0,P1 A, = ZP1 A0 jer su to kutovi uz osnovicu jednako-
kracnog trokuta. Analogno je ZOP,S = ZP,S0. Kako je ZOP,S = Z0,P; A;, onda je
i /P1SO = /P1A;0;. Prema K-K-K teoremu o sli¢nosti trokuta, AO;P;A; ~ AOP;S.
Stoga slijedi O; A4, || OS. S obzirom da je O;A; L AB, ondajei OS L AB paje S polo-
viste luka AB. Sli¢no, pravac P, B prolazi tockom S, AO,P,B; ~ AOP,S i O,B; | OS.
Nadalje,

1 1
LSAlBl = lPlAlA = EéPlOlAl = EéplOS = ZSPzpl

Prema K-K-K teoremu o sli¢nosti trokuta, ASA; B; ~ ASP, P,. Stoga slijedi

|A1By| _ |SA;] _ |SB;|
|PoPi| ISPyl |SP1l

(3.4)
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S

Slika 3.9: KruZnice kj i k2 dodiruju kruznicu k iznutra.

Kvadriranjem zadnjeg €lana iz prethodne jednakosti dobivamo

SBi1\* ISBil ISBil _ISA;l ISB
(] 1|)_l 1l ISBy| _ [SAi| [SB;] 3.5)

ISP1|) ISPy ISPyl ISP, |SPy|’

Prema Talesovom teoremu o proporcionalnosti, paralelni pravci O; A; i OS na krako-
vima kuta ZOP; S odsjecaju proporcionalne duzine, to jest vrijedi

| P1 A _ | P10

|P1S| [P, O]’
P A PO 9]0
| Py 1|:| 1011 N |SA1|:| 1|-|P1A1|.
[A1S| 1010 | P10

Takoder, prema Talesovom teoremu o proporcionalnosti, paralelni pravci O, B; i OS na
krakovima kuta ZOP, S odsjecaju proporcionalne duzine, to jest vrijedi

[P2B1l _ |P202|
|P,S|  |P2O|’
P,B P,O 00
|P2B1|  |P202] N |531[=[ 2 |PyBy|.

IB1S|  10,0| |P,0,|
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Uvrstavanjem |SA;|i|SB;| u (3.5) slijedi

(ISBll)z_ 001 |P1AI] |00 |P;Bi|

ISP1|) P10y ISPyl |P20a| ISPy
|P1 A | P2 B |
=1004|-100;|- .
! 2 |PLSI- [P0y |SP,|- P50,
1 1
1001100, 5
_1001-100y|
|P,0]-|P,0[

Korijenovanjem gornje jednakosti dobivamo

|SB;| _ |00 |-100,|

|SP;| |P,0|-|P,0|’
|A1 B _ |OO1]-100,|
| P2 P |P1O|-|P,0|"

a zbog (3.4) vrijedi

Uocimo,

|A1B1| = t],,

OO =r1—T11,

100;2| =1 =13,

|P10| = [P20| =T.
Dakle,
th,  |r=-r)r-r)
| P1 Py r?
p, P
- 1r 2 Sr—me -,

Slicno se mogu dokazati i ostali slucajevi. O

Uocimo, ako kruZznice k; i kz dodiruju kruZnicu k s iste strane (obje iznutra ili obje
izvana), onda je t;, duljina njihove vanjske zajednicke tangente. Ako kruznice k; i k,
dodiruju kruznicu k s razli¢itih strana (jedna iznutra, a druga izvana), onda je #, du-
ljina njihove unutarnje zajednicke tangente.

Osim toga, ako kruZnica k;, i = 1,2, dodiruje kruznicu k izvana, onda je udaljenost
njihovih srediSta jednaka zbroju njihovih radijusa. Ako kruznica k;, i = 1,2, dodiruje
kruZnicu k iznutra, onda je udaljenost njihovih sredista jednaka razlici njihovih radi-
jusa.
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Teorem 7 (Caseyev teorem, vidjeti [6]). Ako kruznice ki(O1,11), k2(O2,12), k3(O3,13)
i k4(O4,14) dodiruju kruznicu k(O,r) iznutra redom u tockama Py, P,, Ps i P, onda
vrijedi

Mo+ l3g+ ty by3 — B3 o4 = 0, (3.6)

gdje je tlf’j duljina vanjske zajednicke tangente kruznica k; i kj, zai,j=1,2,3,4,i # j.

Slika 3.10: Sve cetiri kruznice dodiruju kruznicu k iznutra.

Teorem se dokazuje pomocu Ptolomejeva teorema za tetivni ¢etverokut ¢iji su vrhovi
diralista kruznica ki, kz, ks i ks s kruZznicom £k, tako da se duljine stranica i dijagonala
cetverokuta zamijene s duljinama zajednickih tangenti kruZnica.

Dokaz. Prema Ptolomejevu teoremu, za tetivni cetverokut P P, P3P, vrijedi
|P1P3| - |P3Py| + |P1Py|-|P2P3| = |Py P3| - | Py Pyl. (3.7

Kruznice ki, k2, k3 i k4 dodiruju kruznicu k iznutra pa su duljine njihovih vanjskih

|P; Pl
zajednickih tangenti dane s £} = ’r L —r)(r—rp),zai,j=1,2,3,4,i # j. lztoga
je

tl,-r
|P,P,| = = ,
V(r=r)r—r)
ty,-r
|P3Py| = 3 :
V(r—r3)(r—ry)
¥
[P Py| = H ,
Vir—r)r—ry)
tl.-r
|Py P3| = 2

VI—r)r—r3)’
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tl - r
|P1 P3| = = ;
V(r=r)(r—rs)
R
|PyPy| = 2

ViI=1)r—ry

Uvrstavanjem prethodnog u jednakost (3.7) slijedi

tl"z-r t3”4-r . tl”4-r tz”s-r
Vir—r)r-r) Vir-r)r-r) Vir-n)r—-ry) Vr-r)r-rs)
131 lyy T

TVt VIR =12

& W r—rir —r)r — rale — 1y) .
a mnozZenjem s 2 dobivamo

v vV LU _ LU LU
Lo I3g + 11y T3 = 3" byy,
odnosno trazeni izraz (3.6). O

Caseyev teorem najcesce je iskazan u prethodnom obliku, ali moZe se proSiriti i na
slucajeve kada sve ili neke od kruznica k;, za i = 1,2, 3,4, dodiruju kruZnicu k izvana.
Prema tome, postoji Sest slucajeva.

a)kI b)k c)kI lI
‘O—(H (D "o—(7

Slika 3.11: Sest slu¢ajeva dodira kruznica k;, za i = 1,2, 3,4, s kruZnicom k.

Q x
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Teorem 8 (Op¢i oblik Caseyeva teorema, vidjeti [2, Theorem 2]). Kruznice k1(0O1,11),
k2(O2,12), k3(Os3,13) i k4(Oy,14) dodiruju kruznicu k(O, r) iznutra ili izvana redom u
tockama Py, P,, Ps i P4 ako i samo ako vrijedi

lp-l3at g gt 13- 1g =0,

gdje je t;; duljina vanjske ili unutarnje zajednicke tangente kruznica k; i k;j, za i, j =
1,2,3,4,i # j.

Dokaz. Prokomentirat cemo dokaz nuznosti, odnosno prvog smjera ovog teorema,
podjelom na slucajeve. Dokaz dovoljnosti, koja se naziva i obrat Caseyeva teorema,
mnogo je kompliciraniji i koristi inverziju.

a) KruZnicu k iznutra dodiruju sve Cetiri kruZnice. Tvrdnja je dokazana u Teoremu 7.

b) Prema Ptolomejevu teoremu, za tetivni cetverokut P P, P3 P4 vrijedi

|P1P2|+ |P3Py| + |P1Py|-|P2P3| =|P1P3|-|PaPyl. (3.8)

Slika 3.12: Dvije nasuprotne kruZznice dodiruju kruZnicu k izvana, a dvije iznutra.

Kruznice k; i k3 dodiruju kruznicu k izvana, a kruznice k; i k, iznutra, kao na Slici 3.12,
pa su duljine njihovih zajednickih tangenti dane s

PP

tiy = ll—r2|\/(r+ ) (r—r2),
PsP

t3q = %\/ (r+r3)(r—ra),
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| P1 Py
i = V=1,

.
P,P

= ; S CETSIET)
PP

L= | 1r 3| V (r+r)(r+rs),

p,P
t2”4:—| Zr d (r = r2)(r —ry).

Iz toga je

o o
|P1P| = L :
V(r+r)r—rm)

tdor
|P3Py| = i ,
V(r+r3)(r—rg)

¥
|P1Py| = = ,
V(r+r)(r—ry)

I+ r
|P, P3| = = :
(r=ro)(r+rs)

tl-r
|PyPs| = = ;
V(r+r)r+rs)

ty-r

|PoPy| = =

JIF—rr—rd

Uvrstavanjem prethodnog u jednakost (3.8) slijedi

Lo T o N Eer i g
Vo+r)r=r) Vor+nrn)ar-r) Vo+rn)r—-r) Vo—-r)r+r3)
ty T Ly T

VI ma I V-1

Vir+r)r=r)(r+r3)(r—rg)
r2

amnoZenjem s
nosno

to* t3q+ by by — 3 1y =0.
c) Prema Ptolomejevu teoremu, za tetivni cetverokut P; P, P3 P4 vrijedi

|PyPs|- |[Ps Pyl + | Py Pa]- | P2 P3| = [Py Pg| < |[PaPal.

: u u u u _ 40 14
dobivamo ¢}, - t3, + 1), - t,53 = t)3 " L,,, 0d-

3.9
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Slika 3.13: Tri kruznice dodiruju kruznicu k iznutra, a jedna izvana.

KruZnice k,, ks i k4 dodiruju kruznicu k iznutra, a kruznica k, izvana, kao na Slici 3.13,
pa su duljine njihovih zajednickih tangenti dane s

PP

' 1r AN e T
PsP

34 = ls—r4|\/(r— r3)(r—ra),
PP

t1114:|1—r4|\/(r—rl)(7”—7’4),

|P, Py
th =22\ /(r+ra)(r —ra),

u __
lip =

:
=2 T 7)
g = |P2rP4| W T )
Iz toga je
PPy = —2
VI=r)r+r)
Pypyf=
VIr=r)(r—ry)
PPy = 12T

Vir—mr—ry’
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thr
|P, P3| = = ;
V(r+r)r—rs)
il I
|P P3| = = ,
Vir—r)r—rs3)
.~
| Py Py| = 24

VI+r)r—-ry)

Uvr§tavanjem prethodnog u (3.9) slijedi

o T bgu~T . bt gt
VIr—r)r+r) Vvio-r)ir—ry) Vio—-r)r—-ry) Vr+r)r—rs)
by b ¥

T VO—ma—r) Vit -1

Vir=r)r+r)(r—r3)(r—rg)
1’2

amnozenjem s
nosno

s u v v u _—_ 40 u
dobivamo ¢ - t5, + 1], - t,5 = b5+ Iy, 0d-

u L v Lu vooLu _
Ho lgg+ 1ty t3— 3 1y =0.

d) Kruznicu k izvana dodiruju sve Cetiri kruznice. Dokaz se provodi sli¢no kao u pret-
hodnim sluc¢ajevima, ¢ime dobivamo

v v v v v v __
Ho lg+ 1ty t3— 1314 =0.

e) Kruznice k; i k4 dodiruju kruznicu k iznutra, a kruznice k; i k3 izvana. Dokaz se
provodi sli¢no kao u prethodnim slu¢ajevima, ¢cime dobivamo

u u v v u u __
Notag+ Iy by =13 1y =0.

f) Kruznica ks dodiruje kruznicu k iznutra, a kruznice ki, k, i k4 izvana. Dokaz se
provodi sli¢no kao u prethodnim slu¢ajevima, ¢cime dobivamo

14 u v u u v __
Hotag+ Iy by — 13 1y =0.
O

Uocimo, kada se kruznice k;, za i = 1,2,3,4, svedu na tocke, dobiva se upravo Pto-
lomejev teorem.






4 | Feuerbachov teorem

Svicarski matematicar i fizicar Leonhard Euler 1765. godine dokazao je da est to¢aka,
nozista visina trokuta i polovista stranica trokuta, leZe na jednoj kruZnici. Prema njemu
je kruznica dobila naziv Eulerova kruznica. U ¢lanku Brianchona i Ponceleta objavlje-
nom 1820. godine navodi se da jo$ tri tocke, polovista spojnica vrhova i ortocentra
trokuta, takoder leze na Eulerovoj kruznici. Oni po prvi put upotrebljavaju naziv kruz-
nica devet tocaka.

Definicija 3 (vidjeti [3]). Ortocentar trokuta sjeciste je visina trokuta.

Teorem 9 (Teorem o kginﬁ deﬂt tocaka, vidjeti [5, Teorem 1]). Neka su tocke A, B’
i C’ polovista stranica BC, CA i AB; Ay, By, Cy, nozista visina te H ortocentar AABC.
Neka su A}, B; i C; polovista duzina HA, HB i HC. Devet tocaka A, B, C, Ay, By, Cp,

A}, B, iC, leZe na jednoj kruznici, ¢iji su promjeri A’A} , B'B;, C'C;.

Slika 4.1: Kruznica devet tocaka.

SrediSte kruznice devet tocaka poloviste je duZine koja spaja ortocentar trokuta sa sre-
distem trokutu opisane kruznice, a duljina polumjera kruznice devet tocaka jednaka je
polovini duljine polumjera trokutu opisane kruZznice.

23
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Njemacki matematicar i profesor Karl Wilhelm Feuerbach 1822. godine dokazao je
da kruznica devet tocaka dodiruje trokutu upisanu i sve tri trokutu pripisane kruznice,
Sto je jedno od najvaznijih otkri¢a elementarne geometrije u posljednja dva stoljeca.
Najkrac¢i moguci dokaz Feuerbachova teorema koristi upravo obrat Caseyeva teorema.

Slika 4.2: Kruznica devet tocaka.

Prisjetimo se teorema o srednjici trokuta, koji ¢e biti koriSten u dokazu Feuerbac-
hova teorema.

Definicija 4 (vidjeti [3]). Duzina koja spaja polovista dviju stranica trokuta naziva se
srednjica trokuta.

Teorem 10 (Teorem o srednjici trokuta, vidjeti [3, Teorem 2.12]). Srednjica trokuta
paralelna je trecoj stranici trokuta, a po duljini jednaka polovini duljine te stranice.

Sada se moze dokazati Feuerbachov teorem.

Teorem 11 (Feuerbachov teorem, vidjeti [5, Teorem 6]). Kruznica devet tocaka dodi-
ruje trokutu upisanu i sve tri trokutu pripisane kruznice.

Pri tome trokutu pripisane kruznice dodiruju kruZnicu devet to¢aka izvana, dok ju tro-
kutu upisana kruznica dodiruje iznutra.

Dokaz. Pretpostavimo da je dan AABC sa stranicama duljine a = |[BC|, b = |AC|, ¢ =

at+b+c _—
| AB| te poluopsegom s = ™ Oznacimo polovista stranica BC, AC i AB redom s

D, EiF. Tocke D, E i F shva¢amo kao kruznice radijusa nula.

1) Dokazimo da se kruznica devet toCaka i trokutu upisana kruznica k; dodiruju. Neka
kruznica k; dodiruje stranice BC, AC i AB redom u to¢kama A’, B'i C’, kao na Slici 4.3.
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Slika 4.3: KruZnica devet tocaka dodiruje kruznice k; i k.

Koriste¢i Teorem 4, mozemo oznaciti |AB'| = |AC'| = x, |IBC'| = |[BA| = y i |CA'| =
|CB'| = z. Dakle,

x+y=|AB|=c > x=c-y,
y+z=|BCl=a => y=a-g,

z+x=|AC|=b => z=b-—x.

Iz toga slijedi
c—a+b
x=c—-a+b-x > x:——E—ﬁ
a-b+c
y=a-b+c-y > y:——?—ﬂ
b-c+a
z=b-c+a-z = Z=—"

tojestx=s—a, y=s—biz=s—c. Prema teoremu o srednjici trokuta je

B _ 1 _C
top =|DE| = 5|4 =,
tpr = |EF| = = 1BCI = &,

2 2
trp = |FD| = jaci= 2,
2 2
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gdje je npr. tpr duljina zajednicke tangente kruznica D i E. Zatim,

_le=2(s=b)| _|b-al

)

Cc
tr1 = |FC'| = ||IFB| - |BC'|| = ‘E_y‘

2 2

a a-2(s-c) lc—b
tD1=|DA/|:||DC|—|CA’||:’__z’:| |_le=bl
b b-2(s—a a—c
tE1=|EB’|:||EA|—|AB’||:‘§_X|:| (2 )| _ | . J

gdje je npr. tr duljina zajednicke tangente kruznica F i k;. BSO, pretpostavimo da je
a < b < c. Pomoc¢u prethodnih izraza dobivamo

Ipe* tr1 + IEF - ID1 :E'b—a_i_g.c—b
2 2 2 2
_cb—a)+alc-b)
- 4
_blc—a)
4

_b e

2 2

=1trp- IE1-

Prema obratu Caseyeva teorema, postoji kruznica koja dodiruje svaku od kruznica D,
E, Fik;. S obzirom da je kruznica koja prolazi tockama D, E, F kruznica devet tocaka,
znaci da se kruznica devet tocaka i trokutu upisana kruznica k; dodiruju.

2) Dokazimo da se trokutu pripisana kruznica k, uz stranicu BC i kruznica devet to¢aka

c a b
dodiruju. Analogno kao u 1), tpg = 5" LEF = % itrp = 7 Neka kruznica k, dodiruje

stranicu BC te produzetke stranica AB i AC redom u totkama P, Q, R, kao na Slici 4.3.
Prema Teoremu 4, vrijedi |AQ| = |AR|, |BP| =|BQ|i|CP| =|CR|. UoCimo da je

2|AQ|=|AQ|+|AR|=|AB|+|BP|+|PC|+|CA|=2s = |AQ|=s.

Slijedi |BQ| = |AQ| — |AB| = s — c¢. Tada je duljina zajednicke tangente kruZnica F i k,
danas

b+a
2

tr2 = |[FQ| = |FB| +|BQ| = g t(s—0) =

a+c
Sli¢no je s tgr = 5 dana duljina zajednicke tangente kruznica E i k. Zatim je s

a g—
tp2 =|DP|=|DB|—|BP|=|DB|-|BQ| = 5_(8_0) S

dana duljina zajednicke tangente kruznica D i k.
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Pomocu prethodnih izraza dobivamo

tFD'tE2+tEF'tD2:B'a+C+E'C_b
2 2 2 2
_bla+c)+alc—Db)
- 4
_cb+a)
==

_ ¢ b+a

2 2

= IpE - lF2.

Prema obratu Caseyeva teorema, postoji kruznica koja dodiruje svaku od kruznica D,
E, Fik;,. S obzirom da je kruznica koja prolazi tockama D, E, F kruznica devet tocaka,
znaci da se trokutu pripisana kruznica k;, i kruZnica devet tocaka dodiruju.

Analogno se dokazuje da kruznica devet tocaka dodiruje i preostale dvije trokutu pri-
pisane kruznice.

O

Dokaz Feuerbachova teorema preuzet je iz [6, Example 2].
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Sazetak

Irski matematicar John Casey, osniva¢ moderne geometrije trokuta i kruznice, najpoz-
natiji je po svojoj generalizaciji Ptolomejeva teorema, koja je prema njemu dobila na-
ziv Caseyev teorem. Zato je u ovome radu prije svega iskazan i dokazan Ptolomejev
teorem. Radi potpunog razumijevanja Caseyeva teorema, definirane su unutarnje i
vanjske zajednicke tangente dviju kruznica te su izvedene formule duljina izmedu di-
raliSta zajednickih tangenti s kruZznicama. Nakon toga, iskazan je i dokazan Caseyev
teorem. Za kraj je definiran pojam kruZznice devet tocaka i primijenjen obrat Caseyeva
teorema na dokaz Feuerbachova teorema.

Kljucne rijeci

tetivni Cetverokut, kruznica, kruznica devet tocaka, zajednicka tangenta kruznica, Pto-
lomejev teorem, Caseyev teorem, Feuerbachov teorem
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Casey’s theorem

Summary

Irish mathematician John Casey, founder of the Modern Geometry of the circle and
the triangle, is best known for his generalization of Ptolemy’s theorem, which is named
Casey’s theorem after him. Therefore, this paper first states and proves Ptolemy’s the-
orem. For a complete understanding of Casey’s theorem, internal and external com-
mon tangents of two circles are defined, and formulas for the lengths between the po-
ints of tangency of the common tangents with the circles are derived. Following this,
Casey’s theorem is stated and proved. Finally, the concept of the nine-point circle is
defined, and the converse of Casey’s theorem is applied to the proof of Feuerbach’s
theorem.

Keywords

cyclic quadrilateral, circle, nine-point circle, common tangent of circles, Ptolemy’s the-
orem, Casey’s theorem, Feuerbach’s theorem
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